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Vorwort

Matrizen sind ein Schliisselkonzept der linearen Algebra. Sie ermdoglichen eine einfache und
uibersichtliche Beschreibung komplexer mathematischer Zusammenhénge. Daher werden sie
in Wirtschaft, Technik und Wissenschaft in vielfdltiger Weise eingesetzt, um mathematische
Operationen zu erleichtern. Zudem helfen Matrix-Methoden bei der numerischen Lésung von
Problemen. Dieses Lehrbuch vermittelt die notwendigen mathematischen Grundlagen, um
Rechenoperationen mit einfachen sowie speziellen Matrizentypen durchzufiihren. Es wendet
sich in erster Linie an Studierende der Naturwissenschaften, insbesondere der Physik, zum
Selbststudium oder als Begleitmaterial zu Vorlesungen, kann aber allen an den Methoden und
Anwendungen der Matrizenrechung Interessierten gute Dienste leisten.

Zum Aufbau des Buches: In den ersten Kapiteln werden die wichtigsten Grundlagen der
Matrix-Algebra dargestellt, also das Rechnen mit Matrizen, die Rolle der Eigenwerte und
Eigenvektoren und die wichtigsten Matrixtransformationen, Produktzerlegungen und Ma-
trixfunktionen. Anschliefend wird genauer auf spezielle Matrizentypen und Matrixgruppen
sowie lineare Abbildungen eingegangen. Kapitel zu komplexen Zahlen, Quaterionen, Matrix-
Gruppen und Lie-Algebren runden das Lehrbuch ab.

Das Schwergewicht der Darstellung liegt auf einer sorgfiltigen Behandlung fiir die iberschau-
baren 2 x 2-Matrizen. Hier sind mathematische Beweise explizit ausgefiihrt, wiahrend auf ho-
herdimensionale Verallgemeinerungen oft nur hingewiesen wird.

In jedem Kapitel werden die mathematischen Theoreme und Methoden durch Beispiele, An-
wendungen und viele Ubungsaufgaben (mit Lésungen) illustriert. Wesentlich mehr Anwen-
dungsbeispiele der Matrizen, hauptsidchlich aus den verschiedensten Gebieten der Physik, fin-
det man in dem parallel erschienenen Lehrbuch:

Korsch, Hans Jiirgen: Physik mit 2 x 2 Matrizen. Ein Lehrbuch mit Beispielen und Ubungs-
aufgaben, Carl Hanser Verlag 2021, Print-ISBN 978-3-446-46694-4, E-Book-ISBN 978-3-446-
46806-1.

Verweise auf diesen Text werden im vorliegenden Buch durch ,P2“ angegeben, also beispiels-
weise als ,Mehr dazu findet man in P2, Abschnitt 2.4.“

Viele der Anwendungsbeispiele fiir einen Einsatz von Matrix-Methoden stammen aus dem Ge-
biet der Quantenmechanik. Im Rahmen des vorliegenden Buches konnen die dazu notwendi-
gen mathematischen Grundlagen der Quantenmechanik nur sehr knapp dargestellt werden.
Mehr dazu findet man in dem Lehrbuch:

Korsch, Hans Jiirgen: Mathematik der Quantenmechanik, Carl Hanser Verlag 2019, Print-
ISBN 978-3-446-46226-7, E-Book-ISBN 978-3-446-46255-7 .
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Denjenigen, die noch tiefer in die Matrizentheorie einsteigen mdéchten, seien die folgenden
Lehrbiicher empfohlen:

Gantmacher, Felix R.: Matrizentheorie, Springer Verlag 1986

Kiihnel, Wolfgang: Matrizen und Lie-Gruppen - Eine geometrische Einfiihrung, Vieweg +
Teubner Verlag 2011

Im vorliegenden Buch wurde auf die oft tiblichen detaillierten Literaturangaben der Quellen
oder der weiterfithrenden Arbeiten weitgehend verzichtet, da es nach Ansicht des Autors zu-
nehmend einfacher ist, weitere Informationen zu interessanten Themen im Internet zu ,er-
googeln®, beispielsweise iiber die immer besser werdenden Eintrédge bei Wikipedia. Voraus-
setzung dafiir sind natiirlich Grundkenntnisse der Thematik und der relevanten Schlagworter.
Quellenangaben gibt es jedoch dort, wo dies unverzichtbar erschien, beispielsweise weil der
vorliegende Text sich stark an dieser Literatur orientiert oder weil die betreffenden Arbeiten
schwer auffindbar sind.

Ein paar Worte zur Rolle der vielen Aufgaben im Text. Sie sind bewusst einfach gehalten und
lassen sich in der Regel in wenigen Denk- und Rechenschritten 16sen. Sie haben einerseits das
Ziel, dazu anzuregen, aktiv an der Entwicklung eines Themas mitzuarbeiten, um ein besseres
Verstdndnis zu erreichen. Andererseits sollen auf diese Weise Nebenrechnungen, die den Text-
fluss storen konnten, ausgelagert werden. In allen Fillen findet man ausfiihrliche Losungen
am Ende jedes Kapitels.
Der vorliegende Text beruht auf den Vorlesungen des Autors zu den mathematischen Grund-
lagen der Physik an der TU Kaiserslautern. Der Autor dankt den ehemaligen Mitgliedern seiner
Arbeitsgruppe fiir viele Anregungen und Kommentare.
Weitere Hinweise und Vorschldge bitte an
h.j.korsch@gmail.com.

Eine aktuelle Korrekturliste und weitere Informationen findet man unter

https://www.hanser-fachbuch.de.

Mein Dank gilt auch dem Hanser Verlag fiir die freundliche Aufnahme des Buches und die
hilfreiche Unterstiitzung durch sein Lektorat.

Kaiserslautern, Oktober 2020 Hans Jiirgen Korsch


https://www.hanser-fachbuch.de
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Matrizen: Grundlagen

»Mathematicians basically know everything there is to know about matrices.
It’s one of the few subjects of math that’s thoroughly well understood.
— J. Weinstein, Boston University.

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Kenntnisse fiir das Arbeiten mit Matrizen be-
reitgestellt. Wir behandeln dabei in den meisten Fallen quadratische n x n-Matrizen mit
n=2,3, ..., deren Elemente in der Regel komplexe oder reelle Zahlen sind. Wir bezeich-
nen die Menge dieser Matrizen als M, (C) bzw. M, (R). Meist beschrianken wir uns sogar
auf 2 x 2-Matrizen, wobei allerdings Vorsicht geboten ist, denn nicht alle ihre Eigenschaf-
ten lassen sich auf hohere Matrixdimensionen iibertragen. Mit diesen quadratischen Ma-
trizen kann man unterschiedliche Rechenoperationen durchfiihren. Man kann sie addie-
ren, sie mit Zahlen multiplizieren und sie auch miteinander multiplizieren, sie bilden eine
Algebra. Mehr tiber die mathematischen Strukturen von Zahlen und Algebren wird in den
Kapiteln 5 und 6 dargestellt. Spezielle Typen von Matrizen sind von besonderer Bedeu-
tung, wie beispielsweise hermitesche, symplektische, orthogonale oder unitdre Matrizen.
Einige dieser spezielle Matrizentypen bilden eine Gruppe, dazu mehr in Kapitel 3.

M 1.1 Lineare Raume

Matrizen lassen sich auffassen als lineare Abbildungen eines Vektorraumes auf einen zweiten
(mehr dazu in Kapitel 4). Es sei kurz an die Definition eines Vektorraumes erinnert: Ein Vektor-
raum oder auch linearer Raum {iber den reellen oder komplexen Zahlen ist eine Menge von
Elementen, wir nennen sie auch Vektoren und bezeichnen sie mit kleinen fetten rémischen
Buchstaben wie a oder b, in der zwei Operationen definiert sind, eine Addition der Vektoren,
geschrieben als a+b, und eine Multiplikation mit Zahlen «, geschrieben als aa, wobei wir hier
entweder griechische oder nicht-fette romische Buchstaben fiir die Zahlen verwenden. Damit
man sinnvoll rechnen kann, miissen einige wenige Eigenschaften erfiillt sein:

« Die Addition muss assoziativ und kommutativ sein. Es muss also fiir alle Vektoren gel-
tena+(b+c)=(a+b)+cunda+b=b+a.

¢ Es muss ein neutrales Element der Addition existieren, der Nullvektor 0, mita+0 =a
fiir alle a.

» Es muss zu jedem Vektor a ein inverser Vektor b existieren mit a+ b = 0. Wir schreiben
den inversen Vektor auch alsb = —a.

» DieAddition von Vektoren und die Multiplikation mit Zahlen miissen harmonieren, das
heilt es muss gelten a(a+b) = aa+ ab und (a + f)a = aa+ fa sowie (af)a = a(fa) und
la=a.
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Die kleinste Anzahl n von Vektoren X, X,. .. ,X;, durch die man jeden Vektor a als eine Linear-
kombination

a=a1Xj+axxXo+...+auX, (1.1)

mit Koeffizienten «; darstellen kann, heiSt Dimension n des Vektorraumes und die x; nennt
man eine Basis.

Ein Beispiel eines Vektorraums ist der bekannte dreidimensionale euklidische Raum R® mit
den kartesischen Basisvektoren e;, e,, e3 oder, noch einfacher, der zweidimensionale euklidi-
sche Raum, die Ebene mit den kartesischen Basisvektoren e; und e,. Jeder Vektor aus diesem
Raum ldsst sich darstellen durch die Linearkombination a = a; e; + aze, mit reellen Koeffizien-
ten a; und ap, was man auch kurz alsa = (Z;) schreiben kann, ein sogenannter Spaltenvektor.
Der transponierte Vektor a’ = (ay, ay) ist dann ein Zeilenvektor und den Spaltenvektor schreibt
man auch als a = (a;, a2)". Wir sollten uns noch einmal vergewissern, dass diese Spaltenvekto-
ren (oder auch die Zeilenvektoren) mit komponentenweiser Addition zweier Vektoren und mit
komponentenweiser Multiplikation mit einer Zahl wirklich einen Vektorraum bilden!

Wenn wir komplexwertige Koeffizienten! zulassen, ist es zweckméRig, neben dem transpo-
nierten Vektor einen hermitesch konjugierten Vektor at = (aj,a;) zu definieren, also einen
transponierten Vektor mit komplex konjugierten Koeffizienten. In einem Vektorraum iiber den
reellen Zahlen ist also die hermitesche Konjugation gleich der Transposition.

Wir definieren jetzt ein weiteres Produkt als Summe der Produkte der Komponenten von a'
und b:

n
a-b=a'b=) a}b;. (1.2)

j=1
Dieses Produkt liefert nicht nur als Ergebnis eine komplexe Zahl, einen Skalar, sondern besitzt

alle Eigenschaften eines komplexen oder reellen Skalarproduktes:

a-(b+c)=a-b+a-c a-(Ab)=21a-b, AeC (1.3)
a-b=(b-a)" a-a=0 (=0 nurfiir a=0). (1.4)
Mehr dazu in Abschnitt 2.3. Wir konnen dann von dem Betrag, oder der Norm?, |a|=va-a=0

eines Vektors sprechen. Normierte Vektoren haben den Betrag eins. Vektoren, deren Skalarpro-
dukt gleich null ist, nennt man orthogonal. Es gelten die Ungleichungen

la+bl<|al+|b|] und |a-b|<]a||b|, (1.5)

die Dreiecksungleichung und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Manchmal werden auch andere Schreibweisen fiir Vektoren benutzt, in der Physik beispiels-
weise eine Kennzeichnung durch einen Pfeil wie d. In der Quantenphysik findet man oft die
Dirac-Schreibweise eines Vektors als |a); der hermitesch konjugierte Vektor ist dann (a| und
das Skalarprodukt wird zu (a|b).

Die oben erwihnte kartesische Basis ist orthonormiert,

1firj=k
ej~ek:6jk: L (1.6)
0 firj#k

1
2

Ein kurze Einfiihrung in die komplexen Zahlen C findet man in Abschnitt 5.1.
Da es andere Vektornormen gibt, nennt man diese Norm auch euklidische Norm und bezeichnet sie dann auch
als [|al,.
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mit dem Kronecker-Delta 6 ;. Wenn wir einen Vektor a in dieser orthonormierten Basis aus-

driicken,
n
a=aje +aer+...+aze, =) ajej, 1.7
j=1
dann kénnen wir die Koeffizienten a; ermitteln, indem wir das Skalarprodukt des Vektors a
mit den Basisvektoren bilden:

n
a-ex=) ajej-e;=ay. (1.8)
j=1 N~~~
=0 %

Unter einer Matrix versteht man ein rechteckiges Tableau von Elementen, von denen wir hier
fast immer annehmen, dass es sich um reelle oder komplexe Zahlen handelt.® Man bezeichnet
die horizontalen Anordnungen als Zeilen, die vertikalen als Spalten der Matrix. Das Matrixele-
ment Ajy steht dabei in der j-ten Zeile und der k-ten Spalte der Matrix.* Eine Matrix mit m
Zeilen und n Spalten bezeichnet man als eine m x n-Matrix und schreibtA = (Ajx), j=1,...,m,
k=1,...,n. Man kann also einen Zeilenvektor wie (1,2) als Matrix mit nur einer Zeile und zwei
Spalten auffassen und entsprechend einen Spaltenvektor als eine einspaltige Matrix. Matrizen
mit gleichem m und gleichen n nennt man gleichartig.

B 1.2 AQuadratische Matrizen

Hier interessieren wir uns vor allem fiir Matrizen mit der gleichen Anzahl von Zeilen und Spal-
ten, also fiir quadratische Matrizen, insbesondere fiir 2 x 2-Matrizen wie beispielsweise

_ab (1.9)
e d) '

eine Matrix mit zwei Zeilen und zwei Spalten.

A Anp
A1 Az

A=

Die Addition zweier gleichartiger Matrizen erfolgt elementweise, und bei der Multiplikation
einer Matrix mit einer Zahl wird jedes Element der Matrix mit dieser Zahl multipliziert:

b b +ay by +b b b
Ap+Ay =D 1)+(a2 2)=(a1 @ 0 2), aA=al® ):(“““). (1.10)

ca dp c do c1+c di+ds cd ac ad

Mit diesen beiden Operationen wird die Menge gleichartiger Matrizen zu einem Vektorraum.

Dartiiber hinaus lassen sich Matrizen auch miteinander multiplizieren. Das Matrixelement der
Produktmatrix mit den Indizes j, k ist das elementweise Produkt der j-ten Zeile der ersten
Matrix mit der k-ten Spalte der zweiten, fiir 2 x 2-Matrizen also gleich

b b +b b, + by d.
AyA; = a op||az b2 _ a)ay 1C2 a102 142 . (1.11)
C2 dg cap+ dl C2 C] bz + dl dg

Ausnahmen mit pseudokomplexen und quaternionischen Elementen findet man in Abschnitt 5.4.

4 Als Merksatz fiir die Reihenfolge der Indizes dient: , Zeilen zuerst, Spalten spiter.“
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Wenn man es mit kleinen Matrizen zu tun hat, insbesondere mit 2 x 2-Matrizen, dann ist man
versucht, die Gleichungen wie oben voll auszuschreiben und alle Rechnungen explizit durch-
zufiihren. Manchmal ist das sinnvoll, aber oft fiihrt es zu einem groBem Rechenaufwand. Dazu
als Warnung ein Beispiel in der folgenden Aufgabe:

Aufgabe 1.1 (Los. Seite 30) : Die Matrixmultiplikation ist assoziativ und distributiv, aber im
Allgemeinen nicht kommutativ. Es gilt

ABC)=(AB)C, AB+C)=AB+AC, (A+B)C=AC+BC

und im Allgemeinen AB # BA. Beweisen Sie dies fiir 2 x 2-Matrizen. .

In der angegebenen Losung wird, wie oben erwihnt, fiir 2 x 2-Matrizen explizit gerechnet, al-
lerdings mit einem unverhdltnisméRigen Rechen- und Schreibaufwand. Das lasst sich vermei-
den, wenn man anders vorgeht. Mit der Matrixschreibweise A = (Aji), B = (Bjt), usw. sind
die Matrixelemente der Summenmatrix A + B und der Produktmatrix AB durch
(A+B)ix = Ajx+Bix,  (AB)jx =) A;jBji (1.12)
J
gegeben. Hier unterstellen wir, dass alle vorkommenden Matrizen quadratische n x n-Matrizen
sind und vereinbaren, dass die Summen tiber die Indizes von 1 bis n laufen. Damit beweisen
wir die Assoziativitdt des Matrixproduktes in einer einzigen Zeile:
(ABO)) ;. =) AijBC)jx =) AijBjeCrr =) (AB);¢Cri = ((AB)C) . (1.13)
j jt ¢
Das ldsst sich aber noch kiirzer formulieren mithilfe einer Summenkonvention: Uber doppelt
vorkommende Indizes in einem Produkt wird summiert. Damit entfallen die Summationszei-
chen und die Gleichung oben verkiirzt sich zu

(A(BC)),;. = Ai;(BC)jx = AijBjsCrr = (AB) ¢ Cri = ((AB)C), . (1.14)
Es erfordert allerdings etwas Ubung, solche Ausdriicke zu lesen. Als weiteres Beispiel verwen-
den wir diese Konvention in dem Beweis des Distributivgesetzes aus der Aufgabe. Es gilt fiir
die Matrixelemente von A(B + C)

(AB+0Q);. = AijB+C)jk=A;j(Bjx+Cji) = AijBji+ AijCjk
(AB); + (AC) i = (AB+AC), . (1.15)
Eine derartige Summenkonvention ist (fast) unerlésslich in der Relativitdtstheorie, wo sie als

einsteinsche Summenkonvention bezeichnet wird, oder ganz allgemein in der Rechnung mit
Tensoren.

Die Nullmatrix 0 ist das neutrale Element der Matrixaddition, also A + 0 = A fiir alle Matrizen
A, und die Einheitsmatrix I ist das neutrale Element der Matrixmultiplikation mit IA = A fiir
alle Matrizen A. Fiir den 2 x 2-Fall haben die beiden Matrizen die Form

00 10
0=( und I=( ) (1.16)
00

01
Wie wir gesehen haben, kann man mit den quadratischen Matrizen also rechnen, dhnlich wie
mit den reellen oder komplexen Zahlen. Sie bilden eine sogenannte Algebra. Mehr tiber Alge-
bren finden wir in Abschnitt 6.1.

Wie schon in Aufgabe 1.1 erwéhnt, ist das Matrixprodukt im Allgemeinen nicht kommutativ.
Ein wichtiges Hilfsmittel zur Beschreibung dieser Nicht-Kommutativitét ist der sogenannte
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Kommutator
[A,B] =AB-BA. (1.17)

Das Klammerpaar [, ] bezeichnet man als Kommutatorklammer, die eine Matrix-Algebra zu
einer sogenannten Lie-Algebra macht (mehr dariiber in Kapitel 6). An dieser Stelle soll dazu
nur eine wichtige Eigenschaften der Kommutatorklammer gezeigt werden, die Leibniz-Regel

[A,BC] = B[A,C] + [A,BIC, (1.18)

die fiir viele Rechnungen niitzlich ist. Sie folgt direkt durch Ausschreiben der Klammern, wobei
man auf die Reihenfolge der Faktoren achten muss,

[A,BC] = ABC-BCA =ABC-BCA+BAC-BAC
BAC -BCA +ABC -BAC
B(AC-CA) + (AB-BA)C=BJA,C] + [A,B]C. (1.19)

Das Matrizenprodukt, das wir hier kennengelernt haben, ist aber nicht das einzige Pro-
dukt, das man fiir Matrizen sinnvoll definieren kann. Es existiert aulerdem das sogenannte
Kronecker-Produkt (vgl. Anhang A.2), das allerdings eine hoherdimensionale Matrix erzeugt.

Aus einer Matrix A = (§ $) bildet man die transponierte Matrix A” durch eine Spiegelung an
der Hauptdiagonale, die komplex konjugierte Matrix A* und die hermitesch konjugierte Ma-
trix als die Transponierte der hermitesch Konjugierten:

; [ac . [a" b
A = , A" =
bd ¢t ar

Spezielle Matrizen sind von besonderer Bedeutung:

b* d*

: A*=(A*)T=(a ¢ ) (1.20)

o Matrizen mit A = A" nennt man hermitesch,
o Matrizen mit AA" = ATA = I nennt man unitér,
o Matrizen mit AA" = ATA nennt man normal.

Klarerweise ist jede hermitesche und jede unitdre Matrix auch normal.

1.2.1 Determinante, Spur und Inverse

Die inverse Matrix A~} zu A = (‘C‘ Z), oder kurz die Inverse, ist definitiongem&R die Matrix mit
A7'A = AA"! =1. Das wird erfiillt durch

a1 d -b (1.21)
" detA —c a ’
mit der Determinante
ab
detA = =ad - bc, (1.22)
cd

was man durch Nachrechnen in der folgenden Aufgabe 1.2 bestitigt. Die Inverse existiert ge-
nau dann, wenn detA # 0. Fiir die Determinante der Transponierten, der komplex konjugier-
ten und der hermitesch Konjugierten gilt

detA" =detA und detA’ = detA* = (detA)*, (1.23)

was man sofort einsieht. Einige weitere Eigenschaften tiberlassen wir einer Aufgabe:
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Aufgabe 1.2 (Los. Seite 30): (a) Beweisen Sie fiir 2 x 2-Matrizen die folgenden Rechenre-

geln:
det (AB) = detA detB, det(A™!) = (detA) .
(b) Beweisen Sie die Formel (1.21) fiir die inverse Matrix.

(c) Beweisen Sie die folgenden Formeln fiir die hermitesch Konjugierte, die Transponierte
und die Inverse eines Produktes:

@aB)' =B'AT, @AB)’=B"A”, @AB)!=B!A"l.

Alle in dieser Aufgabe bewiesenen Aussagen sind allgemein fiir n x n-Matrizen giiltig.
Unter der Spur einer Matrix versteht man die Summe der Diagonalelemente,
spurA=3 Ajj, (1.24)
i

fiir unsere 2 x 2-Matrizen A = (?g ) gilt also spurA = a + d. Aus der Definition der Spur ergibt
sich direkt die Rechenregel

spur(aA+ fB) = aspurA+ BspurB, (1.25)
fiir die Addition und die Multiplikation mit einer Zahl. Fiir die Matrix-Multiplikation gilt
spur(AB) =) AjiBij =) BijAji=spur(BA). (1.26)
ik jk

Daraus folgt sofort, dass ein Kommutator spurfrei ist, spur [A,B] = 0, und dass man unter der
Spur die Matrizen zyklisch vertauschen darf:

spur (ABC) = spur (BCA) = spur (CAB). (1.27)

Gleichartige Matrizen bilden einen Vektorraum und man kann sich durch eine kurze Rech-
nung davon iiberzeugen, dass durch

A-B=spurAB=Y A% By; (1.28)
jk

auf diesem Vektorraum ein Matrix-Skalarprodukt der Matrizen A = (Ajx) und B = (Bj) de-
finiert wird, das sogenannte Frobenius-Skalarprodukt (nach dem deutschen Mathematiker
Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917)). Entsprechend nennt man ||A|| mit
IAI? = spurATA =Y |A ;i (1.29)
jk

die Frobenius-Norm der Matrix A (auch als Hilbert-Schmidt-Norm bezeichnet nach den
deutschen Mathematikern David Hilbert (1882-1943) und Erhard Schmidt (1876-1959)) mit
den Eigenschaften

laAl = lallAl fir a€C,

IA+Bl < [All+[B| und [AB| <]|A|IlBI. (1.30)
Die Frobenius-Norm erfiillt also die Dreiecksungleichung wie die Vektornorm (1.5) und sie ist
submultiplikativ.
Es sei darauf hingewiesen, dass andere Matrixnormen existieren. Insbesondere ist hier die eu-
klidische Matrixnorm

[All2 = max [|Ax|2 (1.31)

Ixllz=1
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zu erwdhnen, als ein Beispiel einer sogenannten Operatornorm. Diese Norm ist ebenfalls sub-
multiplikativ und héngt mit der Frobenius-Norm durch [|A]l; < [|Al| zusammen. Mehr dazu in
Abschnitt 2.3.1.

1.2.2 Matrizen und lineare Abbildungen

Wir wollen hier kurz zu nicht-quadratischen m x n-Matrizen zuriickkehren. Gleichartige Ma-
trizen, also solche mit gleicher Anzahl von m Zeilen und n Spalten, lassen sich gliedweise ad-
dieren, auch die Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl ldsst sich problemlos durchfiihren,
aber bei der Matrixmultiplikation muss man beachten, dass man nur , passende“ Matrizen
multiplizieren kann, ndmlich eine m x n Matrix A mit einer n x r-Matrix B. Das liefert eine
m x r-Produktmatrix C = AB mit den Matrixelementen

n
Cij= AiBj. (1.32)
k=1

Das lésst sich interpretieren als das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte
von B. Es sei dem Leser empfohlen, sich davon zu vergewissern, dass dieses Produkt distributiv
und assoziativ ist (vgl. dazu auch die Losung von Aufgabe 1.1)..

Wendet man eine solche m x n-Matrix A = (Aj;) auf einen n-dimensionalen Vektor x an, so
ergibt sich ein m-dimensionaler Vektor

x = Ax. (1.33)
Wenn wir in beiden Rdumen orthonormierte Basen e, ey,...,e, bzw. e/,€),...,e,, wihlen
(vgl. Gleichung (1.6)) und die Vektoren als x = Y} _, xxe; bzw. x' = 1 i x}e’j darstellen, dann
gilt fiir die Komponenten von x’ die Gleichung

n n
A B _ / _
x;=¢)x —ej~AX—kZlej-Aekxk—kZIAjkxk (1.34)

mit den Matrixelementen
Ajk :e’j-Aek:e’jTAek. (1.35)

Die Matrix ldsst sich also auffassen als Abbildung eines n-dimensionalen Vektorraums auf
einen m-dimensionalen. Dabei werden die kartesischen Basisvektoren e; = (1,0,...,0)7, e, =
(0,1,0,...,0)7, usw. auf die Spaltenvektoren der Matrix abgebildet. Diese Spaltenvektoren span-
nen einen linearen Raum auf; die Dimension dieses Bildraumes heil3t Spaltenrang. Entspre-
chend ist der Zeilenrang die Dimension des von den Zeilenvektoren aufgespannten Raumes.
Man kann zeigen, dass beide Dimensionen gleich sind, und bezeichnet sie als Rang der Matrix.
Der Rang ist also gleich der Dimension des Bildraumes.

Fiir quadratische n x n-Matrizen ist ihr Rang genau dann maximal, also gleich n, wenn sie
invertierbar sind. Das ist genau dann der Fall, wenn ihre Determinante ungleich null ist. Also
gilt

rangA=n <= A invertiethar <= detA#0. (1.36)
Man nennt eine invertierbare Matrix auch regulir oder nicht-singulér.
Die Menge aller Vektoren, die auf den Nullvektor abgebildet werden, hei8t Kern der Abbildung.

Man sollte sich davon iiberzeugen, dass auch der Kern ein linearer Raum ist. Mehr tiber die
Eigenschaften linearer Matrix-Abbildungen erfahren wir in Kapitel 4.



18 1 Matrizen: Grundlagen

Oft ist es von Interesse zu wissen, in welcher Beziehung der Bildvektor X' = Ax zum urspriing-
lichen Vektor x steht. Dariiber gibt ihr Skalarprodukt x-x’ = x'Ax Auskunft. Man nennt eine
quadratische Matrix A positiv definit, wenn fiir alle Vektoren x # 0 gilt x'Ax > 0, oder posi-
tiv semidefinit fiir x'Ax > 0. Beispiele fiir positiv definite Matrizen sind die Identitit oder, et-
was allgemeiner, Diagonalmatrizen mit positiven Diagonalelementen, wovon man sich leicht
iiberzeugen kann, sowie die Matrizen vom Typ ATA nach der folgenden Aufgabe:

Aufgabe 1.3 (Los. Seite 31) : Zeigen Sie: Die Matrix AfAist positiv semidefinit. Sie ist positiv
definit, falls A maximalen Rang besitzt.

Die positiv definiten Matrizen solle man aber nicht mit den positiven oder den total positiven
verwechseln. Matrizen mit diesen Eigenschaften werden in Abschnitt 3.7 beschrieben.

1.2.3 Blockmatrizen

Aus vier 2 x 2-Matrizen A, B, C und D lisst sich durch
A B
CD

eine 2 x 2-Matrix erzeugen, deren ,Matrixelemente“ wieder 2 x 2-Matrizen sind. Wir wollen ei-
ne solche Matrix als Blockmatrix bezeichnen und durch einen Querstrich kennzeichnen. Voll
ausgeschrieben in den Matrixelementen der A, B, C, D ist eine solche Matrix natiirlich eine
4 x 4-Matrix und A, B, ...sind Untermatrizen. Solche Blockmatrizen treten an verschiedenen
Stellen in Anwendungen auf, in der Physik zum Beispiel bei den Dirac-Matrizen (siehe P2, Ka-
pitel 9.5), und es lohnt sich, einige ihrer Eigenschaften zu kennen.

(1.37)

Die Matrixaddition und die Matrixmultiplikation iibertragen sich auf die Blockmatrizen und
es gilt fiir die Summe klarerweise

— A; B A, B A;+B; A2+B
My +Ma=| 0 M| TR =T TR (1.38)
C; Dy C2 D, C;+C2 D; +D>
Fiir die Multiplikation gilt sogar
— A; B;|[A2 B A1A2 +B;C2 A1B2+B{D
M, M, = 1 By 2 Bz2| _ (A1A2+B1Cz A1B2 +B1D2 ’ (1.39)
C; D;/\C2 D2 CiA2 +D;Cy C1B2 +D1D2

das heil3t, das Produkt ergibt sich einfach durch Ersetzen der Zahlen in der Vorschrift (1.11) fiir
die Matrix-Multiplikation durch 2 x 2-Matrizen, wovon wir uns in einer Aufgabe {iberzeugen:

Aufgabe 1.4 (Los. Seite 31) : Beweisen Sie die Produktformel (1.39) der Blockmatrizen, und
zwar auch fiir solche, die aus vier n x n-Matrizen aufgebaut sind.

Besonders einfach wird die Multiplikation von Blockmatrizen, wenn eine der beiden Matrizen
die Blockdiagonalform K = (¥ 9) hat. Dann gilt

X 0 XA XB) __
, MK
0Y YCYD)

AB
CD

AB
CD

X0
0Y

AX BX
CY DY

KM =




