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   ℬ 


$\mathcal {B}$


   𝑓 


$f$


   𝑓          ∶    𝒜  ↦  ℬ 


$f\colon \mathcal {A} \mapsto \mathcal {B}$


$\mathcal {A}$


$f$


$\mathcal {B}$


$\mathcal {B}$


$f$


$\mathcal {A}$


$f$


$f\colon \mathcal {A} \mapsto \mathcal {B}$


$\mathcal {B}$


$f$


$f$


$\mathcal {A}$


$\mathcal {B}$


$f$


$\mathcal {B}$


$f\colon \mathcal {A} \mapsto \mathcal {B}$


$f$


$\mathcal {A}$


$n$


$\mathcal {A}$


   {  0  ,  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


$\{0, 1, 2, \dots , n\}$


$\mathcal {A}$


   𝑓          ∶    ℕ  ↦  𝒜 


$f\colon \mathbb {N} \mapsto \mathcal {A}$


$\mathcal {A}$


   𝑓          ∶    𝒜  ↦  ℕ 


$f\colon \mathcal {A} \mapsto \mathbb {N}$


   ℕ 


$\mathbb {N}$


   ℤ 


$\mathbb {Z}$


   ℚ 


$\mathbb {Q}$


   ℝ 


$\mathbb {R}$


   𝒜  ,  ℬ 


$\mathcal {A, B}$


   |  𝒜  |  =  |  ℬ  | 


$|\mathcal {A}| = |\mathcal {B}|$


$\mathcal {A}$


$\mathcal {B}$


$\mathcal {A}$


$\mathcal {B}$


   |  𝒜  |  ≤  |  ℬ  | 


$|\mathcal {A}| \leq |\mathcal {B}|$


$\mathcal {A}$


$\mathcal {B}$


     ℵ  0  


$\aleph _0$


$\aleph _0$


     ℵ  1  


$\aleph _1$


$\mathcal {L}$


   𝒮  =  {  𝑃  ,  𝑎  ,  𝑐  } 


$\mathcal {S} = \{P, a, c\}$


$P(a) \wedge \neg P(c)$


$P(a) \wedge \neg P(c)$


$\Im $


   ℑ  ⊧  𝑃  (  𝑎  ) 


$\Im \models P(a)$


   ℑ  ⊧  ¬  𝑃  (  𝑐  ) 


$\Im \models \neg P(c)$


   𝑃  (  𝑎  ) 


$P(a)$


$\Im $


   ¬  𝑃  (  𝑐  ) 


$\neg P(c)$


$\Im $


$P(a)$


$\Im $


$a$


$P$


$\Im \models P(a)$


   𝜑  (  𝑎  )  ∈  𝜑  (  𝑃  ) 


$\varphi (a) \in \varphi (P)$


$a$


   𝜑  (  𝑎  ) 


$\varphi (a)$


$P$


   𝜑  (  𝑃  ) 


$\varphi (P)$


$a$


$\varphi (a)$


$\neg P(c)$


$\Im $


$P(c)$


$\Im $


$c$


$P$


$\Im \models \neg P(c)$


   ℑ    ⊧   𝑃  (  𝑐  ) 


$\Im \not \models P(c)$


   𝜑  (  𝑐  )  ∉  𝜑  (  𝑃  ) 


$\varphi (c) \not \in \varphi (P)$


   ℑ  =  ⟨  𝐷  ,  𝜑  ⟩ 


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   𝐷  =  {  2  ,  4  } 


$D = \{2, 4\}$


   𝜑  (  𝑃  )  =  {  2  } 


$\varphi (P) = \{2\}$


$P$


   𝜑  (  𝑎  )  =  2 


$\varphi (a) = 2$


   𝜑  (  𝑐  )  =  4 


$\varphi (c) = 4$


$\varphi (a) \in \varphi (P)$


   𝜑  (  𝑐  )  ∉  𝜑  (  𝑃  ) 


$\varphi (c) \notin \varphi (P)$


$P(a)$


$\neg P(c)$


$P(a) \wedge \neg P(c)$


$\Im $


$P(a) \wedge \neg P(c)$


$\Im $


   (  𝑃  (  𝑎  )  ∧  ¬  𝑃  (  𝑐  )  )  ∧  (  𝑎  =  𝑐  ) 


$(P(a) \wedge \neg P(c)) \wedge (a=c)$


$\Im $


   𝜑  (  𝑎  )  ≠  𝜑  (  𝑐  ) 


$\varphi (a) \neq \varphi (c)$


   ℑ    ⊧   𝑎  =  𝑐 


$\Im \not \models a=c$


   ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ) 


$\exists x P(x)$


$\Im $


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ) 


$\Im \models \exists x P(x)$


$a$


$c$


$\Im \models P(a)$


$\Im \models \exists x P(x)$


   ∀  𝑥  𝑃  (  𝑥  ) 


$\forall x P(x)$


$\Im $


$a$


$c$


$\Im \models P(a)$


   ℑ  ⊧  𝑃  (  𝑐  ) 


$\Im \models P(c)$


     ℑ  ′   =  ⟨  𝐷  ,    𝜑  ′   ⟩ 


$\Im ' = \langle D, \varphi ' \rangle $


   𝐷  =  {  2  ,  4  } 


$D=\{2,4\}$


$a$


   𝒮  =  {  𝑃  ,  𝑎  } 


$\mathcal {S} = \{P, a\}$


     𝜑  ′   (  𝑃  )  =  {  2  } 


$\varphi '(P)=\{2\}$


     𝜑  ′   (  𝑎  )  =  2 


$\varphi '(a)=2$


     ℑ  ′   ⊧  ∀  𝑥  𝑃  (  𝑥  ) 


$\Im ' \models \forall x P(x)$


$a$


     ℑ  ′   ⊧  𝑃  (  𝑎  ) 


$\Im ' \models P(a)$


$\Im ' \models \forall x P(x)$


$P$


$\mathcal {L}$


$\mathcal {L}$


   𝑑  ∈  𝐷 


$d \in D$


     𝑑  •  


$d^\bullet $


   𝜑  (    𝑑  •   )  =  𝑑 


$\varphi (d^\bullet ) = d$


   ℒ  (  ℑ  ) 


$\mathcal {L}(\Im )$


$\forall x P(x)$


$d^\bullet $


   𝑃  (    𝑑  •   ) 


$P(d^\bullet )$


     ℑ  ′  


$\Im '$


     4  •  


$4^\bullet $


     ℑ  ′     ⊧   𝑃  (    4  •   ) 


$\Im ' \not \models P(4^\bullet )$


     ℑ  ′     ⊧   ∀  𝑥  𝑃  (  𝑥  ) 


$\Im ' \not \models \forall x P(x)$


   𝑑 


$d$


$D$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}$


$\mathcal {L}$


$d$


$d^\bullet $


   𝛽 


$\beta $


$\mathcal {L}$


$\beta $


$\models $


$\models $


$\Im $


$A$


$\Gamma \models A$


$\Im $


   ℑ  ⊧  Γ 


$\Im \models \Gamma $


$\Im \models A$


$\Im \models \Gamma $


$\Gamma $


$\Im $


$A$


   {  𝐴  } 


$\{A\}$


   Γ  ⊧  Δ 


$\Gamma \models \Delta $


$\Gamma $


   Δ 


$\Delta $


$\Gamma \models A$


   ∅  ⊧  𝐴 


$\varnothing \models A$


$A$


$\varnothing \models A$


   ⊧  𝐴 


$\models A$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\forall x \exists y(x = y)$


$\forall x \exists y(x = y)$


$\Im $


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\forall x \exists y(x=y)$


   ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\exists x \forall y(x = y)$


$x$


   𝑦 


$y$


$x$


   ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\exists x \forall y(x=y)$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


$\Im $


$\Im $


   𝜎 


$\sigma $


   ℑ  ,  𝜎  ⊧  𝐴 


$\Im , \sigma \models A$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\forall x A[x]$


$A[a]$


$a$


$\Im $


   𝐻  (  𝑎  ) 


$H(a)$


$\Im $


   ℑ  ⊧  𝐻  (  𝑎  ) 


$\Im \models H(a)$


$H(a)$


$\Im $


$\Im \models H(a)$


$\Im $


           𝑃  (  𝑎  ,  𝑏  )  ∨  ¬  𝑃  (  𝑎  ,  𝑏  )  ,        𝐴  ∨  ¬  𝐴          ¬  (  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑏  )  ∧  ¬  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑏  )  )  ,        ¬  (  𝐴  ∧  ¬  𝐴  )          𝑃  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑏  )    


\begin {gather*}P(a,b) \vee \neg P(a,b), \ \ \ A\vee \neg A\\ \neg (\exists xP(x, b) \wedge \neg \exists xP(x, b)), \ \ \ \neg (A \wedge \neg A)\\ P(a,b) \to \exists xP(x, b)\end {gather*}


           𝑎  =  𝑎    .    


\begin {equation*}a=a\:.\end {equation*}


$\mathcal {L}$


   𝐴  ∨  ¬  𝐴 


$A \vee \neg A$


$\Im $


$\Im \models A$


$\Im \not \models A$


$\Im '$


     ℑ  ′   ⊧  𝐴 


$\Im ' \models A$


     ℑ  ′   ⊧  𝐴  ∨  ¬  𝐴 


$\Im ' \models A \vee \neg A$


$\vee $


     ℑ  ′     ⊧   𝐴 


$\Im ' \not \models A$


     ℑ  ′   ⊧  ¬  𝐴 


$\Im ' \models \neg A$


$\neg $


$\Im ' \models A \vee \neg A$


$\vee $


$\Im ' \models A$


$\Im ' \not \models A$


$\Im ' \models A \vee \neg A$


$\Im '$


$\Im '$


$\Im $


   ℑ  ⊧  𝐴  ∨  ¬  𝐴 


$\Im \models A \vee \neg A$


$A \vee \neg A$


$\Im '$


$\Im '$


$\Im ' \models A \vee \neg A$


$\Im $


$\Im \models A \vee \neg A$


   ¬  (  𝐴  ∧  ¬  𝐴  ) 


$\neg (A \wedge \neg A)$


$\Im '$


     ℑ  ′   ⊧  ¬  ¬  (  𝐴  ∧  ¬  𝐴  ) 


$\Im ' \models \neg \neg (A \wedge \neg A)$


     ℑ  ′   ⊧  𝐴  ∧  ¬  𝐴 


$\Im ' \models A \wedge \neg A$


$\neg $


$\Im ' \models A \wedge \neg A$


$\Im ' \models A$


$\Im ' \models \neg A$


$\Im ' \models A$


$\Im ' \not \models A$


     ℑ  ′   ⊧  ¬  (  𝐴  ∧  ¬  𝐴  ) 


$\Im ' \models \neg (A \wedge \neg A)$


   ℑ  ⊧  ¬  (  𝐴  ∧  ¬  𝐴  ) 


$\Im \models \neg (A\wedge \neg A)$


   ⊧  𝑃  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑏  ) 


$\models P(a, b) \to \exists xP(x,b)$


$\Im $


   ℑ    ⊧   𝑃  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


$\Im \not \models P(a, b)$


   ℑ  ⊧  𝑃  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑏  ) 


$\Im \models P(a,b) \to \exists xP(x,b)$


$\to $


   ℑ  ⊧  𝑃  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


$\Im \models P(a, b)$


   ⟨  𝜑  (  𝑎  )  ,  𝜑  (  𝑏  )  ⟩  ∈  𝜑  (  𝑃  ) 


$\langle \varphi (a), \varphi (b)\rangle \in \varphi (P)$


     𝑑  •   ∈  ℒ  (  ℑ  ) 


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


   ⟨  𝜑  (    𝑑  •   )  ,  𝜑  (  𝑏  )  ⟩  ∈  𝜑  (  𝑃  ) 


$\langle \varphi (d^\bullet ),\hack {\allowbreak } \varphi (b) \rangle \in \varphi (P)$


$\exists $


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑏  ) 


$\Im \models \exists xP(x, b)$


   ℑ  ⊧  𝑃  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑏  ) 


$\Im \models P(a, b) \to \exists xP(x, b)$


$\Im \models P(a, b) \to \exists xP(x, b)$


$\Im $


   𝑃  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑏  ) 


$P(a, b) \to \exists xP(x, b)$


   ⊧  𝑎  =  𝑎 


$\models a = a$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   𝜑  (  𝑎  )  =  𝜑  (  𝑎  ) 


$\varphi (a) = \varphi (a)$


$\mathcal {L}$


$\Im $


$\Im \models A$


$\Im \not \models A$


$\Im $


$\Im \models A$


   ℑ  ⊧  ¬  𝐴 


$\Im \models \neg A$


$\Gamma $


$A$


$\mathcal {L}$


   Γ  ,  𝐴 


$\Gamma , A$


   Γ  ∪  {  𝐴  } 


$\Gamma \cup \{A\}$


$\Im \models \Gamma $


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$\Im \models \Gamma $


$\Gamma $


$\Im $


$B$


$\mathcal {L}$


   𝐵  ∈  Γ 


$B \in \Gamma $


   ℑ  ⊧  𝐵 


$\Im \models B$


$\Im $


   ℑ  ⊧  ∅ 


$\Im \models \varnothing $


   {  𝑃  (  𝑎  )  ,  ¬  𝑃  (  𝑐  )  ,  𝑅  (  𝑎  ,  𝑏  )  } 


$\{P(a), \neg P(c), R(a,b)\}$


$\mathcal {L}$


$P(a)$


$P(a)$


   {  𝑃  (  𝑎  )  } 


$\{P(a)\}$


   {  𝑃  (    𝑎  1   ,    𝑎  7   ,    𝑎   2005    ,    𝑎   300001    ,    𝑎   10    ,    𝑎  2   )  } 


$\{P(a_1, a_7, a_{2005}, a_{300001}, a_{10}, a_2)\}$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   𝐷  =  {    𝑑  1   ,    𝑑  7   ,    𝑑   2005    ,    𝑑   300001    ,    𝑑   10    ,    𝑑  2   } 


$D = \{d_1, d_7, d_{2005}, d_{300001}, d_{10}, d_2\}$


   𝜑  (    𝑎  1   )  =    𝑑  1  


$\varphi (a_1) = d_1$


   𝜑  (    𝑎  7   )  =    𝑑  7  


$\varphi (a_7) = d_7$


   𝜑  (    𝑎   2005    )  =    𝑑   2005   


$\varphi (a_{2005}) = d_{2005}$


   𝜑  (    𝑎   10    )  =    𝑑   10   


$\varphi (a_{10}) = d_{10}$


   𝜑  (    𝑎   300001    =    𝑑   300001   


$\varphi (a_{300001} = d_{300001}$


   𝜑  (    𝑎  2   )  =    𝑑  2  


$\varphi (a_2) = d_2$


   𝜑  (  𝑃  )  =  {  ⟨    𝑑  1   ,    𝑑  7   ,    𝑑   2005    ,    𝑑   300001    ,    𝑑   10    ,    𝑑  2   ⟩  } 


$\varphi (P) = \{\langle d_1, d_7, d_{2005}, d_{300001}, d_{10}, d_2\rangle \}$


             ℑ  ⊧  𝑃  (    𝑎  1   ,    𝑎  7   ,    𝑎   2005    ,    𝑎   300001    ,    𝑎   10    ,    𝑎  2   )    ,     da:           ⟨  𝜑  (    𝑎  1   )  ,  𝜑  (    𝑎  7   )  ,  𝜑  (    𝑎   2005    )  ,  𝜑  (    𝑎   300001    )  ,  𝜑  (    𝑎   10    )  ,  𝜑  (    𝑎  2   )  ⟩  ∈  𝜑  (  𝑃  )    .        


\begin {multline*}\Im \models P(a_1, a_7, a_{2005}, a_{300001}, a_{10}, a_2)\:,\enskip \text {da:}\\ \langle \varphi (a_1), \varphi (a_7), \varphi (a_{2005}), \varphi (a_{300001}), \varphi (a_{10}), \varphi (a_2) \rangle \in \varphi (P)\:.\end {multline*}


   ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑎  ] 


$\exists xA[x] \to A[a]$


   ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  →  𝑃  (  𝑎  ) 


$\exists xP(x) \to P(a)$


$\Im $


   ℑ    ⊧   ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  →  𝑃  (  𝑎  ) 


$\Im \not \models \exists x P(x) \to P(a)$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   𝐷  =  {  0  ,  1  } 


$D = \{0, 1\}$


   𝜑  (  𝑃  )  =  {  0  }  ,  𝜑  (  𝑎  )  =  1 


$\varphi (P) = \{0\}, \varphi (a) = 1$


$\Im \models \exists x P(x)$


   ℑ    ⊧   𝑃  (  𝑎  ) 


$\Im \not \models P(a)$


   𝑡  =  𝑡 


$t=t$


$\Gamma \models A$


$\Im $


$\Im \models \Gamma $


$\Im \models A$


$\Gamma \models A$


$\Im $


$\Im \models \Gamma $


$\Im \not \models A$


$\Gamma $


$A$


   𝐴  ,  𝐴  →  𝐵  ⊧  𝐵 


$A, A \to B \models B$


   {  𝐴  ,  𝐴  →  𝐵  }  ⊧  𝐵 


$\{A, A\to B\} \models B$


   𝐴  ,  𝐵  ⊧  𝐴  ∧  𝐵 


$A, B \models A \wedge B$


$A, B \models A \wedge B$


$\Im $


   ℑ  ⊧  {  𝐴  ,  𝐵  } 


$\Im \models \{A, B\}$


   ℑ  ⊧  𝐴  ∧  𝐵 


$\Im \models A \wedge B$


$\Im '$


     ℑ  ′   ⊧  {  𝐴  ,  𝐵  } 


$\Im ' \models \{A, B\}$


$\Im ' \models A$


     ℑ  ′   ⊧  𝐵 


$\Im ' \models B$


$\wedge $


     ℑ  ′   ⊧  𝐴  ∧  𝐵 


$\Im ' \models A \wedge B$


$\Im '$


$\Im ' \models \{A, B\}$


$\Im ' \models A \wedge B$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  𝐵 


$A_1, \dots , A_n, B$


$\mathcal {L}$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ⊧  𝐵 


$A_1, \dots , A_n \models B$


     𝐴  1   ∧  ⋯  ∧    𝐴  𝑛   ⊧  𝐵 


$A_1 \wedge \dots \wedge A_n \models B$


$\Im \models \Gamma $


           (  𝐴  →  𝐵  )  ∧  (  𝐵  →  𝐶  )  →  (  𝐴  →  𝐶  )    


\begin {equation*}(A \to B) \wedge (B\to C) \to (A \to C)\end {equation*}


           (  𝐴  →  𝐵  )  ∧  (  𝐵  →  𝐶  )  ⊧  (  𝐴  →  𝐶  )    


\begin {equation*}(A \to B) \wedge (B\to C) \models (A \to C)\end {equation*}


$\models $


$\to $


   ∴ 


$\therefore $


$\mathcal {L}$


   𝑃  (  𝑎  )  ∨  ¬  𝑃  (  𝑎  ) 


$P(a) \vee \neg P(a)$


   𝑃  (  𝑏  )  ∨  ¬  𝑃  (  𝑏  ) 


$P(b) \vee \neg P(b)$


$P(a) \vee \neg P(a)$


   ¬  (  𝑃  (  𝑐  )  ∧  ¬  𝑃  (  𝑐  )  ) 


$\neg (P(c) \wedge \neg P(c))$


$P(a) \vee \neg P(a)$


   𝑏  =  𝑏 


$b = b$


   ¬  ,  ∨  ,  ∃ 


$\neg , \vee , \exists $


           ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝑥  =  𝑎  )  ↔  𝐴  [  𝑎  ]    


\begin {equation*}\exists x(A[x]\wedge x = a)\leftrightarrow A[a]\end {equation*}


           ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝑥  =  𝑎  )     ist logisch äquivalent mit     𝐴  [  𝑎  ]    


\begin {equation*}\exists x(A[x]\wedge x = a) \quad \textN {ist logisch äquivalent mit} \quad A[a]\end {equation*}


           ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝑥  =  𝑎  )  ⊧  𝐴  [  𝑎  ]    


\begin {equation*}\exists x(A[x]\wedge x = a)\models A[a]\end {equation*}


           𝐴  [  𝑎  ]  ⊧  ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝑥  =  𝑎  )    


\begin {equation*}A[a] \models \exists x(A[x]\wedge x = a)\end {equation*}


   1  .  ⇒  2  .  ,  2  .  ⇒  3  .  ,  3  .  ⇒  1 


$1. \Rightarrow 2., 2. \Rightarrow 3., 3. \Rightarrow 1$


$\models $


   𝐴  ,  𝐵  ,  𝐶 


$A, B, C$


$\mathcal {L}$


$A$


$C$


   𝐶  [  𝐴  ] 


$C[A]$


   𝐶  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$C[B/A]$


$A$


$B$


$C$


$C$


   ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∨  ∃  𝑦  𝑃  (  𝑎  ,  𝑦  )  ) 


$\forall x(P(x) \vee \exists yP(a, y))$


$A$


   ∃  𝑦  𝑃  (  𝑎  ,  𝑦  ) 


$\exists yP(a,y)$


$B$


   ∃  𝑥  𝑃  (  𝑎  ,  𝑥  ) 


$\exists xP(a,x)$


$A$


$B$


$\mathcal {L}$


$C[B/A]$


   ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∨  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑎  ,  𝑥  )  ) 


$\forall x(P(x) \vee \exists xP(a, x))$


$C$


$A$


$B$


$C$


$A$


$C$


$\Im $


   ℑ  ⊧  𝐴  ↔  𝐵 


$\Im \models A \leftrightarrow B$


   ℑ  ⊧  𝐶  ↔  𝐶  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$\Im \models C \leftrightarrow C[B/A]$


   𝐹 


$F$


$\mathcal {L}$


$C$


   ℑ  ⊧  𝐹  ↔  𝐹  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$\Im \models F \leftrightarrow F[B/A]$


   ⊧  𝐴  ↔  𝐵 


$\models A \leftrightarrow B$


   𝐴  ↔  𝐵 


$A \leftrightarrow B$


   𝐴  ↔  𝐵  ⊧  𝐶  ↔  𝐶  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$A \leftrightarrow B \models C \leftrightarrow C[B/A]$


$A \leftrightarrow B$


   𝐶  ↔  𝐶  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$C \leftrightarrow C[B/A]$


   ⊧  𝐶  ↔  𝐶  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$\models C \leftrightarrow C[B/A]$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ⊧  𝐴  ↔  𝐵 


$A_1, \dots , A_n \models A \leftrightarrow B$


$A \leftrightarrow B \models C \leftrightarrow C[B/A]$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ⊧  𝐶  ↔  𝐶  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$A_1, \dots , A_n \models C \leftrightarrow C[B/A]$


$a$


   𝑏 


$b$


$a$


$b$


   (  ∀  𝑃  (  𝑃  [  𝑎  ]  ↔  𝑃  [  𝑏  ]  )  )  →  𝑎  =  𝑏 


$(\forall P(P[a] \leftrightarrow P[b])) \rightarrow a=b$


$P$


           ⊧  𝑎  =  𝑏  →  (  𝐴  [  𝑎  ]  ↔  𝐴  [  𝑏  ]  )    


\begin {equation*}\models a = b \to (A[a] \leftrightarrow A[b])\end {equation*}


           ⊧  𝑎  =  𝑏  →  (  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ↔  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  )    


\begin {equation*}\models a = b \to (P(t_1, \dots , a, \dots , t_n) \leftrightarrow P(t_1, \dots , b, \dots , t_n))\end {equation*}


            (G-Basis)     𝑎  =  𝑏  ,  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ⊧  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )    


\begin {equation*}\textN {\textbf {(G-Basis)}} \ a = b, P(t_1, \dots , a, \dots , t_n) \models P(t_1, \dots , b, \dots , t_n)\end {equation*}


$A$


   𝑎  =  𝑏  →  (  𝐴  [  𝑎  ]  ↔  𝐴  [  𝑏  ]  ) 


$a = b \to (A[a] \leftrightarrow A[b])$


$\Im $


$\mathcal {L}$


$\langle D, \varphi \rangle $


$D$


   𝐷  ≠  ∅ 


$D \neq \varnothing $


$\varphi $


$\mathcal {L}$


$n$


$P$


$\mathcal {L}$


$\varphi (P) \subseteq D^n$


   𝜑  (  =  )  =  {  ⟨  𝑑  ,  𝑑  ⟩  ∣  𝑑  ∈  𝐷  } 


$\varphi (=) = \{\langle d, d \rangle \mid d \in D\}$


$a$


$\mathcal {L}$


$\varphi (a) \in D$


$\Im $


$d \in D$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\varphi (d^\bullet ) = d$


$\mathcal {L}(\Im )$


$A$


$\mathcal {L}$


$\Im $


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


$A$


$\Im $


$\Im \models A$


$A$


   ℑ  ⊧  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$\Im \models P(t_1, \dots , t_n)$


   ⟨  𝜑  (    𝑡  1   )  ,  …  ,  𝜑  (    𝑡  𝑛   )  ⟩  ∈  𝜑  (  𝑃  ) 


$\langle \varphi (t_1), \dots , \varphi (t_n) \rangle \in \varphi (P)$


   ℑ  ⊧  𝑠  =  𝑡 


$\Im \models s = t$


   𝜑  (  𝑠  )  =  𝜑  (  𝑡  ) 


$\varphi (s) = \varphi (t)$


$\Im \models \neg A$


$\Im \not \models A$


$\Im \models A \wedge B$


$\Im \models A$


$\Im \models B$


   ℑ  ⊧  𝐴  ∨  𝐵 


$\Im \models A \vee B$


$\Im \models A$


$\Im \models B$


   ℑ  ⊧  𝐴  →  𝐵 


$\Im \models A \to B$


$\Im \not \models A$


$\Im \models B$


$\Im \models A \leftrightarrow B$


$\Im \models A \to B$


   ℑ  ⊧  𝐵  →  𝐴 


$\Im \models B \to A$


   ℑ  ⊧  ∀   𝑥𝐴   [  𝑥  ] 


$\Im \models \forall xA[x]$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  𝐴  [    𝑑  •   ] 


$\Im \models A[d^\bullet ]$


   ℑ  ⊧  ∃   𝑥𝐴   [  𝑥  ] 


$\Im \models \exists xA[x]$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models A[d^\bullet ]$


$\Im $


$\Im \not \models A$


$\Im $


$P$


   ℑ  ⊧  𝑃 


$\Im \models P$


   ℑ    ⊧   𝑃 


$\Im \not \models P$


           ℑ  ⊧  𝐴     oder     ℑ    ⊧   𝐴    


\begin {equation*}\Im \models A \ \textN {oder} \ \Im \not \models A\end {equation*}


$A$


$\mathcal {L}$


$\Im $


$A$


$\mathcal {L}$


$A$


$\Im $


$A$


$\Im $


   𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$P(t_1,\dots , t_n)$


   ℑ  ⊧  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$\Im \models P(t_1,\dots , t_n)$


   ℑ    ⊧   𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$\Im \not \models P(t_1,\dots , t_n)$


$\Im \not \models P(t_1,\dots , t_n)$


$\Im \models P(t_1,\dots , t_n)$


$\Im \models P(t_1,\dots , t_n)$


$\Im \not \models P(t_1,\dots , t_n)$


   𝑠  =  𝑡 


$s = t$


$\neg B$


   ℑ  ⊧  ¬  𝐵 


$\Im \models \neg B$


   ℑ    ⊧   𝐵 


$\Im \not \models B$


$B$


$\neg B$


$\Im \models B$


$\Im \not \models B$


$\Im \models B$


   ℑ    ⊧   ¬  𝐵 


$\Im \not \models \neg B$


$\Im \not \models B$


$\Im \models \neg B$


$\Im \models \neg B$


$\Im \not \models \neg B$


$\Im $


   𝐵  →  𝐶 


$B \to C$


$B$


$C$


$B \to C$


$B$


$C$


$B \to C$


$\Im \models B$


$\Im \not \models B$


   ℑ  ⊧  𝐶 


$\Im \models C$


   ℑ    ⊧   𝐶 


$\Im \not \models C$


   ℑ  ⊧  𝐵  →  𝐶 


$\Im \models B \to C$


$\Im \not \models B$


$\Im \models C$


$\Im \models B$


$\Im \models C$


$\Im \models B \to C$


$\Im \not \models B$


$\Im \models C$


$\Im \models B \to C$


$\Im \models B$


$\Im \not \models C$


   ℑ    ⊧   𝐵  →  𝐶 


$\Im \not \models B \to C$


$\Im \not \models B$


$\Im \not \models C$


$\Im \models B \to C$


$\Im $


$\Im \models B \to C$


$\Im \not \models B \to C$


$\exists xB[x]$


$\Im $


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\Im \models \exists xB[x]$


   ℑ    ⊧   ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\Im \not \models \exists xB[x]$


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\Im \models \exists x B[x]$


   ℑ  ⊧  𝐵  [    𝑑  •   ] 


$\Im \models B[d^\bullet ]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   𝐵  [    𝑑  •   ] 


$B[d^\bullet ]$


$\exists xB[x]$


$\Im \models B[d^\bullet ]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ    ⊧   𝐵  [    𝑑  •   ] 


$\Im \not \models B[d^\bullet ]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models B[d^\bullet ]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models \exists xB[x]$


$\Im \not \models B[d^\bullet ]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \not \models \exists xB[x]$


$\mathcal {S}$


$\mathcal {L}$


   𝒮  =  {  𝑅  ,  𝑆  ,  𝑎  ,  𝑏  } 


$\mathcal {S} = \{R, S, a, b\}$


   𝑅 


$R$


   𝑆 


$S$


$a$


$b$


   𝑅  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  𝑆  (  𝑏  ,  𝑎  ) 


$R(a, b) \to S(b, a)$


$\Im $


   ℑ  ⊧  𝑅  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  𝑆  (  𝑏  ,  𝑎  ) 


$\Im \models R(a, b) \to S(b, a)$


   ℑ    ⊧   𝑅  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  𝑆  (  𝑏  ,  𝑎  ) 


$\Im \not \models R(a, b) \to S(b,a)$


$\Im \not \models R(a, b) \to S(b,a)$


   ℑ  ⊧  ¬  (  𝑅  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  𝑆  (  𝑏  ,  𝑎  )  ) 


$\Im \models \neg (R(a, b) \to S(b,a))$


$\Im $


   ℑ  ⊧  (  𝑅  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  𝑆  (  𝑏  ,  𝑎  )  )  ∨  ¬  (  𝑅  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  𝑆  (  𝑏  ,  𝑎  )  ) 


$\Im \models (R(a, b) \to S(b,a)) \vee \neg (R(a, b) \to S(b,a))$


   𝐴  ∨  ¬  𝐴 


$A\vee \neg A$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


$A$


$\mathcal {L}$


$\Im \models A$


$\Im \not \models A$


$A$


$\mathcal {L}$


$\mathcal {S}_1$


$\mathcal {S}_2$


     ℑ  1   =  ⟨    𝐷  1   ,    𝜑  1   ⟩ 


$\Im _1 =\langle D_1, \varphi _1\rangle $


$\mathcal {S}_1$


     ℑ  2   =  ⟨    𝐷  2   ,    𝜑  2   ⟩ 


$\Im _2 =\langle D_2, \varphi _2\rangle $


$\mathcal {S}_2$


   𝐷  =    𝐷  1   =    𝐷  2  


$D = D_1 = D_2$


$\mathcal {S} = \mathcal {S}_1 \cap \mathcal {S}_2$


$\mathcal {S}$


$A$


$\mathcal {S}$


     𝜑  1   (  𝑎  )  =    𝜑  2   (  𝑎  ) 


$\varphi _1(a) = \varphi _2(a)$


$n$


$P$


$\mathcal {S}$


     𝜑  1   (  𝑃  )  =    𝜑  2   (  𝑃  ) 


$\varphi _1(P) = \varphi _2(P)$


     ℑ  1   ⊧  𝐴 


$\Im _1 \models A$


     ℑ  2   ⊧  𝐴 


$\Im _2 \models A$


$A$


   𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ) 


$P(a_1,\dots , a_n)$


     ℑ  1   ⊧  𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ) 


$\Im _1 \models P(a_1,\dots , a_n)$


   ⟨    𝜑  1   (    𝑎  1   )  ,  …  ,    𝜑  1   (    𝑎  𝑛   )  ⟩  ∈    𝜑  1   (  𝑃  ) 


$\langle \varphi _1(a_1),\dots , \varphi _1(a_n) \rangle \in \varphi _1(P)$


$\langle \varphi _1(a_1),\dots , \varphi _1(a_n) \rangle \in \varphi _1(P)$


   ⟨    𝜑  2   (    𝑎  1   )  ,  …  ,    𝜑  2   (    𝑎  𝑛   )  ⟩  ∈    𝜑  2   (  𝑃  ) 


$\langle \varphi _2(a_1),\dots , \varphi _2(a_n) \rangle \in \varphi _2(P)$


$\langle \varphi _2(a_1),\dots , \varphi _2(a_n) \rangle \in \varphi _2(P)$


     ℑ  2   ⊧  𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ) 


$\Im _2 \models P(a_1,\dots , a_n)$


$\Im _1 \models P(a_1,\dots , a_n)$


$\Im _2 \models P(a_1,\dots , a_n)$


$A$


$s = t$


$A$


$\neg B$


     ℑ  1   ⊧  ¬  𝐵 


$\Im _1 \models \neg B$


     ℑ  1     ⊧   𝐵 


$\Im _1 \not \models B$


$\neg $


$\Im _1 \not \models B$


     ℑ  2     ⊧   𝐵 


$\Im _2 \not \models B$


$\Im _2 \not \models B$


     ℑ  2   ⊧  ¬  𝐵 


$\Im _2 \models \neg B$


$\neg $


$\Im _1 \models \neg B$


$\Im _2 \models \neg B$


$A$


   𝐵  ∧  𝐶 


$B \wedge C$


     ℑ  1   ⊧  𝐵  ∧  𝐶 


$\Im _1 \models B \wedge C$


     ℑ  1   ⊧  𝐵 


$\Im _1 \models B$


     ℑ  1   ⊧  𝐶 


$\Im _1 \models C$


$\wedge $


$\Im _1 \models B$


     ℑ  2   ⊧  𝐵 


$\Im _2 \models B$


$\Im _1 \models C$


     ℑ  2   ⊧  𝐶 


$\Im _2 \models C$


     ℑ  2   ⊧  𝐵  ∧  𝐶 


$\Im _2 \models B \wedge C$


$\Im _2 \models B$


$\Im _2 \models C$


$\wedge $


$\Im _1 \models B \wedge C$


$\Im _2 \models B \wedge C$


$A$


   𝐵  ∨  𝐶 


$B \vee C$


$B \to C$


$A$


$\forall xB[x]$


     ℑ  1   ⊧  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\Im _1 \models \forall xB[x]$


     𝑑  •   ∈  ℒ  (    ℑ  1   ) 


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im _1)$


     ℑ  1   ⊧  𝐵  [    𝑑  •   ] 


$\Im _1 \models B[d^\bullet ]$


$\forall $


     𝑑  •   ∈  ℒ  (  𝐷  ) 


$d^\bullet \in \mathcal {L}(D)$


$\Im _1 \models B[d^\bullet ]$


     ℑ  2   ⊧  𝐵  [    𝑑  •   ] 


$\Im _2 \models B[d^\bullet ]$


$B[d^\bullet ]$


     ℑ  1   ,    ℑ  2  


$\Im _1, \Im _2$


$\mathcal {S}$


$d^\bullet $


$B[d^\bullet ]$


$\mathcal {S}$


     𝑑  •   ∈  ℒ  (    ℑ  1   )          ∶      ℑ  1   ⊧  𝐵  [    𝑑  •   ] 


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im _1)\colon \Im _1 \models B[d^\bullet ]$


     𝑑  •   ∈  ℒ  (    ℑ  2   )          ∶      ℑ  2   ⊧  𝐵  [    𝑑  •   ] 


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im _2)\colon \Im _2 \models B[d^\bullet ]$


     ℑ  2   ⊧  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\Im _2 \models \forall xB[x]$


     𝑑  •   ∈  ℒ  (    ℑ  2   ) 


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im _2)$


$\Im _2 \models B[d^\bullet ]$


$\forall $


$\Im _1 \models \forall xB[x]$


$\Im _2 \models \forall xB[x]$


$A$


   ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\exists x B[x]$


$\mathcal {L}$


$\mathcal {S}$


$\mathcal {L}$


$A$


$A$


   𝒮  =  {  𝐷  ,  𝑖  } 


$\mathcal {S} = \{D, i\}$


$i$


   ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑖  ) 


$\exists x (x = i)$


   ⊧  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑖  ) 


$\models \exists x (x = i)$


   𝐷  (  𝑖  )  ⊧  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑖  ) 


$D(i) \models \exists x(x = i)$


$\mathcal {S}$


   𝒮  =  {  𝐾  ,  𝑀  ,  𝑃  ,  𝑉  ,  𝐴  ,  𝐻  ,  𝐼  } 


$\mathcal {S} = \{K, M, P, V, A, H, I\}$


   𝐾 


$K$


$P$


   𝑀 


$M$


$V$


$A$


   𝐻 


$H$


   𝐼 


$I$


     1  ′   . 


$1'.$


   ∀  𝑥  (  𝐾  (  𝑥  )  →  𝑃  (  𝑥  )  ) 


$\forall x(K(x) \to P(x))$


     2  ′   . 


$2'.$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑦  )  ∧  𝑉  (  𝑥  ,  𝑦  )  →  𝐴  (  𝑦  ,  𝑥  )  ∨  𝐻  (  𝑥  ,  𝑦  )  ) 


$\forall x \forall y (M(x) \wedge K(y) \wedge P(y) \wedge V(x,y) \to A(y, x) \vee H(x, y))$


     3  ′   . 


$3'.$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑦  )  →  𝑉  (  𝑥  ,  𝑦  )  ) 


$\forall x \forall y (M(x) \wedge K(y) \wedge P(y)\to V(x,y))$


     4  ′   . 


$4'.$


   ¬  ∃  𝑥  (  𝐾  (  𝑥  )  ∧  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝐼  (  𝑥  )  ) 


$\neg \exists x(K(x) \wedge P(x) \wedge I(x))$


     5  ′   . 


$5'.$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑦  )  ∧  𝑉  (  𝑥  ,  𝑦  )  ∧  ¬  𝐼  (  𝑦  )  →  ¬  𝐻  (  𝑥  ,  𝑦  )  ) 


$\forall x \forall y(M(x) \wedge K(y) \wedge P(y) \wedge V(x,y) \wedge \neg I(y) \to \neg H(x,y))$


     6  ′   . 


$6'.$


   ∴  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  →  𝐴  (  𝑦  ,  𝑥  )  ) 


$\therefore \forall x \forall y(M(x) \wedge K(y) \to A(y,x))$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


     1  ′  


$1'$


     5  ′  


$5'$


$\Im $


   ℑ  ⊧    1  ′   ,  …  ,  ℑ  ⊧    5  ′  


$\Im \models 1', \dots , \Im \models 5'$


     6  ′  


$6'$


$\Im $


   ℑ    ⊧     6  ′  


$\Im \not \models 6'$


   ℑ    ⊧   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  →  𝐴  (  𝑦  ,  𝑥  )  ) 


$\Im \not \models \forall x \forall y (M(x) \wedge K(y) \to A(y,x))$


   𝑚  ,  𝑘  ∈  𝐷 


$m, k \in D$


     𝑚  •   ,    𝑘  •  


$m^\bullet , k^\bullet $


   𝜑  (    𝑚  •   )  =  𝑚  ,  𝜑  (    𝑘  •   )  =  𝑘 


$\varphi (m^\bullet ) = m, \varphi (k^\bullet ) = k$


   ℑ  ⊧  𝑀  (    𝑚  •   )  ∧  𝐾  (    𝑘  •   ) 


$\Im \models M(m^\bullet ) \wedge K(k^\bullet )$


   ℑ    ⊧   𝐴  (    𝑘  •   ,    𝑚  •   ) 


$\Im \not \models A(k^\bullet , m^\bullet )$


$\Im $


   𝑚 


$m$


   𝑘 


$k$


$1'$


$\forall x(K(x) \to P(x))$


   ℑ  ⊧  𝐾  (    𝑘  •   ) 


$\Im \models K(k^\bullet )$


   ℑ  ⊧  𝑃  (    𝑘  •   ) 


$\Im \models P(k^\bullet )$


     3  ′  


$3'$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑦  )  →  𝑉  (  𝑥  ,  𝑦  )  ) 


$\forall x\forall y(M(x) \wedge K(y) \wedge P(y) \to V(x,y))$


   ℑ  ⊧  𝑀  (    𝑚  •   ) 


$\Im \models M(m^\bullet )$


$\Im \models K(k^\bullet )$


$\Im \models P(k^\bullet )$


   ℑ  ⊧  𝑉  (    𝑚  •   ,    𝑘  •   ) 


$\Im \models V(m^\bullet , k^\bullet )$


     2  ′  


$2'$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  …  →  𝐴  (  𝑦  ,  𝑥  )  ∨  𝐻  (  𝑥  ,  𝑦  )  ) 


$\forall x\forall y(\dots \to A(y,x) \vee H(x,y))$


$\Im \models M(m^\bullet )$


$\Im \models K(k^\bullet )$


$\Im \models P(k^\bullet )$


$\Im \models V(m^\bullet , k^\bullet )$


   ℑ  ⊧  𝐴  (    𝑘  •   ,    𝑚  •   )  ∨  𝐻  (    𝑚  •   ,    𝑘  •   ) 


$\Im \models A(k^\bullet , m^\bullet ) \vee H(m^\bullet , k^\bullet )$


$\Im \models A(k^\bullet , m^\bullet ) \vee H(m^\bullet , k^\bullet )$


$\Im \not \models A(k^\bullet , m^\bullet )$


   ℑ  ⊧  𝐻  (    𝑚  •   ,    𝑘  •   ) 


$\Im \models H(m^\bullet , k^\bullet )$


     4  ′  


$4'$


$\neg \exists x(K(x) \wedge P(x) \wedge I(x))$


$\Im \models K(k^\bullet )$


$\Im \models P(k^\bullet )$


   ℑ  ⊧  𝐼  (    𝑘  •   ) 


$\Im \models I(k^\bullet )$


   ℑ    ⊧   𝐼  (    𝑘  •   ) 


$\Im \not \models I(k^\bullet )$


   ℑ  ⊧  ¬  𝐼  (    𝑘  •   ) 


$\Im \models \neg I(k^\bullet )$


$5'$


     𝑚  •  


$m^\bullet $


     𝑘  •  


$k^\bullet $


$\Im \models M(m^\bullet )$


$\Im \models K(k^\bullet )$


$\Im \models P(k^\bullet )$


$\Im \models V(m^\bullet , k^\bullet )$


$\Im \models \neg I(k^\bullet )$


$5'$


$m^\bullet , k^\bullet $


$5'$


$m^\bullet , k^\bullet $


   ℑ  ⊧  ¬  𝐻  (    𝑚  •   ,    𝑘  •   ) 


$\Im \models \neg H(m^\bullet , k^\bullet )$


$\Im \models H(m^\bullet , k^\bullet )$


$\Im \models \neg H(m^\bullet , k^\bullet )$


   ℑ  ⊧  𝐻  (    𝑚  •   ,    𝑘  •   )  ∧  ¬  𝐻  (    𝑚  •   ,    𝑘  •   ) 


$\Im \models H(m^\bullet , k^\bullet ) \wedge \neg H(m^\bullet , k^\bullet )$


$\Im $


$\Im \models H(m^\bullet , k^\bullet ) \wedge \neg H(m^\bullet , k^\bullet )$


$a$


$b$


$\mathcal {S}$


$P(a)$


$P(a) \wedge \neg P(c)$


   ∃  𝑥  (  𝑃  (  𝑎  )  ∧  ¬  𝑃  (  𝑥  )  ) 


$\exists x(P(a) \wedge \neg P(x))$


   ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∧  ¬  𝑃  (  𝑐  ) 


$\exists xP(x) \wedge \neg P(c)$


   ∀  𝑥  (  𝑥  =  𝑥  ) 


$\forall x(x = x)$


   ∀  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\forall x(x = a)$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\forall x\exists y(x = y)$


$\forall x_1 \exists x_2 \forall x_3 \forall x_4 \exists x_5 \exists x_6 \exists x_7 \exists x_8 \exists x_9 \exists x_{10} P(x_1, x_2, x_3, x_4, x_5, x_6, x_7, x_8, x_9, x_{10})$


   ⊧  𝑃  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑏  ) 


$\models P(a, b) \to \exists xP (x, b)$


$\Im $


$\Im \not \models A$


$t=t$


$A_1, \dots , A_n, B$


$\mathcal {L}$


$A_1 \wedge \dots \wedge A_n \models B$


$A_1, \dots , A_n \models B$


$(P(a) \wedge \neg P(c)) \wedge (a=c)$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑎  ] 


$\forall xA[x] \to A[a]$


   ⊧  ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑦  ]  ∨  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  )  ) 


$\models \exists y\forall x(A[y] \vee (A[x] \to B))$


   ¬  ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑦  ,  𝑦  ]  ) 


$\neg \exists x\forall y(A[x,y] \leftrightarrow \neg A[y,y])$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  𝐵 


$A_1,\dots , A_n, B$


$C$


$\mathcal {L}$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  𝐵  ⊧  𝐶 


$A_1,\dots , A_n, B \models C$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  𝐶  ⊧  𝐵 


$A_1,\dots , A_n, C \models B$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ⊧  𝐵  ↔  𝐶 


$A_1,\dots , A_n \models B \leftrightarrow C$


$R$


   𝑅  (  𝑎  ,  𝑎  ) 


$R(a,a)$


   𝑅  (  𝑎  ,  𝑏  )  →  𝑅  (  𝑏  ,  𝑎  ) 


$R(a,b) \to R(b,a)$


   𝑅  (  𝑎  ,  𝑏  )  ∧  𝑅  (  𝑏  ,  𝑐  )  →  𝑅  (  𝑎  ,  𝑐  ) 


$R(a, b) \wedge R(b,c) \to R(a, c)$


$\mathcal {L}$


   ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∨  𝑄  (  𝑥  )  )  →  ∀  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∨  ∀  𝑥  𝑄  (  𝑥  ) 


$\forall x(P(x) \vee Q(x)) \to \forall xP(x) \vee \forall xQ(x)$


   ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∧  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )  →  ∃  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )  ) 


$\exists xP(x) \wedge \exists x Q(x) \to \exists x(P(x) \wedge Q(x))$


   ∀  𝑥  (  𝑥  =  𝑥  )  →  ∀  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\forall x(x = x) \to \forall x(x =a)$


   ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  →  ∀  𝑦  𝑃  (  𝑦  )  ) 


$\forall x(P(x)\to \forall yP(y))$


   𝑃  (  𝑎  )  ∨  𝑄  (  𝑎  )  ↔  ¬  (  𝑃  (  𝑎  )  →  ¬  𝑄  (  𝑎  )  ) 


$P(a) \vee Q(a) \leftrightarrow \neg (P(a) \to \neg Q(a))$


   𝑃  (  𝑎  )  ∧  𝑄  (  𝑎  )  ↔  (  ¬  𝑃  (  𝑎  )  →  𝑄  (  𝑎  )  ) 


$P(a) \wedge Q(a) \leftrightarrow (\neg P(a) \to Q(a))$


   (  𝑃  (  𝑎  )  ↔  𝑄  (  𝑎  )  )  ↔  (  (  𝑃  (  𝑎  )  →  𝑄  (  𝑎  )  )  ∨  (  𝑄  (  𝑎  )  →  𝑃  (  𝑎  )  )  ) 


$(P(a) \leftrightarrow Q(a)) \leftrightarrow ((P(a) \to Q(a)) \vee (Q(a) \to P(a)))$


   ∃  𝑥  ∃  𝑦  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  →      ∃  𝑥  ∃  𝑦  ∃  𝑧  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  ∧  ¬  (  𝑥  =  𝑧  )  ∧  ¬  (  𝑦  =  𝑧  )  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  𝐴  [  𝑧  ]  ) 


$\exists x \exists y(\neg (x =y) \wedge A[x] \wedge A[y] \to \hack {\\~\null \hfill }\exists x \exists y \exists z(\neg (x =y) \wedge \neg (x=z) \wedge \neg (y=z) \wedge A[x] \wedge A[y]\wedge A[z])$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  𝑅  (  𝑥  ,  𝑦  )  →  ∃  𝑦  ∀  𝑥  𝑅  (  𝑥  ,  𝑦  ) 


$\forall x\exists yR(x,y) \to \exists y\forall xR(x,y)$


$\Im \models \forall xA[x]$


$d \in D$


$\Im \models A[d^\bullet ]$


$\Im \models \exists xA[x]$


$d \in D$


$\Im \models A[d^\bullet ]$


   𝑃  (  𝑎  )  ∧  ¬  𝑃  (  𝑐  )  ⊧  𝑎  =  𝑐 


$P(a) \wedge \neg P(c) \models a = c$


     ⊧   𝑃  (  𝑎  )  ∧  ¬  𝑃  (  𝑐  )  ∧  𝑎  =  𝑐 


$\not \models P(a) \wedge \neg P(c) \wedge a = c$


   𝑎  =  𝑐  ⊧  𝑃  (  𝑎  )  ∧  ¬  𝑃  (  𝑐  ) 


$a = c \models P(a) \wedge \neg P(c)$


   𝑎  =  𝑐  ,  𝑃  (  𝑎  )  ⊧  ¬  𝑃  (  𝑐  ) 


$a = c, P(a) \models \neg P(c)$


   𝐹  (  𝑎  )  ∧  ¬  𝐹  (  𝑏  )  ∧  ¬  𝐹  (  𝑐  )  ∧  ¬  (  𝑏  =  𝑐  )  →  ∃  𝑥  ∃  𝑦  ∃  𝑧  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  ∧  ¬  (  𝑥  =  𝑧  )  ∧  ¬  (  𝑦  =  𝑧  )  ) 


$F(a) \wedge \neg F(b) \wedge \neg F(c) \wedge \neg (b=c) \to \exists x \exists y \exists z (\neg (x = y) \wedge \neg (x = z) \wedge \neg (y = z))$


$A \vee \neg A$


   𝐴  →  𝐴 


$A \to A$


   𝐴  →  𝐶 


$A \to C$


   𝐴  ∧  ¬  𝐴  →  𝐶 


$A\wedge \neg A \to C$


   𝐶  →  𝐴  ∨  ¬  𝐴 


$C \to A \vee \neg A$


   𝐴  [  𝑎  ]  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$A[a] \to \forall x A[x]$


   (  𝐴  →  𝐵  )  ∨  (  𝐵  →  𝐴  ) 


$(A \to B) \vee (B \to A)$


$\forall x \exists y(x = y)$


   ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑡  ] 


$\exists x A[x] \to A[t]$


   𝐴  ∧  ¬  ¬  𝐴 


$A \wedge \neg \neg A$


   𝐴  ∧  ¬  𝐴 


$A \wedge \neg A$


   𝐵  ∧  (  𝐴  ∨  ¬  𝐴  ) 


$B \wedge (A \vee \neg A)$


   𝐵  ∨  (  𝐴  ∨  ¬  𝐴  ) 


$B \vee (A \vee \neg A)$


   𝐵  ∧  (  𝐴  ∧  ¬  𝐴  ) 


$B \wedge (A \wedge \neg A)$


   𝐵  ∨  (  𝐴  ∧  ¬  𝐴  ) 


$B \vee (A \wedge \neg A)$


   (  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  →  𝐴  )  →  ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  →  𝐴  ) 


$(\exists xP(x) \to A) \to \forall x(P(x) \to A)$


   ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [  𝑥  ]  )  →  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\exists x (A[x] \vee B[x]) \to (\exists xA[x] \vee \exists x B[x])$


   ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐵  [  𝑥  ]  )  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\forall x(A[x] \wedge B[x]) \to \forall xA[x] \wedge \forall xB[x]$


   (  𝐴  ∧  𝐵  )  ∨  (  𝐴  ∧  𝐶  )  ⊧  𝐴  ∧  (  𝐵  ∨  𝐶  ) 


$(A\wedge B) \vee (A \wedge C) \models A \wedge (B \vee C)$


   (  𝐴  ∨  𝐵  )  ∧  (  𝐴  ∨  𝐶  )  ⊧  𝐴  ∨  (  𝐵  ∧  𝐶  ) 


$(A\vee B) \wedge (A \vee C) \models A \vee (B \wedge C)$


   𝐴  ⊧  𝐴  ∧  (  𝐴  ∨  𝐵  ) 


$A \models A \wedge (A\vee B)$


   𝐴  ∨  (  𝐴  ∧  𝐵  )  ⊧  𝐴 


$A \vee (A\wedge B) \models A$


   ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [  𝑥  ]  )  ⊧  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\exists x (A[x] \vee B[x])\models \exists xA[x] \vee \exists x B[x]$


   ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐵  [  𝑥  ]  )  ⊧  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\forall x(A[x] \wedge B[x]) \models \forall xA[x] \wedge \forall xB[x]$


   ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ⊧  ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\exists xA[x] \vee \exists x B[x] \models \exists x (A[x] \vee B[x])$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ⊧  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\forall xA[x] \wedge \forall xB[x] \models \forall x(A[x] \wedge B[x])$


   ⊧  ∃  𝑦  (  𝐴  [  𝑦  ]  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ) 


$\models \exists y(A[y] \to \forall xA[x])$


   ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [  𝑥  ]  )  ⊧  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\forall x(A[x] \vee B[x]) \models \forall xA[x] \vee \exists xB[x]$


   ∃    𝑥  1   ∃    𝑥  2   (    𝑥  1   ≠    𝑥  2   ) 


$\exists x_1 \exists x_2 (x_1 \not = x_2)$


$\exists x_1 \exists x_2 (x_1 \not = x_2)$


   ∀  𝑥  ¬  𝑅  (  𝑥  ,  𝑥  )  ∧  ∀  𝑥  ∀  𝑦  ∀  𝑧  (  𝑅  (  𝑥  ,  𝑦  )  ∧  𝑅  (  𝑦  ,  𝑧  )  →  𝑅  (  𝑥  ,  𝑧  )  )  ∧  ∀  𝑥  ∃  𝑦  𝑅  (  𝑥  ,  𝑦  ) 


$\forall x\neg R(x, x) \wedge \forall x \forall y \forall z(R(x,y) \wedge R(y, z) \to R(x, z)) \wedge \forall x\exists yR(x,y)$


   Φ 


$\Phi $


$A$


$\mathcal {L}$


$\Phi $


$\neg A$


   {  Φ  ,  𝐴  } 


$\{\Phi , A\}$


   Φ  ⊧  ¬  𝐴 


$\Phi \models \neg A$


    Mod   (  Φ  ∪  {  𝐴  }  ) 


$\mathsf {Mod}(\Phi \cup \{A\})$


$\Im $


$\Im \models A$


$A$


$\Im $


$\Im $


$\Gamma \models A$


$\mathsf {S}$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  ¬  ∃  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\forall x A[x] \vdash \neg \exists x \neg A[x]$


   ¬  ∃  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\neg \exists x \neg A[x] \vdash \forall xA[x]$


               ¬  𝐵  ,    Φ  ⊢  ¬  𝐴     𝐴  ,    Φ  ⊢  𝐵      


\begin {equation*}\frac {\neg B,\ \Phi \vdash \neg A}{A, \ \Phi \vdash B}\end {equation*}


$\mathsf {S}$


   ⊢  (  ¬  𝐵  →  ¬  𝐴  )  →  (  𝐴  →  𝐵  ) 


$\vdash (\neg B \to \neg A) \to (A \to B)$


$\mathsf {S}$


               𝐴  ,  Γ    ⊢  𝐶        𝐵  ,  Φ    ⊢  𝐶     𝐴  ∨  𝐵  ,  Φ  ,    Γ    ⊢  𝐶      


\begin {equation*}\frac {A, \Gamma \ \vdash C \ \ \ B, \Phi \ \vdash C}{A \vee B, \Phi , \ \Gamma \ \vdash C}\end {equation*}


$\mathsf {S}$


               Φ    ⊢  𝐴        Φ    ⊢  ¬  𝐴  ∨  𝐵     Φ    ⊢  𝐵      


\begin {equation*}\frac {\Phi \ \vdash A \ \ \ \Phi \ \vdash \neg A \vee B}{\Phi \ \vdash B}\end {equation*}


    Se  


$\mathsf {Se}$


               Γ  ⊢  ¬  𝐴  [  𝑎  ]     Γ  ⊢  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]      


\begin {equation*}\frac {\Gamma \vdash \neg A[a]}{\Gamma \vdash \neg \exists xA[x]}\end {equation*}


$\mathsf {Se}$


   S 


$\cS $


$\cS $


   𝐸  ↔    𝐸  ′   ,  𝐹  ↔    𝐹  ′   ⊢  (  𝐸  ∧  𝐹  )  ↔  (    𝐸  ′   ∧    𝐹  ′   ) 


$E \leftrightarrow E', F \leftrightarrow F' \vdash (E \wedge F) \leftrightarrow (E' \wedge F')$


   ∀  𝑥  (  𝐸  [  𝑥  ]  →  𝐹  [  𝑥  ]  )  ,  ∀  𝑥  (  𝐹  [  𝑥  ]  →  𝐸  [  𝑥  ]  )  ⊢  ∀  𝑥  (  𝐸  [  𝑥  ]  ↔  𝐹  [  𝑥  ]  ) 


$\forall x(E[x] \to F[x]), \forall x(F[x] \to E[x]) \vdash \forall x(E[x] \leftrightarrow F[x])$


   ¬  𝐴  ∧  ¬  𝐵  ⊢  ¬  (  𝐴  ∨  𝐵  ) 


$\neg A \wedge \neg B \vdash \neg (A \vee B)$


$\mathsf {S}$


   ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵  ⊢  ¬  (  𝐴  ∧  𝐵  ) 


$\neg A \vee \neg B \vdash \neg (A\wedge B)$


$\mathsf {S}$


   𝐴  ,  𝐴  ↔  𝐵  ⊢  𝐵 


$A, A \leftrightarrow B \vdash B$


$\mathsf {S}$


   ∃  𝑦  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑦  ]  ) 


$\exists y(\exists xA[x] \to A[y])$


$\mathsf {S}$


   ∃  𝑦  (  𝐴  [  𝑦  ]  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ) 


$\exists y(A[y] \to \forall xA[x])$


   ¬  ∃  𝑦  (  𝐴  [  𝑦  ]  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )    ⊢    𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$\neg \exists y(A[y] \to \forall xA[x]) \thinspace \vdash \thinspace C \wedge \neg C$


   ⊢  ∃  𝑦  (  𝐴  [  𝑦  ]  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ) 


$\vdash \exists y(A[y] \to \forall xA[x])$


   {  ∃  𝑥  ∃  𝑦  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  ∧  ∀  𝑧  (  𝑧  =  𝑥  ∨  𝑧  =  𝑦  )  )  ,  ¬  (  𝑎  =  𝑏  )  ,  𝑐  =  𝑎  }    ⊢  S   ¬  (  𝑐  =  𝑏  ) 


$\{\exists x\exists y(\neg (x =y) \wedge \forall z(z = x \vee z = y)), \neg (a =b), c = a\} \vdash _{\mathsf {S}} \neg (c =b)$


$\mathsf {Se}$


$\mathsf {S}$


   Γ  [  𝑎  ]  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$\Gamma [a] \vdash A[a]$


   Γ  [  𝑏  ]  ⊢  𝐴  [  𝑏  ] 


$\Gamma [b] \vdash A[b]$


   Γ  [  𝑎  ] 


$\Gamma [a]$


$A[a]$


$\cS $


$\cS $


$\mathsf {Se}$


$\mathcal {L}$


$\Im $


$\models $


$\vdash $


$\mathcal {L}$


             𝐴  1  ′   ,  …  ,    𝐴  𝑛  ′   ∴    𝐵  ′     


\begin {equation*}A_1',\dots , A'_n \therefore B'\end {equation*}


     𝐴  1  ′   ,  …  ,    𝐴  𝑛  ′  


$A_1',\dots , A'_n$


     𝐵  ′  


$B'$


     𝐴  1  ′   ,  …  ,    𝐴  𝑛  ′  


$A'_1,\dots , A'_n$


$B'$


$\therefore $


     𝐴  𝑖  


$A_i$


   1  ≤  𝑖  ≤  𝑛 


$1\leq i \leq n$


$B$


     𝐴  𝑖  ′  


$A_i'$


$1\leq i \leq n$


$B'$


             𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ⊢  𝐵    


\begin {equation*}A_1,\dots , A_n \vdash B\end {equation*}


             𝐴  1   ,    𝐴  2   ,    𝐴  3   ⊢  𝐵    


\begin {equation*}A_1, A_2, A_3 \vdash B\end {equation*}


             𝐴  2   ,    𝐴  3   ,    𝐴  1   ⊢  𝐵    


\begin {equation*}A_2, A_3, A_1 \vdash B\end {equation*}


           ⟨    𝐴  1   ,    𝐴  1   ,    𝐴  2   ,    𝐴  3   ,    𝐴  3   ⟩    


\begin {equation*}\langle A_1, A_1, A_2, A_3, A_3\rangle \end {equation*}


           {    𝐴  1   ,    𝐴  1   ,    𝐴  2   ,    𝐴  3   ,    𝐴  3   }    .    


\begin {equation*}\{A_1, A_1, A_2, A_3, A_3\}\:.\end {equation*}


           {    𝐴  1   ,    𝐴  2   ,    𝐴  3   }    


\begin {equation*}\{A_1, A_2, A_3\}\end {equation*}


           {    𝐴  3   ,    𝐴  1   ,    𝐴  2   }    .    


\begin {equation*}\{A_3, A_1, A_2\}\:.\end {equation*}


           ⟨    𝐴  1   ,    𝐴  1   ,    𝐴  2   ,    𝐴  3   ,    𝐴  3   ⟩          ⟨    𝐴  1   ,    𝐴  2   ,    𝐴  3   ⟩          ⟨    𝐴  1   ,    𝐴  3   ,    𝐴  2   ,    𝐴  3   ,    𝐴  1   ⟩    


\begin {gather*}\langle A_1, A_1, A_2, A_3, A_3\rangle \\ \langle A_1, A_2, A_3\rangle \\ \langle A_1, A_3, A_2, A_3, A_1\rangle \end {gather*}


$\mathcal {L}$


$\mathsf {FS}$


   ⟨  ℒ  ,   FS   ⟩ 


$\langle \mathcal {L}, \mathsf {FS}\rangle $


$\mathcal {L}$


            (MP)     𝐴  ,  𝐴  →  𝐵  ⊢  𝐵           (MT)     ¬  𝐵  ,  𝐴  →  𝐵  ⊢  ¬  𝐴    


\begin {gather*}\text {(MP)}\enskip A, A \to B \vdash B\\ \text {(MT)}\enskip \neg B, A \to B \vdash \neg A\end {gather*}


           𝐴  ,  𝐴  →  𝐵  ⊧  𝐵          ¬  𝐵  ,  𝐴  →  𝐵  ⊧  ¬  𝐴    


\begin {gather*}A, A \to B \models B\\ \neg B, A \to B \models \neg A\end {gather*}


           {  𝐴  ,  𝐴  →  𝐵  }  ⊧  𝐵          {  ¬  𝐵  ,  𝐴  →  𝐵  }  ⊧  ¬  𝐴    


\begin {gather*}\{A, A \to B\} \models B\\ \{\neg B, A \to B\} \models \neg A\end {gather*}


           {  𝐴  ,  𝐴  →  𝐵  }  =  {  𝐴  →  𝐵  ,  𝐴  }     und     {  ¬  𝐵  ,  𝐴  →  𝐵  }  =  {  𝐴  →  𝐵  ,  ¬  𝐵  }    .    


\begin {equation*}\{A, A \to B\} = \{A \to B, A\} \qquad \text {und} \qquad \{\neg B, A \to B\} = \{A \to B, \neg B\}\:.\end {equation*}


           {  𝐴  →  𝐵  ,  𝐴  }  ⊧  𝐵          {  𝐴  →  𝐵  ,  ¬  𝐵  }  ⊧  ¬  𝐴    


\begin {gather*}\{A \to B, A\} \models B\\ \{A \to B, \neg B\} \models \neg A\end {gather*}


$\mathcal {L}$


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$A$


$\mathcal {L}$


$\Gamma \vdash A$


$\cS $


   Γ    ⊢  S   𝐴 


$\Gamma \vdash _{\cS } A$


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$A$


$\mathcal {L}$


$\Gamma \vdash A$


$\Gamma \models A$


$\mathsf {S}$


    SKL  


$\mathsf {SKL}$


$\mathsf {S}$


   𝐴  ,  𝐴  →  𝐵  ⊢  𝐵 


$A, A \to B \vdash B$


   𝐴  →  𝐵  ,  ¬  𝐵  ⊢  ¬  𝐴 


$A \to B, \neg B \vdash \neg A$


   𝐴  ∨  𝐵  ,  ¬  𝐴  ⊢  𝐵 


$A \vee B, \neg A \vdash B$


   𝐴  ∨  𝐵  ,  ¬  𝐵  ⊢  𝐴 


$A \vee B, \neg B \vdash A$


   𝐴  ∧  𝐵  ⊢  𝐴 


$A \wedge B \vdash A$


   𝐴  ∧  𝐵  ⊢  𝐵 


$A \wedge B \vdash B$


   𝐴  ⊢  𝐴  ∨  𝐵 


$A \vdash A \vee B$


   𝐵  ⊢  𝐴  ∨  𝐵 


$B \vdash A \vee B$


   𝐴  ,  𝐵  ⊢  𝐴  ∧  𝐵 


$A, B \vdash A \wedge B$


   𝐴  ⊢  ¬  ¬  𝐴 


$A \vdash \neg \neg A$


   ¬  ¬  𝐴  ⊢  𝐴 


$\neg \neg A \vdash A$


   𝐴  →  𝐶  ,  𝐵  →  𝐶  ,  𝐴  ∨  𝐵  ⊢  𝐶 


$A \to C, B \to C, A \vee B \vdash C$


   𝐴  ⊢  𝐴 


$A \vdash A$


   𝐴  ,  ¬  𝐴  ⊢  𝐵 


$A, \neg A \vdash B$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$\forall xA[x] \vdash A[a]$


   𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$A[a] \vdash \exists xA[x]$


   ⊢  𝑎  =  𝑎 


$\vdash a = a$


   𝑎  =  𝑏  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  𝐴  [  𝑏  ] 


$a = b, A[a] \vdash A[b]$


$A$


$B$


$\mathcal {L}$


   𝐹  (  𝑎  )  ,  𝐹  (  𝑎  )  →  ∃  𝑥  𝑅  (  𝑎  ,  𝑥  )  ⊢  ∃  𝑥  𝑅  (  𝑎  ,  𝑥  ) 


$F(a), F(a) \to \exists xR(a,x) \vdash \exists xR(a,x)$


   𝐹  (  𝑎  )  ⊢  ¬  ¬  𝐹  (  𝑎  ) 


$F(a) \vdash \neg \neg F(a)$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  ∀  𝑧  𝑄  (  𝑥  ,  𝑦  ,  𝑧  )  ∨  ¬  𝐹  (  𝑎  )  ,  ¬  ¬  𝐹  (  𝑎  )  ⊢  ∀  𝑥  ∃  𝑦  ∀  𝑧  𝑄  (  𝑥  ,  𝑦  ,  𝑧  ) 


$\forall x\exists y \forall zQ(x,y,z) \vee \neg F(a), \neg \neg F(a) \vdash \forall x\exists y \forall zQ(x,y,z)$


               ¬  𝐵  ,  Φ  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶     Φ  ⊢  𝐵      


\begin {equation*}\frac {\neg B, \Phi \vdash C \wedge \neg C}{\Phi \vdash B}\end {equation*}


               𝐵  ,  Φ  ⊢  𝐶     Φ  ⊢  𝐵  →  𝐶      


\begin {equation*}\frac {B, \Phi \vdash C}{\Phi \vdash B \rightarrow C}\end {equation*}


               𝐵  ,  Φ  ⊢  𝐶    ¬  𝐵  ,  Γ  ⊢  𝐶     Φ  ,  Γ  ⊢  𝐶      


\begin {equation*}\frac {B, \Phi \vdash C \qquad \neg B, \Gamma \vdash C}{\Phi , \Gamma \vdash C}\end {equation*}


               Φ  ⊢  𝐶     𝐵  ,  Φ  ⊢  𝐶      


\begin {equation*}\frac {\Phi \vdash C}{B, \Phi \vdash C}\end {equation*}


               Φ  ⊢  𝐴      𝐴  ,  Γ  ⊢  𝐵     Φ  ,  Γ  ⊢  𝐵      


\begin {equation*}\frac {\Phi \vdash A \thinspace \qquad A, \Gamma \vdash B}{\Phi , \Gamma \vdash B}\end {equation*}


               Φ  ⊢  𝐴  [  𝑎  ]     Φ  ⊢  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]      


\begin {equation*}\frac {\Phi \vdash A[a]}{\Phi \vdash \forall xA[x]}\end {equation*}


               𝐴  [  𝑎  ]  ,  Φ  ⊢  𝐵     ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ,  Φ  ⊢  𝐵      


\begin {equation*}\frac {A[a], \Phi \vdash B}{\exists xA[x], \Phi \vdash B}\end {equation*}


$a$


$(A \leftrightarrow B)$


$(A \leftrightarrow B)$


   (  𝐴  →  𝐵  )  ∧  (  𝐵  →  𝐴  ) 


$(A \to B) \wedge (B \to A)$


            (Ä1)     𝐴  →  𝐵  ,  𝐵  →  𝐴  ⊢  𝐴  ↔  𝐵           (Ä2)     𝐴  ↔  𝐵  ⊢  (  𝐴  →  𝐵  )  ∧  (  𝐵  →  𝐴  )    


\begin {gather*}\text {(Ä1)}\enskip A \to B, B \to A \vdash A \leftrightarrow B\\ \text {(Ä2)}\enskip A \leftrightarrow B \vdash (A \to B) \wedge (B \to A)\end {gather*}


$\cS $


$\cS $


$\cS $


$\cS $


$\cS $


   ⊢  𝐴  ∨  (  𝐴  →  𝐵  ) 


$\vdash A \vee (A \to B)$


   𝐴  ⊢  𝐴  ∨  (  𝐴  →  𝐵  ) 


$A \vdash A \vee (A \to B)$


   ¬  𝐴  ,  𝐴  ⊢  𝐵 


$\neg A, A \vdash B$


   ¬  𝐴  ⊢  𝐴  →  𝐵 


$\neg A \vdash A \to B$


   𝐴  →  𝐵  ⊢  𝐴  ∨  (  𝐴  →  𝐵  ) 


$A \to B \vdash A \vee (A \to B)$


   ¬  𝐴  ⊢  𝐴  ∨  (  𝐴  →  𝐵  ) 


$\neg A \vdash A \vee (A \to B)$


$\vdash A \vee (A \to B)$


   3 


$3$


$\neg A, A \vdash B$


   ⊢  (  ¬  𝐴  →  𝐴  )  →  𝐴 


$\vdash (\neg A \to A) \to A$


   ¬  𝐴  →  𝐴  ,  ¬  𝐴  ⊢  ¬  ¬  𝐴 


$\neg A \to A, \neg A\vdash \neg \neg A$


$\neg \neg A \vdash A$


   ¬  𝐴  ,  ¬  𝐴  →  𝐴  ⊢  𝐴 


$\neg A, \neg A \to A \vdash A$


$A \vdash A$


   𝐴  ,  ¬  𝐴  →  𝐴  ⊢  𝐴 


$A, \neg A \to A\vdash A$


   ¬  𝐴  →  𝐴  ⊢  𝐴 


$\neg A \to A \vdash A$


$\vdash (\neg A \to A) \to A$


$3$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {S}$


$\cS $


$\cS $


$\mathsf {S}$


$\mathsf {S}$


   𝑘  =  0 


$k=0$


$\mathsf {S}$


$0$


   𝑘  =  𝑛  +  1 


$k=n+1$


$\mathsf {S}$


$n$


$\mathsf {S}$


$n+1$


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$A$


$\mathcal {L}$


$A$


$\Gamma $


$\mathsf {S}$


   Γ    ⊢  S   𝐴 


$\Gamma \vdash _{\mathsf {S}} A$


   {    𝐵  1   ,  …  ,    𝐵  𝑛   }  ⊆  Γ 


$\{B_1, \dots , B_n\} \subseteq \Gamma $


     𝐵  1   ,  …  ,    𝐵  𝑛   ⊢  𝐴 


$B_1, \dots , B_n \vdash A$


$\mathsf {S}$


$A$


$\mathsf {S}$


     ⊢  S   𝐴 


$\vdash _{\mathsf {S}} A$


$A$


   ∅ 


$\varnothing $


$\mathsf {S}$


$\Gamma \vdash A$


   ⊢  𝐴 


$\vdash A$


   Γ  =  ∅ 


$\Gamma = \varnothing $


   ∅  ⊢  𝐴 


$\varnothing \vdash A$


$\vdash A$


       Γ  ⊢  𝐴     Ξ  ⊢  𝐵   


$\frac {\Gamma \vdash A}{\Xi \vdash B}$


   Γ  ,  Ξ 


$\Gamma , \Xi $


$A, B$


   Γ  ,  Ξ 


$\Gamma ,\Xi $


$A, B$


$\mathcal {L}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {S}$


$\cS $


$\mathsf {S}$


   ⊢  𝐴  ∨  ¬  𝐴 


$\vdash A \vee \neg A$


   𝐴  ⊢  𝐴  ∨  ¬  𝐴 


$A \vdash A \vee \neg A$


$0$


   ¬  𝐴  ⊢  𝐴  ∨  ¬  𝐴 


$\neg A \vdash A \vee \neg A$


$0$


$\vdash A \vee \neg A$


    max   (  0  ,  0  )  =  0 


$\max (0,0)=0$


$k=n+1$


$\mathsf {S}$


   0  +  1  =  1 


$0+1 = 1$


$\vdash A \vee (A \to B)$


$A \vdash A \vee (A \to B)$


$\neg A, A \vdash B$


$\neg A \vdash A \to B$


$A \to B \vdash A \vee (A \to B)$


$\neg A \vdash A \vee (A \to B)$


   |  𝐴  →  𝐵  | 


$|A\to B|$


$\vdash A \vee (A \to B)$


$\neg A$


   (  ¬  𝐴  →  𝐴  )  →  𝐴 


$(\neg A \to A) \to A$


$\neg A \to A, \neg A\vdash \neg \neg A$


$\neg \neg A \vdash A$


$\neg A, \neg A \to A \vdash A$


$A \vdash A$


$A, \neg A \to A\vdash A$


$\neg A \to A \vdash A$


$\vdash (\neg A \to A) \to A$


   ⊢  (  (  𝐴  →  𝐵  )  →  𝐴  )  →  𝐴 


$\vdash ((A \to B) \to A) \to A$


   (  𝐴  →  𝐵  )  →  𝐴  ⊢  𝐴 


$(A \to B) \to A \vdash A$


   𝐴  ,  (  𝐴  →  𝐵  )  →  𝐴  )  ⊢  𝐴 


$A, (A \to B) \to A) \vdash A$


   ¬  𝐴  ,  (  𝐴  →  𝐵  )  →  𝐴  )  ⊢  𝐴 


$\neg A, (A \to B) \to A) \vdash A$


   𝐴  ,  (  𝐴  →  𝐵  )  →  𝐴  ⊢  𝐴 


$A, (A \to B) \to A \vdash A$


   ¬  𝐴  ,  (  𝐴  →  𝐵  )  →  𝐴  ⊢  ¬  (  𝐴  →  𝐵  ) 


$\neg A, (A\to B) \to A \vdash \neg (A\to B)$


   ¬  (  𝐴  →  𝐵  )  ⊢  𝐴  ∧  ¬  𝐵 


$\neg (A \to B) \vdash A \wedge \neg B$


   𝐴  ∧  ¬  𝐵  ⊢  𝐴 


$A \wedge \neg B \vdash A$


   ¬  (  𝐴  →  𝐵  )  ⊢  𝐴 


$\neg (A \to B) \vdash A$


   ¬  𝐴  ,  (  𝐴  →  𝐵  )  →  𝐴  ⊢  𝐴 


$\neg A, (A\to B) \to A \vdash A$


   (  𝐴  →  𝐵  )  →  𝐴  ⊢  𝐴 


$(A\to B) \to A \vdash A$


   ⊢  (  (  𝐴  →  𝐵  )  →  𝐴  )  →  𝐴 


$\vdash ((A\to B) \to A) \to A$


   ⊢  ¬  (  𝐴  ↔  ¬  𝐴  ) 


$\vdash \neg (A \leftrightarrow \neg A)$


   𝐵  ↔  𝐶 


$B \leftrightarrow C$


   (  𝐵  →  𝐶  )  ∧  (  𝐶  →  𝐵  ) 


$(B \rightarrow C) \wedge (C \rightarrow B)$


   ¬  ¬  (  𝐴  ↔  ¬  𝐴  )  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$\neg \neg (A \leftrightarrow \neg A) \vdash C \wedge \neg C$


   𝐴  ,  𝐴  ↔  ¬  𝐴  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$A, A \leftrightarrow \neg A \vdash C \wedge \neg C$


   ¬  𝐴  ,  𝐴  ↔  ¬  𝐴  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$\neg A, A \leftrightarrow \neg A \vdash C \wedge \neg C$


   ¬  ¬  (  𝐴  ↔  ¬  𝐴  )  ⊢  𝐴  ↔  ¬  𝐴 


$\neg \neg (A \leftrightarrow \neg A) \vdash A \leftrightarrow \neg A$


   𝐴  ,  𝐴  ↔  ¬  𝐴  ⊢  ¬  𝐴 


$A, A \leftrightarrow \neg A \vdash \neg A$


   𝐶  ,  𝐶  ↔  𝐷  ⊢  𝐷 


$C, C \leftrightarrow D \vdash D$


   ¬  𝐴  ,  𝐴  ⊢  𝐶 


$\neg A, A \vdash C$


   𝐴  ,  𝐴  ↔  ¬  𝐴  ⊢  𝐶 


$A, A \leftrightarrow \neg A \vdash C$


   |  ¬  𝐴  | 


$|\neg A|$


   ¬  𝐴  ,  𝐴  ⊢  ¬  𝐶 


$\neg A, A \vdash \neg C$


   𝐴  ,  𝐴  ↔  ¬  𝐴  ⊢  ¬  𝐶 


$A, A \leftrightarrow \neg A \vdash \neg C$


$|\neg A|$


   𝐶  ,  ¬  𝐶  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$C, \neg C \vdash C \wedge \neg C$


   ¬  𝐶  ,  𝐴  ,  𝐴  ↔  ¬  𝐴  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$\neg C, A, A \leftrightarrow \neg A \vdash C \wedge \neg C$


   |  𝐶  | 


$|C|$


$A, A \leftrightarrow \neg A \vdash C \wedge \neg C$


   |  ¬  𝐶  | 


$|\neg C|$


$\neg A, A \leftrightarrow \neg A \vdash C \wedge \neg C$


   𝐴  ↔  ¬  𝐴  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$A \leftrightarrow \neg A \vdash C \wedge \neg C$


$\neg \neg (A \leftrightarrow \neg A) \vdash C \wedge \neg C$


   |  (  𝐴  ↔  ¬  𝐴  )  | 


$|(A\leftrightarrow \neg A)|$


$\vdash \neg (A \leftrightarrow \neg A)$


   ⊢  ¬  ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑦  ,  𝑦  ]  ) 


$\vdash \neg \exists x\forall y(A[x,y] \leftrightarrow \neg A[y,y])$


   𝐴  [  𝑎  ,  𝑎  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑎  ,  𝑎  ]  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$A[a, a] \leftrightarrow \neg A[a,a]\vdash C \wedge \neg C$


   ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑎  ,  𝑦  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑦  ,  𝑦  ]  )  ⊢  𝐴  [  𝑎  ,  𝑎  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑎  ,  𝑎  ] 


$\forall y(A[a,y] \leftrightarrow \neg A[y,y]) \vdash A[a, a] \leftrightarrow \neg A[a,a]$


   ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑎  ,  𝑦  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑦  ,  𝑦  ]  )  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$\forall y(A[a,y] \leftrightarrow \neg A[y,y]) \vdash C \wedge \neg C$


   ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑦  ,  𝑦  ]  )  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$\exists x\forall y(A[x,y] \leftrightarrow \neg A[y,y]) \vdash C \wedge \neg C$


   ¬  (  𝐶  ∧  ¬  𝐶  )  ⊢  ¬  ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑦  ,  𝑦  ]  ) 


$\neg (C \wedge \neg C) \vdash \neg \exists x\forall y(A[x,y] \leftrightarrow \neg A[y,y])$


   ¬  (  𝐶  ∧  ¬  𝐶  ) 


$\neg (C \wedge \neg C)$


$\vdash \neg \exists x\forall y(A[x,y] \leftrightarrow \neg A[y,y])$


   ⊢  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∀  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\vdash \neg \exists xA[x] \to \forall x \neg A[x]$


$A[a] \vdash \exists xA[x]$


   ⊢  𝐴  [  𝑎  ]  →  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\vdash A[a] \to \exists xA[x]$


   𝐴  [  𝑎  ]  →  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ,  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  ¬  𝐴  [  𝑎  ] 


$A[a] \to \exists xA[x], \neg \exists xA[x] \vdash \neg A[a]$


   ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  ¬  𝐴  [  𝑎  ] 


$\neg \exists xA[x] \vdash \neg A[a]$


   |  𝐴  [  𝑎  ]  →  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  | 


$|A[a] \to \exists xA[x]|$


   ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  ∀  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\neg \exists xA[x] \vdash \forall x\neg A[x]$


   ⊢  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∀  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\vdash \neg \exists xA[x] \to \forall x\neg A[x]$


   ⊢  (  𝑎  =  𝑏  →  (  𝐴  [  𝑎  ]  →  𝐴  [  𝑏  ]  )  ) 


$\vdash (a = b \to (A[a] \to A[b]))$


$a = b, A[a] \vdash A[b]$


   𝑎  =  𝑏  ⊢  𝐴  [  𝑎  ]  →  𝐴  [  𝑏  ] 


$a = b \vdash A[a] \to A[b]$


$\vdash (a = b \to (A[a] \to A[b]))$


   ⊢  (  𝑎  =  𝑏  →  (  𝐴  [  𝑏  ]  →  𝐴  [  𝑎  ]  )  ) 


$\vdash (a = b \to (A[b] \to A[a]))$


   𝑎  =  𝑏  ,  𝐴  [  𝑏  ]  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$a = b, A[b] \vdash A[a]$


   𝑎  =  𝑏  ⊢  𝐴  [  𝑏  ]  →  𝐴  [  𝑎  ] 


$a = b \vdash A[b] \to A[a]$


$\vdash (a = b \to (A[b] \to A[a]))$


   ⊢  (  𝑎  =  𝑏  →  (  𝐴  [  𝑎  ]  ↔  𝐴  [  𝑏  ]  )  ) 


$\vdash (a = b \to (A[a] \leftrightarrow A[b]))$


   ⊢  ∀  𝑦  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\vdash \forall y \exists x(x = y)$


$\vdash a = a$


   𝑎  =  𝑎  ⊢  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$a = a \vdash \exists x(x = a)$


   ⊢  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\vdash \exists x(x = a)$


   ⊢  ∀  𝑦  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\vdash \forall y\exists x(x = y)$


$\cS $


$A \vdash A$


$A \vdash \neg \neg A$


$\neg \neg A \vdash A$


$A \vdash A$


   |  ¬  ¬  𝐴  | 


$|\neg \neg A|$


   𝐴  →  𝐵  ⊢  ¬  𝐴  ∨  𝐵 


$A \to B \vdash \neg A \vee B$


   ¬  𝐴  ,  𝐴  →  𝐵  ⊢  ¬  𝐴  ∨  𝐵 


$\neg A, A \to B \vdash \neg A \vee B$


$A, A \to B \vdash B$


   𝐵  ⊢  ¬  𝐴  ∨  𝐵 


$B \vdash \neg A \vee B$


   𝐴  ,  𝐴  →  𝐵  ⊢  ¬  𝐴  ∨  𝐵 


$A, A \to B \vdash \neg A \vee B$


$A \to B \vdash \neg A \vee B$


$0$


$1$


$0$


$1$


   𝑛  =   max   (  0  ,  1  )  =  1 


$n = \max (0, 1) = 1$


   𝑛  +  1  =  1  +  1  =  2 


$n+1 = 1+1 = 2$


   ¬  𝐴  ∨  𝐵  ⊢  𝐴  →  𝐵 


$\neg A \vee B \vdash A \to B$


$A \vdash \neg \neg A$


   ¬  ¬  𝐴  ,  ¬  𝐴  ∨  𝐵  ⊢  𝐵 


$\neg \neg A, \neg A \vee B \vdash B$


   𝐴  ,  ¬  𝐴  ∨  𝐵  ⊢  𝐵 


$A, \neg A \vee B \vdash B$


$\neg A \vee B \vdash A \to B$


   ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  ⊢  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\forall x(A[x] \to B[x]) \vdash \forall xA[x] \to \forall xB[x]$


   ⊢  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  →  (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\vdash \forall x(A[x] \to B[x]) \to (\forall xA[x] \to \forall x B[x])$


   ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  ⊢  𝐴  [  𝑎  ]  →  𝐵  [  𝑎  ] 


$\forall x(A[x] \to B[x]) \vdash A[a] \to B[a]$


   𝐴  [  𝑎  ]  →  𝐵  [  𝑎  ]  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  𝐵  [  𝑎  ] 


$A[a] \to B[a], A[a] \vdash B[a]$


   𝐴  [  𝑎  ]  ,  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  ⊢  𝐵  [  𝑎  ] 


$A[a], \forall x(A[x] \to B[x]) \vdash B[a]$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ,  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  ⊢  𝐵  [  𝑎  ] 


$\forall xA[x], \forall x(A[x] \to B[x]) \vdash B[a]$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ,  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  ⊢  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\forall xA[x], \forall x(A[x] \to B[x]) \vdash \forall xB[x]$


$\forall x(A[x] \to B[x]) \vdash \forall xA[x] \to \forall xB[x]$


$\vdash \forall x(A[x] \to B[x]) \to (\forall xA[x] \to \forall x B[x])$


   𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  ) 


$A[a] \vdash \exists x(x=a \wedge A[x])$


   𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$A[a] \vdash A[a]$


   ⊢  𝑎  =  𝑎 


$\vdash a =a$


   𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  𝐴  [  𝑎  ]  ∧  𝑎  =  𝑎 


$A[a] \vdash A[a] \wedge a=a$


   𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝑎  =  𝑥  ) 


$A[a] \vdash \exists x(A[x] \wedge a=x)$


   ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  )  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$\exists x(x=a \wedge A[x]) \vdash A[a]$


   𝑏  =  𝑎  ,  𝐴  [  𝑏  ]  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$b=a, A[b] \vdash A[a]$


   𝑏  =  𝑎  ∧  𝐴  [  𝑏  ]  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$b=a \wedge A[b] \vdash A[a]$


$\exists x(x=a \wedge A[x]) \vdash A[a]$


$\cS $


$\cS $


                 Γ  1     ⊢  S     𝐴  1   ,  …    Γ  𝑛     ⊢  S     𝐴  𝑛      Γ    ⊢  S   𝐴      


\begin {equation*}\frac {\Gamma _1 \vdash _{\cS } A_1, \dots \Gamma _n\vdash _{\cS } A_n}{\Gamma \vdash _{\cS } A}\end {equation*}


$\cS $


     Γ  𝑖     ⊢  S     𝐴  𝑖  


$\Gamma _i \vdash _{\cS } A_i$


   1  ≤  𝑖  ≤  𝑛 


$1 \leq i \leq n$


$\cS $


$\Gamma \vdash _{\cS } A$


$\cS $


$\cS $


$\cS $


               Γ  ⊢  𝐴        Γ  ⊢  𝐵     Γ  ⊢  𝐴  ∧  𝐵      


\begin {equation*}\frac {\Gamma \vdash A \ \ \ \Gamma \vdash B}{\Gamma \vdash A \wedge B}\end {equation*}


$A, B \vdash A \wedge B$


$\mathsf {S}$


   𝐴  ,  𝐵  ,  Γ  ⊢  𝐴  ∧  𝐵 


$A, B, \Gamma \vdash A\wedge B$


$\Gamma \vdash A$


   Γ  ⊢  𝐵 


$\Gamma \vdash B$


   𝐴  ,  𝐵  ,  Γ  ⊢  𝐴  ∧  𝐵 


$A, B, \Gamma \vdash A \wedge B$


   𝐵  ,  Γ  ⊢  𝐴  ∧  𝐵 


$B, \Gamma \vdash A \wedge B$


$A$


   Γ  ⊢  𝐴  ∧  𝐵 


$\Gamma \vdash A \wedge B$


$B$


               Γ  ⊢  𝐴        Φ  ⊢  𝐵     Φ  ,    Γ  ⊢  𝐴  ∧  𝐵      


\begin {equation*}\frac {\Gamma \vdash A \ \ \ \Phi \vdash B}{\Phi , \ \Gamma \vdash A \wedge B}\end {equation*}


$\mathsf {S}$


$A \vdash A$


   𝐴  ,  𝐵  ⊢  𝐴 


$A, B \vdash A$


   𝐵  ⊢  𝐵 


$B \vdash B$


   𝐴  ,  𝐵  ⊢  𝐵 


$A, B \vdash B$


$A, B \vdash A \wedge B$


               𝐴  ,  𝐵  ⊢  𝐶     𝐴  ∧  𝐵  ⊢  𝐶      


\begin {equation*}\frac {A, B \vdash C}{A \wedge B \vdash C}\end {equation*}


   𝐴  ,  𝐵  ⊢  𝐶 


$A, B \vdash C$


$A \wedge B \vdash A$


   𝐴  ∧  𝐵  ,  𝐵  ⊢  𝐶 


$A \wedge B, B \vdash C$


$A \wedge B \vdash B$


   𝐴  ∧  𝐵  ⊢  𝐶 


$A \wedge B \vdash C$


               𝐴  ⊢  𝐵     ¬  𝐵  ⊢  ¬  𝐴      


\begin {equation*}\frac {A \vdash B}{\neg B \vdash \neg A}\end {equation*}


   𝐴  ⊢  𝐵 


$A \vdash B$


   𝐵  ,  ¬  𝐵  ⊢  ¬  𝐴 


$B, \neg B \vdash \neg A$


   𝐴  ,  ¬  𝐵  ⊢  ¬  𝐴 


$A, \neg B \vdash \neg A$


   ¬  𝐴  ,  ¬  𝐵  ⊢  ¬  𝐴 


$\neg A, \neg B \vdash \neg A$


   ¬  𝐵  ⊢  ¬  𝐴 


$\neg B \vdash \neg A$


               𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  𝐵     ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  𝐵      


\begin {equation*}\frac {A[a] \vdash B}{\forall xA[x]\vdash B}\end {equation*}


$\forall xA[x] \vdash A[a]$


   𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  𝐵 


$A[a] \vdash B$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  𝐵 


$\forall xA[x] \vdash B$


               𝐵  ⊢  𝐴  [  𝑎  ]     𝐵  ⊢  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]      


\begin {equation*}\frac {B \vdash A[a]}{B\vdash \exists xA[x]}\end {equation*}


\begin {equation*}\frac {\neg B,\ \Phi \vdash \neg A}{A, \ \Phi \vdash B}\end {equation*}


   ⊢  (  𝐴  →  𝐵  )  ↔  (  ¬  𝐵  →  ¬  𝐴  ) 


$\vdash (A \to B) \leftrightarrow (\neg B \to \neg A)$


   ⊢  (  𝐵  →  𝐴  )  ↔  (  ¬  𝐴  →  ¬  𝐵  ) 


$\vdash (B\to A) \leftrightarrow (\neg A \to \neg B)$


   ⊢  (  𝐴  ↔  𝐵  )  ↔  (  ¬  𝐴  ↔  ¬  𝐵  ) 


$\vdash (A \leftrightarrow B) \leftrightarrow (\neg A \leftrightarrow \neg B)$


               𝑎  =  𝑎  ,  Γ  ⊢  𝐶     Γ  ⊢  𝐶      


\begin {equation*}\frac {a = a, \Gamma \vdash C}{\Gamma \vdash C}\end {equation*}


   Γ  ⊢  𝑎  =  𝑎 


$\Gamma \vdash a=a$


   𝑎  =  𝑎  ,  Γ  ⊢  𝐶 


$a = a, \Gamma \vdash C$


   Γ  ⊢  𝐶 


$\Gamma \vdash C$


               𝑎  =  𝑏  ,  𝐴  [  𝑏  ]  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ,  Γ  ⊢  𝐶     𝑎  =  𝑏  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ,  Γ  ⊢  𝐶      


\begin {equation*}\frac {a = b, A[b], A[a], \Gamma \vdash C}{a=b, A[a], \Gamma \vdash C}\end {equation*}


   𝑎  =  𝑏  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ,  Γ  ⊢  𝐴  [  𝑏  ] 


$a=b, A[a], \Gamma \vdash A[b]$


   𝐴  [  𝑏  ]  ,  𝑎  =  𝑏  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ,  Γ  ⊢  𝐶 


$A[b], a = b, A[a], \Gamma \vdash C$


   𝑎  =  𝑏  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ,  Γ  ⊢  𝐶 


$a=b, A[a], \Gamma \vdash C$


               Γ  ⊢  𝑎  =  𝑏        Φ  ⊢  𝐴  [  𝑎  ]     Γ  ,  Φ  ⊢  𝐴  [  𝑏  ]      


\begin {equation*}\frac {\Gamma \vdash a =b \ \ \ \Phi \vdash A[a]}{\Gamma , \Phi \vdash A[b]}\end {equation*}


$a=b, A[a], \Gamma \vdash A[b]$


   Γ  ⊢  𝑎  =  𝑏 


$\Gamma \vdash a =b$


   𝐴  [  𝑎  ]  ,  Γ  ⊢  𝐴  [  𝑏  ] 


$A[a], \Gamma \vdash A[b]$


   Φ  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$\Phi \vdash A[a]$


   Γ  ,  Φ  ⊢  𝐴  [  𝑏  ] 


$\Gamma , \Phi \vdash A[b]$


$A, B, C$


$\mathcal {L}$


   𝐴  ↔  𝐵  ⊢  𝐶  ↔  𝐶  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$A \leftrightarrow B \vdash C \leftrightarrow C[B/A]$


$C[B/A]$


$A$


$C$


$B$


$C$


$\mathsf {S}$


   𝐴  ,    𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  𝐵 


$A, A_1, \dots , A_n, B$


$C$


$\mathcal {L}$


   ⊢  𝐴  ↔  𝐵 


$\vdash A \leftrightarrow B$


   ⊢  𝐶  ↔  𝐶  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$\vdash C \leftrightarrow C[B/A]$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ⊢  𝐴  ↔  𝐵 


$A_1, \dots , A_n \vdash A \leftrightarrow B$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ⊢  𝐶  ↔  𝐶  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$A_1, \dots , A_n \vdash C \leftrightarrow C[B/A]$


   ⊢  𝑎  =  𝑏  →  (  𝐴  [  𝑎  ]  ↔  𝐴  [  𝑏  ]  ) 


$\vdash a = b \to (A[a] \leftrightarrow A[b])$


$\vdash a = b \to (A[a] \leftrightarrow A[b])$


$A$


           𝑎  =  𝑏  ,  (  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ⊢  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  )    


\begin {equation*}a = b, (P(t_1, \dots , a, \dots , t_n) \vdash P(t_1, \dots , b, \dots , t_n))\end {equation*}


$\cS $


   𝑎  =  𝑏  ,  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ⊢  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ) 


$a = b, P(t_1, \dots , a, \dots , t_n) \vdash P(t_1, \dots , b, \dots , t_n))$


$\vdash a = b \to (A[a] \leftrightarrow A[b])$


$\mathsf {S}$


$\cS $


$\mathsf {Se}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Se}$


$\mathsf {Se}$


      FS   1  


$\mathsf {FS}_1$


      FS   2  


$\mathsf {FS}_2$


   𝐴  ,    𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛  


$A, A_1, \dots ,\hack {\allowbreak } A_n$


   Γ  ,    Γ  1   ,  …  ,    Γ  𝑛  


$\Gamma , \Gamma _1, \dots ,\Gamma _n$


$\mathcal {L}$


   Γ    ⊢     FS   1    𝐴 


$\Gamma \vdash _{\mathsf {FS}_1} A$


     Γ  ∗     ⊢     FS   2      𝐴  ∗  


$\Gamma ^* \vdash _{\mathsf {FS}_2} A^*$


         Γ  1     ⊢     FS   1      𝐴  1   ,  …    Γ  𝑛     ⊢     FS   1      𝐴  𝑛      Γ    ⊢     FS   1    𝐴   


$\frac {\Gamma _1 \vdash _{\mathsf {FS}_1} A_1, \dots \Gamma _n\vdash _{\mathsf {FS}_1} A_n}{\Gamma \vdash _{\mathsf {FS}_1} A}$


         Γ  1  ∗     ⊢     FS   2      𝐴  1  ∗   ,  …    Γ  𝑛  ∗     ⊢     FS   2      𝐴  𝑛  ∗      Γ    ⊢     FS   2      𝐴  ∗    


$\frac {\Gamma ^*_1 \vdash _{\mathsf {FS}_2} A^*_1, \dots \Gamma ^*_n\vdash _{\mathsf {FS}_2} A^*_n}{\Gamma \vdash _{\mathsf {FS}_2} A^*}$


$\mathsf {S}$


   ⊣ 


$\dashv $


$\mathsf {S}$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ⊣  ⊢  ¬  ∃  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\forall xA[x] \dashv \vdash \neg \exists x \neg A[x]$


   ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ⊣  ⊢  ¬  ∀  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\exists xA[x] \dashv \vdash \neg \forall x \neg A[x]$


$\wedge $


   ¬  (  𝐴  ∧  𝐵  )  ⊣  ⊢  ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵 


$\neg (A \wedge B) \dashv \vdash \neg A \vee \neg B$


$\vee $


   𝐴  ∨  𝐵  ⊣  ⊢  ¬  (  ¬  𝐴  ∧  ¬  𝐵  ) 


$A \vee B \dashv \vdash \neg (\neg A \wedge \neg B)$


$\wedge $


   𝐴  ∧  𝐵  ⊣  ⊢  ¬  (  ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵  ) 


$A \wedge B \dashv \vdash \neg (\neg A \vee \neg B)$


$\vee $


   ¬  (  𝐴  ∨  𝐵  )  ⊣  ⊢  ¬  𝐴  ∧  ¬  𝐵 


$\neg (A \vee B) \dashv \vdash \neg A \wedge \neg B$


   𝐴  →  𝐵  ⊣  ⊢  ¬  (  𝐴  ∧  ¬  𝐵  ) 


$A \to B \dashv \vdash \neg (A \wedge \neg B)$


   𝐴  →  𝐵  ⊣  ⊢  ¬  𝐴  ∨  𝐵 


$A \to B \dashv \vdash \neg A \vee B$


$\mathsf {Se}$


$\vee $


$\neg $


$\exists $


$=$


$\mathcal {L}$


$\mathsf {Se}$


   ℒ 


$\cL $


     ℒ   Se   


$\mathcal {L}_{\mathsf {Se}}$


$A$


$\cL $


   (  𝐴    )  𝑒  


$(A)^e$


$\mathsf {Se}$


$\mathcal {L}_{\mathsf {Se}}$


   ¬  ,  ∨  ,  ∃  ,  = 


$\neg , \vee , \exists , =$


                 (  𝑃    )  𝑒        ∶  ↔    𝑃        falls    𝑃    eine atomare Formel ist              (  ¬  𝐴    )  𝑒        ∶  ↔    ¬  (  𝐴    )  𝑒              (  𝐴  ∧  𝐵    )  𝑒        ∶  ↔    ¬  (  ¬  (  𝐴    )  𝑒   ∨  ¬  (  𝐵    )  𝑒   )             (  𝐴  ∨  𝐵    )  𝑒        ∶  ↔    (  𝐴    )  𝑒   ∨  (  𝐵    )  𝑒              (  𝐴  →  𝐵    )  𝑒        ∶  ↔    ¬  (  𝐴    )  𝑒   ∨  (  𝐵    )  𝑒              (  ∀  𝑥    𝐴  [  𝑥  ]    )  𝑒        ∶  ↔    ¬  ∃  𝑥    ¬  (  𝐴  [  𝑥  ]    )  𝑒              (  ∃  𝑥    𝐴  [  𝑥  ]    )  𝑒        ∶  ↔    ∃  𝑥    (  𝐴  [  𝑥  ]    )  𝑒             


\begin {equation*}\begin {aligned} (P)^e \quad & :\leftrightarrow \quad P && \textN {falls } P \textN { eine atomare Formel ist} \\ (\neg A)^e \quad & :\leftrightarrow \quad \neg (A)^e \\ (A \wedge B)^e \quad & :\leftrightarrow \quad \neg (\neg (A)^e \vee \neg (B)^e)\\ (A \vee B)^e \quad & :\leftrightarrow \quad (A)^e \vee (B)^e \\ (A \to B)^e \quad & :\leftrightarrow \quad \neg (A)^e \vee (B)^e \\ (\forall x\,A[x])^e \quad & :\leftrightarrow \quad \neg \exists x\,\neg (A[x])^e \\ (\exists x\,A[x])^e \quad & :\leftrightarrow \quad \exists x\,(A[x])^e \end {aligned}\end {equation*}


   (  𝐴  [  𝑥  ]    )  𝑒  


$(A[x])^e$


$A[x]$


   ¬  ∃  𝑥    ¬  (  𝐴  [  𝑥  ]    )  𝑒   ,  ∃  𝑥    (  𝐴  [  𝑥  ]    )  𝑒  


$\neg \exists x\,\neg (A[x])^e, \exists x\,(A[x])^e$


$\mathcal {L}_{\mathsf {Se}}$


   (  𝐴  [  𝑣  ]    )  𝑒  


$(A[v])^e$


$\cL $


   (  ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )  )    )  𝑒  


$(\forall x (P(x) \wedge Q(x)))^e$


     ℒ   Se   


$\cLSe $


$\cLSe $


$\neg , \vee , \exists , =$


   (  …      )  𝑒  


$(\dots )^e$


   (  ∀  𝑦    𝐵  [  𝑦  ]    )  𝑒  


$(\forall y\,B[y])^e$


           (  ∀  𝑦    𝐵  [  𝑦  ]    )  𝑒     ∶  ↔    ¬  ∃  𝑦    ¬  (  𝐵  [  𝑦  ]    )  𝑒     


\begin {equation*}(\forall y\,B[y])^e \quad :\leftrightarrow \quad \neg \exists y\,\neg (B[y])^e\end {equation*}


$y$


$x$


   𝐵  [  𝑦  ] 


$B[y]$


   (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )  ) 


$(P(x) \wedge Q(x))$


   (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )    )  𝑒  


$(P(x) \wedge Q(x))^e$


$(P(x) \wedge Q(x))^e$


$\neg $


$\vee $


           (  𝐶  ∧  𝐷    )  𝑒     ∶  ↔    ¬  (  ¬  (  𝐶    )  𝑒   ∨  ¬  (  𝐷    )  𝑒   )    


\begin {equation*}(C \wedge D)^e \quad :\leftrightarrow \quad \neg (\neg (C)^e \vee \neg (D)^e)\end {equation*}


           (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )    )  𝑒     ∶  ↔    ¬  (  ¬  (  𝑃  (  𝑥  )    )  𝑒   ∨  ¬  (  𝑄  (  𝑥  )    )  𝑒   )    


\begin {equation*}(P(x) \wedge Q(x))^e \quad :\leftrightarrow \quad \neg (\neg (P(x))^e \vee \neg (Q(x))^e)\end {equation*}


   (  𝑃  (  𝑥  )    )  𝑒  


$(P(x))^e$


   (  𝑄  (  𝑥  )    )  𝑒  


$(Q(x))^e$


   (  𝑅    )  𝑒   ∶  ↔  𝑅 


$(R)^e :\leftrightarrow R$


   (  𝑃  (  𝑥  )    )  𝑒     ∶  ↔    𝑃  (  𝑥  ) 


$(P(x))^e \quad :\leftrightarrow \quad P(x)$


   (  𝑄  (  𝑥  )    )  𝑒     ∶  ↔    𝑄  (  𝑥  ) 


$(Q(x))^e \quad :\leftrightarrow \quad Q(x)$


   𝑃  (  𝑥  ) 


$P(x)$


   𝑄  (  𝑥  ) 


$Q(x)$


$x$


$\cLSe $


           (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )    )  𝑒     ∶  ↔    ¬  (  ¬  𝑃  (  𝑥  )  ∨  ¬  𝑄  (  𝑥  )  )    


\begin {equation*}(P(x) \wedge Q(x))^e \quad :\leftrightarrow \quad \neg (\neg P(x) \vee \neg Q(x))\end {equation*}


           (  ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )  )    )  𝑒     ∶  ↔    ¬  ∃  𝑥    ¬  (  ¬  (  ¬  𝑃  (  𝑥  )  ∨  ¬  𝑄  (  𝑥  )  )  )    


\begin {equation*}(\forall x (P(x) \wedge Q(x)))^e \quad :\leftrightarrow \quad \neg \exists x\,\neg (\neg (\neg P(x) \vee \neg Q(x)))\end {equation*}


   ¬  ∃  𝑥    (  (  ¬  𝑃  (  𝑥  )  ∨  ¬  𝑄  (  𝑥  )  )  ) 


$\neg \exists x\,((\neg P(x) \vee \neg Q(x)))$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Se}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Se}$


   𝐴  ,    𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛  


$A, A_1, \dots , A_n$


$\Gamma , \Gamma _1, \dots ,\Gamma _n$


$\mathcal {L}$


$\Gamma \vdash _{\mathsf {S}} A$


     Γ  𝑒     ⊢   Se      𝐴  𝑒  


$\Gamma ^e \vdash _{\mathsf {Se}} A^e$


         Γ  1       ⊢  S       𝐴  1   ,  …  ,    Γ  𝑛       ⊢  S       𝐴  𝑛      Γ      ⊢  S     𝐴   


$\frac {{\Gamma _1} \thinspace \vdash _{\mathsf {S}} \thinspace A_1, \dots , \Gamma _n\thinspace \vdash _{\mathsf {S}} \thinspace A_n}{\Gamma \thinspace \vdash _{\mathsf {S}} \thinspace A}$


         Γ  1  𝑒       ⊢   Se        𝐴  1  𝑒   ,  …  ,    Γ  𝑛  𝑒       ⊢   Se        𝐴  𝑛  𝑒        Γ  𝑒       ⊢   Se        𝐴  𝑒    


$\frac {\Gamma _1^e \thinspace \vdash _{\mathsf {Se}} \thinspace A_1^e, \dots , \Gamma _n^e \thinspace \vdash _{\mathsf {Se}} \thinspace A_n^e}{\Gamma ^e \thinspace \vdash _{\mathsf {Se}} \thinspace A^e}$


$\mathsf {Se}$


$\mathsf {Se}$


$\vee $


$\neg $


$\exists $


$=$


$\mathsf {Se}$


$A \vee B, \neg A \vdash B$


$A \vee B, \neg B \vdash A$


$A \vdash A \vee B$


$B \vdash A \vee B$


$A[a] \vdash \exists xA[x]$


$\vdash a = a$


$a = b, A[a] \vdash A[b]$


\begin {equation*}\frac {A[a], \Phi \vdash B}{\exists xA[x], \Phi \vdash B}\end {equation*}


\begin {equation*}\frac {\Phi \vdash C}{B, \Phi \vdash C}\end {equation*}


               𝐵  ,  Φ  ⊢  𝐶          ¬  𝐵  ,  Γ  ⊢  𝐶     Φ  ,  Γ  ⊢  𝐶      


\begin {equation*}\frac {B, \Phi \vdash C \thinspace \ \ \ \neg B, \Gamma \vdash C}{\Phi , \Gamma \vdash C}\end {equation*}


               Φ  ⊢  𝐴          𝐴  ,  Γ  ⊢  𝐵     Φ  ,  Γ  ⊢  𝐵      


\begin {equation*}\frac { \Phi \vdash A \thinspace \ \ \;A, \Gamma \vdash B}{\Phi , \Gamma \vdash B}\end {equation*}


$\mathsf {S}$


       𝑒  


$^e$


$\mathsf {S}$


$A, \neg A \vdash B$


   𝐴  ,  ¬  𝐴  ⊢  𝐴  ∨  𝐵 


$A, \neg A \vdash A \vee B$


   ¬  𝐴  ,  𝐴  ∨  𝐵  ⊢  𝐵 


$\neg A, A \vee B \vdash B$


$A, \neg A \vdash B$


$A \vdash A$


$A \vdash A \vee B$


   ¬  𝐵  ,  𝐴  ∨  𝐵  ⊢  𝐴 


$\neg B, A \vee B \vdash A$


   ¬  𝐵  ,  𝐴  ⊢  𝐴 


$\neg B, A \vdash A$


$A \vdash A \vee B$


   ¬  ¬  𝐵  ,  𝐴  ∨  ¬  𝐵  ⊢  𝐴 


$\neg \neg B, A \vee \neg B \vdash A$


   ¬  ¬  𝐵  ,  𝐴  ⊢  𝐴 


$\neg \neg B, A \vdash A$


$A \vdash A$


$\neg \neg A \vdash A$


$\vdash A \vee \neg A$


$\mathsf {S}$


   ¬  ¬  𝐴  ,  𝐴  ∨  ¬  𝐴  ⊢  𝐴 


$\neg \neg A, A \vee \neg A \vdash A$


$\neg \neg A \vdash A$


$A \vdash \neg \neg A$


   ¬  𝐴  ,  𝐴  ⊢  ¬  ¬  𝐴 


$\neg A, A \vdash \neg \neg A$


   ¬  ¬  𝐴  ,  𝐴  ⊢  ¬  ¬  𝐴 


$\neg \neg A, A \vdash \neg \neg A$


$A \vdash \neg \neg A$


$^e$


   ¬  𝐴  ∨  𝐵  ,  𝐴  ⊢  𝐵 


$\neg A \vee B, A \vdash B$


   ¬  𝐴  ∨  𝐵  ,  ¬  𝐵  ⊢  ¬  𝐴 


$\neg A \vee B, \neg B \vdash \neg A$


$\mathsf {Se}$


   ¬  ∃  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$\neg \exists x \neg A[x] \vdash A[a]$


   ¬  𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  ∃  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\neg A[a] \vdash \exists x \neg A[x]$


   ¬  ∃  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  ¬  ¬  𝐴  [  𝑎  ] 


$\neg \exists x \neg A[x] \vdash \neg \neg A[a]$


$\mathsf {S}$


   ¬  ¬  𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$\neg \neg A[a] \vdash A[a]$


$\neg \exists x \neg A[x] \vdash A[a]$


\begin {equation*}\frac {B, \Phi \vdash C}{\Phi \vdash B \rightarrow C}\end {equation*}


   𝑒 


$e$


               𝐵  ,  Φ  ⊢  𝐶     Φ  ⊢  ¬  𝐵  ∨  𝐶      


\begin {equation*}\frac {B, \Phi \vdash C}{\Phi \vdash \neg B \vee C}\end {equation*}


   𝐵  ,  Φ  ⊢  𝐶 


$B, \Phi \vdash C$


   Φ  ⊢  ¬  𝐵  ∨  𝐶 


$\Phi \vdash \neg B \vee C$


$B, \Phi \vdash C$


   𝐵  ,  Φ  ⊢  ¬  𝐵  ∨  𝐶 


$B, \Phi \vdash \neg B \vee C$


   ¬  𝐵  ,  Φ  ⊢  ¬  𝐵 


$\neg B, \Phi \vdash \neg B$


   ¬  𝐵  ,  Φ  ⊢  ¬  𝐵  ∨  𝐶 


$\neg B, \Phi \vdash \neg B \vee C$


$\Phi \vdash \neg B \vee C$


$e$


               ¬  𝐵  ,  Φ  ⊢  ¬  (  𝐶  ∨  ¬  𝐶  )     Φ  ⊢  𝐵      


\begin {equation*}\frac {\neg B, \Phi \vdash \neg (C \vee \neg C)}{\Phi \vdash B}\end {equation*}


   ¬  𝐵  ,  Φ  ⊢  ¬  (  𝐶  ∨  ¬  𝐶  ) 


$\neg B, \Phi \vdash \neg (C \vee \neg C)$


   ¬  ¬  (  𝐶  ∨  ¬  𝐶  )  ,  Φ  ⊢  ¬  ¬  𝐵 


$\neg \neg (C \vee \neg C), \Phi \vdash \neg \neg B$


   ⊢  ¬  ¬  (  𝐶  ∨  ¬  𝐶  ) 


$\vdash \neg \neg (C \vee \neg C)$


   Φ  ⊢  ¬  ¬  𝐵 


$\Phi \vdash \neg \neg B$


   ¬  ¬  𝐵  ⊢  𝐵 


$\neg \neg B \vdash B$


   Φ  ⊢  𝐵 


$\Phi \vdash B$


$e$


               Φ  ⊢  𝐴  [  𝑎  ]     Φ  ⊢  ¬  ∃  𝑥    ¬  𝐴  [  𝑥  ]      


\begin {equation*}\frac {\Phi \vdash A[a]}{\Phi \vdash \neg \exists x\,\neg A[x]}\end {equation*}


$\Phi \vdash A[a]$


   𝐶  ∨  ¬  𝐶  ,  Φ  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$C\vee \neg C, \Phi \vdash A[a]$


   ¬  𝐴  [  𝑎  ]  ,  Φ  ⊢  ¬  (  𝐶  ∨  ¬  𝐶  ) 


$\neg A[a], \Phi \vdash \neg (C \vee \neg C)$


   ∃  𝑥    ¬  𝐴  [  𝑥  ]  ,  Φ  ⊢  ¬  (  𝐶  ∨  ¬  𝐶  ) 


$\exists x\,\neg A[x], \Phi \vdash \neg (C \vee \neg C)$


$\vdash \neg \neg (C \vee \neg C)$


   ¬  ¬  (  𝐶  ∨  ¬  𝐶  )  ,  Φ    ⊢    ¬  ∃  𝑥    ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\neg \neg (C \vee \neg C), \Phi \,\vdash \,\neg \exists x\,\neg A[x]$


   Φ  ⊢  ¬  ∃  𝑥    ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Phi \vdash \neg \exists x\,\neg A[x]$


$e$


   ¬  (  ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵  )    ⊢    𝐴 


$\neg (\neg A \vee \neg B)\,\vdash \,A$


$f$


   ¬  (  ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵  )    ⊢    𝐵 


$\neg (\neg A \vee \neg B)\,\vdash \,B$


$e$


   ¬  𝐴  ∨  𝐶  ,  ¬  𝐵  ∨  𝐶  ,  Γ    ⊢    ¬  (  𝐴  ∨  𝐵  )  ∨  𝐶 


$\neg A \vee C, \neg B \vee C, \Gamma \,\vdash \,\neg (A \vee B) \vee C$


$\cS $


    Se  


$\cSe $


$\cS $


$\cSe $


$\cS $


            Wenn     Γ    ⊢  S   𝐴    ,     dann       Γ  𝑒     ⊢   Se      𝐴  𝑒     .    


\begin {equation*}\text {Wenn}\enskip \Gamma \vdash _{\cS } A\:,\enskip \text {dann}\enskip \Gamma ^e \vdash _{\cSe } A^e\:.\end {equation*}


     Γ  𝑒   =  {    𝐶  𝑒   ∣  𝐶  ∈  Γ  } 


$\Gamma ^e = \{C^e \mid C \in \Gamma \}$


$\Gamma $


   Δ    ⊢   Se    𝐵 


$\Delta \vdash _{\cSe } B$


$\Delta $


$B$


$\mathcal {L}$


$\cSe $


   Δ    ⊢  S   𝐵 


$\Delta \vdash _{\cS } B$


$\cSe $


$\cS $


$^e$


$^e$


     ⊢  S   𝐶  ↔    𝐶  𝑒  


$\vdash _{\cS } C \leftrightarrow C^e$


$\cL $


$C$


$\vdash _{\cS } C \leftrightarrow C^e$


$C$


$^e$


$C$


   𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ) 


$P(a_1, \dots , a_n)$


   𝑎  =  𝑏 


$a=b$


$^e$


   (  ¬  𝐴    )  𝑒  


$(\neg A)^e$


   ¬  (  𝐴    )  𝑒  


$\neg (A)^e$


   (  𝐴  ∧  𝐵    )  𝑒  


$(A\wedge B)^e$


$^e$


   ¬  (  ¬  (  𝐴    )  𝑒   ∨  ¬  (  𝐵    )  𝑒   ) 


$\neg (\neg (A)^e \vee \neg (B)^e)$


$\cS $


   (  𝐸  ∧  𝐹  )  ↔  ¬  (  ¬  𝐸  ∨  ¬  𝐹  ) 


$(E \wedge F) \leftrightarrow \neg (\neg E \vee \neg F)$


$^e$


   (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]    )  𝑒   ↔  ¬  ∃  𝑥  ¬  (  𝐴  [  𝑥  ]    )  𝑒  


$(\forall xA[x])^e \leftrightarrow \neg \exists x\neg (A[x])^e$


$\cS $


$\Delta \vdash _{\cSe } B$


$\Delta $


$B$


     ℒ   Se   


$\mathcal {L}_\cSe $


$\Delta \vdash _{\cS } B$


$\cSe $


$\cS $


$\cSe $


   𝑚  ≤  𝑛 


$m \leq n$


$\Delta \vdash _{\cSe } B$


$\Delta \vdash _{\cS } B$


   𝐵  ,  Φ    ⊢   Se    𝐶 


$B, \Phi \vdash _{\cSe } C$


   ¬  𝐵  ,  Φ    ⊢   Se    𝐶 


$\neg B, \Phi \vdash _{\cSe } C$


   ≤  𝑛 


$\leq n$


$\cS $


$\mathsf {S}$


   Φ    ⊢  S   𝐶 


$\Phi \vdash _{\cS } C$


     Γ  𝑒     ⊢   Se      𝐴  𝑒  


$\Gamma ^e \vdash _{\cSe } A^e$


     Γ  𝑒     ⊢  S     𝐴  𝑒  


$\Gamma ^e \vdash _{\cS } A^e$


$^e$


$\Gamma \vdash _{\cS } A$


     𝐵  𝑒  


$B^e$


     Γ  𝑒  


$\Gamma ^e$


$^e$


$B$


     𝐵  1  𝑒   ,  …  ,    𝐵  𝑛  𝑒     ⊢  S     𝐴  𝑒  


$B_1^e, \dots , B_n^e \vdash _{\cS } A^e$


$^e$


     𝐵  1   ⊢    𝐵  1  𝑒   ,  …  ,    𝐵  𝑛     ⊢  S     𝐵  𝑛  𝑒  


$B_1 \vdash B_1^e, \dots , B_n \vdash _{\cS } B_n^e$


$n$


     𝐵  1   ,  …  ,    𝐵  𝑛     ⊢  S     𝐴  𝑒  


$B_1, \dots , B_n \vdash _{\cS } A^e$


$^e$


     𝐴  𝑒   ⊢  𝐴 


$A^e \vdash A$


     𝐵  1   ,  …  ,    𝐵  𝑛     ⊢  S   𝐴 


$B_1, \dots , B_n \vdash _{\cS } A$


$\mathcal {S} = \{K, M, P, V, A, H, I\}$


$K$


$P$


$M$


$V$


$A$


$H$


$I$


$1'.$


$\forall x(K(x) \to P(x))$


$2'.$


$\forall x \forall y (M(x) \wedge K(y) \wedge P(y) \wedge V(x,y) \to A(y, x) \vee H(x, y))$


$3'.$


$\forall x \forall y (M(x) \wedge K(y) \wedge P(y)\to V(x,y))$


$4'.$


$\neg \exists x(K(x) \wedge P(x) \wedge I(x))$


$5'.$


$\forall x \forall y(M(x) \wedge K(y) \wedge P(y) \wedge V(x,y) \wedge \neg I(y) \to \neg H(x,y))$


$6'.$


$\therefore \forall x \forall y(M(x) \wedge K(y) \to A(y,x))$


$\cS $


$\cS $


   𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ,  ∀  𝑥  (  𝐾  (  𝑥  )  →  𝑃  (  𝑥  )  )  ⊢  𝑃  (  𝑏  ) 


$M(a) \wedge K(b), \forall x(K(x) \to P(x)) \vdash P(b)$


   𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ∧  𝑃  (  𝑏  )  ,  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑦  )  →  𝑉  (  𝑥  ,  𝑦  )  )  ⊢  𝑉  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


$M(a) \wedge K(b) \wedge P(b), \forall x \forall y (M(x) \wedge K(y) \wedge P(y)\to V(x,y)) \vdash V(a, b)$


   𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ∧  𝑃  (  𝑏  )  ∧  𝑉  (  𝑎  ,  𝑏  )  ,  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑦  )  ∧  𝑉  (  𝑥  ,  𝑦  )  →  𝐴  (  𝑦  ,  𝑥  )  ∨  𝐻  (  𝑥  ,  𝑦  )  )  ⊢  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ∨  𝐻  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


$M(a) \wedge K(b) \wedge P(b) \wedge V(a,b), \forall x \forall y (M(x) \wedge K(y) \wedge P(y) \wedge V(x,y) \to A(y, x) \vee H(x, y)) \vdash A(b, a) \vee H(a, b)$


   ¬  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ,  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ∨  𝐻  (  𝑎  ,  𝑏  )  ⊢  𝐻  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


$\neg A(b, a), A(b,a) \vee H(a, b) \vdash H(a,b)$


   ¬  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ,  𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ∧  𝑃  (  𝑏  )  ∧  𝑉  (  𝑎  ,  𝑏  )  ,  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑦  )  ∧  𝑉  (  𝑥  ,  𝑦  )  →  𝐴  (  𝑦  ,  𝑥  )  ∨  𝐻  (  𝑥  ,  𝑦  )  )  ⊢  𝐻  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


$\neg A(b, a), M(a) \wedge K(b) \wedge P(b) \wedge V(a,b), \forall x \forall y (M(x) \wedge K(y) \wedge P(y) \wedge V(x,y) \to A(y, x) \vee H(x, y)) \vdash H(a,b)$


   ¬  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ,  𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ∧  𝑃  (  𝑏  )  ∧  𝑉  (  𝑎  ,  𝑏  )  ⊢  ¬  ¬  𝐻  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


$\neg A(b, a), M(a) \wedge K(b) \wedge P(b) \wedge V(a,b) \vdash \neg \neg H(a,b)$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑦  )  ∧  𝑉  (  𝑥  ,  𝑦  )  ∧  ¬  𝐼  (  𝑦  )  →  ¬  𝐻  (  𝑥  ,  𝑦  )  )  ⊢  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑦  )  ∧  𝑉  (  𝑥  ,  𝑦  )  →  (  ¬  𝐼  (  𝑦  )  →  ¬  𝐻  (  𝑥  ,  𝑦  )  )  ) 


$\forall x \forall y(M(x) \wedge K(y) \wedge P(y) \wedge V(x,y) \wedge \neg I(y) \to \neg H(x,y)) \vdash \forall x \forall y(M(x) \wedge K(y) \wedge P(y) \wedge V(x,y) \to (\neg I(y) \to \neg H(x,y)))$


   ¬  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ,  𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ∧  𝑃  (  𝑏  )  ∧  𝑉  (  𝑎  ,  𝑏  )  ,  ¬  ¬  𝐻  (  𝑎  ,  𝑏  )  ,  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑦  )  ∧  𝑉  (  𝑥  ,  𝑦  )  →  (  ¬  𝐼  (  𝑦  )  →  ¬  𝐻  (  𝑥  ,  𝑦  )  )  )  ⊢  𝐼  (  𝑏  ) 


$\neg A(b, a), M(a) \wedge K(b) \wedge P(b) \wedge V(a,b), \neg \neg H(a,b), \forall x \forall y(M(x) \wedge K(y) \wedge P(y) \wedge V(x,y) \to (\neg I(y) \to \neg H(x,y))) \vdash I(b)$


   ¬  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ,  𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ∧  𝑃  (  𝑏  )  ∧  𝑉  (  𝑎  ,  𝑏  )  ,  ¬  ¬  𝐻  (  𝑎  ,  𝑏  )  ⊢  𝐼  (  𝑏  ) 


$\neg A(b, a), M(a) \wedge K(b) \wedge P(b) \wedge V(a,b), \neg \neg H(a,b) \vdash I(b)$


   ¬  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ,  𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ∧  𝑃  (  𝑏  )  ∧  𝑉  (  𝑎  ,  𝑏  )  ⊢  𝐼  (  𝑏  ) 


$\neg A(b, a), M(a) \wedge K(b) \wedge P(b) \wedge V(a,b) \vdash I(b)$


   𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ∧  𝑃  (  𝑏  )  ∧  𝑉  (  𝑎  ,  𝑏  )  ⊢  𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  ) 


$M(a) \wedge K(b) \wedge P(b) \wedge V(a,b) \vdash M(a) \wedge K(b)$


   ¬  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ,  𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ⊢  𝐼  (  𝑏  ) 


$\neg A(b, a), M(a) \wedge K(b) \vdash I(b)$


   ¬  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ,  𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ⊢  𝐾  (  𝑏  )  ∧  𝑃  (  𝑏  ) 


$\neg A(b, a), M(a) \wedge K(b) \vdash K(b) \wedge P(b)$


   ¬  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ,  𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ⊢  ∃  𝑥  (  𝐾  (  𝑥  )  ∧  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝐼  (  𝑥  )  ) 


$\neg A(b, a), M(a) \wedge K(b) \vdash \exists x(K(x) \wedge P(x) \wedge I(x))$


   ¬  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  )  ,  𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ⊢  ∃  𝑥  (  𝐾  (  𝑥  )  ∧  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝐼  (  𝑥  )  )  ∧  ¬  ∃  𝑥  (  𝐾  (  𝑥  )  ∧  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝐼  (  𝑥  )  ) 


$\neg A(b, a), M(a) \wedge K(b) \vdash \exists x(K(x) \wedge P(x) \wedge I(x)) \wedge \neg \exists x(K(x) \wedge P(x) \wedge I(x))$


   𝑀  (  𝑎  )  ∧  𝐾  (  𝑏  )  ⊢  𝐴  (  𝑏  ,  𝑎  ) 


$M(a) \wedge K(b) \vdash A(b, a)$


   ⊢  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑀  (  𝑥  )  ∧  𝐾  (  𝑦  )  →  𝐴  (  𝑦  ,  𝑥  )  ) 


$\vdash \forall x\forall y(M(x) \wedge K(y) \to A(y, x))$
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$\Gamma \vdash B$
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$\Gamma $


$\mathsf {Widf}$


$\Delta $


               (   Mod   (  Γ  )    ⟹     Widf   (  Γ  )  )     (  Γ  ⊢  𝐴    ⟹    Γ  ⊧  𝐴  )      


\begin {equation*}\frac {(\mathsf {Mod}(\Gamma ) \implies \mathsf {Widf}(\Gamma ))}{(\Gamma \vdash A \implies \Gamma \models A)}\end {equation*}


   {    𝑐  0   ,    𝑐  1   ,    𝑐  2   ,  …    } 


$\{c_0, c_1, c_2, \dots \}$


$\mathsf {S}$


             𝑎  1   =    𝑏  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   =    𝑏  𝑛   ,  𝐴  [    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ]    ⊢    𝐴  [    𝑏  1   ,  …  ,    𝑏  𝑛   ]    


\begin {equation*}a_1 = b_1, \dots , a_n = b_n, A[a_1, \dots , a_n] \thinspace \vdash \thinspace A[b_1, \dots , b_n]\end {equation*}
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   Ξ  ∶  =  {  𝐴    |    ℑ  ⊧  𝐴  } 


$\Xi := \{A ~|~ \Im \models A\}$
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                 {  Γ  ⊧  𝐴  ∣     Γ    ist eine     ℒ  -Formelmenge,    𝐴    eine     ℒ  -Formel   }               =             {  Γ    ⊢   Se    𝐴  ∣     Γ    ist eine     ℒ  -Formelmenge,    𝐴    eine     ℒ  -Formel   }            (5.1)  


\begin {equation}\begin {split} \{\Gamma \models A \mid {} & \Gamma \text { ist eine $\mathcal {L}$-Formelmenge, } A \text { eine $\mathcal {L}$-Formel}\} \\ &= \\ \{\Gamma \vdash _{\mathsf {Se}} A \mid {} & \Gamma \text { ist eine $\mathcal {L}$-Formelmenge, } A \text { eine $\mathcal {L}$-Formel}\} \end {split}\end {equation}
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$\Gamma ~\vdash ~ A$


   Γ    ⊢    ¬  𝐴 
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$\Gamma ~\models ~ A$


   Γ    ⊧    ¬  𝐴 
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$\Gamma ~\models ~ A \wedge \neg A$


$A \wedge \neg A$


$\Gamma $


                Wenn    Γ  ⊢  𝐴    ,    dann    Γ  ⊧  𝐴    .      Wenn     Mod   (  Γ  )    ,    dann     Widf   (  Γ  )    .      


\begin {equation*}\frac {\textN {Wenn } \Gamma \vdash A\:, \textN { dann } \Gamma \models A\:.}{\textN {Wenn } \mathsf {Mod}(\Gamma )\:, \textN { dann } \mathsf {Widf}(\Gamma )\:.}\end {equation*}
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$\Gamma \models A$


$\Gamma \vdash A$
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$\Gamma \not \models C \wedge \neg C$
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   Γ  ,  ¬  𝐴  ⊢  𝐵  ∧  ¬  𝐵 


$\Gamma , \neg A \vdash B \wedge \neg B$


$\Gamma \vdash A$


            Vollständigkeit 1     ⟺     Vollständigkeit 2     


\begin {equation*}\textbf {Vollständigkeit 1}\quad \Longleftrightarrow \quad \textbf {Vollständigkeit 2}\end {equation*}
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\begin {equation*}\frac {\Phi \vdash A \thinspace \qquad A, \Gamma \vdash B}{\Phi , \Gamma \vdash B}\end {equation*}
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$A \to C, B \to C, A \vee B \vdash C$


   {  𝐴  →  𝐶  ,  𝐵  →  𝐶  ,  𝐴  ∨  𝐵  }  ⊧  𝐶 


$\{A \to C, B \to C, A \vee B\} \models C$
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   {  𝐴  →  𝐶  ,  𝐵  →  𝐶  ,  𝐴  ∨  𝐵  } 


$\{A \to C, B \to C, A \vee B\}$
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   Δ  ⊆  Γ 


$\Delta \subseteq \Gamma $


   Δ  =  {    𝐵  1   ,    𝐵  2   ,  …  ,    𝐵  𝑛   } 


$\Delta = \{B_1, B_2, \dots , B_n\}$


           {    𝐵  1   ,    𝐵  2   ,  …  ,    𝐵  𝑛   }  ⊢  𝐴    


\begin {equation*}\{B_1, B_2, \dots , B_n\} \vdash A\end {equation*}


                 {    𝐵  1   ,  …  ,    𝐵  𝑛   }  ⊢  𝐴       ⟹    {    𝐵  1   ,  …  ,    𝐵    𝑛  −  1    }  ⊢    𝐵  𝑛   →  𝐴                 ⋮               ⟹    ⊢    𝐵  1   →  (    𝐵  2   →  …  →  (    𝐵  𝑛   →  𝐴  )  …    )            


\begin {equation*}\begin {split} \{B_1, \dots , B_n\} \vdash A \quad & \Longrightarrow \quad \{B_1, \dots , B_{n-1}\} \vdash B_n \to A \\ & \quad \vdots \\ & \Longrightarrow \quad \vdash B_1 \to (B_2 \to \dots \to (B_n \to A)\dots ) \end {split}\end {equation*}
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   ℑ  ⊧  {    𝐵  1   ,  …  ,    𝐵  𝑛   } 
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            Mod   (  Γ  )    ⟹     Widf   (  Γ  )    


\begin {equation*}\mathsf {Mod}(\Gamma ) \implies \mathsf {Widf}(\Gamma )\end {equation*}


            Widv   (  Γ  )    ⟹    ¬   Mod   (  Γ  )    


\begin {equation*}\mathsf {Widv}(\Gamma ) \implies \neg \mathsf {Mod}(\Gamma )\end {equation*}
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$\Gamma \vdash A \implies \Gamma \models A$


$\mathsf {Ser}$


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$\Gamma $


$\Gamma $


            Widf   (  Γ  )    ⟹     Mod   (  Γ  )    


\begin {equation*}\mathsf {Widf}(\Gamma ) \implies \mathsf {Mod}(\Gamma )\end {equation*}


$\mathsf {Ser}$


$\mathcal {L}$


$\Gamma $


$\Gamma $


   ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\exists x A[x]$


   𝑡 


$t$


   𝐴  [  𝑡  ] 


$A[t]$


$\mathcal {L}$


$\Gamma $


     Γ  ∗  


$\Gamma ^*$


$\Gamma $


$\Gamma ^*$


   Γ  ⊆    Γ  ∗  


$\Gamma \subseteq \Gamma ^*$


$\Gamma $


$\Phi $


$\mathcal {L}$


    MaxWidf  


$\mathsf {MaxWidf}$


$\Phi $


$\mathsf {Widf}$


$\Phi $


$\mathcal {L}$


$A$


   Φ  ⊢  𝐴 


$\Phi \vdash A$


   Φ  ⊢  ¬  𝐴 


$\Phi \vdash \neg A$


$\Phi $


$\mathcal {L}$


$\mathcal {L}$


$\exists xA[x]$


$c$


   Φ  ⊢  ¬  ∃   𝑥𝐴   [  𝑥  ]  ∨  𝐴  [  𝑐  ] 


$\Phi \vdash \neg \exists xA[x] \vee A[c]$


   Φ  ⊢  ∃   𝑥𝐴   [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑐  ] 


$\Phi \vdash \exists xA[x] \to A[c]$


$\Phi $


$\mathcal {L}$


$\Phi $


$\Phi $


$\mathcal {L}$


$\Phi $


$\Phi \vdash A$


$\Phi \vdash \neg A$


$\Phi $


$\Phi \vdash A$


$\Phi \vdash \neg A$


$\Leftarrow $


$\Rightarrow $


   Φ  ⊢  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Phi \vdash \exists xA[x]$


$\Phi $


$a$


   Φ  ⊢  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐴  [  𝑎  ] 


$\Phi \vdash \neg \exists xA[x] \vee A[a]$


$\Phi \vdash A[a]$


       Φ    ⊢    𝐴        Φ    ⊢    ¬  𝐴  ∨  𝐵     Φ    ⊢    𝐵   


$\frac {\Phi \thinspace \vdash \thinspace A \ \ \ \Phi \thinspace \vdash \thinspace \neg A \vee B}{\Phi \thinspace \vdash \thinspace B}$


$\Leftarrow $


$\Phi \vdash A[a]$


$\Phi $


$\mathcal {L}$


$\Phi $


     ℑ  Φ   =  ⟨    𝐷  Φ   ,    𝜑  Φ   ⟩ 


$\Im ^\Phi = \langle D^\Phi , \varphi ^\Phi \rangle $


     𝐷  Φ  


$D^\Phi $


$\Phi $


     𝜑  Φ  


$\varphi ^\Phi $


$\varphi ^\Phi $


             𝜑  Φ   (  𝑎  )  =  𝑎     für jeden Term    𝑎    .    


\begin {equation*}\varphi ^\Phi (a) = a \quad \text {für jeden Term } a\:.\end {equation*}


$\varphi ^\Phi $


$n$


     𝑃  𝑛  


$P^n$


$n$


   ⟨    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ⟩ 


$\langle a_1, \dots , a_n \rangle $


$\Phi $


             𝜑  Φ   (    𝑃  𝑛   )  ∶  =  {  ⟨    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ⟩  ∣  Φ  ⊢    𝑃  𝑛   (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   )  }    


\begin {equation*}\varphi ^\Phi (P^n):= \{\langle a_1, \dots , a_n\rangle \mid \Phi \vdash P^n(a_1, \dots , a_n)\}\end {equation*}


$\Phi $


$\mathcal {L}$


     ℑ  Φ  


$\Im ^\Phi $


$A$


$\mathcal {L}$


             ℑ  Φ   ⊧  𝐴     genau dann, wenn     Φ  ⊢  𝐴    .    


\begin {equation*}\Im ^\Phi \models A \quad \text {genau dann, wenn} \quad \Phi \vdash A\:.\end {equation*}


$A$


$A$


   𝐴  =  𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ) 


$A = P(a_1, \dots , a_n)$


                   ℑ  Φ   ⊧  𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   )       ⇔    ⟨    𝜑  Φ   (    𝑎  1   )  ,  …  ,    𝜑  Φ   (    𝑎  𝑛   )  ⟩  ∈    𝜑  Φ   (    𝑃  𝑛   )        (Semantische Def. von     ⊧  )           ⇔    ⟨    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ⟩  ∈    𝜑  Φ   (    𝑃  𝑛   )      (Def. von       𝜑  Φ    für Terme)           ⇔    Φ  ⊢  𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   )      (Def. von       𝜑  Φ    für Prädikate)        


\begin {equation*}\begin {aligned} \Im ^\Phi \models P(a_1, \dots , a_n) \quad & \Leftrightarrow \quad \langle \varphi ^\Phi (a_1), \dots , \varphi ^\Phi (a_n) \rangle \in \varphi ^\Phi (P^n)\hack {\kern -1em} & \text {(Semantische Def. von $\models $)} \\ & \Leftrightarrow \quad \langle a_1, \dots , a_n \rangle \in \varphi ^\Phi (P^n) & \text {(Def. von $\varphi ^\Phi $ für Terme)} \\ & \Leftrightarrow \quad \Phi \vdash P(a_1, \dots , a_n) & \text {(Def. von $\varphi ^\Phi $ für Prädikate)} \end {aligned}\end {equation*}


$A$


$A$


   𝐴 


\begin {flalign*}\Im ^\Phi \models \neg B \quad & \Leftrightarrow \quad \Im ^\Phi \not \models B &\hfill \text {(Semantische Def. von $\neg $)} \\ & \Leftrightarrow \quad \Phi \not \vdash B & \hfill \text {(Anwendung der IH auf $B$)} \\ & \Leftrightarrow \quad \Phi \vdash \neg B & \hfill \text {(\autorefx {Lemma}{l4}, Eigenschaft 1)}\end {flalign*}


   𝐴 


\begin {flalign*}\Im ^\Phi \models B \vee C \quad & \Leftrightarrow \quad \Im ^\Phi \models B \enskip \text {oder}\enskip \Im ^\Phi \models C & \text {(Semantische Def. von $\vee $)} \\ & \Leftrightarrow \quad \Phi \vdash B \enskip \text {oder}\enskip \Phi \vdash C & \text {(Anwendung der IH auf $B$, $C$)} \\ & \Leftrightarrow \quad \Phi \vdash B \vee C & \text {(\autorefx {Lemma}{l4}, Eigenschaft~2)}\end {flalign*}


$A$


$\exists x B[x]$


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$\Delta $


     ℒ  ℋ  


$\mathcal {L}_{\mathcal {H}}$


   Γ  ⊆  Δ 


$\Gamma \subseteq \Delta $


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$\mathcal {L}$


$\Gamma $


   Γ  ∪  ℋ 


$\Gamma \cup \mathcal {H}$


$\mathcal {L}_{\mathcal {H}}$


   Γ  =    Γ  0  


$\Gamma = \Gamma _0$


     Γ  𝑛  


$\Gamma _n$


     Γ    𝑛  +  1   


$\Gamma _{n+1}$


$\Gamma _{n+1}$


     Γ  𝑛   ∪  {    ℎ  𝑛   } 


$\Gamma _n \cup \{h_n\}$


     ℎ  𝑛  


$h_n$


$\Gamma _n$


$\Gamma _n$


$c$


$h_n$


   ¬  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [    𝑐  𝐵   ] 


$\neg \exists x B[x] \vee B[c_B]$


$\Gamma _n \cup \{h_n\}$


$\Gamma _n$


$\Gamma _{n+1}$


$\Gamma _n$


$c$


$\Delta $


$\Delta $


$\Delta $


$\Delta $


$\Delta $


     Δ  𝑘  


$\Delta _k$


$\Delta _k$


$\Delta $


$\Delta $


$A$


   Δ  ⊢  𝐴 


$\Delta \vdash A$


   Δ  ⊢  ¬  𝐴 


$\Delta \vdash \neg A$


$\Delta $


   ℋ 


$\mathcal {H}$


     Δ  0  


$\Delta _0$


     Δ  0   ⊆  Δ 


$\Delta _0 \subseteq \Delta $


$\Delta $


$\Delta $


$\Gamma $


$\Delta $


\begin {equation*}\Delta = \bigcup _{i=0}^{\infty } \Delta _i\end {equation*}


     𝐴  0   ,    𝐴  1   ,    𝐴  2   ,  … 


$A_0, A_1, A_2, \dots $


     Δ  𝑛  


$\Delta _n$


     𝐴    𝑛  +  1    ,    𝐴    𝑛  +  2    ,  … 


$A_{n+1}, A_{n+2}, \dots $


$\Delta $


$\Delta $


     𝐴  𝑛  


$A_n$


       𝜔  


$_\omega $


$_\omega $


$\Delta $


$\Delta $


$\Delta _n$


$\Delta $


$\mathsf {Se}$


$\mathsf {Se}$


$\Phi $


   Φ  ⊢  𝑎  =  𝑏 


$\Phi \vdash a=b$


$\Phi $


$a$


$b$


$a$


$b$


   ¬  (  𝑎  =  𝑏  ) 


$\neg (a=b)$


$a=b$


$\Phi $


$\Phi $


$d \in D$


   𝑑  𝐺  𝑑 


$dGd$


   𝑑  ,    𝑑  ′   ∈  𝐷 


$d, d' \in D$


   𝑑  𝐺    𝑑  ′  


$dGd'$


     𝑑  ′   𝐺  𝑑 


$d'Gd$


   𝑑  ,    𝑑  ′   ,    𝑑  ″   ∈  𝐷 


$d, d', d'' \in D$


$dGd'$


     𝑑  ′   𝐺    𝑑  ″  


$d'Gd''$


   𝑑  𝐺    𝑑  ″  


$dGd''$


   𝐺 


$G$


$D$


   ∼ 


$\sim $


$\mathcal {L}$


$\Phi $


           𝑎    ∼  Φ   𝑏     genau dann, wenn     Φ  ⊢  𝑎  =  𝑏    


\begin {equation*}a \sim _{\Phi } b \quad \text {genau dann, wenn} \quad \Phi \vdash a=b\end {equation*}


    Seg  


$\mathsf {Seg}$


$\sim $


$\sim $


$a$


   [  𝑎    ]    ∼  Φ    ∶  =  {  𝑏  ∣  𝑏    ∼  Φ   𝑎  } 


$[a]_{\sim _{\Phi }} := \{b \mid b \sim _{\Phi } a\}$


             𝐷  Φ   ∶  =  {  [  𝑎    ]    ∼  Φ    ∣  𝑎    ist ein Term der Sprache      ℒ  Φ   }    


\begin {equation*}D^\Phi := \{[a]_{\sim _{\Phi }} \mid a \text { ist ein Term der Sprache } \mathcal {L}_{\Phi }\}\end {equation*}


$\Phi $


$\Im ^\Phi = \langle D^\Phi , \varphi ^\Phi \rangle $


   [    𝑎  1     ]    ∼  Φ    =  [    𝑏  1     ]    ∼  Φ   


$[a_1]_{\sim _{\Phi }} = [b_1]_{\sim _{\Phi }}$


   Φ  ⊢  𝑃  (  …  ,    𝑎  1   ,  …    ) 


$\Phi \vdash P(\dots , a_1, \dots )$


   Φ  ⊢  𝑃  (  …  ,    𝑏  1   ,  …    ) 


$\Phi \vdash P(\dots , b_1, \dots )$


$[a_1]_{\sim _{\Phi }} = [b_1]_{\sim _{\Phi }}$


     𝑎  1   ∼    𝑏  1  


$a_1 \sim b_1$


   Φ  ⊢    𝑎  1   =    𝑏  1  


$\Phi \vdash a_1=b_1$


   𝑎  =  𝑏  ,  𝑃  (  𝑎  )  ⊢  𝑃  (  𝑏  ) 


$a=b, P(a) \vdash P(b)$


$\Phi \vdash P(\dots , a_1, \dots )$


$\Phi \vdash a_1=b_1$


$\Phi \vdash P(\dots , b_1, \dots )$


             ℑ  Φ   ⊧  𝑎  =  𝑏     genau dann, wenn     Φ  ⊢  𝑎  =  𝑏    


\begin {equation*}\Im ^\Phi \models a=b \quad \text {genau dann, wenn} \quad \Phi \vdash a=b\end {equation*}


                   ℑ  Φ   ⊧  𝑎  =  𝑏       ⇔      𝜑  Φ   (  𝑎  )  =    𝜑  Φ   (  𝑏  )        (Semantische Def. von     =  )           ⇔    [  𝑎    ]    ∼  Φ    =  [  𝑏    ]    ∼  Φ          (Def. von       𝜑  Φ    für Terme)           ⇔    𝑎    ∼  Φ   𝑏        (Standardeigenschaft von Äquivalenzklassen)           ⇔    Φ  ⊢  𝑎  =  𝑏        (Def. von     ∼  )        


\begin {equation*}\begin {aligned} \Im ^\Phi \models a=b \quad & \Leftrightarrow \quad \varphi ^\Phi (a) = \varphi ^\Phi (b) &\enskip \text {(Semantische Def. von $=$)} \\ & \Leftrightarrow \quad [a]_{\sim _{\Phi }} = [b]_{\sim _{\Phi }} &\enskip \text {(Def. von $\varphi ^\Phi $ für Terme)} \\ & \Leftrightarrow \quad a \sim _{\Phi } b &\enskip \text {(Standardeigenschaft von Äquivalenzklassen)} \\ & \Leftrightarrow \quad \Phi \vdash a=b &\enskip \text {(Def. von $\sim $)} \end {aligned}\end {equation*}


$\mathsf {Ser}$


$\mathsf {Ser}$


$\mathsf {Se}$


$\Phi $


$\mathcal {L}$


      MaxWidf   1  


$\mathsf {MaxWidf}_1$


$\Phi $


    Widf   (  Φ  ) 


$\mathsf {Widf}(\Phi )$


$A$


$\mathcal {L}$


$\Phi \vdash A$


$\Phi \vdash \neg A$


$\Phi $


$\mathcal {L}$


$\mathsf {MaxWidf}_2$


$\Phi $


$\mathsf {Widf}(\Phi )$


$A$


$\Phi $


   𝐴  ∉  Φ 


$A \notin \Phi $


   Φ  ∪  {  𝐴  } 


$\Phi \cup \{A\}$


    Widv   (  Φ  ∪  {  𝐴  }  ) 


$\mathsf {Widv}(\Phi \cup \{A\})$


$\Phi $


$\mathsf {MaxWidf}_1$


$\mathsf {MaxWidf}_2$


$\mathcal {S}$


   𝑎  ,  𝑏  ,  𝑐 


$a, b, c$


$\Phi $


           Φ  =  {  ∃  𝑥  ∃  𝑦  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  ∧  ∀  𝑧  (  𝑧  =  𝑥  ∨  𝑧  =  𝑦  )  )    ,    ¬  (  𝑎  =  𝑏  )    ,    𝑐  =  𝑎  }    


\begin {equation*}\Phi = \{\exists x\exists y(\neg (x =y) \wedge \forall z(z = x \vee z = y))\:,\quad \neg (a =b)\:,\quad c = a\}\end {equation*}


   𝑎  ,  𝑏 


$a, b$


$c$


$\Phi $


$\Phi $


$\Phi $


   𝐷  =  {    𝑑  1   ,    𝑑  2   } 


$D = \{d_1, d_2\}$


   𝜑  (  𝑎  )  =    𝑑  1  


$\varphi (a) = d_1$


   𝜑  (  𝑏  )  =    𝑑  2  


$\varphi (b) = d_2$


   𝜑  (  𝑐  )  =    𝑑  1  


$\varphi (c) = d_1$


$\Phi $


$\Phi $


$\Phi $


$\mathsf {MaxWidf}_1$


$A$


$\Phi \vdash A$


$\Phi \vdash \neg A$


$A$


   ¬  (  𝑐  =  𝑏  ) 


$\neg (c=b)$


   𝑐  =  𝑎 


$c=a$


$\neg (a=b)$


$\neg (c=b)$


   Φ  ⊢  ¬  (  𝑐  =  𝑏  ) 


$\Phi \vdash \neg (c=b)$


$A$


   T 


$\mathsf {T}$


$A$


   T  ⊢  𝐴 


$\mathsf {T} \vdash A$


   T  ⊢  ¬  𝐴 


$\mathsf {T} \vdash \neg A$


$\Phi $


$\mathsf {MaxWidf}_1$


$\Phi $


$\mathsf {MaxWidf}_2$


$A \notin \Phi $


$\Phi \cup \{A\}$


$A$


$\neg (c=b)$


$\neg (c=b)$


$\Phi $


   ¬  (  𝑐  =  𝑏  )  ∉  Φ 


$\neg (c=b) \notin \Phi $


     Φ  ′   =  Φ  ∪  {  ¬  (  𝑐  =  𝑏  )  } 


$\Phi ' = \Phi \cup \{\neg (c=b)\}$


     Φ  ′  


$\Phi '$


   {  ¬  (  𝑐  =  𝑏  )  } 


$\{\neg (c=b)\}$


$\Phi $


$\Phi ' = \Phi \cup \{\neg (c=b)\}$


$A$


$\neg (c=b)$


$\Phi $


$A$


$\Phi $


$\Phi $


$\mathsf {MaxWidf}_2$


$\Phi $


$\mathsf {MaxWidf}_1$


$\mathsf {MaxWidf}_2$


$\mathsf {MaxWidf}_2$


   Y 


$\mathsf {Y}$


     S  a  


$\mathsf {S_a}$


$\mathsf {S_a}$


$\mathsf {S_a}$


$A$


$\mathsf {S_a}$


     ⊢    S  a    𝐴 


$\vdash _{\mathsf {S_a}} A$


$\models A$


$A$


$\mathsf {S_a}$


$A$


$\mathsf {S_a}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Se}$


$\mathsf {S}$


$A$


$\mathsf {Y}$


$A$


$\neg A$


     ⊢  Y   𝐴 


$\vdash _{\mathsf {Y}} A$


     ⊢  Y   ¬  𝐴 


$\vdash _{\mathsf {Y}} \neg A$


$\mathsf {S_a}$


   𝑝 


$p$


$P$


   ¬  𝑃 


$\neg P$


$P$


$\mathsf {S_a}$


$P$


$\neg P$


    PA  


$\mathsf {PA}$


    ZFC  


$\mathsf {ZFC}$


$\mathcal {L}$


$\mathcal {L}$


     𝑐  0   ,    𝑐  1   ,    𝑐  2   ,  … 


$c_0, c_1, c_2, \dots $


   𝑛  ≥  1 


$n \ge 1$


$n$


     𝑓  0  𝑛   ,    𝑓  1  𝑛   ,    𝑓  2  𝑛   ,  … 


$f^n_0, f^n_1, f^n_2, \dots $


     𝑓  𝑛  


$f^n$


$n$


     𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛  


$t_1, \dots , t_n$


     𝑓  𝑛   (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$f^n(t_1, \dots , t_n)$


$\mathcal {L}$


$f$


$c$


     𝑐  𝑖  


$c_i$


$i$


$i$


     𝑓  𝑖  𝑛  


$f_i^n$


$i$


$n$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


$D$


$D \neq \varnothing $


$\varphi $


$\mathcal {L}$


$n$


$P$


$\mathcal {L}$


$\varphi (P) \subseteq D^n$


$n$


$f$


$\mathcal {L}$


   𝜑  (  𝑓  ) 


$\varphi (f)$


$D^n$


$D$


   𝜑  (  𝑓  )          ∶      𝐷  𝑛   ↦  𝐷 


$\varphi (f)\colon D^n \mapsto D$


$\varphi (=) = \{\langle d, d \rangle \mid d \in D\}$


$a$


$\mathcal {L}$


$\varphi (a) \in D$


$c$


$\mathcal {L}$


   𝜑  (  𝑐  )  ∈  𝐷 


$\varphi (c) \in D$


   𝑓  (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$f(t_1, \dots , t_n)$


           𝜑  (  𝑓  (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  )  =  𝜑  (  𝑓  )  (  𝜑  (    𝑡  1   )  ,  …  ,  𝜑  (    𝑡  𝑛   )  )    


\begin {equation*}\varphi (f(t_1, \dots , t_n)) = \varphi (f)(\varphi (t_1), \dots , \varphi (t_n))\end {equation*}


$D$


$m$


   𝜑  (  𝑚  ) 


$\varphi (m)$


   𝑣 


$v$


   𝜑  (  𝑣  ) 


$\varphi (v)$


$c$


   𝜑  (  𝑐  )  = 


$\varphi (c) =$


   𝑚  (  𝑣  (  𝑐  )  ) 


$m(v(c))$


             𝜑  (  𝑚  (  𝑣  (  𝑐  )  )  )  =  𝜑  (  𝑚  )  (  𝜑  (  𝑣  (  𝑐  )  )  )  =  𝜑  (  𝑚  )  (  𝜑  (  𝑣  )  (  𝜑  (  𝑐  )  )  )  =          =  𝜑  (  𝑚  )  (   Johann van Beethoven   )  =   Maria Josepha Poll         


\begin {multline*}\varphi (m(v(c))) = \varphi (m)(\varphi (v(c))) = \varphi (m)(\varphi (v)(\varphi (c))) =\\[-0.5ex] = \varphi (m)(\text {Johann van Beethoven}) = \text {Maria Josepha Poll}\end {multline*}


$D$


$\Im $


     ℕ  0   =  {  0  ,  1  ,  2  ,  …    } 


$\mathbb {N}_0 = \{0, 1, 2, \dots \}$


$g$


   𝜑  (  𝑔  ) 


$\varphi (g)$


   (  ×  ) 


$(\times )$


$f$


$\varphi (f)$


   (  +  1  ) 


$(+1)$


$c$


   𝜑  (  𝑐  )  =  0 


$\varphi (c) = 0$


   𝑔  (  𝑓  (  𝑓  (  𝑐  )  )  ,  𝑓  (  𝑐  )  ) 


$g(f(f(c)), f(c))$


                 𝜑  (  𝑔  (  𝑓  (  𝑓  (  𝑐  )  )  ,  𝑓  (  𝑐  )  )  )     =  𝜑  (  𝑔  )  (  𝜑  (  𝑓  (  𝑓  (  𝑐  )  )  )  ,  𝜑  (  𝑓  (  𝑐  )  )  )               =  𝜑  (  𝑓  (  𝑓  (  𝑐  )  )  )  ×  𝜑  (  𝑓  (  𝑐  )  )               =  𝜑  (  𝑓  )  (  𝜑  (  𝑓  (  𝑐  )  )  )  ×  𝜑  (  𝑓  )  (  𝜑  (  𝑐  )  )               =  (  𝜑  (  𝑓  (  𝑐  )  )  +  1  )  ×  (  𝜑  (  𝑐  )  +  1  )               =  (  (  0  +  1  )  +  1  )  ×  (  0  +  1  )               =  2  ×  1  =  2            


\begin {equation*}\begin {split} \varphi (g(f(f(c)), f(c))) &= \varphi (g)(\varphi (f(f(c))), \varphi (f(c))) \\ &= \varphi (f(f(c))) \times \varphi (f(c)) \\ &= \varphi (f)(\varphi (f(c))) \times \varphi (f)(\varphi (c)) \\ &= (\varphi (f(c)) + 1) \times (\varphi (c) + 1) \\ &= ((0 + 1) + 1) \times (0 + 1) \\ &= 2 \times 1 = 2 \end {split}\end {equation*}


     ℕ  0  


$\mathbb {N}_0$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Se}$


$n$


$f$


             𝑠  1   =    𝑡  1   ,  …  ,    𝑠  𝑛   =    𝑡  𝑛     ⊢    𝑓  (    𝑠  1   ,  …  ,    𝑠  𝑛   )  =  𝑓  (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   )    


\begin {equation*}s_1 = t_1, \dots , s_n = t_n \thinspace \vdash \thinspace f(s_1, \dots , s_n) = f(t_1, \dots , t_n)\end {equation*}


$\Gamma $


$A$


$\mathcal {L}$


            Wenn    Γ  ⊢  𝐴    ,    dann    Γ  ⊧  𝐴    .    


\begin {equation*}\text {Wenn } \Gamma \vdash A\:, \text { dann } \Gamma \models A\:.\end {equation*}


            Wenn    Γ    ⊧   𝐴    ,    dann    Γ  ⊬  𝐴    .    


\begin {equation*}\text {Wenn } \Gamma \not \models A\:, \text { dann } \Gamma \not \vdash A\:.\end {equation*}


$A$


$\Gamma $


$\Gamma \not \vdash A$


$\Gamma $


$A$


$\Gamma \not \models A$


$\Gamma \not \vdash A$


   ¬  𝑃  (  𝑎  ) 


$\neg P(a)$


$P(a)$


   𝑄 


$Q$


$Q$


$\Gamma $


   {  ¬  𝑃  (  𝑎  )  ,  𝑃  (  𝑎  )  →  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )  } 


$\{\neg P(a), P(a) \to \exists x Q(x)\}$


$A$


   ¬  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  ) 


$\neg \exists x Q(x)$


   {  ¬  𝑃  (  𝑎  )  ,  𝑃  (  𝑎  )  →  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )  }  ⊢  ¬  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  ) 


$\{\neg P(a), P(a) \to \exists x Q(x)\} \vdash \neg \exists x Q(x)$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   ℑ  ⊧  ¬  𝑃  (  𝑎  ) 


$\Im \models \neg P(a)$


$a$


$P$


   ℑ  ⊧  𝑃  (  𝑎  )  →  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  ) 


$\Im \models P(a) \to \exists x Q(x)$


   ℑ    ⊧   ¬  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  ) 


$\Im \not \models \neg \exists x Q(x)$


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  ) 


$\Im \models \exists x Q(x)$


$D = \{d_1, d_2\}$


$a$


$\varphi (a) = d_1$


$P$


   𝜑  (  𝑃  )  =  ∅ 


$\varphi (P) = \varnothing $


   𝜑  (  𝑎  )  =    𝑑  1   ∉  ∅ 


$\varphi (a)=d_1 \notin \varnothing $


$Q$


   𝜑  (  𝑄  )  =  {    𝑑  2   } 


$\varphi (Q) = \{d_2\}$


$D$


     𝑑  2  


$d_2$


$Q$


$\Im \models P(a) \to \exists x Q(x)$


$P(a)$


           ¬  𝑃  (  𝑎  )  ,  𝑃  (  𝑎  )  →  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )    ⊧   ¬  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )    


\begin {equation*}\neg P(a), P(a) \to \exists x Q(x) \not \models \neg \exists x Q(x)\end {equation*}


           ¬  𝑃  (  𝑎  )  ,  𝑃  (  𝑎  )  →  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )  ⊬  ¬  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )    


\begin {equation*}\neg P(a), P(a) \to \exists x Q(x) \not \vdash \neg \exists x Q(x)\end {equation*}


$\mathsf {S}$


           ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )  ,  𝑃  (  𝑎  )  →  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )    ⊧   𝑃  (  𝑎  )    


\begin {equation*}\exists x Q(x), P(a) \to \exists x Q(x) \not \models P(a)\end {equation*}


           ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )  ,  𝑃  (  𝑎  )  →  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )  ⊬  𝑃  (  𝑎  )    


\begin {equation*}\exists x Q(x), P(a) \to \exists x Q(x) \not \vdash P(a)\end {equation*}


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Se}$


$\vdash $


$\mathsf {T}$


$\mathcal {L}$


$\mathcal {L}$


$\mathsf {T}$


$A$


$\mathsf {T}$


$\mathsf {T} \vdash A$


$\mathsf {T}$


$\Phi $


$A$


$\mathcal {L}$


   Φ  ⊧  𝐴 


$\Phi \models A$


$\Delta $


$\Phi $


   Δ  ⊧  𝐴 


$\Delta \models A$


$\Phi $


$\Delta $


$\Phi $


$\Delta $


     ℒ   PA   


$\mathcal {L}_{\mathsf {PA}}$


     0  ‾  


$\overline {0}$


     𝑆  ‾  


$\overline {S}$


     +  ‾  


$\overline {+}$


     ×  ‾  


$\overline {\times }$


     1  ‾  


$\overline {1}$


     𝑆  ‾   (    0  ‾   ) 


$\overline {S}(\overline {0})$


     2  ‾  


$\overline {2}$


     𝑆  ‾   (    𝑆  ‾   (    0  ‾   )  ) 


$\overline {S}(\overline {S}(\overline {0}))$


$\mathcal {L}_{\mathsf {PA}}$


$\mathcal {L}_{\mathsf {PA}}$


$\mathcal {L}_{\mathsf {PA}}$


$\mathsf {PA}$


   ∀  𝑥  (  𝑥    +  ‾     0  ‾   =  𝑥  ) 


$\forall x(x \overline {+} \overline {0} = x)$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥    +  ‾     𝑆  ‾   (  𝑦  )  =    𝑆  ‾   (  𝑥    +  ‾   𝑦  )  ) 


$\forall x \forall y(x \overline {+} \overline {S}(y) = \overline {S}(x \overline {+} y))$


   ∀  𝑥  (  𝑥    ×  ‾     0  ‾   =    0  ‾   ) 


$\forall x (x \overline {\times } \overline {0} = \overline {0})$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥    ×  ‾     𝑆  ‾   (  𝑦  )  =  (  𝑥    ×  ‾   𝑦  )    +  ‾   𝑥  ) 


$\forall x \forall y(x \overline {\times } \overline {S}(y) = (x \overline {\times } y) \overline {+} x)$


   ∀  𝑥  (    𝑆  ‾   (  𝑥  )  ≠    0  ‾   ) 


$\forall x(\overline {S}(x) \neq \overline {0})$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (    𝑆  ‾   (  𝑥  )  =    𝑆  ‾   (  𝑦  )  →  𝑥  =  𝑦  ) 


$\forall x \forall y(\overline {S}(x) = \overline {S}(y) \to x = y)$


           (  𝐴  [    0  ‾   ]  ∧  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [    𝑆  ‾   (  𝑥  )  ]  )  )  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]    


\begin {equation*}(A[\overline {0}] \wedge \forall x(A[x] \to A[\overline {S}(x)])) \to \forall x A[x]\end {equation*}


   𝒩 


$\mathcal {N}$


   𝒩  =  ⟨    ℕ  0   ,  𝜑  ⟩ 


$\mathcal {N} = \langle \mathbb {N}_0, \varphi \rangle $


$\mathbb {N}_0 = \{0, 1, 2, \dots \}$


$\varphi $


   𝜑  (    0  ‾   )  =  0 


$\varphi (\overline {0}) = 0$


   𝜑  (    𝑆  ‾   ) 


$\varphi (\overline {S})$


   𝜑  (    +  ‾   ) 


$\varphi (\overline {+})$


$\mathsf {PA}$


$\mathsf {PA}$


   𝑇  ℎ  (  𝒩  ) 


$Th(\mathcal {N})$


$\mathcal {L}_{\mathsf {PA}}$


$\mathcal {N}$


$\mathcal {N}$


$\mathsf {PA}$


    PA   ⊆  𝑇  ℎ  (  𝒩  ) 


$\mathsf {PA} \subseteq Th(\mathcal {N})$


$c$


           Ψ  ∶  =  {  𝑐  ≠    0  ‾     ,    𝑐  ≠    1  ‾     ,    𝑐  ≠    2  ‾     ,    …    }    


\begin {equation*}\Psi := \{c \neq \overline {0}\:,\quad c \neq \overline {1}\:,\quad c \neq \overline {2}\:,\quad \dots \}\end {equation*}


   T  =  𝑇  ℎ  (  𝒩  )  ∪  Ψ 


$\mathsf {T} = Th(\mathcal {N}) \cup \Psi $


$\mathsf {T}$


$\mathsf {T}$


$\Delta $


$\mathsf {T}$


$\Delta $


$Th(\mathcal {N})$


$\Psi $


$\Psi $


   {  𝑐  ≠    0  ‾   ,  …  ,  𝑐  ≠    𝑘  ‾   } 


$\{c \neq \overline {0}, \dots , c \neq \overline {k}\}$


$k$


$\Delta $


$\mathcal {N}$


$c$


$c$


$k$


   𝜑  (  𝑐  )  =  𝑘  +  1 


$\varphi (c) = k+1$


$Th(\mathcal {N})$


$\Delta $


   𝑐  ≠    𝑘  ‾  


$c \neq \overline {k}$


   𝑘  +  1  ≠  𝑘 


$k+1 \neq k$


$\mathsf {T}$


$\mathsf {T}$


     𝒩  ∗  


$\mathcal {N}^*$


$\mathcal {N}^*$


$\mathcal {N}^*$


$Th(\mathcal {N})$


$\mathcal {N}^*$


$\mathcal {N}$


$Th(\mathcal {N})$


$\mathcal {N}^*$


$\Psi $


$c$


     𝑐  ∗  


$c^*$


     𝑐  ∗   ≠  0  ,    𝑐  ∗   ≠  1  ,    𝑐  ∗   ≠  2  ,  … 


$c^* \neq 0, c^* \neq 1, c^* \neq 2, \dots $


$\mathcal {N}^*$


$c^*$


$\mathsf {ZFC}$


$\mathsf {ZFC}$


   ∈ 


$\in $


$\mathsf {ZFC}$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  ∀  𝑧  (  𝑧  ∈  𝑥  ↔  𝑧  ∈  𝑦  )  →  𝑥  =  𝑦  ) 


$\forall x \forall y (\forall z(z \in x \leftrightarrow z \in y) \to x=y)$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  ∃  𝑧  ∀  𝑤  (  𝑤  ∈  𝑧  ↔  𝑤  =  𝑥  ∨  𝑤  =  𝑦  ) 


$\forall x\forall y\exists z\forall w(w\in z\leftrightarrow w=x\lor w=y)$


$x$


$P$


$A$


$x$


$P$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  ∀  𝑧  (  𝑧  ∈  𝑦  ↔  𝑧  ∈  𝑥  ∧  𝐴  [  𝑧  ]  ) 


$\forall x\exists y\forall z(z\in y\leftrightarrow z\in x\land A[z])$


$y$


$A$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  ∀  𝑧  (  𝑧  ∈  𝑦  ↔  𝑧  ⊆  𝑥  ) 


$\forall x\exists y\forall z(z\in y\leftrightarrow z\subseteq x)$


   𝑧  ⊆  𝑥 


$z\subseteq x$


   ∀  𝑤  (  𝑤  ∈  𝑧  →  𝑤  ∈  𝑥  ) 


$\forall w(w\in z\rightarrow w\in x)$


$\mathbb {N}$


$\varnothing $


   ∃  𝑥      (  ∅  ∈  𝑥  ∧  ∀  𝑦  (  𝑦  ∈  𝑥  →  𝑦  ∪  {  𝑦  }  ∈  𝑥  )  )  


$\exists x\left (\varnothing \in x\land \forall y(y\in x\rightarrow y\cup \{y\}\in x)\right )$


$x$


$y$


   𝑥  ∪  𝑦 


$x\cup y$


   𝑧 


$z$


   𝑧  ∈  𝑥  ∨  𝑧  ∈  𝑦 


$z\in x\lor z\in y$


   {  𝑦  } 


$\{y\}$


$y$


   ∀  𝑤  (  𝑤  ∈  {  𝑦  }  ↔  𝑤  =  𝑦  ) 


$\forall w(w\in \{y\}\leftrightarrow w=y)$


$x$


$\in $


   𝑦  ∈  𝑥 


$y \in x$


$x$


   𝑧  ∈  𝑧 


$z \in z$


   ∀  𝑥  (  𝑥  ≠  ∅  →  ∃  𝑦  (  𝑦  ∈  𝑥  ∧  𝑦  ∩  𝑥  =  ∅  )  ) 


$\forall x(x\ne \varnothing \rightarrow \exists y(y\in x\land y\cap x=\varnothing ))$


$x$


$y$


   𝑥  ∩  𝑦 


$x\cap y$


$z$


   𝑧  ∈  𝑥  ∧  𝑧  ∈  𝑦 


$z\in x\land z\in y$


$x$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  ∀  𝑧  (  𝑧  ∈  𝑦  ↔  ∃  𝑤  (  𝑧  ∈  𝑤  ∧  𝑤  ∈  𝑥  )  ) 


$\forall x\exists y\forall z(z \in y\leftrightarrow \exists w(z\in w\land w\in x))$


   C 


$\mathsf {C}$


$\mathsf {ZFC}$


   𝑣  ≠  𝑣 


$v\neq v$


$\varnothing $


$\varnothing $


   0  ∶  =  ∅ 


$0:=\varnothing $


   1  ∶  =  {  0  }  =  {  ∅  } 


$1:=\{0\}=\{\varnothing \}$


   2  ∶  =  {  0  ,  1  }  =  {  ∅  ,  {  ∅  }  } 


$2:=\{0,1\}=\{\varnothing ,\{\varnothing \}\}$


   𝑛  +  1  ∶  =  𝑛  ∪  {  𝑛  } 


$n+1:=n\cup \{n\}$


$\mathbb {N}$


   𝜔 


$\omega $


    Ind  


$\mathbf {Ind}$


   ∅  ∈   Ind   ∧  ∀  𝑥  (  𝑥  ∈   Ind   →  𝑥  ∪  {  𝑥  }  ∈   Ind   )  ) 


$\emptyset \in \mathbf {Ind}\land \forall x(x\in \mathbf {Ind}\to x\cup \{x\}\in \mathbf {Ind}))$


    𝐼𝑛𝑑  


$Ind$


$x$


$Ind$


   𝑥  +  1 


$x+1$


$Ind$


$\mathbb {N}$


$\mathbb {N}$


   ℘  (  ℕ  ) 


$\wp (\mathbb {N})$


$\wp (\mathbb {N})$


$\wp (\mathbb {N})$


    Diag  


$\mathbf {Diag}$


$\mathbf {Diag}$


     𝑀  𝑛  


$M_n$


$n$


$n$


   𝑛  ∈   Diag  


$n \in \mathbf {Diag}$


   𝑛  ∉    𝑀  𝑛  


$n \notin M_n$


$\mathbf {Diag}$


$M_n$


$n$


$\mathsf {ZFC}$


$\mathsf {ZFC}$


$\mathsf {ZFC}$


     𝐴    𝑢  𝑒   


$A_{ue}$


            ZFC   ⊢    𝐴    𝑢  𝑒      


\begin {equation*}\mathsf {ZFC} \vdash A_{ue}\end {equation*}


$\mathsf {T}$


$\mathcal {L}$


$\Gamma $


$\mathsf {T}$


$\Gamma $


$\mathsf {T}$


$\Gamma $


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$\Gamma $


$\Gamma ^*$


$\mathcal {L}_{\mathcal {H}}$


$\Gamma ^*$


$\Im $


$D$


$\mathcal {L}_{\mathcal {H}}$


$\mathcal {L}_{\mathcal {H}}$


$D$


$\Im $


$\Gamma ^*$


$\Gamma \subseteq \Gamma ^*$


$\Gamma $


$\mathsf {ZFC}$


$\mathsf {ZFC}$


$\mathsf {ZFC}$


     ℑ    𝑎  𝑏  𝑧   


$\Im _{abz}$


$A_{ue}$


$\mathsf {ZFC}$


$\Gamma $


$\Gamma $


$\mathsf {T}$


$\mathsf {T}$


   𝜅 


$\kappa $


$\kappa $


$\mathsf {T}$


     T  ′  


$\mathsf {T}'$


     ℒ  ′  


$\mathcal {L}'$


$\mathsf {T}$


$\mathcal {L}$


   ℒ  ⊆    ℒ  ′  


$\mathcal {L} \subseteq \mathcal {L}'$


$A$


$\mathcal {L}$


$A$


$\mathcal {L}$


$A$


$\mathsf {T}'$


     T  ′   ⊢  𝐴 


$\mathsf {T}' \vdash A$


$A$


$\mathsf {T}$


$\mathsf {T} \vdash A$


            Für alle     ℒ  -Formeln    𝐴          ∶      (    T  ′   ⊢  𝐴    ⟹    T  ⊢  𝐴  )    


\begin {equation*}\text {Für alle $\mathcal {L}$-Formeln } A\colon \quad (\mathsf {T}' \vdash A \implies \mathsf {T} \vdash A)\end {equation*}


    Sr  


$\mathsf {Sr}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Sr}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Sr}$


$A$


     ℒ  r  


$\mathcal {L}_{\textup {r}}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Sr}$


$\mathcal {L}_{\textup {r}}$


$A$


$\mathsf {Sr}$


$A$


$\mathsf {S}$


$A$


$\mathcal {L}_{\textup {r}}$


$A$


$\mathsf {Sr}$


             ⊬   Sr    𝐴    


\begin {equation*}\not \vdash _{\mathsf {Sr}} A\end {equation*}


$\mathsf {Sr}$


$\mathsf {Sr}$


$\mathsf {Sr}$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


$A$


           ℑ    ⊧   𝐴    


\begin {equation*}\Im \not \models A\end {equation*}


$\varphi $


$\mathcal {L}_{\textup {r}}$


$\mathsf {S}$


$\Im $


     ℑ  ′   =  ⟨  𝐷  ,    𝜑  ′   ⟩ 


$\Im ' = \langle D, \varphi '\rangle $


$\mathcal {L}$


$D$


$\mathcal {L}_{\textup {r}}$


     𝜑  ′   (  𝑆  )  =  𝜑  (  𝑆  ) 


$\varphi '(S) = \varphi (S)$


   𝑆  ∈    ℒ  r  


$S \in \mathcal {L}_{\textup {r}}$


$=$


$D$


             𝜑  ′   (  =  )  =  {  ⟨  𝑑  ,  𝑑  ⟩  ∣  𝑑  ∈  𝐷  }    


\begin {equation*}\varphi '(=) = \{\langle d, d \rangle \mid d \in D\}\end {equation*}


$\Im '$


$\mathsf {S}$


$\Im '$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Sr}$


$\Im '$


   ⊢  𝑎  =  𝑎 


$\vdash a=a$


$\Im '$


   𝑎  =  𝑏  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  𝐴  [  𝑏  ] 


$a=b, A[a] \vdash A[b]$


     ℑ  ′   ⊧  𝑎  =  𝑏 


$\Im ' \models a=b$


     ℑ  ′   ⊧  𝐴  [  𝑎  ] 


$\Im ' \models A[a]$


     ℑ  ′   ⊧  𝐴  [  𝑏  ] 


$\Im ' \models A[b]$


$\Im '$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {S}$


$A$


$\Im '$


$A$


     𝜑  ′  


$\varphi '$


$A$


$\varphi $


$A$


$\Im '$


$\Im $


$\Im \not \models A$


             ℑ  ′     ⊧   𝐴    


\begin {equation*}\Im ' \not \models A\end {equation*}


$\mathsf {S}$


$\mathsf {S}$


$\Im '$


$A$


$\mathsf {S}$


$A$


$\mathsf {S}$


             ⊬  S   𝐴    


\begin {equation*}\not \vdash _{\mathsf {S}} A\end {equation*}


$\mathcal {L}_{\textup {r}}$


$A$


$\mathsf {Sr}$


$\mathsf {S}$


$\mathcal {L}_{\textup {r}}$


$A$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Sr}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {Sr}$


     ℑ  1  


$\Im _1$


     ℑ  2  


$\Im _2$


$\mathcal {L}$


$\Im _1$


$\Im _2$


     ℑ  1   ≡    ℑ  2  


$\Im _1 \equiv \Im _2$


$A$


$\mathcal {L}$


$\Im _1 \models A$


$\Im _2 \models A$


$\mathcal {S}$


   {  =  } 


$\{=\}$


   ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑥  ) 


$\exists x(x = x)$


   ∃  𝑥  ∃  𝑦  ¬  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\exists x \exists y\neg (x = y)$


   ∃  𝑥  ∃  𝑦  ∃  𝑧  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  ∧  ¬  (  𝑦  =  𝑧  )  ∧  ¬  (  𝑦  =  𝑧  )  ) 


$\exists x \exists y \exists z(\neg (x = y) \wedge \neg (y=z) \wedge \neg (y = z))$


$\vdots $


     ℑ  1   =  ⟨  ℕ  ,  𝜑  ⟩ 


$\Im _1 = \langle \mathbb {N}, \varphi \rangle $


     ℑ  2   =  ⟨  ℝ  ,  𝜑  ⟩ 


$\Im _2 = \langle \mathbb {R}, \varphi \rangle $


     ℑ  1   ⊧  ∃  𝑥  ∃  𝑦  ¬  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\Im _1 \models \exists x \exists y\neg (x = y)$


     ℑ  2   ⊧  ∃  𝑥  ∃  𝑦  ¬  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\Im _2 \models \exists x \exists y\neg (x = y)$


$\mathbb {N}$


$\mathbb {R}$


$\mathcal {S}$


   {  <  } 


$\{<\}$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝑦  >  𝑥  ) 


$\forall x\exists y(y>x)$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥  <  𝑦  →  ∃  𝑧  (  𝑥  <  𝑧  ∧  𝑧  <  𝑦  )  ) 


$\forall x\forall y(x<y \to \exists z(x<z\land z<y))$


     ℑ  1   =  ⟨  ℚ  ,  𝜑  ⟩ 


$\Im _1 = \langle \mathbb {Q}, \varphi \rangle $


$\Im _2 = \langle \mathbb {R}, \varphi \rangle $


     ℑ  1   =  ⟨    𝐷  1   ,    𝜑  1   ⟩ 


$\Im _1 = \langle D_1, \varphi _1\rangle $


     ℑ  2   =  ⟨    𝐷  2   ,    𝜑  2   ⟩ 


$\Im _2= \langle D_2, \varphi _2\rangle $


$\mathcal {L}$


$\Im _1$


$\Im _2$


     ℑ  1   ≃    ℑ  2  


$\Im _1 \simeq \Im _2$


   𝜋          ∶      𝐷  1   ↦    𝐷  2  


$\pi \colon D_1 \mapsto D_2$


$a$


$\mathcal {L}$


   𝜋  (    𝜑  1   (  𝑎  )  )  =    𝜑  2   (  𝑎  ) 


$\pi (\varphi _1(a)) = \varphi _2(a)$


$c$


$\mathcal {L}$


   𝜋  (    𝜑  1   (  𝑐  )  )  =    𝜑  2   (  𝑐  ) 


$\pi (\varphi _1(c)) = \varphi _2(c)$


$n$


$f$


$\mathcal {L}$


     𝑑  1   ,  ,  …  ,    𝑑  𝑛   ∈    𝐷  1  


$d_1,, \dots , d_n \in D_1$


   𝜋  (    𝜑  1   (  𝑓  )  (    𝑑  1   ,  …  ,    𝑑  𝑛   )  )  =    𝜑  2   (  𝑓  )  (  𝜋  (    𝑑  1   )  ,  …  ,  𝜋  (    𝑑  𝑛   )  ) 


$\pi (\varphi _1(f)(d_1,\dots ,d_n))=\varphi _2(f)(\pi (d_1),\dots ,\pi (d_n))$


$n$


$P$


$\mathcal {L}$


     𝑑  1   ,  …  ,    𝑑  𝑛   ∈    𝐷  1  


$d_1, \dots , d_n \in D_1$


   ⟨    𝑑  1   ,  …  ,    𝑑  𝑛   ⟩  ∈    𝜑  1   (  𝑃  )       gdw.       ⟨  𝜋  (    𝑑  1   )  ,  …  ,  𝜋  (    𝑑  𝑛   )  ⟩  ∈    𝜑  2   (  𝑃  ) 


$\langle d_1,\dots , d_n\rangle \in \varphi _1(P) \ \ \textN {gdw.} \ \ \langle \pi (d_1),\dots , \pi (d_n)\rangle \in \varphi _2(P)$


$R$


     𝑐  1   ,    𝑐  2   ,    𝑐  3   ,    𝑐  4   ,    𝑐  5   .    𝑐  6  


$c_1, c_2, c_3, c_4, c_5. c_6$


$\Im _1 =\langle D_1, \varphi _1\rangle $


     𝐷  1   =  {  1  ,  2  ,  3  ,  4  ,  5  ,  6  } 


$D_1 = \{1, 2, 3, 4, 5, 6\}$


     𝜑  1   (    𝑐  1   )  =  1  ,  …  ,    𝜑  1   (    𝑐  6   )  =  6 


$\varphi _1(c_1) = 1, \dots , \varphi _1(c_6) = 6$


     𝜑  1   (  𝑅  )  =  {  ⟨  1  ,  1  ⟩  ,  ⟨  2  ,  2  ⟩  ,  ⟨  1  ,  2  ⟩  ,  ⟨  1  ,  3  ⟩  ,  ⟨  2  ,  3  ⟩  ,  ⟨  3  ,  4  ⟩  ,  ⟨  4  ,  5  ⟩  ,  ⟨  4  ,  6  ⟩  ,  ⟨  5  ,  5  ⟩  ,  ⟨  6  ,  6  ⟩  ,  ⟨  5  ,  6  ⟩  } 


$\varphi _1(R) = \{\langle 1,1\rangle , \langle 2,2\rangle , \langle 1,2\rangle , \langle 1,3\rangle , \langle 2,3\rangle , \langle 3,4\rangle , \langle 4,5\rangle , \langle 4,6\rangle , \langle 5,5\rangle ,\hack {\\}\langle 6,6\rangle , \langle 5,6\rangle \}$


$\Im _2 =\langle D_2, \varphi _2\rangle $


     𝐷  2   =  {  𝐴  ,  𝐵  ,  𝐶  ,  𝐷  ,  𝐸  ,  𝐹  } 


$D_2 = \{A, B, C, D, E, F\}$


     𝜑  2   (    𝑐  1   )  =  𝐴  ,  …  ,    𝜑  2   (    𝑐  6   )  =  𝐹 


$\varphi _2(c_1) = A, \dots , \varphi _2(c_6) = F$


     𝜑  2   (  𝑅  )  =  {  ⟨  𝐴  ,  𝐴  ⟩  ,  ⟨  𝐵  ,  𝐵  ⟩  ,  ⟨  𝐴  ,  𝐵  ⟩  ,  ⟨  𝐴  ,  𝐶  ⟩  ,  ⟨  𝐵  ,  𝐶  ⟩  ,  ⟨  𝐶  ,  𝐷  ⟩  ,  ⟨  𝐷  ,  𝐸  ⟩  ,  ⟨  𝐷  ,  𝐹  ⟩  ,  ⟨  𝐸  ,  𝐸  ⟩  ,  ⟨  𝐹  ,  𝐹  ⟩  ,  ⟨  𝐸  ,  𝐹  ⟩  } 


$\varphi _2(R) = \{\langle A,A\rangle , \langle B,B\rangle , \langle A,B\rangle , \langle A,C\rangle , \langle B,C\rangle , \langle C,D\rangle , \langle D,E\rangle , \langle D,F\rangle , \langle E,E\rangle ,\hack {\\}\langle F,F\rangle , \langle E,F\rangle \}$


   𝜋 


$\pi $


   𝜋  (  1  )  =  𝐴 


$\pi (1) = A$


$\vdots $


   𝜋  (  6  )  =  𝐹 


$\pi (6) = F$


$c$


$\pi (\varphi _1(c)) = \varphi _2(c)$


     𝜑  1   (    𝑐  1   )  =  1 


$\varphi _1(c_1) = 1$


$\pi (1) = A$


     𝜑  2   (    𝑐  2   )  =  𝐴 


$\varphi _2(c_2) = A$


$R$


   1  ,  3  ∈    𝐷  1  


$1, 3 \in D_1$


   ⟨  1  ,  3  ⟩  ∈    𝜑  1   (  𝑅  )     gdw.     ⟨  𝜋  (  1  )  ,  𝜋  (  3  )  ⟩  ∈    𝜑  2   (  𝑅  ) 


$\langle 1, 3\rangle \in \varphi _1(R) \ \textN {gdw.} \ \langle \pi (1), \pi (3)\rangle \in \varphi _2(R)$


$\mathcal {L}$


$\Im _1 = \langle D_1, \varphi _1\rangle $


$\Im _2= \langle D_2, \varphi _2\rangle $


$\Im _1 \simeq \Im _2$


$\Im _1 \models A$


$\Im _2 \models A$


$A$


$\mathcal {L}$


$\Im _1 \simeq \Im _2$


$\Im _1 \equiv \Im _2$


$A$


$B$


   𝐴  →  𝐵 


$A \to B$


$C$


   ⊧  𝐴  →  𝐶 


$\models A \to C$


   ⊧  𝐶  →  𝐵 


$\models C \to B$


$C$


$A$


$B$


$C$


$A$


$B$


$C$


$C$


   ⊥ 


$\bot $


   ⊤ 


$\top $


$A$


$B$


   𝐴  →  𝐵 


$A\to B$


$A$


$B$


$P$


$P$


$P$


   𝐷  [    𝑣  1   ,  …  ,    𝑣  𝑛   ] 


$D[v_1, \dots , v_n]$


   ∀    𝑥  1   …  ∀    𝑥  𝑛   (  𝑃  (    𝑥  1   ,  …  ,    𝑥  𝑛   )  ↔  𝐷  [    𝑥  1   ,  …  ,    𝑥  𝑛   ]  ) 


$\forall x_1 \dots \forall x_n(P(x_1, \dots , x_n) \leftrightarrow D[x_1, \dots , x_n])$


     T  1  


$\mathsf {T}_1$


     T  2  


$\mathsf {T}_2$


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_2$


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_2$


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_2$


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_2$


     ℒ  1  


$\mathcal {L}_1$


$\mathsf {T}_1$


     ℒ  2  


$\mathcal {L}_2$


$\mathsf {T}_2$


   (  ⋅    )  ∗  


$(\cdot )^*$


$A$


$\mathcal {L}_1$


     𝐴  ∗  


$A^*$


$\mathcal {L}_2$


   (  𝐴  →  𝐵    )  ∗  


$(A \to B)^*$


   (    𝐴  ∗   →    𝐵  ∗   ) 


$(A^* \to B^*)$


   (  ¬  𝐴    )  ∗  


$(\neg A)^*$


   ¬  (    𝐴  ∗   ) 


$\neg (A^*)$


$\mathcal {L}_1$


   𝑃  [  𝑥  ] 


$P[x]$


$\mathcal {L}_2$


           (  ∀   𝑥𝐴   [  𝑥  ]    )  ∗     wird zu    ∀  𝑥  (  𝑃  [  𝑥  ]  →    𝐴  ∗   [  𝑥  ]  )          (  ∃   𝑥𝐴   [  𝑥  ]    )  ∗     wird zu    ∃  𝑥  (  𝑃  [  𝑥  ]  ∧    𝐴  ∗   [  𝑥  ]  )    


\begin {gather*}(\forall x A[x])^* \text { wird zu } \forall x(P[x] \to A^*[x])\\ (\exists x A[x])^* \text { wird zu } \exists x(P[x] \wedge A^*[x])\end {gather*}


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_2$


$A$


$\mathsf {T}_1$


$A^*$


$\mathsf {T}_2$


            Für alle Axiome    𝐴  ∈    T  1     gilt:      T  2   ⊢    𝐴  ∗     


\begin {equation*}\text {Für alle Axiome } A \in \mathsf {T}_1 \text { gilt: } \mathsf {T}_2 \vdash A^*\end {equation*}


$\mathsf {PA}$


$\mathsf {ZFC}$


   𝑃  [  𝑣  ] 


$P[v]$


     ℒ    𝑍  𝐹  𝐶   


$\mathcal {L}_{ZFC}$


$v$


$\overline {0}$


$\varnothing $


     𝑆  ‾   (  𝑣  ) 


$\overline {S}(v)$


   𝑣    ∪    {  𝑣  } 


$v \thinspace \cup \thinspace \{v\}$


$\mathsf {PA}$


$\mathsf {ZFC}$


$\mathsf {PA}$


   ∀  𝑥  (    𝑆  ‾   (  𝑥  )  ≠    0  ‾   ) 


$\forall x (\overline {S}(x) \neq \overline {0})$


$\mathsf {ZFC}$


   ∀  𝑥  (  𝑃  [  𝑥  ]  →  (  𝑥  ∪  {  𝑥  }  ≠  ∅  )  ) 


$\forall x (P[x] \to (x \cup \{x\} \neq \varnothing ))$


$\mathsf {ZFC}$


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_2$


$\mathsf {T}_2$


$\mathsf {T}_1$


            Widf   (    T  2   )    ⟹     Widf   (    T  1   )    


\begin {equation*}\mathsf {Widf}(\mathsf {T}_2) \implies \mathsf {Widf}(\mathsf {T}_1)\end {equation*}


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_2$


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_1$


     T  1   ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$\mathsf {T}_1 \vdash C\wedge \neg C$


$(\cdot )^*$


$C\wedge \neg C$


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_2$


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_1$


$\mathsf {T}_2$


$\mathsf {T}_2$


     T  2   ⊢  (  𝐶  ∧  ¬  𝐶    )  ∗  


$\mathsf {T}_2 \vdash (C \wedge \neg C)^*$


   (  𝐶  ∧  ¬  𝐶    )  ∗  


$(C \wedge \neg C)^*$


     𝐶  ∗   ∧  ¬    𝐶  ∗  


$C^* \wedge \neg C^*$


$\mathsf {T}_2$


$\mathsf {T}_2$


$\mathsf {T}_1$


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$A$


$\mathcal {L}$


$\Gamma \models A$


   ¬   Mod   (  Γ  ∪  {  ¬  𝐴  }  ) 


$\neg \mathsf {Mod}(\Gamma \cup \{\neg A\})$


$\Gamma $


$A$


$\Gamma $


$\neg A$


$\Gamma \vdash A$


    Widv   (  Γ  ∪  {  ¬  𝐴  }  ) 


$\mathsf {Widv}(\Gamma \cup \{\neg A\})$


$\mathsf {Widv}(\Gamma \cup \{\neg A\})$


$\Gamma \models A$


     𝑤  0  


$w_0$


     𝑤  1  


$w_1$


     𝑤  2  


$w_2$


$R$


     𝑤  1   𝑅    𝑤  2  


$w_1 R w_2$


$w_2$


$w_1$


$w_1$


$w_2$


$\neg A$


   𝐴  →  ⊥ 


$A \to \bot $


$A$


$A$


$A \vee \neg A$


$A \vee \neg A$


$A$


$\neg A$


$A$


$A$


$A$


$A \vdash A \vee B$


   ⊢  𝐴  →  𝐴  ∨  𝐵 


$\vdash A \to A \vee B$


$p$


$p$


$p$


$p$


   𝜆 


$\lambda $


$\lambda $


$\lambda $


       𝜆  


$_\lambda $


$\lambda $


$\lambda $


$_\lambda $


$\lambda $


$\lambda $


    Tr   (  𝑥  ) 


$\mathsf {Tr}(x)$


$x$


   𝑃  ↔  ¬  𝑃 


$P \leftrightarrow \neg P$


    Tr     (  ‵   𝜆 


$\mathsf {Tr}(`\lambda $


   )  ↔  ¬   Tr     (  ‵   𝜆 


$) \leftrightarrow \neg \mathsf {Tr}(`\lambda $


   Γ  ⇒  Δ 


$\Gamma \Rightarrow \Delta $


   Γ  ,  Δ 


$\Gamma , \Delta $


     𝜖  0  


$\epsilon _0$


$\epsilon _0$


     𝑐  7  


$c_7$


     𝑓  3  2   (    𝑎  2   ,    𝑐  5   ) 


$f^2_3(a_2, c_5)$


$\Im ^\Phi = \langle D^\Phi , \varphi ^\Phi \rangle $


   𝜑  (  𝑐  ) 


$\varphi (c)$


   𝜑  (  𝑓  (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ) 


$\varphi (f(t_1, \dots , t_n))$


$\mathsf {Se}$


$\mathsf {Se}$


$\mathsf {PA}$


$\mathcal {N}$


             𝑄  1     𝑥  1       𝑄  2     𝑥  2     …      𝑄  𝑛     𝑥  𝑛     𝑀    


\begin {equation*}Q_1 x_1\,Q_2 x_2\,\dots \,Q_n x_n\,M\end {equation*}


     𝑄  1     𝑥  1     …      𝑄  𝑛     𝑥  𝑛  


$Q_1 x_1\,\dots \,Q_n x_n$


     𝑄  𝑖  


$Q_i$


$\forall $


$\exists $


$M$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  ¬  𝑃  (  𝑥  )  ∨  𝑄  (  𝑦  )  ) 


$\forall x \exists y (\neg P(x) \vee Q(y))$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦 


$\forall x \exists y$


   (  𝑃  (  𝑥  )  →  𝑄  (  𝑦  )  ) 


$(P(x) \to Q(y))$


   ∃  𝑧  (  𝑃  (  𝑧  )  ∧  𝑄  (  𝑧  )  ) 


$\exists z (P(z) \wedge Q(z))$


   ∃  𝑧 


$\exists z$


   (  𝑃  (  𝑧  )  ∧  𝑄  (  𝑧  )  ) 


$(P(z) \wedge Q(z))$


   𝑅  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


$R(a,b)$


   ∀  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∨  ∃  𝑦  𝑄  (  𝑦  ) 


$\forall x P(x) \vee \exists y Q(y)$


$\vee $


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝑃  (  𝑥  )  ∨  𝑄  (  𝑦  )  ) 


$\forall x \exists y (P(x) \vee Q(y))$


   ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  →  ∃  𝑦  𝑅  (  𝑦  ,  𝑥  )  ) 


$\forall x (P(x) \to \exists y R(y,x))$


   ∃  𝑦 


$\exists y$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝑃  (  𝑥  )  →  𝑅  (  𝑦  ,  𝑥  )  ) 


$\forall x \exists y(P(x) \to R(y,x))$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  ¬  𝑃  (  𝑥  )  ∨  𝑅  (  𝑦  ,  𝑥  )  ) 


$\forall x \exists y(\neg P(x) \vee R(y,x))$


$A$


$\mathcal {L}$


$A'$


$\mathcal {L}$


$\mathsf {PA}$


$\mathsf {ZFC}$


   {  ∀  𝑥  (  𝑀  (  𝑥  )  →  𝑆  (  𝑥  )  )  ,  𝑀  (  𝑎  )  }  ⊧  𝑆  (  𝑎  ) 


$\{\forall x(M(x) \to S(x)), M(a)\} \models S(a)$


   𝑃  ∨  ¬  𝑃 


$P \vee \neg P$


   𝑃  ∧  ¬  𝑃 


$P \wedge \neg P$


   𝑃  (  𝑎  )  ∧  𝑃  (  𝑏  )  ∧  𝑃  (  𝑐  ) 


$P(a) \wedge P(b) \wedge P(c)$


   {  ¬  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑥  )  } 


$\{\neg \exists x(x=x)\}$


$\exists x P(x)$


$P(c) \to \exists x P(x)$


$P(c)$


   {  𝑃  (  𝑐  )  →  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ,  𝑃  (  𝑐  )  }  ⊢  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  ) 


$\{P(c) \to \exists x P(x), P(c)\} \vdash \exists x P(x)$


$\cS $


$\vdash A$


$\models A$


$\mathsf {Se}$


$\models A$


$\vdash A$


$\Gamma $


$\Delta $


$\Gamma $


$n$


$G$


$H$


$a$


   𝐺  (  𝑎  )  ∧  𝐻  (  𝑎  ) 


$G(a)\land H(a)$


$=$


   𝐸  ! 


$E!$


$\Gamma \models A$


$\Gamma \vdash A$


$\models $


$\vdash $


           ∀    𝑥  1   ∃    𝑥  2   ∀    𝑥  3   ∀    𝑥  4   ∃    𝑥  5   …  ∃    𝑥   10    𝑃  (    𝑥  1   ,  …  ,    𝑥   10    )    


\begin {equation*}\forall x_1 \exists x_2 \forall x_3 \forall x_4 \exists x_5 \dots \exists x_{10} P(x_1, \dots , x_{10})\end {equation*}


   k 


$\mathsf {k}$


   𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎   10    ) 


$P(a_1, \dots , a_{10})$


           k  (  𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎   10    )  )  =  0    


\begin {equation*}\mathsf {k}(P(a_1, \dots , a_{10})) = 0\end {equation*}


   k  (  𝑄  𝑥  𝐴  )  =  k  (  𝐴  )  +  1 


$\mathsf {k}(Qx A) = \mathsf {k}(A) + 1$


   0  +   10   =   10  


$0 + 10 = \mathbf {10}$


$(P(a) \wedge P(a) \wedge P(a) \wedge P(a) \wedge P(a))$


$\mathcal {L}$


$A$


$B$


$(A \wedge B)$


           (  (  (  (  𝑃  (  𝑎  )  ∧  𝑃  (  𝑎  )  )  ∧  𝑃  (  𝑎  )  )  ∧  𝑃  (  𝑎  )  )  ∧  𝑃  (  𝑎  )  )    


\begin {equation*}((((P(a) \wedge P(a)) \wedge P(a)) \wedge P(a)) \wedge P(a))\end {equation*}


$R^3_1(a_1, b_2, a_1) \vee \exists x_5(x_5 = a_1 \wedge P^1_1(a_1))$


$\mathcal {L}$


$(A \vee B)$


           (    𝑅  1  3   (    𝑎  1   ,    𝑏  2   ,    𝑎  1   )  ∨  ∃    𝑥  5   (    𝑥  5   =    𝑎  1   ∧    𝑃  1  1   (    𝑎  1   )  )  )    


\begin {equation*}(R^3_1(a_1, b_2, a_1) \vee \exists x_5(x_5 = a_1 \wedge P^1_1(a_1)))\end {equation*}


   (    𝑅  1  3   (    𝑎  1   ,    𝑏  2   ,    𝑎  1   )  ∨  ∃    𝑥  5   (    𝑥  5   =    𝑎  1   ∧    𝑃  1  1   (    𝑎  1   )  )  ) 


$(R^3_1(a_1, b_2, a_1) \vee \exists x_5(x_5 = a_1 \wedge P^1_1(a_1)))$


$R^3_1(a_1, b_2, a_1)$


   ∃    𝑥  5   (    𝑥  5   =    𝑎  1   ∧    𝑃  1  1   (    𝑎  1   )  ) 


$\exists x_5(x_5 = a_1 \wedge P^1_1(a_1))$


   (    𝑎  5   =    𝑎  1   ∧    𝑃  1  1   (    𝑎  1   )  ) 


$(a_5 = a_1 \wedge P^1_1(a_1))$


$a_5 = a_1$


     𝑃  1  1   (    𝑎  1   ) 


$P^1_1(a_1)$


     𝑅  1  3   ↪    𝑃  ′  ‴  


$R^3_1 \hookrightarrow P'''_{\prime }$


     𝑎  1   ↪    𝑎  ′  


$a_1 \hookrightarrow a_{\prime }$


     𝑏  2   ↪    𝑎    ′  ′   


$b_2 \hookrightarrow a_{\prime \prime }$


     𝑥  5   ↪    𝑥    ′  ′  ′  ′  ′   


$x_5 \hookrightarrow x_{\prime \prime \prime \prime \prime }$


     𝑃  1  1   ↪    𝑃  ′  ′  


$P^1_1 \hookrightarrow P'_{\prime }$
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\begin {equation*}\underbrace {6}_( \underbrace {4010111}_{\text {P}} \underbrace {6}_(\underbrace {201}_{a_{\prime }} \underbrace {8}_, \underbrace {2011}_{a_{\prime \prime }} \underbrace {8}_, \underbrace {201}_{a_{\prime }} \underbrace {7}_) \underbrace {911}_{\vee } \dots \dots \underbrace {7}_) \underbrace {7}_)\end {equation*}


$A$


$\mathcal {L}$


$A$


$\mathcal {L}$


$g$


$g^{-1}$


$\mathcal {L}$


$\mathcal {L}$


$\mathcal {L}$


$A$


   𝑔  (  𝐴  ) 


$g(A)$


$g$


   (    𝑃  ′  ‴   (    𝑎  ′   ,    𝑎    ′  ′    ,    𝑎  ′   )  ∨  ∃    𝑥    ′  ′  ′  ′  ′    (    𝑥    ′  ′  ′  ′  ′    =    𝑎  ′   ∧    𝑃  ′  ′   (    𝑎  ′   )  )  ) 


$(P'''_{\prime }(a_{\prime }, a_{\prime \prime }, a_{\prime }) \vee \exists x_{\prime \prime \prime \prime \prime }(x_{\prime \prime \prime \prime \prime } = a_{\prime } \wedge P'_{\prime }(a_{\prime })))$


$(P'''_{\prime }(a_{\prime }, a_{\prime \prime }, a_{\prime }) \vee \exists x_{\prime \prime \prime \prime \prime }(x_{\prime \prime \prime \prime \prime } = a_{\prime } \wedge P'_{\prime }(a_{\prime })))$


     𝑃  ′  ‴   (    𝑎  ′   ,    𝑎    ′  ′    ,    𝑎  ′   ) 


$P'''_{\prime }(a_{\prime }, a_{\prime \prime }, a_{\prime })$


   ∃    𝑥    ′  ′  ′  ′  ′    (    𝑥    ′  ′  ′  ′  ′    =    𝑎  ′   ∧    𝑃  ′  ′   (    𝑎  ′   )  ) 


$\exists x_{\prime \prime \prime \prime \prime }(x_{\prime \prime \prime \prime \prime } = a_{\prime } \wedge P'_{\prime }(a_{\prime }))$


$($


$\vee $


$)$


   𝑔  (    𝑃  ′  ‴   (    𝑎  ′   ,    𝑎    ′  ′    ,    𝑎  ′   )  ∨  ∃    𝑥    ′  ′  ′  ′  ′    (    𝑥    ′  ′  ′  ′  ′    =    𝑎  ′   ∧    𝑃  ′  ′   (    𝑎  ′   )  )  ) 


$g(P'''_{\prime }(a_{\prime }, a_{\prime \prime }, a_{\prime }) \vee \exists x_{\prime \prime \prime \prime \prime }(x_{\prime \prime \prime \prime \prime } = a_{\prime } \wedge P'_{\prime }(a_{\prime })))$


   𝑔  (    𝑃  ′  ‴   (    𝑎  ′   ,    𝑎    ′  ′    ,    𝑎  ′   )  ∨  ∃    𝑥    ′  ′  ′  ′  ′    (    𝑥    ′  ′  ′  ′  ′    =    𝑎  ′   ∧    𝑃  ′  ′   (    𝑎  ′   )  )  )  =  6  ⋅  0  ⋅  𝑔  (    𝑃  ′  ‴   (    𝑎  ′   ,    𝑎    ′  ′    ,    𝑎  ′   )  )  ⋅  0  ⋅   91   ⋅  0  ⋅  𝑔  (  ∃    𝑥    ′    ′    ′    ′    ′    (    𝑥    ′    ′    ′    ′    ′    =    𝑎  ′   ∧    𝑃  ′  ′   (    𝑎  ′   )  )  )  ⋅  0  ⋅  7 


$g(P'''_{\prime }(a_{\prime }, a_{\prime \prime }, a_{\prime }) \vee \exists x_{\prime \prime \prime \prime \prime }(x_{\prime \prime \prime \prime \prime } = a_{\prime } \wedge P'_{\prime }(a_{\prime }))) = 6 \cdot 0 \cdot g(P'''_{\prime }(a_{\prime }, a_{\prime \prime }, a_{\prime }))\cdot 0 \cdot 91\cdot 0 \cdot g(\exists x'''''(x''''' = a' \wedge P'_{\prime }(a'))) \cdot 0 \cdot 7$


   ⋅ 


$\cdot $


$g^{-1}$


   6  …   911   …  7 


$6\dots 911\dots 7$


$($


$P'''_{\prime }(a_{\prime }, a_{\prime \prime }, a_{\prime })$


$\vee $


$\exists x_{\prime \prime \prime \prime \prime }(x_{\prime \prime \prime \prime \prime } = a_{\prime } \wedge P'_{\prime }(a_{\prime }))$


$)$


   ↪    ¬ 


$\hookrightarrow \ \neg $


   ↪    ∧ 


$\hookrightarrow \ \wedge $


   ↪    ∨ 


$\hookrightarrow \ \vee $


   ↪    → 


$\hookrightarrow \ \to $


$0$


$0$


$g$


$A$


$B$


   𝑔  (  𝐴  )  =  𝑔  (  𝐵  ) 


$g(A) = g(B)$


   𝑁 


$N$


$N$


     𝑧  1   ,    𝑧  2   ,    𝑧  3   ,  …  ,    𝑧  𝑘  


$z_1, z_2, z_3, \dots , z_k$


$0$


$z_1, z_2, z_3, \dots , z_k$


$N$


    91110   … 


$91110\dots $


    9111  


$9111$


$\to $


$\neg $


    90   … 


$90\dots $


    111  


$111$


    91110  


$91110$


$N$


$N$


$N$


$A$


$B$


$N$


$g$


$A_1, \dots , A_n, B$


$\mathcal {L}$


$A_1 \wedge \dots \wedge A_n \models B$


$A_1, \dots , A_n \models B$


$A_1 \wedge \dots \wedge A_n \models B$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   ℑ  ⊧    𝐴  1   ∧  ⋯  ∧    𝐴  𝑛  


$\Im \models A_1 \wedge \dots \wedge A_n$


$\Im \models B$


$\Im \models A_1 \wedge \dots \wedge A_n$


   ℑ  ⊧    𝐴  1  


$\Im \models A_1$


   ℑ  ⊧    𝐴  2   …  ℑ  ⊧    𝐴  𝑛  


$\Im \models A_2 \dots \Im \models A_n$


   ℑ  ⊧  {    𝐴  1   ,    𝐴  2   ,  …  ,    𝐴  𝑛   } 


$\Im \models \{A_1, A_2, \dots , A_n\}$


   ℑ  ⊧    𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛  


$\Im \models A_1, \dots , A_n$


$\Im \models B$


$\Im $


$\Im $


$\Im \models A_1, \dots , A_n$


$\Im \models B$


$A_1, \dots , A_n \models B$


$A_1, \dots , A_n \models B$


$A_1 \wedge \dots \wedge A_n \models B$


$A, B, C$


$\mathcal {L}$


$A \leftrightarrow B \models C \leftrightarrow C[B/A]$


$C[B/A]$


$A$


$C$


$B$


$C$


$\Im $


$\Im \models A \leftrightarrow B$


$\Im \models C \leftrightarrow C[B/A]$


$C$


$P(a_1, \dots , a_n)$


$C$


$A$


$C[B/A]$


$B$


$\Im \models A \leftrightarrow B$


   ℑ  ⊧  𝐶  ↔  𝐵 


$\Im \models C \leftrightarrow B$


$C$


$A$


$C[B/A]$


$C$


   ℑ  ⊧  𝐶  ↔  𝐶 


$\Im \models C \leftrightarrow C$


$F$


$\mathcal {L}$


$C$


$\Im \models F \leftrightarrow F[B/A]$


$C$


$C$


   ¬  𝐷 


$\neg D$


$\Im \models F \leftrightarrow F[B/A]$


$C[B/A]$


   (  ¬  𝐷  )  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$(\neg D)[B/A]$


   ¬  (  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  ) 


$\neg (D[B/A])$


   ℑ  ⊧  𝐶  ↔  ¬  (  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  ) 


$\Im \models C \leftrightarrow \neg (D[B/A])$


   ℑ  ⊧  ¬  𝐷 


$\Im \models \neg D$


   ℑ    ⊧   𝐷 


$\Im \not \models D$


$\Im \not \models D$


   ℑ    ⊧   𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$\Im \not \models D[B/A]$


$\Im \not \models D[B/A]$


   ℑ  ⊧  ¬  (  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  ) 


$\Im \models \neg (D[B/A])$


   ¬  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$\neg D[B/A]$


$\neg D[B/A]$


$C[B/A]$


$C$


   𝐷  ∨  𝐸 


$D \vee E$


$\Im \models F \leftrightarrow F[B/A]$


$C[B/A]$


   (  𝐷  ∨  𝐸  )  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$(D \vee E)[B/A]$


   (  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  ∨  𝐸  [  𝐵  /  𝐴  ]  ) 


$(D[B/A]\vee E[B/A])$


   ℑ  ⊧  𝐶  ↔  (  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  ∨  𝐸  [  𝐵  /  𝐴  ]  ) 


$\Im \models C \leftrightarrow (D[B/A] \vee E[B/A])$


   ℑ  ⊧  𝐷  ∨  𝐸 


$\Im \models D \vee E$


   ℑ  ⊧  𝐷 


$\Im \models D$


   ℑ  ⊧  𝐸 


$\Im \models E$


$\Im \models D$


   ℑ  ⊧  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$\Im \models D[B/A]$


$\Im \models E$


   ℑ  ⊧  𝐸  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$\Im \models E[B/A]$


$\Im \models D[B/A]$


$\Im \models E[B/A]$


   ℑ  ⊧  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  ∨  𝐸  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$\Im \models D[B/A]\vee E[B/A]$


   𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  ∨  𝐸  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$D[B/A] \vee E[B/A]$


$C[B/A]$


$C$


   ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ] 


$\exists xD[x]$


$C$


$A$


$C[B/A]$


$B$


   ℑ  ⊧  𝐶  ↔  𝐵 


$\Im \models C\leftrightarrow B$


$C$


$A$


$A$


$C$


$D$


$D$


$C$


$C[B/A]$


   (  ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ]  )  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$(\exists xD[x])[B/A]$


   ∃  𝑥  (  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  )  [  𝑥  ] 


$\exists x(D[B/A])[x]$


$x$


$A$


$B$


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ] 


$\Im \models \exists xD[x]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  𝐷  [    𝑑  •   ] 


$\Im \models D[d^\bullet ]$


   𝐷  [    𝑑  •   ] 


$D[d^\bullet ]$


$C$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  (  𝐷  [    𝑑  •   ]  )  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$\Im \models (D[d^\bullet ])[B/A]$


   (  𝐷  [    𝑑  •   ]  )  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$(D[d^\bullet ])[B/A]$


   (  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  )  [    𝑑  •   ] 


$(D[B/A])[d^\bullet ]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  (  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  )  [    𝑑  •   ] 


$\Im \models (D[B/A])[d^\bullet ]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models (D[B/A])[d^\bullet ]$


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  (  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  )  [  𝑥  ] 


$\Im \models \exists x (D[B/A])[x]$


   𝐷  →  𝐸 


$D \to E$


   𝐷  ∧  𝐸 


$D \wedge E$


   ∀  𝑥  𝐷  [  𝑥  ] 


$\forall xD[x]$


$\forall xA[x] \to A[a]$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


           ℑ    ⊧   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑎  ]    


\begin {equation*}\Im \not \models \forall xA[x] \to A[a]\end {equation*}


$\Im $


$\Im \models \forall xA[x]$


   ℑ    ⊧   𝐴  [  𝑎  ] 


$\Im \not \models A[a]$


$\Im \models \forall xA[x]$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models A[d^\bullet ]$


$d^\bullet $


$a$


   ℑ  ⊧  𝐴  [  𝑎  ] 


$\Im \models A[a]$


$\models \exists y\forall x(A[y] \vee (A[x] \to B))$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   ℑ    ⊧   ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑦  ]  ∨  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  )  ) 


$\Im \not \models \exists y\forall x(A[y] \vee (A[x] \to B))$


$\Im \not \models \exists y\forall x(A[y] \vee (A[x] \to B))$


   ℑ  ⊧  ¬  ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑦  ]  ∨  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  )  ) 


$\Im \models \neg \exists y\forall x(A[y] \vee (A[x] \to B))$


   ℑ  ⊧  ∀  𝑦  ∃  𝑥  (  ¬  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ¬  𝐵  )  ) 


$\Im \models \forall y \exists x (\neg A[y] \wedge (A[x] \wedge \neg B))$


     𝑑  1  •   ∈  ℒ  (  ℑ  ) 


$d_1^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


     𝑑  2  •   ∈  ℒ  (  ℑ  ) 


$d_2^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  ¬  𝐴  [    𝑑  1  •   ]  ∧  (  𝐴  [    𝑑  2  •   ]  ¬  𝐵  ) 


$\Im \models \neg A[d_1^\bullet ] \wedge (A[d_2^\bullet ] \neg B)$


$d_1^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  ¬  𝐴  [    𝑑  1  •   ] 


$\Im \models \neg A[d_1^\bullet ]$


$d_1^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


   ℑ    ⊧   𝐴  [    𝑑  1  •   ] 


$\Im \not \models A[d_1^\bullet ]$


$d_2^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  𝐴  [    𝑑  2  •   ] 


$\Im \models A[d_2^\bullet ]$


   ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑦  ]  ∨  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  )  ) 


$\exists y\forall x(A[y] \vee (A[x] \to B))$


   ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  →  𝐴  ⊧  ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  →  𝐴  ) 


$\exists xP(x) \to A \models \forall x(P(x) \to A)$


$x$


$A$


$\Im $


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  →  𝐴 


$\Im \models \exists xP(x) \to A$


   ℑ    ⊧   ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  →  𝐴  ) 


$\Im \not \models \forall x(P(x) \to A)$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ    ⊧   (  𝑃  (    𝑑  •   )  →  𝐴  ) 


$\Im \not \models (P(d^\bullet ) \to A)$


   ℑ  ⊧  𝑃  (    𝑑  •   ) 


$\Im \models P(d^\bullet )$


$\Im \not \models A$


   ℑ    ⊧   ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  →  𝐴 


$\Im \not \models \exists xP(x) \to A$


   ∃  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  →  ∀  𝑦  𝑃  (  𝑦  )  ) 


$\exists x(P(x) \to \forall yP(y))$


$\Im $


   ℑ  ⊧  ∀  𝑦  𝑃  (  𝑦  ) 


$\Im \models \forall yP(y)$


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  →  ∀  𝑦  𝑃  (  𝑦  )  ) 


$\Im \models \exists x(P(x) \to \forall yP(y))$


   ℑ    ⊧   ∀  𝑦  𝑃  (  𝑦  ) 


$\Im \not \models \forall yP(y)$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ    ⊧   𝑃  (    𝑑  •   ) 


$\Im \not \models P(d^\bullet )$


   ℑ  ⊧  𝑃  (    𝑑  •   )  →  ∀  𝑦  𝑃  (  𝑦  ) 


$\Im \models P(d^\bullet ) \to \forall yP(y)$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models \exists x(P(x) \to \forall yP(y))$


$\neg \exists x\forall y(A[x,y] \leftrightarrow \neg A[y,y])$


$\neg \exists x\forall y(A[x,y] \leftrightarrow \neg A[y,y])$


           ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑦  ,  𝑦  ]  )    


\begin {equation*}\exists x\forall y(A[x,y] \leftrightarrow \neg A[y,y])\end {equation*}


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑦  ,  𝑦  ]  ) 


$\Im \models \exists x\forall y(A[x,y] \leftrightarrow \neg A[y,y])$


$D$


     𝑑  0  


$d_0$


$d_0$


$\Im $


           ℑ  ⊧  ∀  𝑦  (  𝐴  [    𝑑  0  •   ,  𝑦  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑦  ,  𝑦  ]  )    


\begin {equation*}\Im \models \forall y(A[d_0^\bullet , y] \leftrightarrow \neg A[y,y])\end {equation*}


$y$


$d_0$


     𝑑  0  •  


$d_0^\bullet $


           ℑ  ⊧  𝐴  [    𝑑  0  •   ,    𝑑  0  •   ]  ↔  ¬  𝐴  [    𝑑  0  •   ,    𝑑  0  •   ]    


\begin {equation*}\Im \models A[d_0^\bullet , d_0^\bullet ] \leftrightarrow \neg A[d_0^\bullet , d_0^\bullet ]\end {equation*}


   𝐴  [    𝑑  0  •   ,    𝑑  0  •   ]  ↔  ¬  𝐴  [    𝑑  0  •   ,    𝑑  0  •   ] 


$A[d_0^\bullet , d_0^\bullet ] \leftrightarrow \neg A[d_0^\bullet , d_0^\bullet ]$


$\neg \exists x\forall y(A[x,y] \leftrightarrow \neg A[y,y])$


$\forall x(P(x) \vee Q(x)) \to \forall xP(x) \vee \forall xQ(x)$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   ℑ  ⊧  ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∨  𝑄  (  𝑥  )  ) 


$\Im \models \forall x(P(x) \vee Q(x))$


   ℑ    ⊧   ∀  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∨  ∀  𝑥  𝑄  (  𝑥  ) 


$\Im \not \models \forall xP(x) \vee \forall xQ(x)$


   𝐷  =  {  1  ,  2  } 


$D = \{1,2\}$


   𝜑  (  𝑎  )  =  1  ,  𝜑  (  𝑏  )  =  2 


$\varphi (a) = 1, \varphi (b) =2$


   𝜑  (  𝑃  )  =  {  1  }  ,  𝜑  (  𝑄  )  =  {  2  } 


$\varphi (P) = \{1\}, \varphi (Q) = \{2\}$


$\Im \models \forall x(P(x) \vee Q(x))$


   ℑ    ⊧   𝑃  (  𝑏  ) 


$\Im \not \models P(b)$


   ℑ    ⊧   𝑄  (  𝑎  ) 


$\Im \not \models Q(a)$


   ℑ    ⊧   ∀  𝑥  𝑃  (  𝑥  ) 


$\Im \not \models \forall xP(x)$


   ℑ    ⊧   ∀  𝑥  𝑄  (  𝑥  ) 


$\Im \not \models \forall xQ(x)$


   ∀  𝑥  (  𝑥  =  𝑥  )  →  ∀  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\forall x(x=x) \to \forall x(x=a)$


   ℑ  ⊧  ∀  𝑥  (  𝑥  =  𝑥  ) 


$\Im \models \forall x(x=x)$


   𝜑  (  𝑎  )  ≠  𝜑  (  𝑏  ) 


$\varphi (a) \not = \varphi (b)$


   ℑ    ⊧   𝑏  =  𝑎 


$\Im \not \models b = a$


   ℑ    ⊧   ∀  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\Im \not \models \forall x(x=a)$


   ∀  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\forall x(x=a)$


   ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  →  ∀  𝑦  𝑃  (  𝑦  )  ) 


$\forall x(P(x) \to \forall yP(y))$


   ℑ    ⊧   ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  →  ∀  𝑦  𝑃  (  𝑦  )  ) 


$\Im \not \models \forall x(P(x) \to \forall yP(y))$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


   ℑ    ⊧   𝑃  (    𝑑  •   )  →  ∀  𝑦  𝑃  (  𝑦  )  ) 


$\Im \not \models P(d^\bullet ) \to \forall yP(y))$


   𝜑  (  𝑎  )  =  𝜑  (    𝑑  •   ) 


$\varphi (a) = \varphi (d^\bullet )$


$\Im \models P(d^\bullet )$


$\Im \not \models P(b)$


$\Im \not \models \forall yP(y)$


   ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∧  ∃  𝑥  𝑄  (  𝑥  )  →  ∃  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )  ) 


$\exists x P(x) \wedge \exists x Q(x) \to \exists x(P(x) \wedge Q(x))$


   (  𝑃  (  𝑎  )  ∨  𝑄  (  𝑎  )  )  ↔  ¬  (  𝑃  (  𝑎  )  →  ¬  𝑄  (  𝑎  )  ) 


$(P(a) \vee Q(a)) \leftrightarrow \neg (P(a) \to \neg Q(a))$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


$\Im \models P(a)$


$\Im \not \models Q(a)$


   ℑ  ⊧  𝑃  (  𝑎  )  ∨  𝑄  (  𝑎  ) 


$\Im \models P(a) \vee Q(a)$


   ℑ  ⊧  ¬  𝑄  (  𝑎  ) 


$\Im \models \neg Q(a)$


   ℑ  ⊧  𝑃  (  𝑎  )  →  ¬  𝑄  (  𝑎  ) 


$\Im \models P(a) \to \neg Q(a)$


   ℑ    ⊧   ¬  (  𝑃  (  𝑎  )  →  ¬  𝑄  (  𝑎  )  ) 


$\Im \not \models \neg (P(a) \to \neg Q(a))$


   ∃  𝑥  ∃  𝑦  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  → 


$\exists x \exists y(\neg (x =y) \wedge A[x] \wedge A[y] \to $


   ∃  𝑥  ∃  𝑦  ∃  𝑧  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  ∧  ¬  (  𝑥  =  𝑧  )  ∧  ¬  (  𝑦  =  𝑧  )  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  𝐴  [  𝑧  ]  ) 


$\exists x \exists y \exists z(\neg (x =y) \wedge \neg (x=z) \wedge \neg (y=z) \wedge A[x] \wedge A[y]\wedge A[z])$


$A$


$A$


$A$


$\forall x\exists yR(x,y) \to \exists y\forall xR(x,y)$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   𝐷  =  {  1  ,  2  } 


$D =\{1, 2\}$


   𝜑  (  𝑅  )  =  {  ⟨  1  ,  2  ⟩  ,  ⟨  2  ,  1  ⟩  } 


$\varphi (R) = \{\langle 1, 2\rangle , \langle 2, 1 \rangle \}$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  𝑅  (  𝑥  ,  𝑦  ) 


$\forall x\exists yR(x,y)$


$x$


$y$


$D$


$R$


   ∃  𝑦  ∀  𝑥  𝑅  (  𝑥  ,  𝑦  ) 


$\exists y\forall xR(x,y)$


$y$


$x$


$R$


   ⟨  1  ,  1  ⟩ 


$\langle 1,1\rangle $


   ⟨  2  ,  2  ⟩ 


$\langle 2,2\rangle $


$R$


   ∃    𝑥  1   ∃    𝑥  2   (    𝑥  1   ≠    𝑥  2   ) 


$\exists x_1 \exists x_2 (x_1 \neq x_2)$


$\Im _1 =\langle D_1, \varphi _1\rangle $


     𝐷  1   =  {  1  ,  2  } 


$D_1 = \{1, 2\}$


     𝜑  1  


$\varphi _1$


$\exists x_1 \exists x_2 (x_1 \neq x_2)$


$\Im _1$


     1  •   ≠    2  •  


$1^\bullet \neq 2^\bullet $


$\Im _1$


   ≠ 


$\not =$


$\exists x_1 \exists x_2 (x_1 \neq x_2)$


$\Im _2 =\langle D_2, \varphi _2\rangle $


     𝐷  2   =  {  1  } 


$D_2 = \{1\}$


$\exists x_1 \exists x_2 (x_1 \neq x_2)$


$\Im _2$


     𝑑  1   ,    𝑑  2   ∈    𝐷  2  


$d_1, d_2 \in D_2$


     𝑑  1   ≠    𝑑  2  


$d_1 \neq d_2$


     𝑑  1  


$d_1$


$d_2$


     1  •   ≠    1  •  


$1^\bullet \not = 1^\bullet $


$\Im _2$


           ∃    𝑥  1   ∃    𝑥  2   ∃    𝑥  3   ∃    𝑥  4   (    𝑥  1   ≠    𝑥  2   ∧    𝑥  1   ≠    𝑥  3   ∧    𝑥  1   ≠    𝑥  4   ∧    𝑥  2   ≠    𝑥  3   ∧    𝑥  2   ≠    𝑥  4   ∧    𝑥  3   ≠    𝑥  4   )    


\begin {equation*}\exists x_1 \exists x_2 \exists x_3 \exists x_4 (x_1 \neq x_2 \wedge x_1 \neq x_3 \wedge x_1 \neq x_4 \wedge x_2 \neq x_3 \wedge x_2 \neq x_4 \wedge x_3 \neq x_4)\end {equation*}


     ℑ  3   =  ⟨    𝐷  3   ,    𝜑  3   ⟩ 


$\Im _3 =\langle D_3, \varphi _3\rangle $


     𝐷  3   =  {    𝑑  1   ,    𝑑  2   ,    𝑑  3   ,    𝑑  4   } 


$D_3 = \{d_1, d_2, d_3, d_4\}$


     ℑ  3  


$\Im _3$


   𝜑  (    𝑑  𝑖  •   )  =    𝑑  𝑖  


$\varphi (d_i^\bullet ) = d_i$


   1  ≤  𝑖  ≤  4 


$1 \leq i \leq 4$


   ℑ  ⊧    𝑑  𝑖  •   ≠    𝑑  𝑗  •  


$\Im \models d^\bullet _i \neq d^\bullet _j$


   𝑖  ≠  𝑗 


$i \neq j$


           ∀  𝑥  ¬  𝑅  (  𝑥  ,  𝑥  )  ∧  ∀  𝑥  ∀  𝑦  ∀  𝑧  (  𝑅  (  𝑥  ,  𝑦  )  ∧  𝑅  (  𝑦  ,  𝑧  )  →  𝑅  (  𝑥  ,  𝑧  )  )  ∧  ∀  𝑥  ∃  𝑦  𝑅  (  𝑥  ,  𝑦  )    


\begin {equation*}\forall x\neg R(x, x) \wedge \forall x \forall y \forall z(R(x,y) \wedge R(y, z) \to R(x, z)) \wedge \forall x\exists y R(x,y)\end {equation*}


$R$


   ∀  𝑥  ¬  𝑅  (  𝑥  ,  𝑥  ) 


$\forall x\neg R(x, x)$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  ∀  𝑧  (  𝑅  (  𝑥  ,  𝑦  )  ∧  𝑅  (  𝑦  ,  𝑧  )  →  𝑅  (  𝑥  ,  𝑧  )  ) 


$\forall x \forall y \forall z(R(x,y) \wedge R(y, z) \to R(x, z))$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  𝑅  (  𝑥  ,  𝑦  ) 


$\forall x\exists y R(x,y)$


   (  ℕ  ,  <  ) 


$(\mathbb {N}, <)$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   𝐷  =  {    𝑑  1   ,  …  ,    𝑑  𝑛   } 


$D = \{d_1, \dots , d_n\}$


$\forall x\exists y R(x,y)$


$d_1$


             𝑑  1             −       →       𝑅        𝑑  2             −       →       𝑅        𝑑  3             −       →       𝑅      …    


\begin {equation*}d_1 \xrightarrow {R} d_2 \xrightarrow {R} d_3 \xrightarrow {R} \dots \end {equation*}


   ⟨    𝑑  𝑖   ,    𝑑    𝑖  +  1    ⟩  ∈  𝜑  (  𝑅  ) 


$\langle d_i, d_{i+1}\rangle \in \varphi (R)$


   𝑖  ≥  1 


$i \ge 1$


$D$


$n$


$n+1$


   𝑗  >  𝑖 


$j > i$


     𝑑  𝑖   =    𝑑  𝑗  


$d_i = d_j$


$R$


     𝑑  𝑖  


$d_i$


     𝑑  𝑗  


$d_j$


   𝑅  (    𝑑  𝑖  •   ,    𝑑  𝑗  •   ) 


$R(d_i^\bullet , d_j^\bullet )$


$d_i = d_j$


   𝑅  (    𝑑  𝑖  •   ,    𝑑  𝑖  •   ) 


$R(d_i^\bullet , d_i^\bullet )$


   ∀  𝑥  ¬  𝑅  (  𝑥  ,  𝑥  ) 


$\forall x \neg R(x,x)$


           ¬  ∃  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ]    ⊢  S   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]    


\begin {equation*}\neg \exists x \neg A[x]\vdash _{\cS } \forall x A[x]\end {equation*}


$\neg A[a] \vdash \exists x \neg A[x]$


$\neg \exists x \neg A[x] \vdash \neg \neg A[a]$


$\neg \neg A[a] \vdash A[a]$


$\neg \exists x \neg A[x] \vdash A[a]$


   ¬  ∃  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\neg \exists x \neg A[x] \vdash \forall x A[x]$


$a$


   ¬  (  ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵  )    ⊢   Se    𝐴 


$\neg (\neg A \vee \neg B) \vdash _{\cSe } A$


   ¬  𝐴  ⊢  ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵 


$\neg A \vdash \neg A \vee \neg B$


   ¬  (  ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵  )  ⊢  ¬  ¬  𝐴 


$\neg (\neg A \vee \neg B) \vdash \neg \neg A$


$\neg \neg A \vdash A$


   ¬  (  ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵  )  ⊢  𝐴 


$\neg (\neg A \vee \neg B) \vdash A$


$\mathsf {Se}$


               ¬  𝐵  ,    Φ    ⊢    ¬  𝐴     𝐴  ,    Φ    ⊢    𝐵      


\begin {equation*}\frac {\neg B,\,\Phi \ \vdash \ \neg A}{A,\,\Phi \ \vdash \ B}\end {equation*}


   ¬  𝐵  ,  Φ  ⊢  ¬  𝐴 


$\neg B, \Phi \vdash \neg A$


   ¬  𝐴  ,  𝐴  ,  Φ  ⊢  𝐵 


$\neg A, A, \Phi \vdash B$


   ¬  𝐵  ,  𝐴  Φ  ⊢  𝐵 


$\neg B, A \Phi \vdash B$


   𝐵  ,  𝐴  ,  Φ  ⊢  𝐵 


$B, A, \Phi \vdash B$


$B \vdash B$


   𝐴  ,  Φ  ⊢  𝐵 


$A, \Phi \vdash B$


$\mathsf {Se}$


               Φ  ⊢  𝐴        Φ  ⊢  ¬  𝐴  ∨  𝐵     Φ  ⊢  𝐵      


\begin {equation*}\frac {\Phi \vdash A \ \ \ \Phi \vdash \neg A \vee B}{\Phi \vdash B}\end {equation*}


$\Phi \vdash A$


$A \vdash \neg \neg A$


   Φ  ⊢  ¬  ¬  𝐴 


$\Phi \vdash \neg \neg A$


$\neg \neg A, \neg A \vee B \vdash B$


   ¬  𝐴  ∨  𝐵  ,  Φ  ⊢  𝐵 


$\neg A \vee B, \Phi \vdash B$


   Φ  ⊢  ¬  𝐴  ∨  𝐵 


$\Phi \vdash \neg A \vee B$


$\Phi \vdash B$


$\mathsf {S}$


\begin {equation*}\frac {A, \Gamma \ \vdash C \ \ \ B, \Phi \ \vdash C}{A \vee B, \Phi , \ \Gamma \ \vdash C}\end {equation*}


   𝐴  ,  Γ  ⊢  𝐶 


$A, \Gamma \vdash C$


   Γ  ⊢  𝐴  →  𝐶 


$\Gamma \vdash A \to C$


$B, \Phi \vdash C$


   Φ  ⊢  𝐵  →  𝐶 


$\Phi \vdash B \to C$


$A \to C, B \to C, A \vee B \vdash C$


   𝐵  →  𝐶  ,  𝐴  ∨  𝐵  ,  Φ  ,  Γ  ⊢  𝐶 


$B \to C, A \vee B, \Phi , \Gamma \vdash C$


   𝐴  ∨  𝐵  ,  Φ  ,  Γ  ⊢  𝐶 


$A \vee B, \Phi , \Gamma \vdash C$


$\vdash \exists y(A[y] \to \forall xA[x])$


   ¬  𝐸  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$\neg E \vdash C\wedge \neg C$


   ⊢  𝐸 


$\vdash E$


   ¬  ∃  𝑦  (  𝐴  [  𝑦  ]  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  ⊢  ∀  𝑦  ¬  (  𝐴  [  𝑦  ]  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ) 


$\neg \exists y(A[y] \to \forall xA[x]) \vdash \forall y\neg (A[y] \to \forall xA[x])$


   ∀  𝑦  ¬  (  𝐴  [  𝑦  ]  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  ⊢  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  ¬  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ) 


$\forall y\neg (A[y] \to \forall xA[x]) \vdash \forall y(A[y] \wedge \neg \forall xA[x])$


   S  ⊢  ¬  (  𝐸  →  𝐶  )  ↔  (  𝐸  ∧  ¬  𝐶  ) 


$\cS \vdash \neg (E \to C) \leftrightarrow (E \wedge \neg C)$


   ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  ¬  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  ⊢  ∀  𝑦  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  ¬  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\forall y(A[y] \wedge \neg \forall xA[x]) \vdash \forall yA[y] \wedge \neg \forall xA[x]$


   (  S  ⊢  ∀  𝑦  (  𝐸  [  𝑦  ]  ∧  𝐶  )  ↔  (  ∀  𝑦  𝐸  [  𝑦  ]  ∧  𝐶  ) 


$(\cS \vdash \forall y(E[y] \wedge C) \leftrightarrow (\forall y E[y] \wedge C)$


   ∀  𝑦  𝐴  [  𝑦  ]  ↔  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\forall yA[y] \leftrightarrow \forall xA[x]$


$\mathsf {S}$


   ∀  𝑦  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  ¬  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ⊢  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ¬  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\forall yA[y] \wedge \neg \forall xA[x] \vdash \forall xA[x] \wedge \neg \forall xA[x]$


   ¬  ∃  𝑦  (  𝐴  [  𝑦  ]  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  ⊢  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ¬  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\neg \exists y(A[y] \to \forall xA[x]) \vdash \forall xA[x] \wedge \neg \forall xA[x]$


$\vdash \exists y(A[y] \to \forall xA[x])$


$A, B, C$


$\mathcal {L}$


$A \leftrightarrow B \vdash C \leftrightarrow C[B/A]$


$C[B/A]$


$A$


$C$


$B$


$C$


$C$


$C$


$A$


$C[B/A]$


$B$


   𝐴  ↔  𝐵    ⊢  S   𝐴  ↔  𝐵 


$A \leftrightarrow B \vdash _{\cS } A \leftrightarrow B$


$C$


$A$


$A$


$C$


$C$


$C[B/A]$


$C$


   𝐴  ↔  𝐵    ⊢  S   𝐶  ↔  𝐶 


$A \leftrightarrow B \vdash _{\cS } C\leftrightarrow C$


$C$


$C$


$C$


$\neg D$


$(\neg D)[B/A]$


$\neg (D[B/A])$


   k  (  𝐷  )  <  k  (  ¬  𝐷  ) 


$\mathsf {k}(D) < \mathsf {k}(\neg D)$


   𝐴  ↔  𝐵    ⊢  S   𝐷  ↔  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$A \leftrightarrow B \vdash _{\cS } D \leftrightarrow D[B/A]$


$\cS $


   𝐸  ↔  𝐹  ⊣  ⊢  ¬  𝐸  ↔  ¬  𝐹 


$E \leftrightarrow F \dashv \vdash \neg E \leftrightarrow \neg F$


   𝐴  ↔  𝐵    ⊢  S   ¬  𝐷  ↔  ¬  (  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  ) 


$A \leftrightarrow B \vdash _{\cS } \neg D \leftrightarrow \neg (D[B/A])$


$C$


$D \vee E$


   (  𝐸  ∨  𝐸  )  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$(E \vee E)[B/A]$


   (  𝐷  [  𝐵  /  𝐴  ]  ∧  𝐸  [  𝐵  /  𝐴  ]  ) 


$(D[B/A] \wedge E[B/A])$


   𝐴  ↔  𝐵  ⊢  𝐷  ↔  𝐸  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$A\leftrightarrow B \vdash D \leftrightarrow E[B/A]$


   𝐴  ↔  𝐵  ⊢  𝐷  ↔  𝐸  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$A\leftrightarrow B\vdash D \leftrightarrow E[B/A]$


$\mathsf {S}$


   𝐻  ↔    𝐻  ′   ,  𝐹  ↔    𝐹  ′   ⊢  (  𝐻  ∨  𝐹  )  ↔  (    𝐻  ′   ∨    𝐹  ′   ) 


$H \leftrightarrow H', F \leftrightarrow F' \vdash (H \vee F) \leftrightarrow (H' \vee F')$


$C$


   ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ] 


$\exists x D[x]$


   ∀  𝑥  𝐷  [  𝑥  ] 


$\forall x D[x]$


$C$


$A$


$C[B/A]$


$B$


$A \leftrightarrow B \vdash _{\cS } A \leftrightarrow B$


$A$


   𝐷  [  𝑣  ] 


$D[v]$


   𝐴  ↔  𝐵  ⊢  𝐷  [  𝑎  ]  ↔  𝐷  [  𝑎  ]  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$A \leftrightarrow B \vdash D[a] \leftrightarrow D[a][B/A]$


$a$


   𝐴  ↔  𝐵  ⊢  𝐷  [  𝑎  ]  →  𝐷  [  𝑎  ]  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$A \leftrightarrow B \vdash D[a] \to D[a][B/A]$


   𝐴  ↔  𝐵  ⊢  𝐷  [  𝑎  ]  [  𝐵  /  𝐴  ]  →  𝐷  [  𝑎  ] 


$A \leftrightarrow B \vdash D[a][B/A] \to D[a]$


   𝐷  [  𝑎  ]  ,  𝐴  ↔  𝐵  ⊢  𝐷  [  𝑎  ]  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$D[a], A \leftrightarrow B \vdash D[a][B/A]$


   𝐷  [  𝑎  ]  [  𝐵  /  𝐴  ]  ,  𝐴  ↔  𝐵  ⊢  ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ]  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$D[a][B/A], A \leftrightarrow B \vdash \exists xD[x][B/A]$


   𝐷  [  𝑎  ]  ,  𝐴  ↔  𝐵  ⊢  ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ]  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$D[a], A \leftrightarrow B \vdash \exists xD[x][B/A]$


   ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ]  ,  𝐴  ↔  𝐵  ⊢  ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ]  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$\exists xD[x], A \leftrightarrow B \vdash \exists xD[x][B/A]$


   𝐴  ↔  𝐵  ⊢  ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ]  →  ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ]  [  𝐵  /  𝐴  ] 


$A \leftrightarrow B\vdash \exists xD[x] \to \exists xD[x][B/A]$


   𝐴  ↔  𝐵  ⊢  ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ]  [  𝐵  /  𝐴  ]  →  ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ] 


$A \leftrightarrow B \vdash \exists xD[x][B/A] \to \exists xD[x]$


   𝐴  ↔  𝐵  ⊢  ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ]  [  𝐵  /  𝐴  ]  ↔  ∃  𝑥  𝐷  [  𝑥  ] 


$A \leftrightarrow B \vdash \exists xD[x][B/A] \leftrightarrow \exists xD[x]$


   ⊢  𝑎  =  𝑏  →  𝐴  [  𝑎  ]  ↔  𝐵  [  𝑏  ] 


$\vdash a=b \to A[a] \leftrightarrow B[b]$


           𝑎  =  𝑏  ,  (  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ⊢  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  )    .    


\begin {equation*}a = b, (P(t_1, \dots , a, \dots , t_n) \vdash P(t_1, \dots , b, \dots , t_n))\:.\end {equation*}


$a = b, A[a] \vdash A[b]$


$\vdash a=b \to A[a] \leftrightarrow B[b]$


$\cS $


$A$


   𝑎  =  𝑏  ,  (  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ⊢  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ) 


$a = b, (P(t_1, \dots , a, \dots , t_n) \vdash P(t_1, \dots , b, \dots , t_n))$


   𝑎  =  𝑏  ⊢  (  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  →  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ) 


$a = b \vdash (P(t_1, \dots , a, \dots , t_n) \to P(t_1, \dots , b, \dots , t_n))$


   𝑎  =  𝑏  ,  (  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ⊢  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ) 


$a = b, (P(t_1, \dots , b, \dots , t_n) \vdash P(t_1, \dots , a, \dots , t_n))$


   𝑎  =  𝑏  ⊢  (  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  →  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ) 


$a = b \vdash (P(t_1, \dots , b, \dots , t_n) \to P(t_1, \dots , a, \dots , t_n))$


   𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  →  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ,  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  →  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$P(t_1, \dots , a, \dots , t_n) \to P(t_1, \dots , b, \dots , t_n), P(t_1, \dots , b, \dots , t_n) \to P(t_1, \dots , a, \dots , t_n)$


   ⊢  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ↔  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$\vdash P(t_1, \dots , a, \dots , t_n) \leftrightarrow P(t_1, \dots , b, \dots , t_n)$


   𝑎  =  𝑏  ⊢  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ↔  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$a = b \vdash P(t_1, \dots , a, \dots , t_n) \leftrightarrow P(t_1, \dots , b, \dots , t_n)$


   ⊢  𝑎  =  𝑏  →  (  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑎  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ↔  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,  𝑏  ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ) 


$\vdash a = b \to (P(t_1, \dots , a, \dots , t_n) \leftrightarrow P(t_1, \dots , b, \dots , t_n))$


   𝑘  <  𝑚 


$k < m$


$A$


$\neg B$


   𝑎  =  𝑏  ,  𝐵  [  𝑎  ]  ⊢  𝐵  [  𝑏  ] 


$a = b, B[a] \vdash B[b]$


   𝑎  =  𝑏  ,  ¬  𝐵  [  𝑏  ]  ⊢  ¬  𝐵  [  𝑎  ] 


$a = b, \neg B[b] \vdash \neg B[a]$


   𝑎  =  𝑏  ⊢  ¬  𝐵  [  𝑏  ]  →  ¬  𝐵  [  𝑎  ] 


$a = b \vdash \neg B[b] \to \neg B[a]$


   𝑎  =  𝑏  ,  𝐵  [  𝑏  ]  ⊢  𝐵  [  𝑎  ] 


$a = b, B[b] \vdash B[a]$


   𝑎  =  𝑏  ⊢  ¬  𝐵  [  𝑎  ]  →  ¬  𝐵  [  𝑏  ] 


$a = b \vdash \neg B[a] \to \neg B[b]$


   ¬  𝐵  [  𝑏  ]  →  ¬  𝐵  [  𝑎  ]  ,  ¬  𝐵  [  𝑎  ]  →  ¬  𝐵  [  𝑏  ]  ⊢  ¬  𝐵  [  𝑎  ]  ↔  𝐵  [  𝑏  ] 


$\neg B[b] \to \neg B[a], \neg B[a] \to \neg B[b] \vdash \neg B[a] \leftrightarrow B[b]$


   𝑎  =  𝑏  ⊢  ¬  𝐵  [  𝑎  ]  ↔  ¬  𝐵  [  𝑏  ] 


$a = b \vdash \neg B[a] \leftrightarrow \neg B[b]$


$A$


$B \vee C$


$\cS $


   𝑎  =  𝑏  ⊢  𝐵  [  𝑎  ]  ↔  𝐵  [  𝑏  ] 


$a = b \vdash B[a] \leftrightarrow B[b]$


$a = b \vdash B[a] \leftrightarrow B[b]$


   𝑎  =  𝑏  ⊢  𝐵  [  𝑎  ]  ∨  𝐶  [  𝑎  ]  ↔  𝐵  [  𝑏  ]  ∨  𝐶  [  𝑏  ] 


$a = b \vdash B[a] \vee C[a] \leftrightarrow B[b] \vee C[b]$


$\cS $


$B \wedge C$


$B \to C$


$A$


   ∃  𝑥  𝐵  [  𝑣  ,  𝑥  ] 


$\exists xB[v,x]$


   𝑎  =  𝑏  ,  𝐵  [  𝑎  ,  𝑐  ]  ⊢  𝐵  [  𝑏  ,  𝑐  ] 


$a = b, B[a, c] \vdash B[b, c]$


   𝐵  [  𝑏  ,  𝑐  ]  ⊢  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑏  ,  𝑥  ] 


$B[b, c] \vdash \exists xB[b,x]$


   𝑎  =  𝑏  ,  𝐵  [  𝑎  ,  𝑐  ]  ⊢  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑏  ,  𝑥  ] 


$a = b, B[a, c] \vdash \exists xB[b, x]$


   𝑎  =  𝑏  ,  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑎  ,  𝑥  ]  ⊢  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑏  ,  𝑥  ] 


$a = b, \exists xB[a, x] \vdash \exists xB[b, x]$


   𝑎  =  𝑏  ,  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑏  ,  𝑥  ]  ⊢  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑎  ,  𝑥  ] 


$a = b, \exists xB[b, x] \vdash \exists xB[a, x]$


   𝑎  =  𝑏  ⊢  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑎  ,  𝑥  ]  ↔  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑏  ,  𝑥  ] 


$a = b \vdash \exists xB[a, x] \leftrightarrow \exists x B[b, x]$


$\cS $


$A$


   ∀  𝑥  𝐵  [  𝑣  ,  𝑥  ] 


$\forall x B[v,x]$


$\exists xB[v,x]$


$\mathsf {S}$


$\Gamma [a] \vdash A[a]$


$\Gamma [b] \vdash A[b]$


$\Gamma [a]$


$A[a]$


$\cS $


$k=0$


$a$


   ¬  𝑃  (  𝑎  ,  𝑐  )  ,  𝑃  (  𝑎  ,  𝑐  )  ∨  ∃  𝑥  ∃  𝑦  𝑄  (  𝑥  ,  𝑦  )  ⊢  ∃  𝑦  𝑄  (  𝑥  ,  𝑦  ) 


$\neg P(a, c), P(a, c) \vee \exists x \exists yQ(x,y) \vdash \exists yQ(x,y)$


   ¬  𝑃  (  𝑏  ,  𝑐  )  ,  𝑃  (  𝑏  ,  𝑐  )  ∨  ∃  𝑥  ∃  𝑦  𝑄  (  𝑥  ,  𝑦  )  ⊢  ∃  𝑦  𝑄  (  𝑥  ,  𝑦  ) 


$\neg P(b, c), P(b, c) \vee \exists x \exists yQ(x,y) \vdash \exists yQ(x,y)$


   𝑃  (  𝑎  ,    𝑐  1   ,    𝑐  2   )  ⊢  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑎  ,  𝑥  ,    𝑐  2   ) 


$P(a, c_1, c_2) \vdash \exists xP(a, x, c_2)$


   𝑃  (  𝑎  ,    𝑐  1   ,    𝑐  2   )  ⊢  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑏  ,  𝑥  ,    𝑐  2   ) 


$P(a, c_1, c_2) \vdash \exists xP(b, x, c_2)$


   ∀  𝑥  𝑄  (  𝑥  ,  𝑏  )  ⊢  𝑄  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


$\forall xQ(x, b) \vdash Q(a,b)$


   ∀  𝑥  𝑄  (  𝑥  ,  𝑏  )  ⊢  𝑄  (  𝑏  ,  𝑏  ) 


$\forall xQ(x, b) \vdash Q(b,b)$


$0$


$\cS $


$P(m)$


   𝑚  <  𝑘 


$m<k$


$k > 0$


$\Gamma [a] \vdash A[a]$


$A[a]$


   ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ,  𝑎  ] 


$\forall xB[x, a]$


   Γ  [  𝑎  ]  ⊢  𝐵  [  𝑐  ,  𝑎  ] 


$\Gamma [a] \vdash B[c,a]$


$c$


$a$


$b$


   Γ  [  𝑏  ]  ⊢  𝐵  [  𝑐  ,  𝑏  ] 


$\Gamma [b] \vdash B[c,b]$


   Γ  [  𝑎  ]  ⊢  𝐵  [  𝑏  ,  𝑎  ] 


$\Gamma [a] \vdash B[b,a]$


$\Gamma [a] \vdash B[b,a]$


$b$


$c$


$a$


$b$


$\Gamma $


$\Delta $


$\mathcal {L}$


$\mathsf {Widf}$


$\Gamma $


$\Delta $


$\Gamma $


$\mathsf {Widf}$


$\Delta $


$\Rightarrow $


$\Gamma $


$\Delta $


$\Delta \subseteq \Gamma $


   (  Δ  ) 


$(\Delta )$


$\Delta $


$\Delta \subseteq \Gamma $


$(\Delta )$


     Δ  ′  


$\Delta '$


     Δ  ′   ⊢  𝐴 


$\Delta ' \vdash A$


     Δ  ′   ⊢  ¬  𝐴 


$\Delta ' \vdash \neg A$


     Δ  ′   ⊆  Γ 


$\Delta ' \subseteq \Gamma $


$\Gamma \vdash A$


   Γ  ⊢  ¬  𝐴 


$\Gamma \vdash \neg A$


$\Gamma $


$\Leftarrow $


$\Delta $


$\Gamma $


$\Delta $


$\Gamma $


     𝐵  1   ,  …  ,    𝐵  𝑛  


$B_1,\dots , B_n$


$\Gamma $


     𝐵  1   ,  …  ,    𝐵  𝑛   ⊢  𝐴 


$B_1,\dots , B_n\vdash A$


     𝐵  1   ,  …  ,    𝐵  𝑛   ⊢  ¬  𝐴 


$B_1,\dots , B_n \vdash \neg A$


$\vdash $


   {    𝐵  1   ,  …  ,    𝐵  𝑛   }  =  Δ 


$\{B_1,\dots , B_n\} = \Delta $


$\Delta $


$\Delta \subseteq \Gamma $


$\Delta $


$\Delta $


   𝑎  . 


$a.$


$\Phi \vdash A$


    Widv   (  Φ  ∪  {  ¬  𝐴  }  ) 


$\mathsf {Widv}(\Phi \cup \{\neg A\})$


   𝑏  . 


$b.$


$\Phi \vdash \neg A$


$\mathsf {Widv}(\Phi \cup \{A\})$


   𝑐  . 


$c.$


$\mathsf {Widf}(\Gamma )$


    Widf   (  Γ  ∪  {  𝐴  }  ) 


$\mathsf {Widf}(\Gamma \cup \{A\})$


    Widf   (  Γ  ∪  {  ¬  𝐴  }  ) 


$\mathsf {Widf}(\Gamma \cup \{\neg A\})$


$a.$


$\Rightarrow $


$\Phi \vdash A$


   Φ  ,  ¬  𝐴  ⊢  ¬  𝐴 


$\Phi , \neg A \vdash \neg A$


   Φ  ,  ¬  𝐴  ⊢  𝐴 


$\Phi , \neg A \vdash A$


   Φ  ∪  {  ¬  𝐴  } 


$\Phi \cup \{\neg A\}$


$\Delta $


   ⇐  ∶ 


$\Leftarrow :$


$\Phi \cup \{\neg A\}$


$\Phi , \neg A \vdash A$


   Φ  ,  𝐴  ⊢  𝐴 


$\Phi , A \vdash A$


$\Phi \vdash A$


$c.$


$\Gamma $


   Γ  ∪  {  𝐴  }  ) 


$\Gamma \cup \{A\})$


   Γ  ∪  {  ¬  𝐴  }  )  ) 


$\Gamma \cup \{\neg A\}))$


$\Gamma \cup \{A\})$


   Γ  ∪  {  ¬  𝐴  }  ) 


$\Gamma \cup \{\neg A\})$


   Γ  ,  𝐴  ⊢  𝐵  ∧  ¬  𝐵 


$\Gamma , A \vdash B \wedge \neg B$


$\Gamma , \neg A \vdash B \wedge \neg B$


   Γ  ⊢  𝐵  ∧  ¬  𝐵 


$\Gamma \vdash B \wedge \neg B$


$\Gamma $


$\Gamma $


$\Gamma $


$\Gamma \cup \{A\})$


$\Gamma \cup \{\neg A\})$


$\Gamma $


$\Gamma \cup \{A\})$


$\Gamma \cup \{\neg A\})$


$A$


$\mathcal {L}$


$\Im $


$\mathcal {L}$


$\Xi $


   Ξ  ∶  =  {  𝐴  ∈  ℒ    |    ℑ  ⊧  𝐴  } 


$\Xi := \{A \in \mathcal {L} ~|~ \Im \models A\}$


$\Xi $


$\Xi $


$A$


$\mathcal {L}$


$\Im \models A$


$\Im \models \neg A$


   𝐴  ∈  Ξ 


$A \in \Xi $


   ¬  𝐴  ∈  Ξ 


$\neg A \in \Xi $


   Ξ  ⊢  𝐴 


$\Xi \vdash A$


   Ξ  ⊢  ¬  𝐴 


$\Xi \vdash \neg A$


$\Xi $


   ℑ    ⊧   ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Im \not \models \exists xA[x]$


   ℑ  ⊧  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Im \models \neg \exists xA[x]$


   ℑ  ⊧  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐴  [    𝑑  •   ] 


$\Im \models \neg \exists xA[x] \vee A[d^\bullet ]$


$\Im \models \exists xA[x]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models A[d^\bullet ]$


$\Im \models \neg \exists xA[x] \vee A[d^\bullet ]$


$\Im \models \neg \exists xA[x] \vee A[d^\bullet ]$


   ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐴  [    𝑑  •   ]  ∈  Ξ 


$\neg \exists xA[x] \vee A[d^\bullet ] \in \Xi $


   Ξ  ⊢  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐴  [    𝑑  •   ] 


$\Xi \vdash \neg \exists xA[x] \vee A[d^\bullet ]$


$\mathsf {Ser}$


$\mathsf {MaxWidf}_2$


$\mathsf {MaxWidf}_2$


$\Phi $


$\mathsf {MaxWidf}_2$


$\Phi $


$\mathsf {Widf}(\Phi )$


$A$


$\Phi $


$A \notin \Phi $


$\Phi \cup \{A\}$


$\mathsf {Widv}(\Phi \cup \{A\})$


$\Phi $


$\mathcal {L}$


$\mathcal {L}$


$\exists xA[x]$


$c$


   ¬  ∃   𝑥𝐴   [  𝑥  ]  ∨  𝐴  [  𝑐  ]  ∈  Φ 


$\neg \exists xA[x] \vee A[c] \in \Phi $


$\Phi $


$\mathcal {L}$


$\Phi $


$\mathcal {L}$


   ¬  𝐴  ∈  Φ 


$\neg A \in \Phi $


   𝐴  ∉  Φ 


$A \not \in \Phi $


   𝐴  ∨  𝐵  ∈  Φ 


$A \vee B \in \Phi $


   𝐴  ∈  Φ 


$A \in \Phi $


   𝐵  ∈  Φ 


$B \in \Phi $


   ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∈  Φ 


$\exists xA[x] \in \Phi $


$a$


   𝐴  [  𝑎  ]  ∈  Φ 


$A[a] \in \Phi $


$\Phi $


$\mathcal {L}$


$\Phi $


$\Im ^\Phi = \langle D^\Phi , \varphi ^\Phi \rangle $


$D^\Phi $


$\Phi $


$\varphi ^\Phi $


$\varphi ^\Phi $


\begin {equation*}\varphi ^\Phi (a) = a \quad \text {für jeden Term } a\:.\end {equation*}


$\varphi ^\Phi $


           ⟨    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ⟩  ∈    𝜑  Φ   (    𝑃  𝑛   )     :gdw.       𝑃  𝑛   (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   )  ∈  Φ    


\begin {equation*}\langle a_1, \dots , a_n\rangle \in \varphi ^\Phi (P^n) \ \textN {:gdw.} \ P^n(a_1, \dots , a_n) \in \Phi \end {equation*}


$A$


$\Phi $


$\Im ^\Phi $


$A$


$\mathcal {L}$


             ℑ  Φ   ⊧  𝐴     genau dann, wenn     𝐴  ∈  Φ    .    


\begin {equation*}\Im ^\Phi \models A \quad \text {genau dann, wenn} \quad A \in \Phi \:.\end {equation*}


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


    Mod   (  Γ  ) 


$\mathsf {Mod}(\Gamma )$


$\Delta $


$\Gamma $


    Mod   (  Δ  ) 


$\mathsf {Mod}(\Delta )$


$\mathsf {Mod}(\Gamma )$


$\mathsf {Widf}(\Gamma )$


$\mathsf {Widf}(\Gamma )$


$\Delta $


$\Gamma $


    Widf   (  Δ  ) 


$\mathsf {Widf}(\Delta )$


$\Delta $


$\Gamma $


$\mathsf {Widf}(\Delta )$


$\Delta $


$\Gamma $


$\mathsf {Mod}(\Delta )$


$\mathsf {Mod}(\Gamma )$


$\Delta $


$\Gamma $


$\mathsf {Mod}(\Delta )$


$\mathsf {T}$


$\mathsf {T}$


$\kappa $


$\kappa $


$1$


$2$


$\Psi $


$\Psi $


$\kappa $


$\mathcal {L}$


$\mathsf {T}$


$\kappa $


$c$


     ℒ  ′  


$\mathcal {L}^{\prime }$


$\mathsf {T}$


$\mathsf {T}'$


   (    𝑐  𝑖   ≠    𝑐  𝑗   ) 


$(c_i \neq c_j)$


   𝑖  ≠  𝑗  <  𝜅 


$i \neq j < \kappa $


     T  ′   =  T  ∪  {    𝑐  𝑖   ≠    𝑐  𝑗   ∣  𝑖  ≠  𝑗  <  𝜅  } 


$\mathsf {T}^{\prime } =\mathsf {T}\cup \{c_i\ne c_j\mid i\ne j<\kappa \}$


$\mathsf {T}'$


$\mathsf {T}'$


$\mathsf {T}'$


$(c_i \neq c_j)$


$\kappa $


$\kappa $


$\mathcal {L}^{\prime }$


$\kappa $


$\Im _1 = \langle D_1, \varphi _1\rangle $


$\Im _2= \langle D_2, \varphi _2\rangle $


$\Im _1 \simeq \Im _2$


$\Im _1 \models A$


$\Im _2 \models A$


$A$


$\mathcal {L}$


$\Im _1 = \langle D_1, \varphi _1\rangle $


$\Im _2= \langle D_2, \varphi _2\rangle $


$\mathcal {L}$


$\Im _1$


$\Im _2$


$\Im _1 \simeq \Im _2$


   𝜋          ∶      𝐷  1   →    𝐷  2  


$\pi \colon D_1 \to D_2$


$a$


$\mathcal {L}$


$\pi (\varphi _1(a)) = \varphi _2(a)$


$c$


$\mathcal {L}$


$\pi (\varphi _1(c)) = \varphi _2(c)$


$d^\bullet $


   ℒ  (    ℑ  1   ) 


$\mathcal {L}(\Im _1)$


   𝜋  (    𝜑  1   (    𝑑  •   )  )  =    𝜑  2   (    𝑑  •   ) 


$\pi (\varphi _1(d^\bullet )) = \varphi _2(d^\bullet )$


$n$


$f$


$\mathcal {L}$


$d_1,, \dots , d_n \in D_1$


$\pi (\varphi _1(f)(d_1,\dots ,d_n))=\varphi _2(f)(\pi (d_1),\dots ,\pi (d_n))$


$n$


$P$


$\mathcal {L}$


$d_1, \dots , d_n \in D_1$


$\langle d_1,\dots , d_n\rangle \in \varphi _1(P) \ \ \textN {gdw.} \ \ \langle \pi (d_1),\dots , \pi (d_n)\rangle \in \varphi _2(P)$


$A$


$\mathcal {L}$


$A$


$P(a_1,\dots , a_n)$


     ℑ  1   ⊧  𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ) 


$\Im _1 \models P(a_1, \dots , a_n)$


   ⟨    𝜑  1   (    𝑎  1   )  ,  …  ,    𝜑  1   (    𝑎  𝑛   )  ⟩  ∈    𝜑  1   (  𝑃  ) 


$\langle \varphi _1(a_1), \dots , \varphi _1(a_n)\rangle \in \varphi _1(P)$


$a_i$


$1\leq i \leq n$


$\mathcal {L}$


   𝜋  (    𝜑  1   (    𝑎  𝑖   )  )  =    𝜑  2   (    𝑎  𝑖   ) 


$\pi (\varphi _1(a_i)) = \varphi _2(a_i)$


$n$


$P$


$\mathcal {L}$


$d_1, \dots , d_n \in D_1$


$\langle d_1,\dots , d_n\rangle \in \varphi _1(P) \ \ \textN {gdw.} \ \ \langle \pi (d_1),\dots , \pi (d_n)\rangle \in \varphi _2(P)$


$\langle \varphi _1(a_1), \dots , \varphi _1(a_n)\rangle \in \varphi _1(P)$


   ⟨    𝜑  2   (    𝑎  1   )  ,  …  ,    𝜑  2   (    𝑎  𝑛   )  ⟩  ∈    𝜑  2   (  𝑃  ) 


$\langle \varphi _2(a_1), \dots , \varphi _2(a_n)\rangle \in \varphi _2(P)$


$\Im _1 \models P(a_1, \dots , a_n)$


     ℑ  2   ⊧  𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   ) 


$\Im _2 \models P(a_1, \dots , a_n)$


$A$


$\exists xB[x]$


     ℑ  1   ⊧  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\Im _1 \models \exists xB[x]$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im _1)$


$\Im _1 \models B[d^\bullet ]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im _1)$


$\pi (\varphi _1(d^\bullet )) = \varphi _2(d^\bullet )$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im _1)$


$\Im _1 \models B[d^\bullet ]$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im _2)$


$\Im _2 \models B[d^\bullet ]$


     ℑ  2   ⊧  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\Im _2 \models \exists xB[x]$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im _2)$


$\Im _2 \models B[d^\bullet ]$


$\Im _1 \models \exists xB[x]$


$\Im _2 \models \exists xB[x]$


$\mathsf {PA}$


$\mathcal {N}$


$\mathsf {PA}$


$\mathcal {N} = \langle \mathbb {N}_0, \varphi \rangle $


   𝒩  ⊧  ∀  𝑥  (  𝑥    ×  ‾     0  ‾   =    0  ‾   ) 


$\mathcal {N} \models \forall x (x \overline {\times } \overline {0} = \overline {0})$


$\forall $


$n$


$\mathbb {N}_0$


   (    𝑛  ‾     ×  ‾     0  ‾   =    0  ‾   ) 


$(\overline {n} \overline {\times } \overline {0} = \overline {0})$


$\mathcal {N}$


   𝑛  ∈    ℕ  0  


$n \in \mathbb {N}_0$


     𝑛  ‾     ×  ‾     0  ‾  


$\overline {n} \overline {\times } \overline {0}$


           𝜑  (    𝑛  ‾     ×  ‾     0  ‾   )  =  𝜑  (    ×  ‾   )  (  𝜑  (    𝑛  ‾   )  ,  𝜑  (    0  ‾   )  )  =  𝑛  ×  0    


\begin {equation*}\varphi (\overline {n} \overline {\times } \overline {0}) = \varphi (\overline {\times })(\varphi (\overline {n}), \varphi (\overline {0})) = n \times 0\end {equation*}


     𝑛  ‾  


$\overline {n}$


$n$


     2  ‾   =    𝑆  ‾   (    𝑆  ‾   (    0  ‾   )  ) 


$\overline {2} = \overline {S}(\overline {S}(\overline {0}))$


   𝑛  ×  0  =  0 


$n\times 0=0$


$\overline {n} \overline {\times } \overline {0}$


$\overline {0}$


$=$


     𝑛  ‾     ×  ‾     0  ‾   =    0  ‾  


$\overline {n} \overline {\times } \overline {0} = \overline {0}$


$\mathcal {N}$


$n$


   ∀  𝑥  (  𝑥    ×  ‾     0  ‾   =  0  ) 


$\forall x(x \overline {\times } \overline {0} = 0)$


$\mathcal {N}$


   𝒩  ⊧  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥    ×  ‾     𝑆  ‾   (  𝑦  )  =  (  𝑥    ×  ‾   𝑦  )    +  ‾   𝑥  ) 


$\mathcal {N} \models \forall x \forall y(x \overline {\times } \overline {S}(y) = (x \overline {\times } y) \overline {+} x)$


$\forall $


   𝑛  ,  𝑚 


$n, m$


$\mathbb {N}_0$


     𝑛  ‾     ×  ‾     𝑆  ‾   (    𝑚  ‾   )  =  (    𝑛  ‾     ×  ‾     𝑚  ‾   )    +  ‾     𝑛  ‾   ) 


$\overline {n} \overline {\times } \overline {S}(\overline {m}) = (\overline {n} \overline {\times } \overline {m}) \overline {+} \overline {n})$


$\mathcal {N}$


   𝑛  ,  𝑚  ∈    ℕ  0  


$n, m \in \mathbb {N}_0$


     𝑛  ‾     ×  ‾     𝑆  ‾   (    𝑚  ‾   ) 


$\overline {n} \overline {\times } \overline {S}(\overline {m})$


           𝜑  (    𝑛  ‾     ×  ‾     𝑆  ‾   (    𝑚  ‾   )  )  =  𝜑  (    ×  ‾   )  (  𝜑  (    𝑛  ‾   )  ,  𝜑  (    𝑆  ‾   (    𝑚  ‾   )  )  )  =  𝑛  ×  𝑆  (  𝑚  )    


\begin {equation*}\varphi (\overline {n} \overline {\times } \overline {S}(\overline {m})) = \varphi (\overline {\times })(\varphi (\overline {n}), \varphi (\overline {S}(\overline {m}))) = n \times S(m)\end {equation*}


   𝑛  ×  𝑆  (  𝑚  )  =  (  𝑛  ×  𝑚  )  +  𝑛 


$n \times S(m) = (n \times m) + n$


$\overline {n} \overline {\times } \overline {S}(\overline {m})$


   (    𝑛  ‾     ×  ‾     𝑚  ‾   )    +  ‾     𝑛  ‾   ) 


$(\overline {n} \overline {\times } \overline {m}) \overline {+} \overline {n})$


$=$


$\overline {n} \overline {\times } \overline {S}(\overline {m}) = (\overline {n} \overline {\times } \overline {m}) \overline {+} \overline {n})$


$\mathcal {N}$


$n, m$


$\forall x \forall y(x \overline {\times } \overline {S}(y) = (x \overline {\times } y) \overline {+} x)$


$\mathcal {N}$


$\mathsf {PA}$


$\mathbb {N}_0$


$\mathcal {N}$


   𝐴  [  𝑣  ] 


$A[v]$


$\mathcal {L}_{\mathsf {PA}}$


           𝒩  ⊧  (  𝐴  [    0  ‾   ]  ∧  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [    𝑆  ‾   (  𝑥  )  ]  )  )  →  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]    


\begin {equation*}\mathcal {N} \models (A[\overline {0}] \wedge \forall x(A[x] \to A[\overline {S}(x)])) \to \forall x A[x]\end {equation*}


   𝒩  ⊧  𝐴  [    0  ‾   ]  ∧  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [    𝑆  ‾   (  𝑥  )  ]  ) 


$\mathcal {N} \models A[\overline {0}] \wedge \forall x(A[x] \to A[\overline {S}(x)])$


   𝒩  ⊧  𝐴  [    0  ‾   ] 


$\mathcal {N} \models A[\overline {0}]$


   𝒩  ⊧  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [    𝑆  ‾   (  𝑥  )  ]  ) 


$\mathcal {N} \models \forall x(A[x] \to A[\overline {S}(x)])$


   𝒩  ⊧  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\mathcal {N} \models \forall x A[x]$


$n$


$\mathbb {N}_0$


   𝒩  ⊧  𝐴  [    𝑛  ‾   ] 


$\mathcal {N} \models A[\overline {n}]$


$n=0$


$\mathcal {N} \models A[\overline {0}]$


   𝑛  ↪  𝑛  +  1 


$n \hookrightarrow n+1$


$n$


$\mathcal {N} \models A[\overline {n}]$


   𝒩  ⊧  𝐴  [    𝑆  ‾   (    𝑛  ‾   )  ] 


$\mathcal {N} \models A[\overline {S}(\overline {n})]$


$\overline {n}$


   𝒩  ⊧  𝐴  [    𝑛  ‾   ]  →  𝐴  [    𝑆  ‾   (    𝑛  ‾   )  ] 


$\mathcal {N} \models A[\overline {n}] \to A[\overline {S}(\overline {n})]$


$\mathcal {N} \models A[\overline {S}(\overline {n})]$


$\overline {n}$


$\mathsf {PA}$


$\mathcal {L}$


$\cS $


$\to $


   𝐴  →  𝐵  ↔  ¬  𝐴  ∨  𝐵 


$A \to B \leftrightarrow \neg A \vee B$


$\neg $


   ¬  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ↔  ∃  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\neg \forall x A[x] \leftrightarrow \exists x \neg A[x]$


   ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ↔  ∀  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\neg \exists x A[x] \leftrightarrow \forall x \neg A[x]$


   (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  ∧  𝐶  ↔  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐶  ) 


$(\forall x A[x]) \wedge C \leftrightarrow \forall x (A[x] \wedge C)$


   (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  ∧  𝐶  ↔  ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐶  ) 


$(\exists x A[x]) \wedge C \leftrightarrow \exists x (A[x] \wedge C)$


   (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  ∨  𝐶  ↔  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐶  ) 


$(\forall x A[x]) \vee C \leftrightarrow \forall x (A[x] \vee C)$


   (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  ∨  𝐶  ↔  ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐶  ) 


$(\exists x A[x]) \vee C \leftrightarrow \exists x (A[x] \vee C)$


   (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  ∧  (  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  )  ↔  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$(\forall x A[x]) \wedge (\forall x B[x]) \leftrightarrow \forall x (A[x] \wedge B[x])$


   (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  ∨  (  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  )  ↔  ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$(\exists x A[x]) \vee (\exists x B[x]) \leftrightarrow \exists x (A[x] \vee B[x])$


   𝐶  →  (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  ↔  ∀  𝑥  (  𝐶  →  𝐴  [  𝑥  ]  ) 


$C \to (\forall x A[x]) \leftrightarrow \forall x (C \to A[x])$


   (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  )  →  𝐶  ↔  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐶  ) 


$(\exists x A[x]) \to C \leftrightarrow \forall x (A[x] \to C)$


$\mathsf {SN}$


   ∀  𝑥  (  𝑃  (  𝑎  )  →  ∃  𝑦  ∀  𝑧  (  𝑄  (  𝑦  ,  𝑥  )  →  𝑅  (  𝑧  ,  𝑥  )  ) 


$\forall x (P(a) \to \exists y\forall z(Q(y,x) \to R(z,x))$


   ∀  𝑥  (  ¬  𝑃  (  𝑎  )  ∨  ∃  𝑦  ∀  𝑧  (  ¬  𝑄  (  𝑦  ,  𝑥  )  ∨  𝑅  (  𝑧  ,  𝑥  )  )  ) 


$\forall x(\neg P(a) \vee \exists y \forall z (\neg Q(y,x) \vee R(z,x)))$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  ¬  𝑃  (  𝑎  )  ∨  ∀  𝑧  (  ¬  𝑄  (  𝑦  ,  𝑥  )  ∨  𝑅  (  𝑧  ,  𝑥  )  )  ) 


$\forall x \exists y (\neg P(a) \vee \forall z (\neg Q(y,x) \vee R(z,x)))$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  ∀  𝑧  (  ¬  𝑃  (  𝑎  )  ∨  (  ¬  𝑄  (  𝑦  ,  𝑥  )  ∨  𝑅  (  𝑧  ,  𝑥  )  )  ) 


$\forall x \exists y \forall z (\neg P(a) \vee (\neg Q(y,x) \vee R(z,x)))$


   ∀  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑎  )  →  ∃  𝑥  (  𝑄  (  𝑥  )  →  ∀  𝑥  𝑅  (  𝑥  ,  𝑏  ) 


$\forall xP(x,a) \to \exists x(Q(x) \to \forall xR(x,b)$


   ∀  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑎  )  →  ∃  𝑦  (  𝑄  (  𝑦  )  →  ∀  𝑧  𝑅  (  𝑧  ,  𝑏  )  ) 


$\forall xP(x,a) \to \exists y(Q(y) \to \forall zR(z,b))$


   ¬  ∀  𝑥  𝑃  (  𝑥  ,  𝑎  )  ∨  ∃  𝑦  (  𝑄  (  𝑦  )  →  ∀  𝑧  𝑅  (  𝑧  ,  𝑏  )  ) 


$\neg \forall xP(x,a) \vee \exists y(Q(y) \to \forall zR(z,b))$


   ∃  𝑥  ¬  𝑃  (  𝑥  ,  𝑎  )  ∨  ∃  𝑦  (  𝑄  (  𝑦  )  →  ∀  𝑧  𝑅  (  𝑧  ,  𝑏  )  ) 


$\exists x \neg P(x,a) \vee \exists y(Q(y) \to \forall zR(z,b))$


   ∃  𝑥  ¬  𝑃  (  𝑥  ,  𝑎  )  ∨  ∃  𝑦  (  ¬  𝑄  (  𝑦  )  ∨  ∀  𝑧  𝑅  (  𝑧  ,  𝑏  )  ) 


$\exists x \neg P(x,a) \vee \exists y(\neg Q(y) \vee \forall zR(z,b))$


   ∃  𝑦  ∃  𝑥  ∀  𝑧  (  ¬  𝑃  (  𝑥  ,  𝑎  )  ∨  (  ¬  𝑄  (  𝑦  )  ∨  𝑅  (  𝑧  ,  𝑏  )  )  ) 


$\exists y\exists x \forall z(\neg P(x,a) \vee (\neg Q(y) \vee R(z,b)))$


     ℑ  −   ⊧  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$\Im ^- \models P(t_1, \dots , t_n)$


     𝑡  𝑖  


$t_i$


$P$


     ℑ  +  


$\Im ^+$


   ⟨    𝐷  i   ,    𝐷  o   ,    𝜑  +   ⟩ 


$\langle D_{\text {i}}, D_{\text {o}}, \varphi ^+\rangle $


     𝐷  i  


$D_{\text {i}}$


$\forall , \exists $


     𝐷  o  


$D_{\text {o}}$


     𝜑  +  


$\varphi ^+$


$D$


   𝐷  =    𝐷  i   ∪    𝐷  o  


$D = D_{\text {i}} \cup D_{\text {o}}$


$D_{\text {o}}$


     𝐷  i   ∩    𝐷  o   =  ∅ 


$D_{\text {i}} \cap D_{\text {o}} = \varnothing $


     𝐷  i   ∪    𝐷  o   ≠  ∅ 


$D_{\text {i}} \cup D_{\text {o}} \not = \varnothing $


     ℑ  +   ⊧  𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$\Im ^+ \models P(t_1, \dots , t_n)$


   ⟨    𝜑  +   (    𝑡  1   )  ,  …  ,    𝜑  +   (    𝑡  𝑛   )  ⟩  ∈    𝜑  +   (  𝑃  ) 


$\langle \varphi ^+(t_1), \dots , \varphi ^+(t_n) \rangle \in \varphi ^+(P)$


$D$


$D_{\text {i}}$


     ℑ  +   ⊧  𝐸  !  𝑡 


$\Im ^+ \models E!t$


     𝜑  +   (  𝑡  )  ∈    𝐷  i  


$\varphi ^+(t) \in D_{\text {i}}$


   𝑎  =  𝑎 


$a=a$


$a$


   𝑃  (  𝑎  )  →  𝐸  !  𝑎 


$P(a) \to E!a$


   ∀   𝑥𝐸   !  𝑥 


$\forall x E!x$


     ℒ  𝑓  𝜄  


$\mathcal {L}^\iota _f$


$c$


$f$


   𝜄 


$\iota $


$E!$


$\mathcal {L}^\iota _f$


$\mathcal {L}^\iota _f$


$f^n$


$n$


$t_1, \dots , t_n$


$f^n(t_1, \dots , t_n)$


$t_1, \dots , t_n$


$P^n$


$n$


     𝑃  𝑛   (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$P^n(t_1, \dots , t_n)$


   𝑠 


$s$


$t$


   (  𝑠  =  𝑡  ) 


$(s=t)$


$t$


   𝐸  !  𝑡 


$E!t$


$A$


$B$


$\neg A$


$(A \wedge B)$


$(A \vee B)$


$(A \to B)$


$(A \leftrightarrow B)$


$A[a]$


$x$


$\forall x A[x]$


$\exists x A[x]$


$A[a]$


$x$


   𝜄  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\iota x A[x]$


     ℒ  f  𝜄  


$\mathcal {L}^\iota _{\textup {f}}$


$\mathcal {L}$


$1$


             ∃    ≤  1    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∶  ↔  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  →  𝑥  =  𝑦  )    


\begin {equation*}\exists _{\leq 1}xA[x] :\leftrightarrow \forall x\forall y(A[x] \wedge A[y] \to x =y)\end {equation*}


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   ℑ  ⊧    ∃    ≤  1    𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Im \models \exists _{\leq 1}xA[x]$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models A[d^\bullet ]$


$1$


           ∃  !  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∶  ↔  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧    ∃    ≤  1    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]    


\begin {equation*}\exists ! xA[x] :\leftrightarrow \exists xA[x] \wedge \exists _{\leq 1}xA[x]\end {equation*}


     ∃    ≥  2    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∶  ↔  ∃  𝑥  ∃  𝑦  (  ¬  𝑥  =  𝑦  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  ) 


$\exists _{\geq 2} xA[x] :\leftrightarrow \exists x\exists y(\neg x = y \wedge A[x] \wedge A[y])$


     ∃    ≤  2    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∶  ↔  ∃  𝑥  ∃  𝑦  ∀  𝑧  (  𝐴  [  𝑧  ]  →  𝑧  =  𝑥  ∨  𝑧  =  𝑦  ) 


$\exists _{\leq 2}xA[x] :\leftrightarrow \exists x\exists y \forall z(A[z] \to z = x \vee z = y)$


   ∃    !  2   𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∶  ↔    ∃    ≥  2    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧    ∃    ≤  2    𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\exists !_2xA[x] :\leftrightarrow \exists _{\geq 2}xA[x] \wedge \exists _{\leq 2}xA[x]$


     ∃    ≥  3    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∶  ↔  ∃  𝑥  ∃  𝑦  (  ¬  𝑥  =  𝑦  ∧  ¬  𝑥  =  𝑧  ∧  ¬  𝑦  =  𝑧  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  𝐴  [  𝑧  ]  ) 


$\exists _{\geq 3}xA[x] :\leftrightarrow \exists x\exists y(\neg x = y \wedge \neg x = z \wedge \neg y = z \wedge A[x] \wedge A[y] \wedge A[z])$


     ∃    ≤  3    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∶  ↔  ∃  𝑥  ∃  𝑦  ∃  𝑧  ∀  𝑢  (  𝐴  [  𝑢  ]  →  𝑥  =  𝑢  ∨  𝑦  =  𝑢  ∨  𝑧  =  𝑢  ) 


$\exists _{\leq 3}xA[x] :\leftrightarrow \exists x\exists y \exists z\forall u(A[u] \to x = u \vee y = u \vee z = u)$


   ∃    !  3   𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∶  ↔    ∃    ≥  3    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧    ∃    ≤  3    𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\exists !_3xA[x] :\leftrightarrow \exists _{\geq 3}xA[x] \wedge \exists _{\leq 3}xA[x]$


     ∃    ≥  𝑛    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∶  ↔  ∃    𝑦  1   ∃    𝑦  2   …  ∃    𝑦  𝑛   (  ¬    𝑦  1   =    𝑦  2   ∧  ⋯  ∧  ¬    𝑦  1   =    𝑦  𝑛   ∧  ¬    𝑦  2   =    𝑦  3   ∧  ⋯  ∧  ¬    𝑦    𝑛  −  1    =    𝑦  𝑛   ∧  𝐴  [    𝑦  1   ]  ∧  ⋯  ∧  𝐴  [    𝑦  𝑛   ]  ) 


$\exists _{\geq n}xA[x] :\leftrightarrow \exists y_1 \exists y_2\dots \exists y_n(\neg y_1 = y_2 \wedge \dots \wedge \neg y_1 = y_n \wedge \neg y_2 = y_3 \wedge \dots \wedge \neg y_{n-1} = y_n \wedge A[y_1] \wedge \dots \wedge A[y_n])$


     ∃    ≤  𝑛    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∶  ↔  ∃    𝑦  1   ∃    𝑦  2   …  ∃    𝑦  𝑛   ∀  𝑧  (  𝐴  [  𝑧  ]  →  𝑧  =    𝑦  1   ∨  𝑧  =    𝑦  2   ∨  ⋯  ∨  𝑧  =    𝑦  𝑛   ) 


$\exists _{\leq n}xA[x] :\leftrightarrow \exists y_1 \exists y_2\dots \exists y_n \forall z(A[z] \to z = y_1 \vee z = y_2 \vee \dots \vee z = y_n)$


   ∃    !  𝑛   𝐴  [  𝑥  ]  ∶  ↔  ∃  𝑛  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧    ∃    ≤  𝑛    𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\exists !_nA[x] :\leftrightarrow \exists nxA[x] \wedge \exists _{\leq n}xA[x]$


$P(c)$


$\alpha $


$A$


$\beta $


$B$


$\gamma $


$\Gamma $


$\delta $


$\Delta $


$\epsilon $


$E$


$\zeta $


$Z$


$\eta $


$H$


$\theta $


$\Theta $


$\iota $


$I$


$\kappa $


$K$


$\lambda $


$\Lambda $


$\mu $


$M$


$\nu $


$N$


$\xi $


$\Xi $


$o$


$O$


$\pi $


$\Pi $


$\rho $


$P$


$\sigma $


$\Sigma $


$\tau $


$T$


$\upsilon $


$\Upsilon $


$\phi ,\varphi $


$\Phi $


$\chi $


$X$


$\psi $


$\Psi $


$\omega $


$\Omega $
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$\mathsf {Se}$
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                   ∃    ≥  2    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]       ∶  ↔    ∃  𝑥  ∃  𝑦  (  𝑥  ≠  𝑦  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  )               ∃    ≤  2    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]       ∶  ↔    ∀  𝑥  ∀  𝑦  ∀  𝑧  (  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  𝐴  [  𝑧  ]  )  →  (  𝑥  =  𝑦  ∨  𝑥  =  𝑧  ∨  𝑦  =  𝑧  )  )             ∃    !  2   𝑥  𝐴  [  𝑥  ]       ∶  ↔      ∃    ≥  2    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧    ∃    ≤  2    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]            


\begin {equation*}\begin {aligned} \exists _{\geq 2}x A[x] \quad &:\leftrightarrow \quad \exists x \exists y(x \neq y \wedge A[x] \wedge A[y]) \\ \exists _{\leq 2}x A[x] \quad &:\leftrightarrow \quad \forall x \forall y \forall z((A[x] \wedge A[y] \wedge A[z]) \to (x=y \vee x=z \vee y=z)) \\ \exists !_2 x A[x] \quad &:\leftrightarrow \quad \exists _{\geq 2}x A[x] \wedge \exists _{\leq 2}x A[x] \end {aligned}\end {equation*}


     ∃    ≤  2    𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 
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$(\neg A \to \neg B) \to (B \to A)$


    10   . 


$10.$


   (  𝐴  →  ¬  𝐵  )  →  (  𝐵  →  ¬  𝐴  ) 
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$(A \to (B \to C)) \to (A \wedge B \to C)$
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$20.$


   (  𝐴  →  𝐶  )  ∧  (  𝐵  →  𝐶  )  →  (  𝐴  ∨  𝐵  →  𝐶  ) 


$(A \to C) \wedge (B \to C) \to (A \vee B \to C)$
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$21.$


   (  𝐴  →  𝐵  )  →  (  (  𝐴  →  𝐶  )  →  (  𝐴  →  𝐵  ∧  𝐶  )  ) 


$(A \to B) \to ((A \to C) \to (A \to B \wedge C))$
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   (  𝐴  →  (  𝐵  →  𝐶  )  )  →  (  (  𝐴  →  𝐵  )  →  (  𝐴  →  𝐶  )  ) 
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$\Im $
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$24.$


   (  𝐴  →  𝐵  )  ∧  (  𝐵  →  𝐴  )  →  (  𝐴  ↔  𝐵  ) 


$(A \to B) \wedge (B \to A) \to (A \leftrightarrow B)$


   (  𝐴  ↔  𝐵  )  →  (  (  𝐴  →  𝐵  )  ∧  (  𝐵  →  𝐴  )  ) 


$(A \leftrightarrow B) \to ((A \to B) \wedge (B \to A))$


   (  𝐴  ↔  𝐵  )  ↔  ¬  (  𝐴  ∨  𝐵  )  ∨  ¬  (  ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵  ) 


$(A \leftrightarrow B) \leftrightarrow \neg (A \vee B) \vee \neg (\neg A \vee \neg B)$
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$A \wedge B \leftrightarrow B \wedge A$
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$A \vee B \leftrightarrow B \vee A$
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   (  𝐴  ∧  𝐵  )  ∧  𝐶  ↔  𝐴  ∧  (  𝐵  ∧  𝐶  ) 


$(A \wedge B) \wedge C \leftrightarrow A \wedge (B \wedge C)$
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$\forall x(A[x] \wedge B[x]) \leftrightarrow \forall xA[x] \wedge \forall xB[x]$


    57   . 


$57.$


   ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [  𝑥  ]  )  ↔  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\exists x(A[x] \vee B[x]) \leftrightarrow \exists xA[x] \vee \exists xB[x]$


    58   . 


$58.$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  →  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\forall xA[x] \vee \forall xB[x] \to \forall x(A[x] \vee B[x])$


    59   . 


$59.$


   ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐵  [  𝑥  ]  )  →  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\exists x(A[x] \wedge B[x]) \to (\exists xA[x] \wedge \exists x B[x])$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\Im \models \exists x(A[x] \wedge B[x])$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  𝐴  [    𝑑  •   ]  ∧  𝐵  [    𝑑  •   ] 


$\Im \models A[d^\bullet ] \wedge B[d^\bullet ]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models A[d^\bullet ] \wedge B[d^\bullet ]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  (  𝐴  [    𝑑  •   ]  ) 


$\Im \models (A[d^\bullet ])$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  (  𝐵  [    𝑑  •   ]  ) 


$\Im \models (B[d^\bullet ])$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models (A[d^\bullet ])$


$\Im \models \exists xA[x]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models (B[d^\bullet ])$


$\Im \models \exists xB[x]$


$\Im \models \exists x(A[x] \wedge B[x])$


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\Im \models \exists xA[x] \wedge \exists xB[x]$


    60   . 


$60.$


   ∀  𝑥  (  𝐴  ∨  𝐵  [  𝑥  ]  )  ↔  (  𝐴  ∨  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\forall x(A \vee B[x]) \leftrightarrow (A \vee \forall xB[x])$


    61   . 


$61.$


   ∀  𝑥  (  𝐴  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  ↔  (  𝐴  →  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\forall x(A \to B[x]) \leftrightarrow (A \to \forall xB[x])$


    62   . 


$62.$


   ∃  𝑥  (  𝐴  ∧  𝐵  [  𝑥  ]  )  ↔  (  𝐴  ∧  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\exists x(A \wedge B[x]) \leftrightarrow (A \wedge \exists xB[x])$


    63   . 


$63.$


   ∃  𝑥  (  𝐴  ∨  𝐵  [  𝑥  ]  )  ↔  (  𝐴  ∨  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\exists x(A \vee B[x]) \leftrightarrow (A \vee \exists xB[x])$


    64   . 


$64.$


   ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  →  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\forall x(A[x] \to B[x]) \to (\exists xA[x] \to \exists xB[x])$


    65   . 


$65.$


   (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  )  ↔  ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$(\exists xA[x] \to \exists xB[x]) \leftrightarrow \exists y\forall x(A[x] \to B[y])$


   (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$(\exists xA[x] \to \exists xB[x])$


   (  ∀  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$(\forall x \neg A[x] \vee \exists xB[x])$


   ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$\exists y\forall x(A[x] \to B[y])$


   ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  ¬  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$\exists y\forall x(\neg A[x] \vee B[y])$


$\exists y\forall x(\neg A[x] \vee B[y])$


   (  ∀  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ∃  𝑦  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$(\forall x\neg A[x] \vee \exists yB[y])$


$(\forall x\neg A[x] \vee \exists yB[y])$


   (  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ∃  𝑦  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$(\neg \exists xA[x] \vee \exists yB[y])$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


           ℑ  ⊧  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]    .    


\begin {equation*}\Im \models \exists xA[x] \to \exists xB[x]\:.\end {equation*}


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\Im \models \exists xA[x] \to \exists xB[x]$


$\Im \not \models \exists xA[x]$


$\Im \models \exists xB[x]$


$\Im \not \models \exists xA[x]$


$\Im \models \exists xB[x]$


$($


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ    ⊧   𝐴  [    𝑑  •   ]  ) 


$\Im \not \models A[d^\bullet ])$


$($


     𝑑    ′  •   


$d'^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  𝐵  [    𝑑    ′  •    ]  ) 


$\Im \models B[d'^\bullet ])$


$($


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \not \models A[d^\bullet ])$


$($


$d'^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \models B[d'^\bullet ])$


$d'^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   (  ( 


$(($


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \not \models A[d^\bullet ])$


$\Im \models B[d'^\bullet ])$


$d'^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$(($


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \not \models A[d^\bullet ])$


$\Im \models B[d'^\bullet ])$


$d'^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   (  ℑ    ⊧   𝐴  [    𝑑  •   ] 


$(\Im \not \models A[d^\bullet ]$


$\Im \models B[d'^\bullet ])$


$d'^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$(\Im \not \models A[d^\bullet ]$


$\Im \models B[d'^\bullet ])$


   ℑ  ⊧  ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$\Im \models \exists y\forall x(A[x] \to B[y])$


$\Im \models \exists xA[x] \to \exists xB[x]$


$\Im \models \exists y\forall x(A[x] \to B[y])$


    66   . 


$66.$


   (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  )  ↔  ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$(\forall xA[x] \to \forall xB[x]) \leftrightarrow \exists x\forall y(A[x] \to B[y])$


    67   . 


$67.$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑦  ]  )  ↔  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\forall x\forall y(A[x] \to A[y]) \leftrightarrow \neg \exists xA[x] \vee \forall xA[x]$


    68   . 


$68.$


   ¬  ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ]  ↔  ¬  𝐴  [  𝑥  ,  𝑥  ]  ) 


$\neg \exists y\forall x(A[x,y] \leftrightarrow \neg A[x,x])$


    69   . 


$69.$


   ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  )  ↔  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  ) 


$\forall x(A[x] \to B) \leftrightarrow (\exists xA[x] \to B)$


    70   . 


$70.$


   ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  )  ↔  (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  ) 


$\exists x(A[x] \to B) \leftrightarrow (\forall xA[x] \to B)$


    71   . 


$71.$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ↔  ∀  𝑦  𝐴  [  𝑦  ] 


$\forall xA[x] \leftrightarrow \forall yA[y]$


    72   . 


$72.$


   ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ↔  ∃  𝑦  𝐴  [  𝑦  ] 


$\exists xA[x] \leftrightarrow \exists yA[y]$


    73   . 


$73.$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ]  ↔  ∀  𝑦  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ] 


$\forall x\forall yA[x,y] \leftrightarrow \forall y \forall xA[x,y]$


    74   . 


$74.$


   ∃  𝑥  ∃  𝑦  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ]  ↔  ∃  𝑦  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ] 


$\exists x\exists yA[x,y] \leftrightarrow \exists y \exists xA[x,y]$


    75   . 


$75.$


   ∃  𝑥  ∀  𝑦  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ]  →  ∀  𝑥  ∃  𝑦  𝐴  [  𝑥  ,  𝑦  ] 


$\exists x\forall yA[x,y] \to \forall x\exists yA[x,y]$


    76   . 


$76.$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐵  [  𝑦  ]  )  ↔  (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ∃  𝑦  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$\forall x\exists y(A[x] \wedge B[y]) \leftrightarrow (\forall xA[x] \wedge \exists yB[y])$


    77   . 


$77.$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐵  [  𝑦  ]  )  ↔  ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$\forall x\exists y(A[x] \wedge B[y]) \leftrightarrow \exists y \forall x(A[x] \wedge B[y])$


    78   . 


$78.$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [  𝑦  ]  )  ↔  (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ∃  𝑦  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$\forall x\exists y(A[x] \vee B[y]) \leftrightarrow (\forall xA[x] \vee \exists yB[y])$


    79   . 


$79.$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [  𝑦  ]  )  ↔  ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$\forall x\exists y(A[x] \vee B[y]) \leftrightarrow \exists y \forall x(A[x] \vee B[y])$


    80   . 


$80.$


   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑦  ]  )  ↔  ∃  𝑦  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑦  ]  ) 


$\forall x\exists y(A[x] \to B[y]) \leftrightarrow \exists y \forall x(A[x] \to B[y])$


    81   . 


$81.$


   𝑎  =  𝑎 


$a= a$


    82   . 


$82.$


   𝑎  =  𝑏  ∧  𝐴  [  𝑎  ]  →  𝐴  [  𝑏  ] 


$a=b \wedge A[a] \to A[b]$


    83   . 


$83.$


   𝑎  =  𝑏  →  𝑏  =  𝑎 


$a = b \to b = a$


    84   . 


$84.$


   𝑎  =  𝑏  ∧  𝑏  =  𝑐  →  𝑎  =  𝑐 


$a = b \wedge b = c \to a = c$


    85   . 


$85.$


   ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\exists x(x = a)$


$\Im $


$\varphi (a) = \varphi (a)$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


$\varphi (a) = \varphi (d^\bullet )$


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\Im \models \exists x(x=a)$


$\Im $


    86   . 


$86.$


$\forall x \exists y(x = y)$


$\Im $


   ℑ    ⊧   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\Im \not \models \forall x \exists y(x = y)$


     𝑑  1  •  


$d_1^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ    ⊧   ∃  𝑦  (    𝑑  1  •   =  𝑦  ) 


$\Im \not \models \exists y(d^\bullet _1 = y)$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


   ℑ    ⊧     𝑑  1  •   =    𝑑  •  


$\Im \not \models d^\bullet _1 = d^\bullet $


     𝑑  2  •  


$d_2^\bullet $


$d_1^\bullet $


$d^\bullet $


$d_2^\bullet $


   ℑ    ⊧     𝑑  2  •   =    𝑑  2  •  


$\Im \not \models d_2^\bullet = d_2^\bullet $


    87   . 


$87.$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥  =  𝑦  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑦  ]  ) 


$\forall x\forall y(x = y \wedge A[x] \to A[y])$


    88   . 


$88.$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥  =  𝑦  →  (  𝐴  [  𝑥  ]  ↔  𝐴  [  𝑦  ]  )  ) 


$\forall x\forall y(x = y \to (A[x] \leftrightarrow A[y]))$


    89   . 


$89.$


   ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝑥  =  𝑎  )  ↔  𝐴  [  𝑎  ] 


$\exists x(A[x]\wedge x = a)\leftrightarrow A[a]$


    90   . 


$90.$


   ∀  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  →  𝐴  [  𝑥  ]  )  ↔  𝐴  [  𝑎  ] 


$\forall x(x = a \to A[x])\leftrightarrow A[a]$


    91   . 


$91.$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝑥  =  𝑦  )  ↔  (  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  𝑥  =  𝑦  )  ) 


$\forall x\forall y((A[x] \wedge x = y) \leftrightarrow (A[y] \wedge x = y))$


    92   . 


$92.$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ↔  (  𝐴  [  𝑎  ]  ∧  ∀  𝑥  (  ¬  (  𝑥  =  𝑎  )  →  𝐴  [  𝑥  ]  ) 


$\forall x A[x] \leftrightarrow (A[a] \wedge \forall x(\neg (x = a) \to A[x])$


    93   . 


$93.$


   𝐴  [  𝑎  ]  ∧  ¬  𝐴  [  𝑏  ]  →  ∃  𝑥  ∃  𝑦  ¬  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$A[a] \wedge \neg A[b] \to \exists x \exists y \neg (x = y)$


$\Im $


   ℑ  ⊧  𝐴  [  𝑎  ]  ∧  ¬  𝐴  [  𝑏  ] 


$\Im \models A[a] \wedge \neg A[b]$


$\Im \models A[a]$


   ℑ  ⊧  ¬  𝐴  [  𝑏  ] 


$\Im \models \neg A[b]$


   ℑ    ⊧   𝐴  [  𝑏  ] 


$\Im \not \models A[b]$


$\varphi (a)$


$A$


   𝜑  (  𝑏  ) 


$\varphi (b)$


$A$


$\varphi (a) \not = \varphi (b)$


   𝜑  (  𝑎  )  =    𝑑  1   ∈  𝐷 


$\varphi (a) = d_1 \in D$


   𝜑  (  𝑏  )  =    𝑑  2   ∈  𝐷 


$\varphi (b) = d_2 \in D$


     𝑑  1  •   ,    𝑑  2  •   ∈  ℒ  (  ℑ  ) 


$d_1^\bullet , d_2^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


   ℑ  ⊧  ¬  (    𝑑  1  •   =    𝑑  2  •   ) 


$\Im \models \neg (d_1^\bullet = d_2^\bullet )$


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  ∃  𝑦  ¬  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\Im \models \exists x \exists y \neg (x = y)$


    94   . 


$94.$


   𝐴  [  𝑎  ]  ∧  ¬  𝐴  [  𝑏  ]  ∧  ¬  𝐴  [  𝑐  ]  ∧  ¬  (  𝑏  =  𝑐  )  →  ∃  𝑥  ∃  𝑦  ∃  𝑧  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  ∧  ¬  (  𝑥  =  𝑧  )  ∧  ¬  (  𝑦  =  𝑧  )  ) 


$A[a] \wedge \neg A[b] \wedge \neg A[c] \wedge \neg (b = c) \to \exists x \exists y \exists z (\neg (x = y) \wedge \neg (x = z) \wedge \neg (y = z))$


    95   . 


$95.$


   ∃  𝑥  ∃  𝑦  ∃  𝑧  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  ∧  ¬  (  𝑥  =  𝑧  )  ∧  ¬  (  𝑦  =  𝑧  )  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  𝐴  [  𝑧  ]  →  ∃  𝑥  ∃  𝑦  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  ∧  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  )  ) 


$\exists x \exists y \exists z(\neg (x =y) \wedge \neg (x=z) \wedge \neg (y=z) \wedge A[x] \wedge A[y]\wedge A[z] \to \exists x \exists y(\neg (x =y) \wedge A[x] \wedge A[y]))$


    96   . 


$96.$


   ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥  =  𝑦  )  →  (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ) 


$\exists x\forall y (x = y) \to (\forall xA[x] \vee \neg \exists x A[x])$


$A$


$A$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


   ℑ  ⊧  ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\Im \models \exists x\forall y (x = y)$


   ℑ    ⊧   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Im \not \models \forall xA[x] \vee \neg \exists x A[x]$


$\Im \not \models \forall xA[x] \vee \neg \exists x A[x]$


$\Im \not \models \forall xA[x]$


   ℑ    ⊧   ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Im \not \models \neg \exists x A[x]$


$\Im \not \models \forall xA[x]$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


$\Im \not \models A[d^\bullet ]$


   ℑ    ⊧   ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Im \not \models \neg \exists xA[x]$


$\Im \models \exists xA[x]$


$\Im \models \exists xA[x]$


$d^\bullet \in \mathcal {L}(\Im )$


$\Im \not \models A[d^\bullet ]$


$\Im \models \exists x\forall y (x = y)$


    97   . 


$97.$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  ¬  (  𝑥  =  𝑦  )  →  𝐴  [  𝑥  ]  ∨  𝐴  [  𝑦  ]  )  ↔  (  ∀  𝑥  (  ¬  (  𝑥  =  𝑎  )  →  𝐴  [  𝑥  ]  )  ∨  𝐴  [  𝑎  ]  ) 


$\forall x\forall y(\neg (x = y) \to A[x] \vee A[y]) \leftrightarrow (\forall x(\neg (x = a) \to A[x]) \vee A[a])$


    98   . 


$98.$


   ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  →  𝑥  =  𝑦  )  ↔  ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  ↔  𝑥  =  𝑦  ) 


$\exists x\forall y(A[x] \wedge A[y] \to x = y) \leftrightarrow \exists x\forall y(A[x] \leftrightarrow x=y)$


    99   . 


$99.$


   ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐵  [  𝑥  ]  )  ∧  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  →  𝑥  =  𝑦  )  ↔      ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑦  ]  →  𝑥  =  𝑦  )  ∧  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\exists x(A[x] \wedge B[x]) \wedge \forall x \forall y(A[x] \wedge A[y] \to x = y) \leftrightarrow \hack {\\~\null \hfill }\exists x(A[x] \wedge \forall y(A[y] \to x= y) \wedge B[x])$


    100   . 


$100.$


   ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑦  ]  →  𝑥  =  𝑦  )  ∧  𝐵  [  𝑥  ]  )  ↔  ∃  𝑥  ∀  𝑦  (  (  𝐴  [  𝑦  ]  ↔  𝑥  =  𝑦  )  ∧  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\exists x(A[x] \wedge \forall y(A[y] \to x= y) \wedge B[x]) \leftrightarrow \exists x\forall y((A[y]\leftrightarrow x = y) \wedge B[x])$


    101   . 


$101.$


   ∃  !  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∶  ↔  (  ∃  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∧  ∀  𝑦  ∀  𝑧  (  (  𝑃  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑧  )  )  →  𝑦  =  𝑧  )  ) 


$\exists ! x P(x) :\leftrightarrow (\exists x P(x) \wedge \forall y \forall z((P(y) \wedge P(z)) \to y=z))$


   ∃  !  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\exists ! x(x=a)$


$\exists x P(x)$


$P$


   ∀  𝑦  ∀  𝑧  (  (  𝑃  (  𝑦  )  ∧  𝑃  (  𝑧  )  )  →  𝑦  =  𝑧  ) 


$\forall y \forall z((P(y) \wedge P(z)) \to y=z)$


$P$


$P$


$\exists x(x = a)$


   ∀  𝑦  ∀  𝑧  (  𝑎  =  𝑦  ∧  𝑎  =  𝑧  →  𝑦  =  𝑧  ) 


$\forall y\forall z(a = y \wedge a = z \to y = z)$


   ∃  !  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\exists !x (x = a)$


$x$


$a$


$A$


$\mathcal {L}$


$A$


$\Im $


$\Im \not \models A$


     ⊧   𝐴 


$\not \models A$


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$\Im $


$\Im \models A$


$A$


$\Gamma $


$A$


$\mathcal {L}$


$A$


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$A$


$\mathcal {L}$


$\Gamma \models A$


$\Im $


$\Im \models \Gamma $


$\Im \models A$


$\Gamma \models A$


$\Im $


$\Im \models \Gamma $


$\Im \models A$


$\Im $


$\Im \models \Gamma $


$\Im \models A$


$\Im $


$\Im \models \Gamma $


$\Im \not \models A$


$\Gamma \models A$


$\Im $


$\Im \models \Gamma $


$\Im \not \models A$


$A, A \to B \models B$


   𝐴  →  𝐵  ,  ¬  𝐵  ⊧  ¬  𝐴 


$A \to B, \neg B \models \neg A$


   𝐴  ∨  𝐵  ,  ¬  𝐴  ⊧  𝐵 


$A \vee B, \neg A \models B$


   𝐴  ∨  𝐵  ,  ¬  𝐵  ⊧  𝐴 


$A \vee B, \neg B \models A$


   𝐴  ∧  𝐵  ⊧  𝐴 


$A \wedge B \models A$


   𝐴  ∧  𝐵  ⊧  𝐵 


$A \wedge B \models B$


   𝐴  ⊧  𝐴  ∨  𝐵 


$A \models A \vee B$


   𝐵  ⊧  𝐴  ∨  𝐵 


$B \models A \vee B$


$A, B \models A \wedge B$


   𝐴  ⊧  ¬  ¬  𝐴 


$A \models \neg \neg A$


   ¬  ¬  𝐴  ⊧  𝐴 


$\neg \neg A \models A$


   𝐴  →  𝐶  ,  𝐵  →  𝐶  ,  𝐴  ∨  𝐵  ⊧  𝐶 


$A \to C, B \to C, A \vee B \models C$


   𝐴  ⊧  𝐴 


$A \models A$


   𝐴  ,  ¬  𝐴  ⊧  𝐵 


$A, \neg A \models B$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ⊧  𝐴  [  𝑎  ] 


$\forall xA[x] \models A[a]$


   𝐴  [  𝑎  ]  ⊧  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$A[a] \models \exists xA[x]$


$\models a = a$


   𝑎  =  𝑏  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ⊧  𝐴  [  𝑏  ] 


$a = b, A[a] \models A[b]$


$A$


$B$


$\mathcal {L}$


$A$


$B$


   𝐴  ⊧  𝐵 


$A \models B$


   𝐵  ⊧  𝐴 


$B \models A$


   𝐴  ∧  𝐵 


$A \wedge B$


   ¬  (  ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵  ) 


$\neg (\neg A \vee \neg B)$


$A \to B$


   ¬  𝐴  ∨  𝐵 


$\neg A \vee B$


$A \leftrightarrow B$


   ¬  (  𝐴  ∨  𝐵  )  ∨  ¬  (  ¬  𝐴  ∨  ¬  𝐵  ) 


$\neg (A \vee B) \vee \neg (\neg A \vee \neg B)$


$\forall xA[x]$


   ¬  ∃  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\neg \exists x \neg A[x]$


$A \models B$


$B \models A$


$B$


$\models A \leftrightarrow B$


$A, B, C$


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$\Gamma \models A$


   {  𝐵  }  ∪  Γ  ⊧  𝐴 


$\{B\} \cup \Gamma \models A$


$\Gamma \models A$


   {  𝐴  }  ∪  Γ  ⊧  𝐵 


$\{A\} \cup \Gamma \models B$


   Γ  ⊧  𝐵 


$\Gamma \models B$


$\{A\} \cup \Gamma \models B$


   Γ  ⊧  𝐴  →  𝐵 


$\Gamma \models A \to B$


   {  𝐴  }  ∪  Γ  ⊧  𝐶 


$\{A\} \cup \Gamma \models C$


   {  ¬  𝐴  }  ∪  Γ  ⊧  𝐶 


$\{\neg A\} \cup \Gamma \models C$


   Γ  ⊧  𝐶 


$\Gamma \models C$


   {  ¬  𝐴  }  ∪  Γ  ⊧  𝐵  ∧  ¬  𝐵 


$\{\neg A\} \cup \Gamma \models B \wedge \neg B$


$\Gamma \models A$


   Γ  ⊧  𝐴  [  𝑎  ] 


$\Gamma \models A[a]$


$a$


$\Gamma $


   Γ  ⊧  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Gamma \models \forall x A[x]$


   {  𝐴  [  𝑎  ]  }  ∪  Γ  ⊧  𝐵 


$\{A[a]\} \cup \Gamma \models B$


$a$


$\Gamma $


$B$


   {  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  }  ∪  Γ  ⊧  𝐵 


$\{\exists x A[x]\} \cup \Gamma \models B$


$\Im \not \models A$


$A \to B$


$\Im $


$\Im \models A$


$\Im $


$\Gamma $


$\Im $


   {  𝐴  }  ∪  Γ 


$\{A\} \cup \Gamma $


$\Im \models B$


$A \to B$


   Γ    ⊧   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Gamma \not \models \forall x A[x]$


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


$\Im \models \Gamma $


   ℑ    ⊧   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Im \not \models \forall x A[x]$


$\Im \not \models \forall x A[x]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}(\Im )$


$\Im \not \models A[d^\bullet ]$


$a$


$\Gamma $


$\Gamma $


$a$


$\Im '$


$\Im $


     𝜑  ′   (  𝑎  )  =  𝜑  (    𝑑  •   ) 


$\varphi '(a) = \varphi (d^\bullet )$


     ℑ  ′   ⊧  Γ 


$\Im ' \models \Gamma $


$a$


$\Gamma $


     ℑ  ′     ⊧   𝐴  [  𝑎  ] 


$\Im ' \not \models A[a]$


$\Im '$


$\Gamma $


$A[a]$


   Γ    ⊧   𝐴  [  𝑎  ] 


$\Gamma \not \models A[a]$


$A$


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$\Rightarrow $


$\Gamma \models A$


$\Gamma $


$A$


$\Gamma \cup \{\neg A\}$


$\Im $


$\Im $


$\Gamma $


$\neg A$


$\Im $


$\Gamma $


$A$


$A$


$\neg A$


$\Im $


$\Gamma \cup \{\neg A\}$


$\Leftarrow $


$\Gamma \cup \{\neg A\}$


$\Gamma $


$\neg A$


$\Im $


$\Gamma $


$A$


$A$


$\Im $


$\neg A$


$\Im $


$\Im $


$\Gamma \cup \{\neg A\}$


$\Im $


$\Im \models \Gamma $


$\Im \models A$


$\Gamma \models A$


$A_1, \dots , A_n \models B$


   ⊧    𝐴  1   →  (    𝐴  2   →  (  …  →  (    𝐴  𝑛   →  𝐵  )  …    )  ) 


$\models A_1 \to (A_2 \to (\dots \to (A_n \to B) \dots ))$


   ⊧  (    𝐴  1   ∧  ⋯  ∧    𝐴  𝑛   )  →  𝐵 


$\models (A_1 \wedge \dots \wedge A_n) \to B$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  𝐵  ⊧  𝐶 


$A_1, \dots , A_n, B \models C$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  𝐶  ⊧  𝐵 


$A_1, \dots , A_n, C \models B$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ⊧  𝐵  ↔  𝐶 


$A_1, \dots , A_n \models B \leftrightarrow C$


$\Im \models A$


$\Gamma \models A$


$\varnothing \models A$


$\Im $


$\Im \models \varnothing $


$\Im \models A$


$\Im \models \varnothing $


$B$


   𝐵  ∈  ∅ 


$B \in \varnothing $


$\Im \models B$


$B$


$B \in \varnothing $


$\Im \models B$


$\varnothing \models A$


$\models A$


   ℑ    ⊧   ∀  𝑥  ∃  𝑦  (  𝑥  =  𝑦  ) 


$\Im \not \models \forall x \exists y(x=y)$


$d_0$


   ℑ    ⊧   ∃  𝑦  (    𝑑  0  •   =  𝑦  ) 


$\Im \not \models \exists y(d_0^\bullet = y)$


$d_1$


     𝑑  0  •   ≠    𝑑  1  •  


$d_0^\bullet \neq d_1^\bullet $


$d_1^\bullet $


$d_0^\bullet $


$d_0$


$\sigma $


$\Im = \langle D, \varphi \rangle $


    𝐹𝑉  


$FV$


$D$


$\sigma $


$a$


     𝜎  ′  


$\sigma '$


$a$


$\sigma $


     𝜎  ′     ≈  𝑎   𝜎 


$\sigma ' \approx _a \sigma $


$\sigma '$


$\sigma $


$a$


$A[a]$


$a$


$A$


   ℑ  ,  𝜎  ⊧  ∀   𝑥𝐴   [  𝑥  ] 


$\Im , \sigma \models \forall xA[x]$


$a$


$\sigma '$


$\sigma $


   ℑ  ,    𝜎  ′   ⊧  𝐴  [  𝑎  ] 


$\Im , \sigma ' \models A[a]$


   ℑ  ,  𝜎  ⊧  ∃   𝑥𝐴   [  𝑥  ] 


$\Im , \sigma \models \exists xA[x]$


$a$


$\sigma '$


$\sigma $


$\Im , \sigma ' \models A[a]$


$A$


$\models A$


$\Im $


$\sigma $


$\Im $


$\Im , \sigma \models A$


$A$


$\Gamma $


$\Gamma \models A$


$\Im $


$\sigma $


   ℑ  ,  𝜎  ⊧  Γ 


$\Im , \sigma \models \Gamma $


$\Im , \sigma \models A$


$\vdash (A \to B) \leftrightarrow (\neg B \to \neg A)$


$\vdash (B\to A) \leftrightarrow (\neg A \to \neg B)$


$\vdash (A \leftrightarrow B) \leftrightarrow (\neg A \leftrightarrow \neg B)$


   ¬  ∃  𝑦  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑦  ]  )  ⊢  ∀  𝑦  ¬  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑦  ]  ) 


$\neg \exists y(\exists xA[x] \to A[y]) \vdash \forall y\neg (\exists xA[x] \to A[y])$


   ∀  𝑦  ¬  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑦  ]  )  ⊢  ∀  𝑦  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ¬  𝐴  [  𝑦  ]  ) 


$\forall y\neg (\exists xA[x] \to A[y]) \vdash \forall y(\exists xA[x] \wedge \neg A[y])$


   ∀  𝑦  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ¬  𝐴  [  𝑦  ]  )  ⊢  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ∀  𝑦  ¬  𝐴  [  𝑦  ] 


$\forall y(\exists xA[x] \wedge \neg A[y]) \vdash \exists xA[x] \wedge \forall y \neg A[y]$


   ⊢  ∀  𝑦  ¬  𝐴  [  𝑦  ]  ↔  ∀  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ] 


$\vdash \forall y\neg A[y] \leftrightarrow \forall x\neg A[x]$


   ⊢  ∀  𝑥  ¬  𝐴  [  𝑥  ]  ↔  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\vdash \forall x\neg A[x] \leftrightarrow \neg \exists xA[x]$


   ∀  𝑦  ¬  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ¬  𝐴  [  𝑦  ]  )  ⊢  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\forall y\neg (\exists xA[x] \wedge \neg A[y]) \vdash \exists xA[x] \wedge \neg \exists x A[x]$


   ¬  ∃  𝑦  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑦  ]  )  ⊢  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ¬  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\neg \exists y(\exists xA[x] \to A[y]) \vdash \exists xA[x] \wedge \neg \exists x A[x]$


   ⊢  ∃  𝑦  (  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐴  [  𝑦  ]  ) 


$\vdash \exists y(\exists xA[x] \to A[y])$


$a$


$\neg (\neg A \vee \neg B)\,\vdash \,A$


$b$


$\neg (\neg A \vee \neg B)\,\vdash \,B$


$c$


$\neg A \vee C, \neg B \vee C, \Gamma \,\vdash \,\neg (A \vee B) \vee C$


   𝐴  ∨  𝐵  ,  ¬  𝐴  ,  Φ  ⊢  𝐵 


$A \vee B, \neg A, \Phi \vdash B$


   𝐴  ∨  𝐵  ,  ¬  𝐵  ,  Φ  ⊢  𝐴 


$A \vee B, \neg B, \Phi \vdash A$


   𝐴  ,  Φ  ⊢  𝐴  ∨  𝐵 


$A, \Phi \vdash A \vee B$


   𝐵  ,  Φ  ⊢  𝐴  ∨  𝐵 


$B, \Phi \vdash A \vee B$


   𝐴  [  𝑎  ]  ,  Φ  ⊢  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$A[a], \Phi \vdash \exists xA[x]$


     Φ  ⊢  𝑎  =  𝑎 


$\thinspace \Phi \vdash a = a$


     𝑎  =  𝑏  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ,  Φ  ⊢  𝐴  [  𝑏  ] 


$\thinspace a = b, A[a], \Phi \vdash A[b]$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ∴  𝐵 


$A_1,\dots , A_n \therefore B$


     𝐴  1   ∧  ⋯  ∧    𝐴  𝑛   →  𝐵 


$A_1 \wedge \dots \wedge A_n \to B$


$A_1 \wedge \dots \wedge A_n \to B$


$A_1,\dots , A_n \therefore B$


$A_1,\dots , A_n \therefore B$


$A_1 \wedge \dots \wedge A_n \to B$


$A_1 \wedge \dots \wedge A_n \to B$


$A_1,\dots , A_n \therefore B$


$A$


   𝐴  ⊢  𝐶 


$A \vdash C$


$A$


$A \vdash C$


$C$


$A \vdash C$


$C$


$A \vdash C$


$A$


$\mathcal {L}$


$\mathsf {Widf}$


$A$


$B$


$\mathcal {L}$


   {  𝐴  }    ⊢   Se    𝐵 


$\{A\} \vdash _{\mathsf {Se}} B$


   {  𝐴  }    ⊢   Se    ¬  𝐵 


$\{A\} \vdash _{\mathsf {Se}} \neg B$


$\Gamma $


$\mathcal {L}$


$\mathsf {Widf}$


$\Gamma $


$B$


$\mathcal {L}$


   Γ    ⊢   Se    𝐵 


$\Gamma \vdash _{\mathsf {Se}} B$


   Γ    ⊢   Se    ¬  𝐵 


$\Gamma \vdash _{\mathsf {Se}} \neg B$


   𝐶  ∧  ¬  𝐶    ⊢    𝐶 


$C \wedge \neg C ~\vdash ~ C$


   𝐶  ∧  ¬  𝐶    ⊢    ¬  𝐶 


$C \wedge \neg C ~\vdash ~ \neg C$


   𝐶  ,  ¬  𝐶    ⊢    𝐵 


$C, \neg C ~\vdash ~ B$


   ¬  𝐶  ,  𝐶  ∧  ¬  𝐶    ⊢    𝐵 


$\neg C, C \wedge \neg C ~\vdash ~ B$


   𝐶  ∧  ¬  𝐶    ⊢    𝐵 


$C \wedge \neg C ~\vdash ~ B$


   𝐶  ,  ¬  𝐶    ⊢    ¬  𝐵 


$C, \neg C ~\vdash ~ \neg B$


   ¬  𝐶  ,  𝐶  ∧  ¬  𝐶    ⊢    ¬  𝐵 


$\neg C, C \wedge \neg C ~\vdash ~ \neg B$


   𝐶  ∧  ¬  𝐶    ⊢    ¬  𝐵 


$C \wedge \neg C ~\vdash ~ \neg B$


   𝑃  (  𝑎  )    ⊢    𝐶 


$P(a) ~\vdash ~ C$


   𝑃  (  𝑎  )    ⊢    ¬  𝐶 


$P(a) ~\vdash ~ \neg C$


   𝑃  (  𝑎  )    ⊢    𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$P(a) ~\vdash ~ C \wedge \neg C$


   𝑃  (  𝑎  )    ⊧    𝐶  ∧  ¬  𝐶 


$P(a) ~\models ~ C \wedge \neg C$


$C \wedge \neg C$


$P(a)$


$P(a)$


$P(a)$


$\Phi \vdash A$


$\Phi \models A$


   𝐴  ,  Γ  ⊢  𝐵 


$A, \Gamma \vdash B$


   𝐴  ,  Γ  ⊧  𝐵 


$A, \Gamma \models B$


$\Phi \vdash A$


   Φ  ⊬  𝐴 


$\Phi \not \vdash A$


$\Phi \vdash \neg A$


$\Phi \vdash B$


       Φ    ⊢    ¬  𝐴        Φ    ⊢    𝐴  ∨  𝐵     Φ    ⊢    𝐵   


$\frac {\Phi \thinspace \vdash \thinspace \neg A \ \ \ \Phi \thinspace \vdash \thinspace A \vee B}{\Phi \thinspace \vdash \thinspace B}$


$\Rightarrow $


     ℑ  Φ   ⊧  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\Im ^\Phi \models \exists x B[x]$


$\exists $


$D^\Phi $


$a$


     ℑ  Φ   ⊧  𝐵  [  𝑎  ] 


$\Im ^\Phi \models B[a]$


$B[a]$


$\exists x B[x]$


$\Im ^\Phi \models B[a]$


$\Leftarrow $


   Φ  ⊢  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$\Phi \vdash \exists x B[x]$


$\Phi $


$\Phi $


$B[a]$


   Φ  ⊢  𝐵  [  𝑎  ] 


$\Phi \vdash B[a]$


   Δ  ⊬  ¬  𝐴 


$\Delta \not \vdash \neg A$


   Δ  ∪  {  𝐴  } 


$\Delta \cup \{A\}$


$A$


$n$


   𝐴  =    𝐴  𝑛  


$A = A_n$


    Widf   (  Δ  ∪  {    𝐴  𝑛   }  ) 


$\mathsf {Widf}(\Delta \cup \{A_n\})$


     Δ  𝑛   ∪  {    𝐴  𝑛   } 


$\Delta _n \cup \{A_n\}$


    Widf   (    Δ  𝑛   ∪  {    𝐴  𝑛   }  ) 


$\mathsf {Widf}(\Delta _n \cup \{A_n\})$


$\mathsf {Widf}(\Delta _n \cup \{A_n\})$


     Δ    𝑛  +  1    =    Δ  𝑛   ∪  {    𝐴  𝑛   } 


$\Delta _{n+1} = \Delta _n \cup \{A_n\}$


     𝐴  𝑛   ∈    Δ    𝑛  +  1   


$A_n \in \Delta _{n+1}$


     Δ    𝑛  +  1    ⊆  Δ 


$\Delta _{n+1} \subseteq \Delta $


     𝐴  𝑛   ∈  Δ 


$A_n \in \Delta $


$A_n \in \Delta $


   Δ  ⊢    𝐴  𝑛  


$\Delta \vdash A_n$


$\Delta \vdash A$


$\overline {0}$


$\mathcal {L}_{\mathsf {PA}}$


$s$


$t$


$\mathcal {L}_{\mathsf {PA}}$


     𝑆  ‾   (  𝑠  ) 


$\overline {S}(s)$


   𝑠    +  ‾   𝑡 


$s\overline {+}t$


   𝑠    ×  ‾   𝑡 


$s\overline {\times }t$


$\mathcal {L}_{\mathsf {PA}}$


$\mathcal {L}$


$\mathcal {L}_{\textup {f}}$


$E!$


$E!t$


$t$


$t$


   ¬  𝐸  !  𝑎 


$\neg E!a$


   ¬  (  𝑎  =  𝑎  ) 


$\neg (a = a)$


   ¬  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\neg \exists x(x =a)$


   ∃  𝑥  ,  ∀  𝑥 


$\exists x, \forall x$


   ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\exists x (x = a)$


$d^\bullet $


     𝑑  •   =  𝑎 


$d^\bullet = a$


   ¬  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\neg \exists x (x = a)$


   ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\exists x(x=a)$


   ¬  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\neg \exists x(x=a)$


$\Im ^-$


$\mathcal {L}_{\textup {f}}$


$\langle D^-, \varphi ^-\rangle $


$D^-$


$\varphi ^-$


     𝜑  −   (  𝑃  )  ⊆  (    𝐷  −     )  𝑛  


$\varphi ^-(P) \subseteq (D^-)^n$


     𝜑  −   (  =  )  =  {  ⟨  𝑑  ,  𝑑  ⟩    |    𝑑  ∈    𝐷  −   } 


$\varphi ^-(=) = \{\langle d, d\rangle ~|~ d \in D^-\}$


     𝜑  −   (  𝐸  !  )  =    𝐷  −  


$\varphi ^-(E!) = D^-$


$a$


$\mathcal {L}_{\textup {f}}$


$a$


$\varphi ^-$


     𝜑  −   (  𝑎  )  =  𝑑  ∈    𝐷  −  


$\varphi ^-(a) = d \in D^-$


$\varphi ^-$


$a$


     ℑ  −   =  ⟨    𝐷  −   ,    𝜑  −   ⟩ 


$\Im ^- = \langle D^-, \varphi ^-\rangle $


$A$


$\Im ^-$


$\Im ^- \models A$


$A$


$\Im ^- \models P(t_1, \dots , t_n)$


$t_i$


$1 \leq i \leq n$


$\varphi ^-$


   ⟨    𝜑  −   (    𝑡  1   )  ,  …  ,    𝜑  −   (    𝑡  𝑛   )  ⟩  ∈    𝜑  −   (  𝑃  ) 


$\langle \varphi ^-(t_1), \dots , \varphi ^-(t_n)\rangle \in \varphi ^-(P)$


     ℑ  −   ⊧  𝑠  =  𝑡 


$\Im ^- \models s = t$


$s$


$t$


$\varphi ^-$


     𝜑  −   (  𝑠  )  =    𝜑  −   (  𝑡  ) 


$\varphi ^-(s) = \varphi ^-(t)$


     ℑ  −   ⊧  𝐸  !  𝑡 


$\Im ^- \models E!t$


$t$


$\varphi ^-$


   ¬  𝐴  ,  (  𝐴  ∧  𝐵  )  ,  (  𝐴  ∨  𝐵  )  ,  (  𝐴  →  𝐵  )  ,  (  𝐴  ↔  𝐵  ) 


$\neg A, (A \wedge B), (A \vee B), (A \to B), (A \leftrightarrow B)$


     ℑ  −   ⊧  ∀   𝑥𝐴   [  𝑥  ] 


$\Im ^- \models \forall xA[x]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}_{\textup {f}}(\Im ^-)$


     ℑ  −   ⊧  𝐴  [    𝑑  •   ] 


$\Im ^- \models A[d^\bullet ]$


     ℑ  −   ⊧  ∃   𝑥𝐴   [  𝑥  ] 


$\Im ^- \models \exists xA[x]$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}_{\textup {f}}(\Im ^-)$


$\Im ^- \models A[d^\bullet ]$


$A$


$\Im ^-$


$\Im ^- \not \models A$


$\Im ^- \models A$


$\Im ^-$


$\Gamma $


$A$


$\mathcal {L}_{\textup {f}}$


$A$


     ⊧  −   𝐴 


$\models ^- A$


$\Im ^-$


$\Im ^- \models A$


$A$


$\Im ^-$


$\Im ^- \not \models A$


$A$


$A$


$A$


$\Gamma $


   Γ    ⊧  −   𝐴 


$\Gamma \models ^- A$


$\Im ^-$


     ℑ  −   ⊧  Γ 


$\Im ^- \models \Gamma $


$\Im ^- \models A$


$\Im ^- \models \Gamma $


     ℑ  −   ⊧  𝐵 


$\Im ^- \models B$


$B \in \Gamma $


$\mathcal {S}$


     𝜑  1  −   (  𝑎  )  =    𝜑  2  −   (  𝑎  ) 


$\varphi _1^-(a) = \varphi _2^-(a)$


$n$


$P$


$\mathcal {S}$


     𝜑  1  −   (  𝑃  )  =    𝜑  2  −   (  𝑃  ) 


$\varphi _1^-(P) = \varphi _2^-(P)$


     ℑ  1  −   ⊧  𝐴 


$\Im _1^- \models A$


     ℑ  2  −   ⊧  𝐴 


$\Im _2^- \models A$


$\exists x(x = a)$


$\Im ^- = \langle D^-, \varphi ^- \rangle $


     𝐷  −   =  ∅ 


$D^- = \varnothing $


$\varphi ^-$


$d^\bullet = a$


$d^\bullet $


     ℑ  −   ⊧  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\Im ^- \models \exists x(x = a)$


   𝑃  (  𝑎  )    ⊧  −   ∃   𝑥𝑃   (  𝑥  ) 


$P(a) \models ^- \exists xP(x)$


$\Im ^- = \langle D^-, \varphi ^-\rangle $


     ℑ  −   ⊧  𝑃  (  𝑎  ) 


$\Im ^- \models P(a)$


     ℑ  −     ⊧   ∃   𝑥𝑃   (  𝑥  ) 


$\Im ^- \not \models \exists xP(x)$


$a$


$\varphi ^-$


$d^\bullet $


     ℑ  −   ⊧  𝑃  (    𝑑  •   ) 


$\Im ^- \models P(d^\bullet )$


$a$


$a$


$\Im ^- \models P(a)$


   𝑃  (  𝑎  )  →  ∃   𝑥𝑃   (  𝑥  ) 


$P(a) \to \exists xP(x)$


$\Im ^- = \langle D^-, \varphi ^-\rangle $


$\Im ^- \models P(a)$


$\Im ^- \not \models \exists xP(x)$


$\forall x E!x$


$D^-$


$\Im ^- = \langle D^-, \varphi ^-\rangle $


$D^-$


$d^\bullet $


$\mathcal {L}_{\textup {f}}(\Im ^-)$


     ℑ  −   ⊧  𝐸  !    𝑑  •  


$\Im ^- \models E!d^\bullet $


$d^\bullet $


$\varphi ^-$


$\Im ^- \models E!d^\bullet $


$D^-$


$\mathcal {L}_{\textup {f}}(\Im ^-)$


     𝑑  •   ∈    ℒ  f   (    ℑ  −   ) 


$d^\bullet \in \mathcal {L}_{\textup {f}}(\Im ^-)$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ,  𝐸  !  𝑎  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$\forall xA[x], E!a \vdash A[a]$


   𝐸  !  𝑎  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$E!a, A[a] \vdash \exists xA[x]$


       −  


$^-$


   𝐸  !  𝑎  ⊢  𝑎  =  𝑎 


$E!a \vdash a = a$


$a=b, A[a] \vdash A[b]$


   𝑃  (    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   )  ⊢  𝐸  !    𝑎  1   ∧  ⋯  ∧  𝐸  !    𝑎  𝑛  


$P(a_1, \dots , a_n) \vdash E!a_1 \wedge \dots \wedge E!a_n$


               𝐸  !  𝑎  ,  Φ  ⊢  𝐴  [  𝑎  ]     Φ  ⊢  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]      


\begin {equation*}\frac {E!a, \Phi \vdash A[a]}{\Phi \vdash \forall xA[x]}\end {equation*}


               𝐸  !  𝑎  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ,  Φ  ⊢  𝐵     ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ,  Φ  ⊢  𝐵      


\begin {equation*}\frac {E!a, A[a], \Phi \vdash B}{\exists xA[x], \Phi \vdash B}\end {equation*}


   ⊢  ∀  𝑥  (  𝑥  =  𝑥  ) 


$\vdash \forall x(x=x)$


   𝐸  !  𝑎  ⊢  𝑎  =  𝑎 


$E!a \vdash a=a$


$^-$


$\vdash \forall x(x=x)$


   ⊢  𝐸  !  𝑎  ↔  𝑎  =  𝑎 


$\vdash E!a \leftrightarrow a=a$


$E!a \vdash a=a$


   ⊢  𝐸  !  𝑎  →  𝑎  =  𝑎 


$\vdash E!a \to a=a$


   𝑎  =  𝑎  ⊢  𝐸  !  𝑎  ∧  𝐸  !  𝑎 


$a=a \vdash E!a \wedge E!a$


   ⊢  𝑎  =  𝑎  →  𝐸  !  𝑎 


$\vdash a=a \to E!a$


$\vdash E!a \leftrightarrow a=a$


   ⊢  𝐸  !  𝑎  ↔  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\vdash E!a \leftrightarrow \exists x(x = a)$


$E!a \vdash a=a$


$^-$


   𝑎  =  𝑎  ,  𝐸  !  𝑎  ⊢  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$a=a, E!a \vdash \exists x (x=a)$


   𝐸  !  𝑎  ⊢  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$E!a \vdash \exists x (x=a)$


   𝑏  =  𝑎  ,  𝐸  !  𝑏  ⊢  𝐸  !  𝑎 


$b=a, E!b \vdash E!a$


   ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  )  ⊢  𝐸  !  𝑎 


$\exists x(x=a) \vdash E!a$


   ⊢  𝐸  !  𝑎  ↔  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\vdash E!a \leftrightarrow \exists x(x=a)$


$\leftrightarrow $


   ⊢  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  )  ↔  𝑎  =  𝑎 


$\vdash \exists x(x= a) \leftrightarrow a=a$


   ⊢  ∀  𝑥  𝐸  !  𝑥 


$\vdash \forall x E!x$


   𝐸  !  𝑎  ⊢  𝐸  !  𝑎 


$E!a \vdash E!a$


   ⊢  ∀  𝑥  𝐸  !  𝑥 


$\vdash \forall xE!x$


   ⊢  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  →  (  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∀  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ) 


$\vdash \forall x(A[x] \to B[x]) \to (\forall xA[x] \to \forall xB[x])$


   ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  ,  𝐸  !  𝑎  ⊢  𝐴  [  𝑎  ]  →  𝐵  [  𝑎  ] 


$\forall x(A[x] \to B[x]), E!a \vdash A[a] \to B[a]$


$A[a] \to B[a], A[a] \vdash B[a]$


   ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  ,  𝐸  !  𝑎  ,  𝐴  [  𝑎  ]  ⊢  𝐵  [  𝑎  ] 


$\forall x(A[x] \to B[x]), E!a, A[a] \vdash B[a]$


$\forall xA[x], E!a \vdash A[a]$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ,  ∀  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  →  𝐵  [  𝑥  ]  )  ,  𝐸  !  𝑎  ⊢  𝐵  [  𝑎  ] 


$\forall xA[x], \forall x(A[x] \to B[x]), E!a \vdash B[a]$


$\forall xA[x], \forall x(A[x] \to B[x]) \vdash \forall xB[x]$


$\forall x(A[x] \to B[x]) \vdash \forall xA[x] \to \forall xB[x]$


$\vdash \forall x(A[x] \to B[x]) \to (\forall xA[x] \to \forall xB[x])$


       𝐴  [  𝑎  ]  ,  Γ    ⊢    𝐵     ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ,  𝐸  !  𝑎  ,  Γ    ⊢    𝐵   


$\frac {A[a], \Gamma \thinspace \vdash \thinspace B}{\forall xA[x], E!a, \Gamma \thinspace \vdash \thinspace B}$


$\mathsf {SN}$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ,  𝐸  !  𝑎  ,  Γ  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$\forall xA[x], E!a, \Gamma \vdash A[a]$


   𝐴  [  𝑎  ]  ,  Γ  ⊢  𝐵 


$A[a], \Gamma \vdash B$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ,  𝐸  !  𝑎  ,  Γ  ⊢  𝐵 


$\forall xA[x], E!a, \Gamma \vdash B$


       Γ    ⊢    𝐴  [  𝑎  ]     𝐸  !  𝑎  ,  Γ    ⊢    ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]   


$\frac {\Gamma \thinspace \vdash \thinspace A[a]}{E!a, \Gamma \thinspace \vdash \thinspace \exists xA[x]}$


$\mathsf {SN}$


   𝐴  [  𝑎  ]  ,  𝐸  !  𝑎  ,  Γ  ⊢  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$A[a], E!a, \Gamma \vdash \exists xA[x]$


   Γ  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$\Gamma \vdash A[a]$


   𝐸  !  𝑎  ,  Γ  ⊢  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$E!a, \Gamma \vdash \exists xA[x]$


       ⊢  𝐴  [  𝑎  ]     ⊢  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]   


$\frac {\vdash A[a]}{\vdash \forall xA[x]}$


$\mathsf {SN}$


   ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$\vdash A[a]$


   𝐸  !  𝑎  ⊢  𝐴  [  𝑎  ] 


$E!a \vdash A[a]$


   ⊢  ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\vdash \forall xA[x]$


   𝑐  =  𝑎  ∧  𝑏  =  𝑎  →  𝑐  =  𝑏 


$c = a \wedge b = a \to c = b$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥  =  𝑎  ∧  𝑦  =  𝑎  →  𝑥  =  𝑦  ) 


$\forall x \forall y(x = a \wedge y = a \to x = y)$


$\Gamma $


$\mathsf {SN}$


$\Gamma ^*$


$\Gamma ^*$


$\Gamma ^*$


     ℑ    Γ  ∗   −  


$\Im ^-_{\Gamma ^*}$


$D^-$


   [  𝑡    ]  ∼  


$[t]_\sim $


$\Gamma ^*$


     Γ  ∗   ⊢  𝐸  !  𝑡 


$\Gamma ^* \vdash E!t$


     𝜑    Γ  ∗   −   (    𝑃  𝑛   )  ∶  =  {  ⟨  [    𝑡  1     ]  ∼   ,  …  ,  [    𝑡  𝑛     ]  ∼   ⟩  ∣    Γ  ∗   ⊢    𝑃  𝑛   (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   )  ∧  𝐸  !    𝑡  1   ∧  ⋯  ∧  𝐸  !    𝑡  𝑛   } 


$\varphi ^-_{\Gamma ^*}(P^n):= \{\langle [t_1]_{\sim }, \dots , [t_n]_{\sim }\rangle \mid \Gamma ^* \vdash P^n(t_1, \dots , t_n) \wedge E!t_1 \wedge \dots \wedge E!t_n\}$


$A$


     ℑ    Γ  ∗   −   ⊧  𝐴 


$\Im ^-_{\Gamma ^*} \models A$


     Γ  ∗   ⊢  𝐴 


$\Gamma ^* \vdash A$


$\Gamma \subseteq \Gamma ^*$


$\Im ^-_{\Gamma ^*}$


$\Gamma ^*$


$\Gamma $


      FS   K   ⊢  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\mathsf {FS_K} \vdash \exists x A[x]$


      FS   K   ⊢  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  →  𝑥  =  𝑦  ) 


$\mathsf {FS_K} \vdash \forall x \forall y (A[x] \wedge A[y] \to x=y)$


$\iota $


$\iota x A[x]$


   𝐴  [  𝜄  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ] 


$A[\iota x A[x]]$


      FS   K  


$\mathsf {FS_K}$


    𝜄𝑥   (  𝑥  =  𝑎  )  =  𝑎 


$\iota x(x =a)=a$


    𝜄𝑥   (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\iota x(x =a)$


$\exists x(x=a)$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝑥  =  𝑎  ∧  𝑦  =  𝑎  →  𝑥  =  𝑦  ) 


$\forall x\forall y(x=a \wedge y = a \to x =y)$


$\mathsf {S}$


$\mathcal {L}$


    𝜄𝑥   (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\iota x(x=a)$


$\iota x(x =a)=a$


$\mathsf {S}$


     ℒ  f  𝜄  


$\mathcal {L}_{\textup {f}}^\iota $


$\mathcal {L}_{\textup {f}}^\iota $


$\mathcal {L}_{\textup {f}}$


$\iota $


$A[a]$


$x$


$\iota x A[x]$


$\Im ^-$


$\iota x A[x]$


$\iota $


$\iota x A[x]$


$\varphi ^-$


     ℑ  −   ⊧  𝐸  !   𝜄𝑥𝐴   [  𝑥  ] 


$\Im ^- \models E!\iota x A[x]$


$\Im ^-$


     ℑ  −   ⊧  ∃   𝑥𝐴   [  𝑥  ] 


$\Im ^- \models \exists x A[x]$


     ℑ  −   ⊧  ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  →  𝑥  =  𝑦  ) 


$\Im ^- \models \forall x \forall y (A[x] \wedge A[y] \to x=y)$


$d \in D^-$


$A$


             𝜑  −   (   𝜄𝑥𝐴   [  𝑥  ]  )  =   das eindeutige    𝑑  ∈    𝐷  −    , für das gilt:      ℑ  −   ⊧  𝐴  [    𝑑  •   ]    


\begin {equation*}\varphi ^-(\iota x A[x]) = \text {das eindeutige } d \in D^- \text {, für das gilt: } \Im ^- \models A[d^\bullet ]\end {equation*}


$\mathsf {SN\iota }$


$\iota $


   !  𝜄 


$!\iota $


$\mathsf {SN\iota }$


$\iota $


   𝐸  !   𝜄𝑥𝐴   [  𝑥  ]  ⊢  𝐴  [   𝜄𝑥𝐴   [  𝑥  ]  ] 


$E!\iota x A[x] \vdash A[\iota x A[x]]$


$!\iota $


               Φ  ⊢  ∃   𝑥𝐴   [  𝑥  ]          Γ  ⊢  ∀  𝑦  ∀  𝑧  (  (  𝐴  [  𝑦  ]  ∧  𝐴  [  𝑧  ]  )  →  𝑦  =  𝑧  )     Φ  ,  Γ  ⊢  𝐸  !   𝜄𝑥𝐴   [  𝑥  ]      


\begin {equation*}\frac {\Phi \vdash \exists xA[x] \thinspace \ \ \ \Gamma \vdash \forall y \forall z((A[y] \wedge A[z]) \to y=z)}{\Phi , \Gamma \vdash E!\iota xA[x]}\end {equation*}


   ⊢  𝐸  !  𝑎  →  𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  )  =  𝑎 


$\vdash E!a \to \iota x (x=a) = a$


   ⊢  𝐸  !  𝑎  →  𝐸  !  𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\vdash E!a \to E!\iota x (x=a)$


   𝐸  !  𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  )  ⊢  𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  )  =  𝑎 


$E!\iota x(x = a) \vdash \iota x (x=a) = a$


   𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  )  =  𝑎  ⊢  𝐸  !  𝑎  ∧  𝐸  !  𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$\iota x (x=a) = a \vdash E!a \wedge E!\iota x (x=a)$


   𝐸  !  𝑎  ⊢  𝐸  !  𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$E!a \vdash E!\iota x(x=a)$


   𝐸  !  𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  )  ⊢  (  𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  )  =  𝑎  ) 


$E!\iota x(x=a) \vdash (\iota x(x=a) = a)$


$\iota $


   𝐸  !  𝑎  ⊢  𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  )  =  𝑎 


$E!a \vdash \iota x(x=a) = a$


   ⊢  𝐸  !  𝑎  →  𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  )  =  𝑎 


$\vdash E!a \to \iota x(x=a) = a$


   𝐸  !  𝑎  ⊢  ∃  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$E!a \vdash \exists x(x=a)$


   ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  (  𝑥  =  𝑎  ∧  𝑦  =  𝑎  )  →  𝑥  =  𝑦  ) 


$\forall x \forall y((x=a \wedge y=a) \to x=y)$


   𝐸  !  𝑎  ⊢  𝐸  !  𝜄  𝑥  (  𝑥  =  𝑎  ) 


$E!a \vdash E!\iota x (x=a)$


$!\iota $


$\vdash E!a \to E!\iota x (x=a)$


$\mathcal {L}_{\textup {f}}$


$A$


   𝑃  (    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   ) 


$P(t_1, \dots , t_n)$


$\exists x A[x]$


   ∀  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  →  ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\forall xA[x] \to \exists xA[x]$


$\mathsf {SN}$


$\vdash $


$\vdash $


$\mathsf {Se}$


    SNe  


$\mathsf {SNe}$


$\mathsf {SN}$


$\Gamma [a] \vdash A[a]$


$\Gamma [b] \vdash A[b]$


$\Gamma [a]$


$A[a]$


$\mathsf {SN\iota }$


   Γ  [  𝑎  ]  ⊢  Δ  [  𝑎  ] 


$\Gamma [a] \vdash \Delta [a]$


   Γ  [  𝑡  ]  ⊢  Δ  [  𝑡  ] 


$\Gamma [t] \vdash \Delta [t]$


$\mathcal {L}$


$\mathsf {S}$


$\mathsf {SN}$


    SN   𝜄      𝜄  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  =  𝑎  ⊢  𝐸  !  𝜄  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐸  !  𝑎 


$\mathsf {SN}\iota \thinspace \ \iota x A[x] = a \vdash E!\iota x A[x] \wedge E!a$


    SN   𝜄 


$\mathsf {SN}\iota $


   𝐸  !  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ,  𝑄  (  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  )  ⊢  ∃  !  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∧  ∃  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )  ) 


$E!\iota xP(x), Q(\iota xP(x)) \vdash \exists !x P(x) \wedge \exists x(P(x) \wedge Q(x))$


   𝑄  (  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  )  ⊢  ∃  !  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∧  ∃  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )  ) 


$Q(\iota xP(x)) \vdash \exists !x P(x) \wedge \exists x(P(x) \wedge Q(x))$


   ∃  !  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∧  ∃  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )  )  ⊢  𝐸  !  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ) 


$\exists !x P(x) \wedge \exists x(P(x) \wedge Q(x)) \vdash E!\iota xP(x) \wedge Q(\iota xP(x))$


   ∃  !  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∧  ∃  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )  )  ⊢  𝑄  (  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ) 


$\exists !x P(x) \wedge \exists x(P(x) \wedge Q(x)) \vdash Q(\iota xP(x))$


   𝐸  !  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ,  ¬  𝑄  (  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  )  ⊢  ∃  !  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∧  ∃  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  ¬  𝑄  (  𝑥  )  ) 


$E!\iota xP(x), \neg Q(\iota xP(x)) \vdash \exists !x P(x) \wedge \exists x(P(x) \wedge \neg Q(x))$


   𝐸  !  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ,  ¬  𝑄  (  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  )  ⊢  ∃  !  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ∧  ¬  ∃  𝑥  (  𝑃  (  𝑥  )  ∧  𝑄  (  𝑥  )  ) 


$E!\iota xP(x), \neg Q(\iota xP(x)) \vdash \exists !x P(x) \wedge \neg \exists x(P(x) \wedge Q(x))$


   𝐸  !  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ⊢  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  =  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ,  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  =  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  )  ⊢  𝐸  !  𝜄  𝑥  𝑃  (  𝑥  ) 


$E!\iota xP(x) \vdash \iota xP(x) = \iota xP(x), \iota xP(x) = \iota xP(x) \vdash E!\iota xP(x)$


$A$


$n$


$n$


$n$


$x$


$A$


             ∃    ≤  1    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]    ∶  ↔    ∀  𝑥  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  𝐴  [  𝑦  ]  →  𝑥  =  𝑦  )    


\begin {equation*}\exists _{\leq 1}x A[x] \quad :\leftrightarrow \quad \forall x \forall y (A[x] \wedge A[y] \to x=y)\end {equation*}


   ℑ  ⊧    ∃    ≤  1    𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\Im \models \exists _{\leq 1}x A[x]$


$x$


$A$


           ∃  !  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]    ∶  ↔    ∃  𝑥  𝐴  [  𝑥  ]  ∧    ∃    ≤  1    𝑥  𝐴  [  𝑥  ]    


\begin {equation*}\exists !x A[x] \quad :\leftrightarrow \quad \exists x A[x] \wedge \exists _{\leq 1}x A[x]\end {equation*}


           ∃  𝑥  (  𝐴  [  𝑥  ]  ∧  ∀  𝑦  (  𝐴  [  𝑦  ]  →  𝑥  =  𝑦  )  )    


\begin {equation*}\exists x(A[x] \wedge \forall y(A[y] \to x=y))\end {equation*}


     ∃    ≥  𝑛    𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\exists _{\geq n}x A[x]$


$n$


     ∃    ≤  𝑛    𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\exists _{\leq n}x A[x]$


$n$


   ∃    !  𝑛   𝑥  𝐴  [  𝑥  ] 


$\exists !_n x A[x]$


$n$


$n$


$n$


$n$


$n+1$


   Γ    ⊢  Y   𝐴 


$\Gamma \vdash _{\mathsf {Y}} A$


$\mathsf {Widf}(\Gamma )$


$\mathsf {Y}$


$\Gamma \models A$


$\Im $


$\Gamma $


$\Im $


$A$


$\Im $


$\mathsf {Mod}(\Gamma )$


$\Gamma $


   � 


$\Box $


   ^ 


$\Diamond $


$A \wedge B$


$A$


$B$


   𝐴  ∨  𝐵 


$A \vee B$


$A$


$B$


$A \to B$


$A$


$B$


$\bot $


$\lambda $


$\lambda $


   𝜆  ↔  ¬   Tr     (  ‵   𝜆 


$\lambda \leftrightarrow \neg \mathsf {Tr}(`\lambda $


$\lambda $


$\lambda $


$\mathsf {Tr}(`\lambda $


   )  ↔  𝜆 


$) \leftrightarrow \lambda $


     ℒ   FS   


$\mathcal {L}_{\mathsf {FS}}$


$\mathsf {FS}$


$\mathsf {ZFC}$


   + 


$+$


$\mathsf {PA}$


$\mathsf {ZFC}$


$\mathsf {ZFC}$


$\mathsf {PA}$


$G$


$\mathsf {PA}$


$G$


$\mathsf {PA}$


      Bew    PA    (  ⌜  𝐺  ⌝  ) 


$\mathsf {Bew_{\mathsf {PA}}}(\ulcorner G\urcorner )$


$G \leftrightarrow \neg \mathsf {Bew_{\mathsf {PA}}}(\ulcorner G\urcorner )$


$G$


   ¬     Bew    PA    (  ⌜  𝐺  ⌝  ) 


$\neg \mathsf {Bew_{\mathsf {PA}}}(\ulcorner G\urcorner )$


$G$


      Bew    PA    (  ⌜  𝐺  ⌝  )  ∧  ¬     Bew    PA    (  ⌜  𝐺  ⌝  ) 


$\mathsf {Bew_{\mathsf {PA}}}(\ulcorner G\urcorner ) \wedge \neg \mathsf {Bew_{\mathsf {PA}}}(\ulcorner G\urcorner )$


$\mathsf {PA}$


$G$


$\mathsf {PA}$


$\neg G$


$\mathsf {PA}$


$\neg G$


$\mathsf {PA}$


      Bew    PA    (  ⌜  𝐴  →  𝐵  ⌝  )  →  (     Bew    PA    (  ⌜  𝐴  ⌝  )  →     Bew    PA    (  ⌜  𝐵  ⌝  )  ) 


$\mathsf {Bew}_{\mathsf {PA}}(\ulcorner A \to B\urcorner ) \to (\mathsf {Bew}_{\mathsf {PA}}(\ulcorner A\urcorner ) \to \mathsf {Bew}_{\mathsf {PA}}(\ulcorner B \urcorner ))$


      Bew    PA    (  ⌜  𝐴  ⌝  )  →     Bew    PA    (  ⌜     Bew    PA    (  ⌜  𝐴  ⌝  )  ⌝  ) 


$\mathsf {Bew}_{\mathsf {PA}}(\ulcorner A \urcorner ) \to \mathsf {Bew}_{\mathsf {PA}}(\ulcorner \mathsf {Bew}_{\mathsf {PA}}(\ulcorner A\urcorner )\urcorner )$


$\mathsf {PA}$


$A$


$\mathsf {PA}$


      Bew    PA    (  ⌜  𝐴  ⌝  ) 


$\mathsf {Bew}_{\mathsf {PA}}(\ulcorner A \urcorner )$


   Ψ 


\begin {equation*}\frac {\Phi \vdash A \thinspace \qquad A, \Gamma \vdash B}{\Phi , \Gamma \vdash B}\end {equation*}


   Φ  ,  Γ  ⊢  𝐵 


$\Phi , \Gamma \vdash B$


$k$


     𝑚  1   <  𝑘 


$m_1 < k$


     𝑚  2   <  𝑘 


$m_2 < k$


   Φ  ,  Γ  ⊧  𝐵 


$\Phi , \Gamma \models B$


$\Im $


   ℑ  ⊧  Φ  ∪  Γ 


$\Im \models \Phi \cup \Gamma $


   ℑ  ⊧  Φ 


$\Im \models \Phi $


$\Im \models A$


$\Im \models \Gamma $


$\Im \models B$


\begin {equation*}\frac {A[a], \Phi \vdash B}{\exists xA[x], \Phi \vdash B}\end {equation*}


     𝒮  1  


     𝒮  2  


   𝒮  =    𝒮  1   ∩    𝒮  2  


$A$


$\mathcal {L}$


$A$


$\neg A$


$A$


$\neg A$


$\Im $


$\Im \models A$


$\Gamma $


$A$


$\mathcal {L}$


$\Gamma \models A$


$\Im $


$\Im \models \Gamma $


$\Im \not \models A$


$A$


$B$


$\mathcal {L}$


$\Gamma \models A$


$\Gamma $


$A$


   Γ  ∪  {  𝐵  }  ⊧  𝐴 


$\Gamma \cup \{B\} \models A$


$\Im $


   Γ  ∪  {  𝐵  } 


$\Gamma \cup \{B\}$


$\Im $


$\Gamma $


$\Im $


$A$


$\Gamma \cup \{B\}$


$A, \Gamma \models B$


$\Gamma \models A \to B$


$\Im $


$\Gamma $


$\Im \models A \to B$


$A \to B$


$\Im $


$\Im $


$\Gamma $


$\Gamma \models A \to B$


$\Gamma \not \models \forall x A[x]$


$\Gamma \not \models A[a]$


$\models $


           Γ  ⊧  𝐴     gdw.      die Menge    Γ  ∪  {  ¬  𝐴  }    kein Modell hat.     


\begin {equation*}\Gamma \models A \quad \text {gdw.} \quad \text {die Menge } \Gamma \cup \{\neg A\} \text { kein Modell hat.}\end {equation*}


$A_1,\dots , A_n, B$


$C$


$\mathcal {L}$


$A, B, C$


$\mathcal {L}$


$A \leftrightarrow B \models C \leftrightarrow C[B/A]$


$C[B/A]$


$A$


$C$


$B$


$A, A_1, \dots , A_n, B$


$C$


$\mathcal {L}$


$\models A \leftrightarrow B$


$\models C \leftrightarrow C[B/A]$


$C[B/A]$


$A$


$C$


$B$


$A_1, \dots , A_n \models A \leftrightarrow B$


$A_1, \dots , A_n \models C \leftrightarrow C[B/A]$


$C[B/A]$


$A$


$C$


$B$


           𝜎          ∶     𝐹𝑉   ↦  𝐷    


\begin {equation*}\sigma \colon FV \mapsto D\end {equation*}


             𝜎  ′     ≈  𝑎   𝜎     :gdw.      für alle freien Individuenvariablen     𝑏  ≠  𝑎    gilt      𝜎  ′   (  𝑏  )  =  𝜎  (  𝑏  )    .    


\begin {equation*}\sigma ' \approx _a \sigma \quad \text {:gdw.} \quad \text {für alle freien Individuenvariablen} \ b \neq a \text { gilt } \sigma '(b) = \sigma (b)\:.\end {equation*}


$\Phi \vdash A$


$\mathsf {Widv}(\Phi \cup \{\neg A\})$


$\Phi \vdash \neg A$


$\mathsf {Widv}(\Phi \cup \{A\})$


$\mathsf {Widf}(\Phi )$


    Widf   (  Φ  ∪  {  𝐴  }  ) 


$\mathsf {Widf}(\Phi \cup \{A\})$


    Widf   (  Φ  ∪  {  ¬  𝐴  }  ) 


$\mathsf {Widf}(\Phi \cup \{\neg A\})$


$\Gamma \vdash A$


$\Gamma \models A$


$\mathsf {Mod}(\Gamma )$


$\mathsf {Widf}(\Gamma )$


$\Gamma \models A$


$\Gamma \vdash A$


$\mathsf {Widf}(\Gamma )$


$\mathsf {Mod}(\Gamma )$


$\Gamma $


            Widv   (  Γ  )    


\begin {equation*}\mathsf {Widv}(\Gamma )\end {equation*}


$C$


$\Gamma \vdash C$


$\Gamma \vdash \neg C$


           Γ  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶    


\begin {equation*}\Gamma \vdash C \wedge \neg C\end {equation*}


            Aus     Γ  ⊢  𝐶  ∧  ¬  𝐶     folgt     Γ  ⊧  𝐶  ∧  ¬  𝐶    


\begin {equation*}\text {Aus}\enskip \Gamma \vdash C \wedge \neg C \enskip \text {folgt}\enskip \Gamma \models C \wedge \neg C\end {equation*}


$\Gamma $


$C \wedge \neg C$


$C \wedge \neg C$


$\Gamma $


$\Phi \vdash \neg A$


$\Phi \not \vdash A$


   Φ  ⊢  𝐴  ∨  𝐵 


$\Phi \vdash A \vee B$


$\Phi \vdash A$


$\Phi \vdash B$


$\Phi \vdash \exists xA[x]$


$a$


$\Phi \vdash A[a]$


$\Rightarrow $


$\Phi \vdash A \vee B$


           Φ  ⊢  𝐵  [  𝑎  ]    


\begin {equation*}\Phi \vdash B[a]\end {equation*}


           Φ  ⊢  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]    


\begin {equation*}\Phi \vdash \exists x B[x]\end {equation*}


            Es gibt eine freie Individuenvariable    𝑎   , sodass    Φ  ⊢  𝐵  [  𝑎  ]    .    


\begin {equation*}\text {Es gibt eine freie Individuenvariable } a \text {, sodass } \Phi \vdash B[a]\:.\end {equation*}


             ℑ  Φ   ⊧  𝐵  [  𝑎  ]    


\begin {equation*}\Im ^\Phi \models B[a]\end {equation*}


             ℑ  Φ   ⊧  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]    


\begin {equation*}\Im ^\Phi \models \exists x B[x]\end {equation*}


$\mathcal {L}$


$\mathcal {L}_{\mathcal {H}}$


$\{c_0, c_1, c_2, \dots \}$


     𝐸  0   ,    𝐸  1   ,    𝐸  2   ,  … 


$E_0, E_1, E_2, \dots $


$\exists x B[x]$


$\exists x B[x]$


     𝑐  𝐵  


$c_B$


$\exists xB[x]$


   ℎ 


$h$


           ¬  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [    𝑐  𝐵   ]    (   oder äquivalent:    ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  →  𝐵  [    𝑐  𝐵   ]  )    


\begin {equation*}\neg \exists x B[x] \vee B[c_B] \quad (\text {oder äquivalent: } \exists x B[x] \to B[c_B])\end {equation*}


$\mathcal {H}$


$\mathcal {L}_{\mathcal {H}}$


    Widv   (    Γ    𝑛  +  1    ) 


$\mathsf {Widv}(\Gamma _{n+1})$


$\mathsf {Widv}(\Gamma _{n+1})$


     Γ    𝑛  +  1    =    Γ  𝑛   ∪  {    ℎ  𝑛   } 


$\Gamma _{n+1} = \Gamma _n \cup \{h_n\}$


$\mathsf {Widv}(\Gamma _{n+1})$


$C$


$\Gamma _{n+1}$


$C$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛  


$A_1, \dots , A_n$


$\Gamma _{n+1}$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,    ℎ  𝑛   ⊢  𝐶 


$A_1, \dots , A_n, h_n \vdash C$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  ¬  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ⊢  ¬  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ] 


$A_1, \dots , A_n, \neg \exists xB[x] \vdash \neg \exists xB[x]$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  ¬  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ⊢  ¬  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [    𝑐  𝐵   ] 


$A_1, \dots , A_n, \neg \exists xB[x] \vdash \neg \exists xB[x] \vee B[c_B]$


$\cSe $


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  ¬  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ,  ¬  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [    𝑐  𝐵   ]  ⊢  𝐶 


$A_1, \dots , A_n, \neg \exists xB[x], \neg \exists xB[x] \vee B[c_B] \vdash C$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  ¬  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ⊢  𝐶 


$A_1, \dots , A_n, \neg \exists xB[x] \vdash C$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  𝐵  [    𝑐  𝐵   ]  ⊢  𝐵  [    𝑐  𝐵   ] 


$A_1, \dots , A_n, B[c_B] \vdash B[c_B]$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  𝐵  [    𝑐  𝐵   ]  ⊢  ¬  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [    𝑐  𝐵   ] 


$A_1, \dots , A_n, B[c_B] \vdash \neg \exists xB[x] \vee B[c_B]$


$\cSe $


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  ¬  ∃  𝑥  𝐵  [  𝑥  ]  ∨  𝐵  [    𝑐  𝐵   ]  ⊢  𝐶 


$A_1, \dots , A_n, \neg \exists xB[x] \vee B[c_B] \vdash C$


     𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  𝑛   ,  𝐵  [    𝑐  𝐵   ]  ⊢  𝐶 
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1
Einleitung

Lernziele

Zentrale Bausteine der Klassischen Logik.

Einige zentrale Fragestellungen der Metalogik.

Sie kennen die grundlegende Entsprechung zwischen semantischer Folgerung (|=) 
und syntaktischer Herleitbarkeit (⊢) in der Klassischen Logik.

Sie kennen zwei Formulierungen der kritischen Sätze der Metalogik (Korrektheit 
und Vollständigkeit).

Sie wissen, wie das Buch aufgebaut ist.

Nach diesem Kapitel finden Sie Übungen. Durch das Lösen dieser können Sie Ihr Ver-
ständnis des Inhalts aktiv überprüfen und festigen.

Los geht’s!

1.1 Logik, Metalogik, Zentrale Sätze

Beginnen wir mit einer Frage, die Sie gestellt haben könnten:

Was soll das Buch?

Dieses Buch bietet eine konzise Einführung in die Metalogik der Klassischen Logik, 
genauer gesagt der Prädikatenlogik erster Stufe. Doch was verstehen wir unter Klassi-
scher Logik? Wie fast alle Logiken lässt sie sich sowohl semantisch als auch syntaktisch 

charakterisieren. Eine semantische Charakterisierung beruht auf drei grundlegenden 

Prinzipien:
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Prinzip der Bivalenz
Jede Formel ist unter jeder Interpretation entweder wahr oder falsch – aber niemals 
beides und niemals keines von beidem.

Existenzvoraussetzung 1
Jeder singuläre Term (jeder Name) muss etwas in einem Gegenstandsbereich (alternati-
ve Bezeichnungen: in der Domain bzw. dem Universum der Interpretation) bezeichnen. 
Leere Namen sind nicht erlaubt.

Existenzvoraussetzung 2
Der Gegenstandsbereich (die Domain, das Universum) einer Interpretation ist niemals 
leer. Sofern es mindestens einen Namen gibt, folgt Existenzvoraussetzung 2 aus Exis-
tenzvoraussetzung 1.
Diese auf den ersten Blick unscheinbaren Prinzipien haben weitreichende Konsequen-
zen.
Nach der üblichen Vorgehensweise können Formeln einer formalen Sprache die logi-
sche Struktur von Aussagesätzen einer natürlichen Sprache repräsentieren. Nehmen 

wir an, die Formel 𝑃(𝑐) repräsentiere den Aussagesatz ‘Diego ist ein Hund’. Das Prin-
zip der Bivalenz besagt nun, dass 𝑃(𝑐) unter jeder Interpretation entweder wahr oder 
falsch sein muss. Daraus folgt direkt, dass die Formel 𝑃(𝑐) ∨ ¬𝑃(𝑐) (‘Diego ist ein Hund 

oder es ist nicht der Fall, dass Diego ein Hund ist’, kürzer: ‘Diego ist ein Hund oder 
Diego ist kein Hund’) unter jeder Interpretation wahr sein muss – sie ist eine logische 

Wahrheit. Wir können auch sagen: Diego ist in der Extension des Ausdrucks ‘ist ein 

Hund’; wobei unter der Extension eines Prädikats (hier: ‘ist ein Hund’) die Menge aller 
Dinge eines Gegenstandsbereichs (Universums/einer Domain) zu verstehen ist, auf die 

der Ausdruck zutrifft.
Betrachten wir ein zweites Beispiel: ‘Wenn Diego ein Hund ist, dann gibt es Hunde.’ 
In der Klassischen Logik ist die entsprechende Formel, ‘𝑃(𝑐) → ∃𝑥𝑃(𝑥)’, ebenfalls eine 

logische Wahrheit. Warum? Wegen der Existenzvoraussetzungen! Wenn die Formel 
‘𝑃(𝑐)’ überhaupt als wahr bewertet wird, muss der Name ‘𝑐’ (Diego) auf ein Objekt 
im Universum der Interpretation verweisen. Wenn dieses Objekt in der Extension 

von ‘Hund’ liegt, gibt es trivialerweise etwas, das ein Hund ist. Andererseits: Wenn 

‘𝑃(𝑐)’ unter einer Interpretation falsch ist, dann ist wegen der Wahrheitsbedingung 

für Implikationsformeln die Formel ‘𝑃(𝑐) → ∃𝑥𝑃(𝑥)’ unter dieser Interpretation wahr. 
Weitergedacht heißt das: ‘𝑃(𝑐) → ∃𝑥𝑃(𝑥)’ ist sowohl wahr, wenn ‘𝑃(𝑐)’ wahr ist, als 
auch wenn ‘𝑃(𝑐)’ unter einer Interpretation falsch ist. Wegen des Prinzips der Bivalenz 
gibt es keine weiteren Fälle. Also gilt: ‘𝑃(𝑐) → ∃𝑥𝑃(𝑥)’ ist logisch wahr.
Formeln fallen aber nicht einfach so vom Himmel, sondern sind Teil einer formalen 

Sprache. Wir widmen dem Aufbau einer formalen Sprache ein ganzes Kapitel – zu-
gegebenermaßen werden in diesem auch andere Dinge angesprochen. Eine formale 

Sprache bildet die Grundlage für die Entwicklung einer formalen Semantik und von 

formalen Systemen.
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Wie wir in diesem Buch zeigen werden, entsprechen sich in der Klassischen Logik die 

syntaktische Herleitbarkeitsrelation und die semantische Relation der logischen Folge 

hervorragend, nachgeradezu optimal. Das bedeutet insbesondere: Alles, was in einem 

formalen System beweisbar ist, ist auch logisch wahr. Umgekehrt gilt auch: Alles, was 
logisch wahr ist, ist auch in einem formalen System beweisbar. Folglich sind die beiden 

logischen Wahrheiten, die wir gerade entdeckt haben – 𝑃(𝑐)∨¬𝑃(𝑐) und 𝑃(𝑐) → ∃𝑥𝑃(𝑥)
– auch Theoreme, die sich formal herleiten/beweisen lassen.

Logiken, die insbesondere die Existenzvoraussetzungen der Klassischen Logik in Fra-
ge stellen, werden als Freie Logiken bezeichnet und sind Gegenstand eines späteren 

Kapitels.

Der syntaktische Zugang zur (mittlerweile) Klassischen Logik war historisch gesehen 

der erste. Gottlob Frege gelang in seiner Begriffsschrift von 1879 [Fre79] – wenn auch 

in einer anderen Notation – der Durchbruch. Frege ging von einer (damals) neuartigen, 
logischen Satzanalyse aus und schuf, wie sich später zeigte, das erste korrekte und 

vollständige System der Prädikatenlogik erster Stufe.

Was ist Metalogik?

In der Klassischen Logik, so haben wir schon festgestellt und werden wir sehen, ent-
sprechen sich die semantische Folgerungsrelation und die syntaktische Herleitbar-
keitsrelation exakt. Alles, was logisch wahr ist (wie unsere beiden Beispiele), ist auch 

in einem formalen System beweisbar. Untersuchungen solcher Zusammenhänge sind 

paradigmatische Themen der Metalogik. Sie ist die Disziplin, die nicht in der Logik 

argumentiert, sondern über die Logik. In der Metalogik oder Metatheorie analysie-
ren wir die Eigenschaften von formalen Systemen (auch von formalen Sprachen und 

formalen Semantiken). Typische metalogische Fragen sind: Ist unser System wider-
spruchsfrei? Oder: Können wir alles, was logisch wahr ist, auch beweisen?; und umge-
kehrt: Ist alles, was beweisbar ist, auch logisch wahr? Allgemeiner können wir fragen: 
Wenn eine Formel aus einer Formelmenge (auch: Prämissen- bzw. Annahmemenge) 
in einem formalen System herleitbar ist, folgt die Formel aus der Formelmenge auch 

semantisch?

Zusammenfassend sei gesagt: Die Metalogik ist die Disziplin, die Logik selbst zum Ge-
genstand der Untersuchung macht. Sie entsteht auch aus dem intellektuellen Bedürfnis, 
unser formales Handwerkszeug – das Beweissystem – zu rechtfertigen. Wir werden 

eine präzise semantische Definition von logischer Folge angeben; unser Hauptziel in 

der Metalogik ist es, mathematisch exakt zu beweisen, dass unser formales Kalkül lo-
gische Folge adäquat abbildet. Genau dieser Beweis der Adäquatheit – der Nachweis, 
dass unser syntaktisches Herleitungsverfahren weder zu wenig noch zu viel herleitet – 
ist das Zentrum dieser Einführung in die Metalogik der Klassischen Logik.
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Zielsetzung des Buches

Das Kernanliegen dieses Buches besteht darin, ein tiefes und klares Verständnis von 

zwei zentralen Sätzen der Metalogik zu erarbeiten: dem Vollständigkeitssatz und dem 

Korrektheitssatz.

Sie stellen die fundamentale Verbindung zwischen der semantischen Welt der logi-
schen Folgerung und der syntaktischen Welt der Herleitbarkeit her. Im Folgenden sei Γ
eine Formelmenge einer (noch näher zu bestimmenden) formalen Sprache, 𝐴 sei eine 

Formel eben dieser.

Vollständigkeit (Version 1)

Wenn aus einer Formelmenge Γ eine Formel 𝐴 logisch folgt (wir werden das später so 

schreiben: Γ |= 𝐴), dann ist 𝐴 aus Γ auch (in einem formalen System, FS) herleitbar 
(wir werden das später so schreiben: Γ ⊢FS 𝐴).

Korrektheit (Version 1)

Wenn eine Formel 𝐴 aus Γ herleitbar ist (Γ ⊢ 𝐴), dann folgt 𝐴 aus Γ auch logisch (Γ |= 𝐴).

Beide Sätze haben auch eine zweite Version:

Vollständigkeit (Version 2)

Wenn eine Formelmenge Γ widerspruchsfrei/konsistent ist, dann hat Γ ein Modell.

Korrektheit (Version 2)

Wenn eine Formelmenge Γ ein Modell hat, dann ist Γ widerspruchsfrei/konsistent.

Falls Sie noch da sind, haben Sie die erste Hürde bereits genommen! Wir wollen uns 
nun so weit in die Materie vertiefen, dass uns diese Fachtermini vertraut werden und 

wir ganz locker (und präzise) mit ihnen arbeiten können.

Aus Korrektheits- und Vollständigkeitssatz (in beiden Versionen) ergibt sich sofort (wo-
bei Γ und 𝐴 immer zu einer formalen Sprache relativiert sind):

Adäquatheitssatz (Version 1)

Eine Formel 𝐴 folgt logisch aus einer Formelmenge Γ genau dann, wenn (kurz gdw.) 𝐴
aus Γ (in einem formalen System) herleitbar ist.

Adäquatheitssatz (Version 2)

Eine Formelmenge Γ ist widerspruchsfrei/konsistent gdw. Γ ein Modell hat.

Das war jetzt sehr viel Inhalt in sehr komprimierter Form.

Raucht Ihnen der Kopf?

Wir gehen das alles Schritt für Schritt mit zahlreichen Beispielen und Übungen an und 

zwar so:
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1.2 Aufbau des Buches (Roadmap)

Um diese zentralen Resultate systematisch darzustellen und zu beweisen, folgt das 
Buch einem klaren, schrittweisen Aufbau:

Kapitel 2: Formale Sprache
Jede formale Untersuchung beginnt mit der exakten Definition ihrer Sprache. Dieses 
Kapitel legt daher das Fundament für alle weiteren Entwicklungen, indem es die Syntax 

der prädikatenlogischen Sprache L präzise festlegt. Wir definieren zuerst die grund-
legenden Bausteine – das Alphabet – und legen dann in einer Grammatik die Regeln 

fest, nach denen diese Bausteine zu sinnvollen Ausdrücken zusammengesetzt werden.
Im Zentrum steht die induktive Definition einer wohlgeformten Formel, die es uns 
erlaubt, jede beliebige Zeichenreihe zu überprüfen, ob sie eine wohlgeformte Zeichen-
reihe bzw. Zeichenkette unserer Sprache ist. Als ein erstes metalogisches Resultat wer-
den wir beweisen, warum jede Formel eine gleiche Anzahl von linken und rechten 

Klammern aufweisen muss. Das dazu benötigte Beweisprinzip ist eine Version von 

Induktion. Schließlich führen wir das Konzept der Codierung ein, eine Variante der 
Gödel-Nummerierung. Diese kluge Technik erlaubt es uns nicht nur, Formeln als Ziffern 

darzustellen, sondern auch, alle Formeln unserer unendlichen Sprache systematisch 

aufzuzählen – eine entscheidende Voraussetzung für den späteren Vollständigkeitsbe-
weis.

Kapitel 3: Semantische Methoden
In diesem Kapitel entwickeln wir die formale Semantik für unsere Sprache. Unser 
Ziel ist es, semantische Begriffe präzise zu definieren. Was bedeutet es, dass etwa eine 

Formelmenge ein Modell hat oder eine Formel logisch wahr ist? Das Kapitel ist in zwei 
Hauptteile gegliedert:

Semantische Grundlagen I: Interpretation und Wahrheit
Dieser Teil legt die Grundlage, indem er die folgenden Konzepte einführt:

Die formale Definition einer prädikatenlogischen Interpretation ℑ.
Die rekursive Definition der Wahrheitsrelation ℑ |= 𝐴 (gelesen als ‘𝐴 ist wahr 
unter der Interpretation ℑ’, oder ‘A ist wahr in ℑ’).
Das Prinzip der Bivalenz, welches besagt, dass jede Formel in jeder Interpretation 

entweder wahr oder falsch ist.
Das Koinzidenzlemma, auch bekannt als Prinzip der lokalen Determination – kurz 
gesagt: Der semantische Wert eines Ausdrucks ist bestimmt durch die in ihm vor-
kommenden syntaktischen Teile und deren Interpretation.

Semantische Grundlagen II: Zentrale Begriffe und Folgerungen
Aufbauend auf dem Wahrheitsbegriff definieren wir die zentralen Konzepte der Se-
mantik:
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Die Begriffe: logische Wahrheit, logische Falschheit (Kontradiktion), Kontingenz 

sowie Modell und Gegenmodell.

Das Konzept der logischen Folgerung, notiert als Γ |= 𝐴.

Wichtige Eigenschaften der Folgerungsrelation, wie zum Beispiel Monotonie und 

Transitivität, aber auch etwa Vollständige Fallunterscheidung und Konditiona-
ler Beweis.

Kapitel 4: Syntaktische Methoden

Nachdem wir uns ausführlich mit der Semantik beschäftigt haben, wenden wir uns 
nun den syntaktischen, beweistheoretischen Methoden zu. In diesem Kapitel werden 

wir:

Ein formales System, das Schlussweisenkalkül S, einführen; dieses Kalkül basiert 
auf Grundschlussweisen und Grundschlussregeln. Dieses Schlussweisenkalkül ist 
eine Variante eines Systems, das in Johannes Czermaks (leider unveröffentlichtem) 
Manuskript [Cze78] entwickelt wurde. Die strukturellen Eigenschaften der Herleit-
barkeitsrelation treten in einem Schlussweisenkalkül sehr schön hervor.

Einen präzisen Herleitungsbegriff definieren.

Theoreme und weitere Schlussregeln innerhalb des formalen Systems herleiten, 
um dessen Funktionsweise zu demonstrieren.

Ein schlankeres System Se entwickeln und beweisen, dass beide Systeme deduktiv 

äquivalent sind.

Die parallelen Entwicklungen in den Kapiteln zu den semantischen und syntaktischen 

Methoden legen bereits nahe, dass zwischen beiden Methoden ein starker Zusammen-
hang besteht. Genau diese Verbindung zwischen logischer Folgerung und Herleitbar-
keit werden wir im folgenden Kapitel entwickeln.

Kapitel 5: Widerspruchsfreiheit & Modell

Dies ist das Zentrum dieses Buches. Wir beweisen die zentralen Metatheoreme der 
Logik: den Korrektheitssatz und den Vollständigkeitssatz. Die Beweise werden sehr 
ausführlich und nachvollziehbar (down to earth) entwickelt. Die Gliederung des Ka-
pitels folgt dieser Strategie:

Zuerst wird der einfachere Beweis der Korrektheit durch Induktion über die Her-
leitungshöhe geführt. Tatsächlich werden wir den Korrektheitssatz auf verschiede-
ne Arten beweisen.

Danach folgt der anspruchsvollere Beweis der Vollständigkeit nach der berühmten 

Methode von Henkin.

Um die Komplexität zu reduzieren, wird der Henkin-Beweis zunächst für ein Sys-
tem ohne Gleichheit geführt und erst im Anschluss auf ein System mit Gleichheit 
erweitert.
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Kapitel 6: Konsequenzen & Anwendungen

Dieses Kapitel untersucht einige der wichtigsten Konsequenzen, die sich aus den me-
talogischen Resultaten der Korrektheit und Vollständigkeit ergeben. Die Themen um-
fassen:

Die formale Sprache wird um Konstanten und Funktionszeichen erweitert und 

es wird skizziert, wie die Beweise (von Korrektheit und Vollständigkeit) daran an-
gepasst werden können.

Wir betrachten die Bedeutung der Korrektheit für den Nachweis der Nichther-
leitbarkeit von Formeln durch die Methode der Gegenmodelle.

Danach wird das Konzept einer konservativen Erweiterung eingeführt und be-
wiesen, dass die Hinzufügung der Gleichheit zu unserer Logik eine solche ist.

Als Beispiel für eine formale Theorie wird die Peano-Arithmetik (PA) eingeführt. 
Mithilfe des Kompaktheitssatzes beweisen wir die Existenz von Nicht-Standard-
modellen der Arithmetik.

Anschließend zeigen wir den Satz von Löwenheim-Skolem und seine (parado-
xe?) Konsequenz für die axiomatische Mengenlehre (ZFC), bekannt als Skolems 
Paradoxon.

Gut zum Thema passend definieren wir elemantare Äquivalenz und Isomorphie.

Abschließend werfen wir Schlaglichter auf Interpolationssatz von Craig, Defi-
nierbarkeit nach Beth und auf relative Interpretierbarkeit und relative Wi-
derspruchsfreiheit.

Kapitel 7: Platons Bart – Kleine Einführung in die Freie Logik

Wir haben bereits von Existenzvoraussetzungen gesprochen. In diesem Kapitel wird 

anhand des klassischen philosophischen Problems von Platons Bart eine Familie von 

nichtklassischen Logiken eingeführt: die sogenannten Freien Logiken.

Freie Logiken können als eine Variation der Klassischen Logik betrachtet werden, die 

deren Existenzvoraussetzungen explizit macht und hinterfragt. Im Speziellen betrach-
ten wir die Negative Freie Logik, deren semantische These besagt, dass einfache/ele-
mentare Sätze mit nicht-bezeichnenden Termen (z. B. ‘Pegasus ist ein geflügeltes Pferd’) 
falsch sind.

Wir entwickeln diese Logik semantisch und syntaktisch, wobei viele der Beweise als 
Übungsaufgaben für die nun geübte Leserin verbleiben. Das Kapitel schließt mit der 
Untersuchung von bestimmten Kennzeichnungen (definite descriptions) und einer 
formalen Theorie dazu ab.

Der didaktische Zweck dieses Kapitels liegt darin, die in diesem Buch entwickelten 

metalogischen Methoden auf ein neues System anzuwenden. Es kann und sollte erneut 
nach Korrektheit und Vollständigkeit gefragt werden – eine schöne Gelegenheit für die 

Leserin, ihr Verständnis zu erproben und zu vertiefen.
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Kapitel 8: Coda
Dieses abschließende Kapitel dient als Coda zu unserer Wanderung durch die Me-
talogik. Es wirft einen Blick zurück auf das Erreichte und fasst die Korrektheit und 

Vollständigkeit nochmals konzise zusammen.
Gleichzeitig dient es als Ausblick und wirft ein Schlaglicht auf einige der vielen wichti-
gen Themen, die in diesem Buch nicht behandelt werden konnten. Dazu gehören:

Ein kurzer Überblick über weitere philosophische Logiken jenseits der Klassi-
schen und Freien Logik.
Eine Andeutung der berühmten Grenzen formaler Systeme, wie sie durch die 

Sätze von Tarski (Undefinierbarkeit der Wahrheit), von Gödel (Unvollständigkeit) 
und Gentzen (Widerspruchsfreiheit der Arithmetik) aufgezeigt wurden.

Kapitel 9: Musterlösungen
Im Kapitel Musterlösungen finden Sie einige detaillierte Lösungen, Lösungsstrategien, 
und Lösungsskizzen für ausgewählte Übungsaufgaben aus den vorhergehenden Kapi-
teln, um das Selbststudium zu unterstützen. Erproben Sie sich vorher, bevor Sie sich 

auf die Präsentation stürzen!
Je nach Interesse können Sie das Buch auch selektiv lesen. Wenn Sie primär an den 

Beweisen der Korrektheit und Vollständigkeit interessiert sind, konzentrieren Sie sich 

auf die Kapitel zu Sprache, Semantik, Syntax und den entsprechenden metalogischen 

Resultaten.

Methodische Vorbemerkungen
Ein paar Worte zum Stil und zu den Voraussetzungen dieses Buches sind angebracht, 
um Erwartungen zu klären:

Philosophische Begriffe: Wir verwenden manche Ausdrücke wie ‘Begriff’ oder 
‘Konzept’ relativ naiv – wohlwissend, dass dazu in der Philosophie mehr gesagt 
werden müsste. Unser Fokus liegt auf der formalen Analyse.
Umgang mit Anführungszeichen (Use vs. Mention): Wir sind bei der Unterschei-
dung zwischen der Gebrauchs- und der Erwähnungsebene bisweilen pragmatisch. 
Korrekterweise müssten wir immer dann Anführungszeichen verwenden, wenn 

wir über einen sprachlichen Ausdruck sprechen, anstatt ihn zu verwenden. Man 

müsste also schreiben:
Die Formel ‘𝑃(𝑐)’ ist wahr unter bzw. in einer prädikatenlogischen Interpre-
tation.

Da dies den Lesefluss jedoch oft stört, verzichten wir an vielen Stellen auf die An-
führungszeichen, im Vertrauen darauf, dass der Kontext unmissverständlich klar 
macht, wann eine Formel erwähnt und wann sie gebraucht wird.

Eine allgemeine Anmerkung: Sie werden feststellen, dass in vielen Logikbüchern 

Anführungszeichen konsequent oben gesetzt werden (als einfache ‘ ‘. . . ’ ’). Dies ist 
eine bewusste typografische Entscheidung. Anführungszeichen sind in der Logik 
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ein technisches Hilfsmittel zur Kennzeichnung von Erwähnungen von sprachlichen 

Ausdrücken. Sie teilen zwar das Aussehen mit den Anführungszeichen in nicht-
logischen Texten, aber nicht deren Funktion (wie z. B. die Kennzeichnung direkter 
Rede). Die einheitliche Setzung oben dient dazu, diese technische Funktion visuell 
von der alltagssprachlichen zu unterscheiden.
Formeln vs. Formelschemata: Ähnliches gilt für die Unterscheidung von Formeln 

und Formelschemata. Auch hier vertrauen wir darauf, dass die Leserin erkennt, 
wann ein Formelschema und wann eine spezifische Instanz (Formel) gemeint ist.
Voraussetzungen: Ein gutes Einführungsbuch enthält oft ein Übersetzungsmanual 
von der natürlichen in die formale Sprache. Da es hier um andere Inhalte geht, wird 

eine grundlegende Vertrautheit mit diesem Prozess vorausgesetzt. Ebenso verzich-
ten wir auf eine grundlegende Einführung der Wahrheitstafeln für Junktoren.
Genau dann, wenn: Zu den Schreibweisen ‘gdw.’ Beziehungsweise ‘:gdw.’ gilt das 
Folgende: Wir schreiben immer dann ‘:gdw.’, wenn wir ein definitorische Äquiva-
lenz meinen ansonsten verwenden wir ‘gdw.’ im Sinne einer Äquivalenz.
Terminologie: Axiom, Theorem, These
In der Rede über formale Systeme werden die Begriffe Axiom, Theorem und These 
oft verwendet. Wir legen für dieses Buch den folgenden Sprachgebrauch fest:

Ausgangspunkt unserer formalen Systeme sind Grundschlussweisen. Manche 

Autoren bevorzugen Axiome.
Theorem: Ein Theorem ist eine Formel (oder ein Schluss ohne Prämissen), die 

innerhalb des formalen Systems nach dessen Regeln hergeleitet wurde. Wir 
werden auch zu logischen Wahrheiten ab und an Theorem sagen.

Hinweis zur Metalogik: Der Ausdruck ‘Theorem’ findet auch in der Metalogik Ge-
brauch (z. B. etwa: Löwenheim-Skolem-Theorem). Hier hat er eine pragmatische 

Funktion und hebt die Wichtigkeit einer bewiesenen metatheoretischen Aussage 

hervor, im Gegensatz zu einem (oft) einfacheren Lemma oder Korollar.
Noch kurz zur Frage: Soll ich mehr Logikbücher lesen? Einfache Antwort: Ja, unbe-
dingt! Jedes Buch erfordert Zeit und Ausdauer, aber je mehr Sie studieren, desto mehr 
intellektuelle Freude werden Sie haben. Bedenken Sie jedoch, dass jede Autorin und 

jeder Autor einen eigenen Zugang hat und sich Terminologie, Aufbau und Durchfüh-
rung unterscheiden können und werden. Logisches Arbeiten erfordert ein großes Maß 

an Disziplin und Kreativität. Ist beides gegeben, steht einem freudigen Forscherleben 

weniger im Wege.
Zu diesem Forscherleben gehört aber auch der Mut zur Lücke. Mir ist bewusst, dass es 
unzählige wichtige Themen in der Klassischen Logik und ihrer Metalogik gibt, die in 

diesem Buch nicht einmal angesprochen werden. Dem ist so – und das ist eine bewusste 

Entscheidung. Dieses Buch konzentriert sich auf einen klaren Pfad, in der Hoffnung, 
diesen so verständlich wie möglich zu beleuchten.

Übrigens folgen alle Kapitel im Wesentlichen dem Aufbau dieses Kapitels.
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Persönliches Wort

Und noch etwas Persönliches: Auch wenn die Logik nur notwendige Wahrheiten zum 

Thema habe und die mathematische Welt abstrakt und zwingend sei, so ist die Logik 

als Disziplin doch ein menschliches Produkt. Das Denken über Logik ist faszinierend 

und lebendig. Nicht so lebendig wie Ihre Katze oder mein Hund Diego, aber doch eine 

unaufhörliche Suche nach dem, was der Fall ist.

Wir benutzen oft griechische Buchstaben; hier ist eine Übersicht dazu:

Symbol (klein) Name Symbol (groß)

𝛼 Alpha 𝐴

𝛽 Beta 𝐵

𝛾 Gamma Γ

𝛿 Delta Δ

𝜖 Epsilon 𝐸

𝜁 Zeta 𝑍

𝜂 Eta 𝐻

𝜃 Theta Θ

𝜄 Iota 𝐼

𝜅 Kappa 𝐾

𝜆 Lambda Λ

𝜇 My 𝑀

𝜈 Ny 𝑁

𝜉 Xi Ξ

𝑜 Omikron 𝑂

𝜋 Pi Π

𝜌 Rho 𝑃

𝜎 Sigma Σ

𝜏 Tau 𝑇

𝜐 Ypsilon Υ

𝜙, 𝜑 Phi Φ

𝜒 Chi 𝑋

𝜓 Psi Ψ

𝜔 Omega Ω
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1.3 Einführung: Übungen

1. Was sind typische Fragestellungen der Logik im Gegensatz zur Metalogik?

2. Kennen Sie schon Prädikate im logischen Sinne? Wenn ja, wie unterscheiden sie 

sich von Prädikaten einer natürlichen Sprache und im Sinn deren Grammatik?

3. Was sind die zentralen Existenzvoraussetzungen der Klassischen Logik? Wie kön-
nen solche den Aufbau eines formalen Systems, einer formalen Semantik beein-
flussen?

4. Oben steht: Als ein erstes metalogisches Resultat werden wir beweisen, warum jede 

Formel eine gleiche Anzahl von linken und rechten Klammern aufweisen muss. 
Warum ist das ein metalogisches Resultat?

5. Betrachten Sie die beiden Beispielsätze aus der Einleitung:

a. ‘Diego ist ein Hund oder Diego ist kein Hund.’ (𝑃(𝑐) ∨ ¬𝑃(𝑐))
b. ‘Wenn Diego ein Hund ist, dann gibt es Hunde.’ (𝑃(𝑐) → ∃𝑥𝑃(𝑥))
Wie wirken die genannten drei Prinzipien (Bivalenz; Existenzvoraussetzung 1: Na-
men bezeichnen; Existenzvoraussetzung 2: Domain ist nicht leer) zusammen, da-
mit sowohl a. als auch b. als logische Wahrheiten ausgezeichnet sind bzw. a. und b. 
überhaupt in der Sprache der Prädikatenlogik formalisiert werden können?

6. Was soll das alles? Sind Sie schon auf Sätze gestoßen wie:

Dieser Satz ist nicht wahr.

Alle Münchner lügen, sagt ein Münchner.

Der Barbier rasiert alle und nur diejenigen Männer, die sich nicht selbst rasieren.

Warum sind diese merkwürdig? (Tipp: Denken Sie daran, dass wir später die Gren-
zen formaler Systeme diskutieren werden: Welches Problem deutet sich hier an?)

7. Kniffelig: Vielleicht kommen Sie später darauf zurück. Es gibt starke Zusammen-
hänge zwischen den Konzepten der logischen Folge, Modell-haben und Herleitbar-
keit, Widerspruchsfreiheit. Vor diesem Hintergrund: Können Sie die Richtigkeit der 
folgenden Äquivalenzen begründen?

a. Γ |= 𝐴  genau dann, wenn Γ ∪ {¬𝐴} kein Modell hat.

b. Γ ⊢ 𝐴  genau dann, wenn Γ ∪ {¬𝐴} widerspruchsvoll ist.




