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Vorwort

Die Physik ist integraler Bestandteil aller ingenieurwissenschaftlichen Studienginge an den
Universitaten und Hochschulen fiir Angewandte Wissenschaften. Das hat gute Griinde. Alle
technischen Disziplinen entstanden aus der Physik heraus. Daher bildet eine fundierte Kennt-
nis physikalischer Grundlagen die Basis fiir das Verstandnis technischer Zusammenhinge und
damit fiir die Entwicklung innovativer Technologien und Losungen. Dariiber hinaus ermdéglicht
das Studium der Physik die Entwicklung des methodischen Denkens und Vorgehens, die bei
der Bearbeitung technisch komplexer Fragestellungen unabdingbar sind. Dabei ist es nicht
entscheidend, samtliche Details in den einzelnen physikalischen Teildisziplinen zu kennen.
Wichtiger sind vielmehr ein umfassender Uberblick und ein grundsétzliches Verstindnis der
physikalischen Zusammenhange. Bei speziellen technischen Fragestellungen wird damit der
physikalische Hintergrund sichtbar, auf den dann bei Bedarf ndher eingegangen werden kann.

Dieses Ziel verfolgt seit der ersten Auflage aus dem Jahre 1953 das Lehrbuch ,Lindner - Physik
fiir Ingenieure®, das aufgrund seiner groBen Verbreitung inzwischen als Klassiker unter den
einfiihrenden Physik-Lehrbiichern gilt. Allerdings erfordert die fortschreitende Entwicklung
in Forschung, Technik und auch in der Lehre die kontinuierliche, teilweise grundlegende
Anpassung von Inhalt und Darstellung. Um dem Wandel zum aktuellen Stand in Wissen-
schaft und Technik gerecht zu werden, wurde das Werk fiir diese 20. Auflage daher vollig
neu bearbeitet und strukturiert.

Die Gliederung der vorliegenden 20., vollstandig iiberarbeiteten und erweiterten Auflage
folgt den klassischen Bereichen der Physik, angefangen bei der Mechanik tiber die Ther-
modynamik und Elektrodynamik bis hin zur Quantenphysik und Festkorperphysik. Diese
Struktur ermoglicht es den Leserinnen und Lesern, sich systematisch durch die verschie-
denen physikalischen Disziplinen zu bewegen und gleichzeitig die Verbindungen zwischen
ihnen zu erkennen. Ein Ziel des vorliegenden Buches ist es, dass die Physik als grundlegende
Naturwissenschaft in ihren Zusammenhéngen verstanden und nicht als bloBe Aneinander-
reihung spezieller physikalischer Gesetze fehlinterpretiert wird. Zahlreiche Rechenbeispiele
helfen, das physikalische Verstindnis zu vertiefen. An mathematischen Kenntnissen werden
die Differential- und Integralrechnung sowie die Grundlagen der Vektorrechnung voraus-
gesetzt. Das vorliegende Buch wurde so konzipiert, dass es sowohl als Lehrbuch im Studium
als auch als Nachschlagewerk in der beruflichen Praxis dienen kann. Sachliche Kritik und
Verbesserungsvorschlage nehmen wir Autoren und der Hanser-Verlag dankend entgegen.

Wir als Autoren mochten uns bei den Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern des Hanser-Verlags,
insbesondere bei unserer Lektorin Frau Natalia Silakova-Herzberg fiir ihre Geduld und Unter-
stiitzung bei der Fertigstellung des Buches, gerade auch unter den schwierigen Bedingungen
der letzten Jahre, herzlich bedanken. Ein groBer Dank gilt dartiber hinaus unseren Familien
fiir die uns entgegengebrachte groe Unterstiitzung und das Verstidndnis fiir das Buchprojekt.

Karlsruhe - Krefeld Marco Busch - Walther Ebner
Januar 2024






EinfUhrung

B 1.1 Physikalische GréBen und Gleichungen

In der Physik werden aus Beobachtungen der Natur mithilfe von Experimenten (unter Um-
stdnden allerdings unter Einsatz aufwendiger Technik) Gesetze abgeleitet, die das Geschehen
beschreiben. Die Formulierung dieser Gesetze wie auch ihre gegenseitige Verkniipfung
geschieht mithilfe mathematischer Gleichungen. In diesen Gleichungen erscheinen die
physikalischen Begriffe in der Form physikalischer Gréfien. Das sind messbare Merkmale
von Objekten wie Gegenstinde, Vorgidnge oder Zustdande.

Die in den einzelnen Teilgebieten der Physik verwendeten GroBen sind recht zahlreich,
hdngen aber wegen ihrer gegenseitigen, in den Naturgesetzen gegebenen Beziehungen
eng miteinander zusammen. Daher ist es moglich, sie auf nur wenige einfache Basisgrdfien
zuriickzufiihren und mit ihrer Hilfe alle iibrigen als abgeleitete GroB3en darzustellen. So ist
z. B. die Geschwindigkeit eine abgeleitete GroBe, die als Quotient der beiden Basisgrofen
Lange [ und Zeit t definiert ist.

Werte von GroBen

Die physikalischen Groen haben nicht die Bedeutung einfacher Zahlenwerte, sondern be-
inhalten auBerdem eine zweckmaBig gewédhlte Einheit. Der Wert einer GroBe gibt an, wie oft
die Einheit in der gemessenen oder berechneten GroBe enthalten ist.

Merke

Der Wert einer physikalischen GroBe ist das Produkt aus einem Zahlenwert und

einer Einheit.
|

Dies kommt in entsprechenden Gleichungen, wie t =50 s oder g =2 g/cm3 zum Ausdruck,
in denen die darin enthaltenen Einheiten ausdriicklich mitgeschrieben werden miissen.

Soll nur der Zahlenwert einer GroBe bezeichnet werden, so wird ihr Formelzeichen in ge-
schweiften Klammern gesetzt: {l} =50. Will man nur die Einheit angeben, schreibt man das
Formelzeichen in eckige Klammern: [t] =s. Der obige Merksatz kann also allgemein fiir eine
GroBe G durch die Gleichung G = {G} [G] ausgedriickt werden.
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Vektorielle und skalare GroBen

In vielen Féllen reichen Zahlenwert und Einheit nicht aus, um eine physikalische GroBe voll-
standig zu charakterisieren, zuséatzlich ist noch die Angabe einer Richtung erforderlich. Dann
handelt es sich um vektorielle Grifen. Hierzu gehéren Geschwindigkeit v, Beschleunigung
a, Kraft F usw. Vektorielle GroBen werden durch einen Pfeil iiber dem Symbol (Formelzei-
chen) der GroBe hervorgehoben. Fehlt der Pfeil, so ist mit dem Symbol, wie v, a, F usw., der
Betrag der vektoriellen GroBe gemeint. Die mathematische Behandlung vektorieller Grofen
erfolgt nach den Regeln der Vektorrechnung. Deren Kenntnis wird hier nicht vorausgesetzt,
sondern an den entsprechenden Stellen des Buches wird anhand der konkreten Beispiele
ndher darauf eingegangen.

Werden Vorgédnge nur in einer Dimension betrachtet, kann die Richtung durch ein Vorzeichen
vor dem Betrag angegeben werden, auf den Vektorpfeil kann dann verzichtet werden. So ist
z. B. die Geschwindigkeit —v entgegengesetzt zur Geschwindigkeit v.

Als skalare Grifien werden dagegen die GroBen bezeichnet, denen kein Richtungssinn zu-
geordnet werden kann, wie z. B. die Zeit ¢, die Masse m oder die Temperatur T eines Korpers.

Physikalische GroBengleichungen

Die zur Formulierung der Naturgesetze aufgestellten Gleichungen werden mit physikalischen
GroBen gebildet. Sie werden daher als Grdfengleichungen bezeichnet, in denen die GroBen
durch ihre Symbole reprasentiert werden. Sie sind unabhéngig von Zahlenwert und Einheit
der GroBen.

In der Praxis wird bei der Bearbeitung einer Aufgabenstellung zunachst mit GréBengleichun-

gen eine allgemeine Losungsgleichung erarbeitet. Erst dann werden konkrete Werte fiir die
GroBen eingesetzt und damit eine spezielle Losung berechnet, wie das folgende Beispiel zeigt.

— A a

Beispiel
Aufgabenstellung: Wie groB ist die Masse m von [ =300 m Kupferdraht mit dem
Querschnitt A = 0,785 - 10~ m?? Die Dichte von Kupfer betrigt o = 8,93- 10° kg/m?®.

Allgemeine Losung: Die Definition der Dichte lautet o =%. Daraus ergibt sich fiir

die Masse m=p-V. Mit dem Volumen V =1- A erhélt man als allgemeine Lésung
m=p-1-A

Spezielle Lésung: Durch Einsetzen der Werte folgt schlieBlich
m=8,93-10° k—%-soo m-0,785-10° m? =2,103 kg

m
|

Hieraus ist zu ersehen, dass die Einheiten wie Faktoren behandelt werden und z. B. auch
gegenseitig gekiirzt werden konnen.

Mitunter sind zugeschnittene Grifiengleichungen in Gebrauch mit ,GroBensymbolen®, die nur
fiir GroBenangaben in bestimmten Einheiten gelten sollen. Im Unterschied zu den GroBen-
gleichungen stellen diese Symbole dann keine GroBen, sondern nur Zahlenwerte dar. Solche
sehr speziellen Gleichungen haben nur in eng begrenzten Bereichen eine Berechtigung,
sollten nur mit groBer Vorsicht verwendet werden und tauchen in diesem Buch nicht auf.
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Einheitengleichungen und Dimensionen

Oftmals kommt es darauf an, lediglich iber die in einer Gleichung vorkommenden Einheiten
Klarheit zu gewinnen. In einer solchen Einheitengleichung werden die GroBen in eckige Klam-
mern gesetzt, womit zum Ausdruck gebracht wird, dass nur die Einheiten gemeint sind. Bei-

spielsweise folgt aus der Definition der Dichte o = 7 die Einheitengleichung [g] =m :F'
Mit der Dimension einer GroBe wird dargestellt, wie diese GroBe im Prinzip mit den Basis-
groBen zusammenhangt. Als Dimensionssymbole werden GroBbuchstaben verwendet. Die in
der Mechanik verwendeten BasisgroBen haben die Dimensionen Lange L, Zeit T und Masse
M. Zum Beispiel ergibt sich das Volumen Vaus dem Produkt dreier Lingen und hat daher die
Dimension L*. Die Dichte g ist demzufolge von der Dimension M - L. Physikalische GroBen,
bei deren Bildung sich die Einheiten herauskiirzen, besitzen die Dimension 1. Dies ist z. B.
Bogenlédnge
adius
wird. Da die Dimensionen nicht an spezielle Einheiten gebunden sind, kann ihr Gebrauch
hiufig den Uberblick {iber komplizierte Zusammenhénge erleichtern.

beim BogenmaB des ebenen Winkels der Fall, das durch das Verhaltnis bestimmt

B 1.2 Internationales Einheitensystem

1.2.1 BasisgroBen und Basiseinheiten des SI

Bei der Aufstellung der Naturgesetze mithilfe von Experimenten ist das Bestreben, dafiir
eine moglichst allgemeine Form zu finden, sodass sie sich also nicht nur auf den konkreten
Fall beziehen, sondern sich als Theorie auch auf andere Umstdnde anwenden lassen. Dabei
miissen letzten Endes aber wieder Experimente dariiber entscheiden, ob die Theorie auf
diese Umstédnde tatsdachlich angewendet werden kann.

Die Ergebnisse von Experimenten, die also die Basis der Physik darstellen, konnen aber nur
als giiltig und aussagekraftig angesehen werden, wenn die Experimente reproduzierbar sind,
d. h.unabhdngig von Ort oder Zeitpunkt mit denselben Ergebnissen wiederholt werden konnen.
Um nun die Ergebnisse der Experimente vergleichen zu konnen, miissen diese mit allgemein
gliltigen, moglichst prazise festgelegten und unverdnderlichen Einheiten angegeben werden.

AuBerdem ist neben diesem eher prinzipiellen Motiv ein allgemein giiltiges Einheitensystem
in einer hochtechnisierten Welt fiir den globalen Austausch in Technik und Wissenschaft
unerlasslich.

Die ersten Schritte zur Errichtung eines solchen Einheitensystems wurden 1790 im Anschluss
an die Franzosische Revolution mit der Definition der Sekunde als Bruchteil des Sonnenta-
ges, des Meters als Bruchteil des Erdumfangs und des Gramms als Masse eines bestimmten
Volumens Wasser gemacht. 1875 wurde das Bureau International des Poids et Mesures (BIPM,
Internationales Biiro fiir Gewichte und MaBe) gegriindet, das fortan die Arbeiten zur Verein-
heitlichung koordinierte. 1889 fand die 1. Conférence générale des poids et mesures (CGPM,
Generalkonferenz fiir Gewichte und MaBe) statt, auf der unter anderem ein Korper aus einer
Platin-Iridium-Legierung, gelagert beim BIPM, als das ,Urkilogramm* anerkannt wurde.
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Mit dem weiteren wissenschaftlichen Fortschritt und der Weiterentwicklung der Mess-
verfahren zu immer hoherer Genauigkeit ist man heute so weit, einen Vorschlag von Max
Planck aus dem Jahr 1900 zu realisieren, ndmlich die Basiseinheiten des Einheitensystems
auf der Grundlage von Naturkonstanten zu definieren. Die Prdzision, mit der bestimmte
Naturkonstanten inzwischen gemessen werden konnen, ist so hoch, dass die Festlegung der
Einheiten auf ihrer Grundlage die Genauigkeit der herkommlichen Festlegung tibertrifft. Die
Werte der Naturkonstanten konnen in diesem Zuge als exakte Werte so definiert werden,
dass die neu festgelegten Einheiten mit den alten im Rahmen der Messgenauigkeit tiberein-
stimmen. Fiir das Systéme international d’unités (SI, Internationales Einheitensystem), das
1960 von den meisten Landern der Erde auf der 11. CGPM vereinbart worden war, wurde
auf der 26. CGPM beschlossen, dass ab 2019 alle Basiseinheiten durch ausgewahlte Natur-
konstanten definiert werden.

Die BasisgroBen des SI mit ihren Basiseinheiten sind in Tabelle 1.1 aufgefiihrt, Tabelle 1.2
zeigt die im SI als exakt definierten Naturkonstanten. Die Definition der Basiseinheiten und
ihre Riickfiihrung auf die Naturkonstanten sowie vorgeschlagene Messverfahren werden im
Folgenden kurz dargestellt.

Tabelle 1.1 BasisgroBen und Basiseinheiten des S

Zeit Sekunde Afce

Lange [ Meter m @ s
Masse m Kilogramm kg h s, m
Stromstarke / Ampere A e s
Temperatur T Kelvin K k s, m, kg
Stoffmenge n Mol mol Ny

Lichtstarke [ Candela cd Koy s, m, kg

Tabelle 1.2 Im Sl exakt definierte Konstanten

1

Frequenz des Hyperfeinstruktur-Ubergangs in 133cg Afys =9912631770 —
s
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c=299792 458 m
s
5 c kg m?
Planck’sches Wirkungsquantum h=6,62607015-10"3* ==
S
Elementarladung e=1602176634-10""7 A's
2
Boltzmann-Konstante k =1,380 6491072 kg m”
s? K
Avogadro-Konstante N, =6,02214076-10% 1
mo
. . cdsrs®
Photometrisches Strahlungséquivalent K.q =683

kg m?
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Sekunde

Eine Sekunde ist festgelegt durch die Frequenz Af, der Strahlung eines bestimmten Uber-
gangs im '*3Cs-Atom (Genaueres dazu in Abschnitt 8.2.6).

Eine Sekunde entspricht 9912631770 Perioden dieser Strahlung. Der exakte Wert ist also

1s =L~9912 631770.

Cs
Die Messung von Frequenzen mit Mikrowellen-Resonanz an Atomwolken oder Einzel-Atom-
Spektroskopie gehort zu den Messungen, bei denen die hochste relative Genauigkeit erreicht
werden kann (Abschnitt 8.2.6). Die Sekunde wurde daher als Grundlage fiir die Definition
der weiteren Basiseinheiten gewahlt.

Meter
Grundlagen sind der festgelegte Wert der Geschwindigkeit des Lichtes im Vakuum ¢ sowie
die Definition der Sekunde.

Ein Meter ist die Strecke, die das Licht im Zeitraum ; s zuriicklegt.
299792458

1 o.g 22912631770 ¢
299792458 299792458 Afy,

Auf die Konstanten zuriickgefiihrt gilt exakt: 1 m =

Zur Messung macht man sich den Zusammenhang A =% (Gl. (4.98)) zwischen der Wellen-

lange des Lichtes 4, seiner Geschwindigkeit ¢ und Frequenz f zunutze. Mit einem Interfero-
meter (siehe Abschnitt 7.3.3) kann damit iiber die Wellenlange die Lange eines Lingen-
maBstabs mit der Frequenz des Lichtes in Beziehung gesetzt werden. Um die erforderliche
Genauigkeit zu erreichen, werden unter anderem frequenzstabilisierte Laser als Lichtquelle
verwendet.

Kilogramm

Grundlagen sind der festgelegte Wert des Planck’schen Wirkungsquantums h sowie die
Definitionen von Sekunde und Meter.

Damit gilt: 1 kg ={ h = 4] m~’s.
6,62607015-10

Die Masse eines Referenz-Kilogramms kann mit einer Watt- oder Kibble-Waage (B. Kibble,
1938-2016) gemessen werden. Darin wird in einem ersten Schritt die Gewichtskraft auf die
Masse m- g durch die magnetische Lorentz-Kraft auf eine stromfiihrende Spule kompensiert,
im zweiten Schritt die in der mit der Geschwindigkeit v bewegten Spule induzierte Spannung
gemessen. Spannung und Strom werden mithilfe des Josephson-Effektes (Abschnitt 9.2.6)
und des Quanten-Hall-Effektes (Abschnitt 9.2.4) mit dem Planck’schen Wirkungsquantum
in Beziehung gesetzt (und mit der Elementarladung, die aber in der Rechnung wegfallt). Fiir

S
Abweichungen im Mikrogramm-Bereich zwischen der Masse des Urkilogramms von 1889
und der von Vergleichskorpern, die sich im Laufe der letzten Jahrzehnte zeigten und nicht
eindeutig einem der Korper zugeordnet werden konnten, waren ein wichtiges Motiv fir die
Neufassung des SI im Jahre 2019.

die Masse (in kg) erhdlt man daraus eine Beziehung zu g (in 22), v (in E) und h.
S
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Ampere

Grundlagen sind der festgelegte Wert der Elementarladung e sowie die Definition der Sekunde.
1

T 6,2-1018 Elemen-
1,602176 634-10"

Ein Stromstérke von 1 A entspricht einem Fluss von
tarladungen pro Sekunde.

Fiir die messtechnische Realisierung kann das Ohm’sche Gesetz =% (Gl. (6.95)) genutzt

werden. Die zurzeit hochste Prazision bei der Messung von Spannung und Widerstand er-
reicht man wieder unter Nutzung des Quanten-Hall- und des Josephson-Effektes.

Eine sehr direkte Methode, namlich das Zahlen einzelner Elektronen mit einer mikroelek-
tronischen sogenannten Ein-Elektron-Pumpe, ist in der Entwicklung. [hre Genauigkeit leidet
aber zurzeit noch an der begrenzten reproduzierbaren Zahlrate von etwa 10° Elektronen pro
Sekunde entsprechend einem Strom von ca. 100 pA.

Kelvin

Grundlagen sind der festgelegte Wert der Boltzmann-Konstanten k sowie die Definitionen
von Sekunde, Meter und Kilogramm.

Das Kelvin als Einheit der absoluten Temperaturskala ist damit gegeben durch
1,380694-107%° ,
1K=7——kgm"s™".

Der bisherige Fixpunkt der Temperaturskala, die Temperatur des Tripelpunktes von Wasser
T=273,16 K=0,01 °C (siehe Abschnitt 5.1) bleibt dabei erhalten, und auch die Celsius-Skala
ist weiterhin giiltig.

Eine sehr prazise Methode zur Messung der absoluten Temperatur und zur messtechnischen
Realisierung der Einheit Kelvin beruht auf der Temperaturabhangigkeit der Schallgeschwin-
digkeit eines idealen, monoatomaren Gases (sehr gut angendhert durch z. B. Helium unter
Normalbedingungen) ¢ = %5 T (Gl (4.117)) mit k= %, R, = K (m: mittlere Masse der

m

m
Atome des Gases, R;: spezifische Gaskonstante, «: Isentropenkoefizient). Zur Messung der

Temperatur wird die Frequenz f einer stehenden Welle in einem gasgefiillten Hohlraum ge-
messen, dessen Abmessungen die Wellenlédnge A vorgeben (siehe Abschnitt 4.4.1). Mitc =4 f
(Gl. (4.98)) kann die Schallgeschwindigkeit und damit die Temperatur bestimmt werden.

Mol
Grundlage ist der festgelegte Wert der Avogadro-Konstanten N,.

Die Einheit mol dient zur Angabe der Stoffmenge, d. h. zur Angabe der Anzahl der Teilchen
eines Stoffes, z. B. der Atome, Molekiile, Ionen usw.

Ein Mol entspricht einer Stoffmenge von exakt 6,022 14076-10?° Teilchen.

Mit dieser neuen Festlegung orientiert man sich an der bisherigen Definition, ndmlich, dass
ein Mol der Anzahl der '2C-Atome in 0,012 kg, der molaren Masse von '°C entspricht. Da
das aber nur im Rahmen der Messgenauigkeit gilt, ist nun die Anzahl der 12C-Atome eine
MessgrofBe.

Die bisher genaueste Bestimmung der Avogadro-Konstanten wurde mit einer 285 (Silicium)-
Kugel durchgefiihrt, die bei einem Durchmesser von 93,7 mm nur um maximal 30 nm von der
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Kugelgestalt abweicht, sodass das Kugelvolumen sehr genau berechnet werden kann. Mit der
Kenntnis der Kristallstruktur von Silicium und des Atomabstands, die mit Rontgenstruktur-
analysen bestimmt werden (siehe Abschnitt 9.1.2), kann man daraus die Anzahl N der Atome
in der Kugel berechnen. Aus der Masse der Kugel und der molaren Masse von 0,028 kg von

285 ergibt sich die Stoffmenge n in mol und damit die Avogadro-Konstante nach N, :E.
n

Candela

Die Einheit Candela bezieht sich als einzige der SI-Basiseinheiten direkt auf die Physiologie
des Menschen. Sie dient als MaB fiir die Lichtstarke, wobei hier Licht im engeren Sinne als
der mit dem menschlichen Auge und seiner spektralen Empfindlichkeit sichtbare Teil der
elektromagnetischen Strahlung gemeint ist. Die Lichtstarke ist bei einer bestimmten Frequenz
proportional zur Strahlstarke, d. h. der Strahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in eilzle Pae—
stimmte Richtung mit der Einheit g (Watt pro Steradian): 1cd = K -1 g =K1 kg%

cd-sr

Die Proportionalititskonstante ist auf den Wert K ; =683 bei der Frequenz 5,40 - 10" Hz

(griines Licht) festgelegt. Dieser Wert wurde so gewdhlt, damit der Anschluss an frithere De-
finitionen der Einheit Candela gegeben ist.

Die Messung der Lichtstiarke wird damit zuriickgefiihrt auf die Messung der Strahlstérke.
Will man die Lichtstédrke einer Lichtquelle mit einem breiten Spektrum aus der Strahlstiarke
berechnen, muss man allerdings die spektrale Empfindlichkeitskurve des Auges einbeziehen
(siehe Abschnitt 7.4.2).

1.2.2 Arbeiten mit Einheiten

Alle in den Naturwissenschaften und der Technik auftretenden GroBen konnen als Produkte
von Potenzen der SI-Basiseinheiten ausgedriickt werden. Diese Kombinationen werden als
abgeleitete kohdrente SI-Einheiten bezeichnet, wenn keine zusatzlichen Zahlenfaktoren darin
vorkommen, ansonsten als abgeleitete, nicht kohdrente. So ist die abgeleitete koharente SI-

Einheit fiir die Geschwindigkeit on_ m-s!

_ S
(}%:10*3 kg-(107m) ",

,nicht kohdrent ist dagegen fiir die Massendichte

Viele abgeleitete Einheiten haben aus praktischen Griinden eigene Bezeichnungen erhalten.

Zum Beispiel wird die Kraft in der Einheit Newton mit N =kg-m- s angegeben, die elektri-

sche Spannung in der Einheit Volt mit V = kg-m?- A -s7>.

Zu den abgeleiteten Einheiten zahlen auch die Winkeleinheiten:

_ Bogenldnge .
Radius

Flache der Kugelkappe or

Radius?

Radiant (rad =m- m'= 1) fiir den ebenen Winkel « ad .

Steradiant (sr = m?-m™2 = 1) fiir den Raumwinkel « =

Da sie dimensionslos sind, brauchen sie eigentlich nicht mitgeschrieben zu werden. Sie
dienen aber zur Kennzeichnung einer Zahl als Winkel.



8 1 Einfiihrung

Es gibt dartiber hinaus viele Einheiten, die zwar keine SI-Einheiten sind, aber wegen der
héufigen Verwendung vom SI zugelassen sind. Dazu gehoren Minute (min), Stunde (h), Tag
(d), Liter (1), Tonne (t), Elektronvolt (eV) usw.

SchlieBlich stoSt man auch haufig noch auf Nicht-SI-Einheiten, die aber in einigen Landern
gesetzlich zugelassen sind, wie Bar (bar), Kilowattstunde (kWh), Zoll (") usw.

Oft kommt es vor, dass Einheiten fiir den praktischen Umgang zu groB oder zu klein sind. Das
SI erlaubt dafiir die Verwendung von Vorsédtzen (Prafixen), die dezimale Teile oder Vielfache
einer Einheit kennzeichnen. Tabelle 1.3 fiihrt die gebrauchlichsten Préfixe auf.

Tabelle 1.3 SI-Préfixe

da Deka 10! Dezi 107"
h Hekto 10° c Zenti 1072
k kilo 103 m Milli 1073
M Mega 10° u Mikro 10°¢
G Giga 10° n Nano 107°
T Tera 10" P Piko 1072
P Peta 10" f Femto 107"
E Exa 10'® a Atto 107"

Einer Einheit diirfen nicht mehrere Prafixe vorangestellt werden. Insbesondere muss man
sich beim Kilogramm dabei an der eigentlich abgeleiteten SI-Einheit Gramm oder an der
zugelassenen Einheit Tonne orientieren, z. B.: 50000 kg = 50 Mg =50 t.

Haufig sind die Eingangswerte bei Berechnungen nicht als SI-Einheiten gegeben. Hier emp-
fiehlt es sich, die Werte vor der Berechnung in SI-Einheiten umzurechnen. Das Ergebnis erhalt
man dann ebenfalls in SI-Einheiten, die dann bei Bedarf wieder in eventuell praktischere
Einheiten umgerechnet werden kénnen.

—— Q q

Beispiel
Welche Zeit braucht ein Schiff bei einer Geschwindigkeit von 15 kn, um die Strecke
von 4000 km zurtickzulegen?

. . l
Gerechnet wird nach der Gleichung t =—
v

mitv=15kn=15| 1852 | =15 1852 — |=7,72
h 3600s s

und [ = 4000 km = 4000- 10° m. Damit ergibt sich
6
=210 M 518,105 5=6,00d

7,72™
S
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Grundsétzlich gilt also:

@ Merke

Werden in einer GroBengleichung die gegebenen GréBen in SI-Einheiten eingesetzt,
so ergibt sich die zu berechnende GréBe auch in ihrer SI-Einheit.

B 1.3 MessgroBen und Messfehler

Die Physik ist eine empirische Wissenschaft, d. h. ihre Aussagen beruhen, wie schon mehr-
fach erwahnt, auf Experimenten, also der Beobachtung von Vorgdngen unter natiirlichen oder
auch kiinstlich hergestellten Bedingungen. Erst die durch Messungen gewonnenen Daten
ermdglichen die Aufstellung und Uberpriifung von Theorien oder die technische Umsetzung
physikalischer Erkenntnisse. Ein groBer Teil der Alltagsarbeit in der Physik (wie auch in an-
deren Naturwissenschaften) besteht in der Auswertung von Messdaten, insbesondere auch in
Bezug auf ihre Giiltigkeit und Zuverlassigkeit hin. Das mathematische Handwerkszeug dazu
ist sehr umfangreich. Im Folgenden kionnen daher nur einige Grundziige der Vorgehensweise
bei der Auswertung von Messdaten erlautert werden.

1.3.1 Messunsicherheiten

Jede Messung ist mit Unsicherheiten behaftet. Mit erhohtem Aufwand kann man die Unsicher-
heit zwar verringern, man kann sie aber grundsitzlich nicht beseitigen. Ein Messergebnis ist
daher immer nur ein Schatzwert fiir den Erwartungswert, den ,wahren® Wert der jeweiligen
MessgroBe. Zur vollstindigen Angabe eines Messergebnisses gehort deshalb auch die Angabe
der Messunsicherheit, mit deren Wert sich ein Intervall um den Schatzwert, der sogenannte
Vertrauensbereich, festlegen lasst.

Zur Messunsicherheit tragen systematische und zufallige Ursachen bei. Als systematische
Unsicherheiten werden Messabweichungen bezeichnet, die durch Unvollkommenheiten des
Mess- und Auswertungsverfahrens, der Messgerdte, durch nicht erfasste Umwelteinfliisse
(z. B. die Temperaturabhangigkeit eines Messwiderstandes bei der Strommessung) und auch
durch personliche Fehler des Beobachters verursacht werden. Sie konnen zeitlich sowohl
konstant als auch verdnderlich sein und sind allein durch Wiederholung der Messung nicht
zu erfassen. Sind die Werte der systematischen Abweichungen bekannt, lassen sie sich durch
rechnerische Korrektur der Messwerte berticksichtigen. Bei Messgerdaten werden mogliche
systematische Fehler in der Regel als Toleranz (z. B. wie ,1,5 % vom Endwert®) angegeben,
bei digitalen Anzeigen entspricht der minimale systematische Fehler dem Wert der letzten
angezeigten Stelle. In vielen Fillen konnen sie nur abgeschatzt werden.
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Mit statistischen Methoden kann man dagegen die zufélligen, statistischen Unsicherheiten
erfassen, die sich in einer Streuung von Messwerten bei der Wiederholung von Messungen
unter sonst unveranderten Bedingungen duBern. Ihre Ursachen reichen vom begrenzten
Auflosungsvermogen des Auges beim Ablesen eines LangenmaBstabs bis zur mikroskopisch
ungeordneten Bewegung von Elektronen bei einer Spannungsmessung. Der Umgang mit
Unsicherheiten dieser Art soll im Folgenden erldutert werden.

1.3.2 Messreihen

Zur verlasslichen Bestimmung des ,wahren Wertes einer GroBe x (z. B. eine Geschwindigkeit,
Spannung, Zeit usw.) reicht eine einzelne Messung wegen der oben erwahnten Unsicher-
heiten nicht aus. Es muss eine Messreihe mit mehrfachen Messungen unter moglichst kon-
stanten Bedingungen durchgefiihrt werden. Tragt man die Haufigkeit, mit der eine Messung
im Rahmen der Messreihe einen Wert innerhalb eines bestimmten Intervalls ergibt, gegen
den Gesamtbereich der Werte auf, ergibt sich in der Regel ein Bild dhnlich wie in Bild 1.1.

._.
o
|

Hdufigkeit

Bild 1.1
o
& Messwerte  Haufigkeitsverteilung bei einer Messreihe

1,71
1,74 |
1,77

Viele der Messwerte liegen in der Ndhe eines ,mittleren“ Wertes, mit zunehmendem Ab-
stand davon nimmt ihre Haufigkeit ab. Anders ausgedriickt: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Messwert in der Nédhe dieses mittleren Wertes liegt, ist hoch und nimmt mit zunehmendem
Abstand davon ab. Mathematisch wird dies durch die Wahrscheinlichkeitsdichte f (x) aus-
gedriickt, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Messwert in ein Intervall x + dx fallt.
Ein bei Messungen in der Praxis haufig auftretender Fall ist die Gaufs-Verteilung (C. F. GauB,
1777-1855), die deshalb auch als Normalverteilung bezeichnet wird. Die Funktion der Wahr-
scheinlichkeitsdichte bei der GauB-Verteilung lautet

f(X):;e_%[%ﬂ) (1.1)

—00 < X < 400

Ihre Kurve, die wegen ihrer Gestalt auch als GauB3’sche Glockenkurve bezeichnet wird, zeigt
Bild 1.2.

Der Parameter u ist der Erwartungswert der Verteilung. Er gibt die Position des Maximums
der Kurve an, d. h. den Messwert, der mit der hochsten Wahrscheinlichkeit auftritt. Die Stan-
dardabweichung o bestimmt die Breite der Verteilung der Messwerte um den Erwartungswert.
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Die Gesamtflache unter der Kurve ist 1, entsprechend der (trivialen) Aussage, dass ein Mess-
wert mit der Wahrscheinlichkeit 100 % irgendwo im Definitionsintervall von x liegt. Zwischen
den Grenzen x = u—o und x = u+ o liegen ca. 68,3 % der Flache. Eine Messung ergibt also
mit einer Wahrscheinlichkeit von 68,3 % einen Messwert innerhalb dieser Grenzen. Fiir die
Grenzen u * 20 liegt der Wert bei 95,4 %.

Wahrscheinlichkeitsdichte

Bild 1.2
K Messwerte  Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung

Allerdings wird die Verteilung der Messwerte nur fiir den theoretischen Fall unendlich vieler
Messwerte exakt durch Gl. (1.1) und Bild 1.2 beschrieben. Bei einer Messreihe mit nur end-
lich vielen Messwerten muss man sich daher mit Naherungen bzw. Schitzwerten fiir den
Erwartungswert 4 und die Standardabweichung o begniigen. Fiir normalverteilte Messwerte
Xy, Xy, ..., X, ist der der beste Schétzwert fiir u der

Mittelwert der Messreihe!
1 n
X=— ZX[ (1.2)
2 i=1

i
Als Schatzwert fiir o gilt die

Standardabweichung der Messreihe

Eine Messung ist im Sinne der Statistik eine Stichprobe. Die Anzahl der Messungen n wird
daher auch als Umfang der Stichprobe bezeichnet.

Je groBer die Anzahl der Messwerte ist, desto genauer gibt der Mittelwert den Erwartungswert
der gemessenen GroBe wieder, als desto schmaler kann deshalb auch der Vertrauensbereich
angegeben werden. Allerdings kann bei einer realen Messreihe mit endlich vielen Messwer-
ten nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit, dem Vertrauensniveau, davon ausgegangen
werden, dass der Erwartungswert tatsdchlich innerhalb des Vertrauensbereiches liegt. Beides
driickt sich aus in der Berechnung der

Messunsicherheit des Mittelwertes

(1.4)

b
up :ﬁsx

' Zu den meist recht ,aufwendigen® Gleichungen zur Berechnung der statistischen Kennwerte sei angemerkt,
dass sie in entsprechender Anwendungssoftware oft vorprogrammiert enthalten sind.
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Wie man unmittelbar sieht, wird die Messunsicherheit u mit zunehmendem n kleiner. Der
Student’sche t-Faktor ¢, (W.S. Gosset, Pseudonym ,Student®, 1876-1937) beriicksichtigt
auBerdem neben dem Stichprobenumfang n das Vertrauensniveau p. Der t-Faktor folgt aus
der Theorie der Fehlerrechnung, einige Werte fiir zwei hdufig benutzte Vertrauensniveaus
sind in Tabelle 1.4 angefiihrt.

Tabelle 1.4 Student’scher t-Faktor

p=683% 1,84 1,32 1,20 1,11 1,08 1,06 1,03 1,01 1,01
P p=954% 13,8 4,50 3,29 2,64 2,42 2,31 2,14 2,05 2,02

Fiir die Begrenzung des Vertrauensbereichs ergibt sich damit

AX, =, +w (1.5)

Dabei steht w fiir den systematischer Fehler, der, wie oben erwahnt, eventuell abgeschatzt
werden muss. Streng genommen gilt Gl. (1.5) unter der Bedingung, dass w deutlich kleiner
istals u,.

D

Das aus der Messreihe folgende Messergebnis wird damit so angegeben
x=XxtAx, (1.6)

mit dem Vertrauensniveau p.

Das Resultat einer Messreihe ist nur zusammen mit der Nennung des Vertrauensbereiches
und des Vertrauensniveaus sinnvoll.

Der Wert von Ax,, ist unabhdngig vom Wert von X und wird deshalb als absolute Unsicher-
heit bezeichnet. Oft gibt eine Angabe der relativen Unsicherheit einer GroBe einen besseren
Eindruck von der Qualitit einer Messreihe. Dabei wird die absolute Unsicherheit auf den

AX
Mittelwert bezogen, d. h. die relative Unsicherheit ist —£. Damit lautet das Resultat einer
Messreihe X

_ Ax
x=Xx, rel. Unsicherheit —% (1.7)
X

mit dem Vertrauensniveau p.

Bei der praktischen Berechnung wird die Anzahl der signifikanten Stellen der Zahlenwerte
des Mittelwertes und der Unsicherheit hdufig nur durch das dafiir verwendete Rechengerit
(Computer) bestimmt. Dabei werden als signifikante Stellen einer Zahl die Stellen ohne
fiihrende Nullen bis zur Rundungsstelle bezeichnet. Deutlich wird dies bei der Notierung
als FlieBkommazahl. Die Zahl 1234 = 1,234-10° hat vier signifikante Stellen, die Zahl
0,0012 =1,2-10"° nur zwei. Auch eine folgende Null kann signifikant sein: 0,129 6 ist ge-
rundet 0,130 = 1,30- 107" mit drei signifikanten Stellen.

Fiir die Angabe von Ax), ist nur eine Stelle real signifikant, also physikalisch sinnvoll. Die
real signifikanten Stellen von X ergeben sich aus dem Wert von Ax,,. Nur die Stellen, die
sich im Bereich X + Axp um weniger als 10 Werte dndern, konnen als real signifikant gelten.
Als Ergebnis der Messreihe diirfen nur diese real signifikanten Stellen angegeben werden.
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Beispiel
Die Schwingungsperiode eines Pendels soll bestimmt werden. Dazu werden
finf Messungen der Periodendauer durchgefiihrt. Die Auflésung bzw. die Mess-
unsicherheit der Stoppuhr betragt w= 0,01 s. Die Messwerte sind

i 1 2 3 4 O 6
T./s 1,92 1,95 1,91 1,89 1,93 1,88
Es ergibt sich

nach Gl. (1.2) fiir den Mittelwert: T =1,9167's,
nach Gl. (1.3) fiir die Standardabweichung: s;=0,0320 s.
(jeweils auf die 4. Nachkommastelle gerundet)

Bei einem Vertrauensniveau von 95,4 % und einem Stichprobenumfang von 6 ist
der t-Faktor ty5 = 2,64. Fir die Messunsicherheit des Mittelwertes erhalt man da-
mit nach Gl. (1.4): ugs = 0,034 5.

Die Begrenzung des Vertrauensbereichs betragt damit nach Gl. (1.5) rechnerisch:
Axys = 0,044 5 bzw. mit real signifikanten Stellen Axy5 = 0,04. Mit diesem Wert ist
die zweite Nachkommastelle des Mittelwerts noch real signifikant. Das Resultat
der Messreihe lautet daher nach Gl. (1.6):

T=(1,92+0,04)s, Vertrauensniveau p = 95,4 %
bzw. mit der relativen Unsicherheit nach Gl. (1.7):
T=1,92 s, rel. Unsicherheit 0,021 oder 2,1 %, p = 95,4 %.

1.3.3 Fehlerfortpflanzung

Oft kann man eine gesuchte physikalische GroBe y nicht direkt messen, sondern muss
ihren Wert mithilfe einer physikalischen Gleichung aus anderen GroBen x,, x,, X;,... be-
stimmen, die ihrerseits direkt gemessen werden konnen. Es besteht also der Zusammenhang
y=y (X, X, X;,...). In diesem Fall geht man folgendermaBen vor.

Den Schitzwert y der ZielgroBe y berechnet man mit den Mittelwerten der gemessenen
GroBen X, X,, X;,...:

}7:.)/()?1:‘?27)?37“') (18)
Fir die Unsicherheit in y gilt das
GauB’sche Gesetz der Fehlerfortpflanzung

2
Y — — —
Ay:\/z (%M,xz,xa,...ml} (1.9)

i i

(mit derselben Einschrankung wie fiir Gl. (1.5), dass ndmlich die systematischen Fehler der
x; deutlich kleiner sind als die statistischen Unsicherheiten)

13
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Der Ausdruck 6_y bezeichnet eine partielle Ableitung. Beispielweise wird fiir den ersten

0x;

- — — .. . L
Summanden 6_y X, X,, X3, ... zundchst y nach x, abgeleitet, wobei die anderen x; als Konstan-
X

ten betrachtet werden. AnschlieBend werden in diese Ableitung die Mittelwerte X,, X,, X, ...
eingesetzt und so der Wert berechnet.

In der Praxis braucht man in vielen Féllen nicht von der allgemeinen Grundform (Gl (1.9))
auszugehen, da die Zusammenhdnge y:y(xl,xz,x3,...) speziellen Sonderformen ent-
sprechen. Ist die ZielgroBe y linear abhdngig von den MessgroBen, so ergibt sich fiir die
Unsicherheit in y:

Fehlerfortpflanzung fir y = a, +a, x, +a, x, +...

2 2
Ay:\/(al Ax) +(a, Axy) +... (1.10)
Ist die ZielgroBe y ein Produkt von Potenzen der MessgroBen, so erhdlt man fiir die Un-
sicherheit in y:
Fehlerfortpflanzung fiir y =a-x" - x;% - ...

2 2
Ayzy\/(nlﬁj +[n2¥j o (1.11)
X X

— . .
Beispiel
Durch eine Serienschaltung von zwei Widerstanden R, =(3,9+0,2) Q und
R, =(7,1£0,1) Q flieRt ein Strom von / =(45+0,5) A. (Diese Werte wurden in
vorherigen Messreihen ermittelt.)

Wie groB ist der Gesamtwiderstand R =R, + R, ?
Als Mittelwert ergibt sich R =R, + R, =11,0 Q, als Unsicherheit nach Gl. (1.10)

AR = \/(0,2 Q)2 +(0,1 Q)z =0,224 Q. Der Gesamtwiderstand ist also
R=(11,0%0,2)Q.

Welche Leistung P = /* R wird umgesetzt?

Als Mittelwert ergibt sich P =72 R =22,28-10° W, als Unsicherheit nach GI. (1.11)

2 2
AP =22,28-10° W.\/(Z%J +(%) =0,639-10° W. Die Leistung ist also

P=(2240,6)-10° W.

1.3.4 Regression

Oft kommt es vor, dass zwischen zwei Messgrofien ein funktionaler Zusammenhang vor-
liegt oder zumindest vermutet wird, z. B. zwischen Ort x und Zeit t. x(t) =X, +vt oder
zwischen Spannung U und Widerstand R: U (R) =1 R. Mit Messungen soll dann ein solcher
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Zusammenhang bestétigt werden, oder Parameter der Funktion sollen bestimmt werden, wie
oben z. B. x, und v. Wegen der Messunsicherheiten bilden die Messwerte im Allgemeinen
allerdings den Funktionsverlauf nicht exakt ab, wie Bild 1.3 zeigt. Regression heifit dann, die
Parameter so zu wahlen, dass die Funktionswerte die Messwerte moglichst genau wieder-
geben. Ein mathematisches Verfahren dazu beruht auf der Methode der Minimierung der
Fehlerquadratsumme

(v,-7(x))° minimal (1.12)

M=

Il
—_

i

(x;, ;) sind dabei die n Paare der Messwerte, y(x;) ist der dem funktionalen Zusammen-
hang entsprechende Wert von y zum Wert x;.

Y a
Messwertpaar b
(i, ¥ T (steigung)

yi B + .

! Ausgleichsgerade
y(Xi) T '
yi-y(xi) Bild 1.3

y Messwertpaare (+) und Ausgleichsgera-
1 S de bei einem angenommenen linearen
Xi X Zusammenhang y(x) =a+bx

Speziell fiir den Fall eines linearen Zusammenhangs y = a + b x lasst sich die dann sogenannte
lineare Regression relativ einfach durchfiihren.

Oft werden deshalb andere funktionale Zusammenhinge zunachst mathematisch in eine
lineare Form gebracht, um dann die lineare Regression anwenden zu konnen. Beispielsweise
wird aus dem Zusammenhang zwischen der Lange [ und der Schwingungsperiode T eines

Pendels T =2n L (siehe Abschnitt 4.2.1) durch Quadrieren der in [ lineare Ausdruck

2
2n
T2 =ul . Exponentielle Zusammenhédnge konnen durch Logarithmieren linearisiert

werden, wie z. B. beim radioaktiven Zerfallsgesetz: Aus N(t)=N, e wird der in t lineare
Ausdruck InN(t)=InN, - At.
Bei der linearen Regression gilt fiir die

Steigung der Ausgleichsgeraden

%]

b=r-X (1.13)
SX
Der Faktor rist der
Korrelationskoeffizient
1 n _ _
r=————3(%-X)(5,-7) (1.14)

(n - 1) Sx sy i=1
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sy und s, werden wie die Standardabweichungen der Messwerte x; und y; nach Gl. (1.3) be-
rechnet. (Es handelt sich hierbei aber nicht um statistisch sinnvolle Standardabweichungen,
da sie nicht eine zuféllige Streuung der Messwerte wiedergeben.) X und y sind die Mittel-
werte der Messwerte X und y nach GL. (1.2).

Der Korrelationskoeffizient ist ein MaB dafiir, wie gut die Messwerte durch eine lineare Funk-
tion wiedergegeben werden. Es gilt —1<r <+1, positive bzw. negative Werte bei positiver
bzw. negativer Steigung der Ausgleichsgeraden. Je dichter |r| am Wert 1 liegt, desto kleiner
ist die Summe der Fehlerquadrate und desto ,besser” wird der Zusammenhang zwischen x
und y durch eine lineare Funktion reprasentiert.

Aus der Steigung b und den Mittelwerten ergibt sich mit Gl. (1.15) der

Achsenabschnitt der Ausgleichsgeraden

a=y-bx (1.15)

Auch fiir die Parameter der Ausgleichsgeraden miissen im Resultat der Messung Vertrauens-
bereiche angegeben werden. Unter der Voraussetzung normalverteilter Messwerte gilt:

Messunsicherheit der Steigung

2

[}

~ Sy |1-r

u (b)=t —= 1.16
p(0)=6 5 (1.16)
Messunsicherheit des Achsenabschnitts
n-1, —
u,(a)=u,(b) TS X (1.17)

Der t-Faktor fp berticksichtigt, wie in Abschnitt 1.3.2, den Einfluss des Vertrauensniveaus
und des Stichprobenumfangs. Dabei gilt £, (n) =t (n-1).

Beispiel

Um die Homogenitét in Material und Abmessungen zu Uberpriifen, soll der langen-
spezifische Widerstand r; eines Drahtes bestimmt werden. Der Widerstand sollte
idealerweise in der Form R =R, +r, L linear von der Lénge abhdngen. Um dies zu
bestétigen, wird der Widerstand R; verschieden langer Stiicke der Lénge L; gemes-
sen. Die Messungen ergeben diese Werte:

L/m 0,273 0,473 0,655 0,872 1,076
R/ 3,800 5,198 6,101 6,930 8,237

Aus diesen Daten errechnen sich die fiir die Bestimmung der Regressionspara-
meter benoétigten Mittelwerte nach Gl. (1.2) und Standardabweichungen nach
Gl. (1.3) zu

L/m R/Q s, /m Sz/Q
0,317 1,684 0,670 6,053
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Damit erhélt man fiir den Korrelationskoeffizienten r (Gl. (1.14)) und flr den
Achsenabschnitt R, (Gl. (1.15)) und die Steigung r; (Gl. (1.13)) der Ausgleich-
geraden.

r RO/Q Q/(Q/m)
0,995 2,514 5,285

Der Korrelationskoeffizient liegt ausreichend nahe am Wert 1, sodass man davon
ausgehen kann, dass der Zusammenhang zwischen Drahtldnge und Widerstand
tatsachlich linear ist. Allerdings liegt auch bei der Drahtlange O ein Restwider-
stand R, vor. Dies lasst sich z. B. auf Widersténde in den Messleitungen oder Kon-
taktwiderstande zuriickfihren. Der Wert des langenspezifischen Widerstands r;
wird dadurch aber nicht beeinflusst, da er sich nur aus der Steigung ergibt.

Fir das Vertrauensniveau 95,4 % bei 5 Messungen liest man den Wert des t-Fak-
tors aus Tabelle 1.4 ab: £y, (5)=1t,5(4)=23,29. Damit ergibt sich fiir die Unsicher-
heit in der Steigung (Gl. (1.16)) ug, (rL =0,449 QO/m und im Achsenabschnitt

(GI. (1.17)) ugs (R, ) =0,327 Q.

Das Resultat der Messung lautet also R, = (2,5 + 0,3) Q,r,= (5,3 + 0,4) Q/m bei
dem Vertrauensniveau 95,4 %, grafisch dargestellt in Bild 1.4.

9

!
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
L/m

Bild 1.4 Messwertpaare und der Ausgleichsgerade R = R +r, L zum obigen Beispiel



Mechanik

Die Mechanik ist das historisch dlteste Teilgebiet der Physik und ist die Lehre von der Be-
wegung und Verformung von materiellen Systemen sowie den dabei wirkenden Kréaften.
Solche Systeme konnen einzelne Massepunkte, ausgedehnte Korper, eine Fliissigkeit oder
beispielsweise auch ein Netzwerk bestehend aus festen Komponenten, z. B. ein Fachwerk,
sein. Sich mit den Ursachen der Krifte auseinanderzusetzen, ist jedoch nicht Gegenstand
der Mechanik, sondern anderer Teilgebiete der Physik, die ebenfalls in dem vorliegenden
Buch behandelt werden (Elektrodynamik in Kapitel 6, Quantenphysik in Kapitel 8 und Fest-
korperphysik in Kapitel 9). Innerhalb der Physik sind die Begriffe Mechanik und klassische
Mechanik synonym. Die relativistische Mechanik ist Teil der Relativitdtstheorie (Kapitel 10),
die ein Teilgebiet der Physik darstellt. Das fiir die Ingenieurwissenschaften wichtige Gebiet der
Technischen Mechanik ist ein Teil der Mechanik. Sie wendet die physikalischen Grundlagen
auf technische Systeme an. Grundsatzlich ldsst sich die Mechanik in die beiden Teilgebiete
Kinematik und Dynamik untergliedern. Wahrend die Kinematik geeignete physikalische
GroBen zur raumlichen und zeitlichen Beschreibung der Bewegung von Massepunkten und
ausgedehnten Korpern ohne Berticksichtigung der Kréfte bereitstellt, behandelt die Dynamik
den Einfluss der Krafte auf die Bewegungsablaufe. Innerhalb der Dynamik gibt es noch die
Aufteilung in Kinetik und Statik, je nachdem ob es sich um Bewegungen von Korpern bzw.
Ungleichgewichte oder um unbewegte Korper bzw. Gleichgewichte handelt.

Das Bewegungsverhalten von Kérpern, soweit sie unserer unmittelbaren Anschauung und
Beobachtung zuginglich sind, gehort zu unserer alltdglichen Erfahrung. Begriffe wie bei-
spielsweise Wegstrecke, Geschwindigkeit und Beschleunigung werden auch im Alltagsleben
verwendet. Die Beobachtung von Himmelsobjekten wie die Sonne, der Mond, die Planeten
unseres Sonnensystems sowie anderer Sterne und insbesondere die Deutung der Bewegungen
der Himmelsobjekte fiihrten zur Astronomie, die eine der dltesten Wissenschaften ist. Die
Bewegungen der Planeten um die Sonne wurden jedoch erst Anfang des 17. Jahrhunderts
durch J. Kepler (1571-1630) mit den nach ihm benannten drei Kepler’schen Gesetzen mit
fundamentalen GesetzmaBigkeiten beschrieben. Grundlage dafiir waren das heliozentri-
sche Weltbild, das auf die griechischen Astronomen A. von Samos (310 v. Chr.-230 v. Chr)
und S. von Seleukia (190 v. Chr.-150 v. Chr.) zuriickgeht aber erst im 16. Jahrhundert von
N. Kopernikus (1473-1543) detailliert ausgearbeitet wurde, sowie die jahrzehntelangen
Prézisionsbeobachtungen von T. Brahe (1546-1601).

Alle Bewegungen lassen sich auf zwei Grundtypen zuriickfiihren. Erfahren alle Punkte eines
Systems die gleichen raumlichen Verschiebungen, so spricht man von einer Translation. Im
Gegensatz dazu bewegen sich die Punkte bei einer Drehbewegung oder Rotation auf kon-
zentrischen Kreisen um eine gemeinsame Drehachse, die auch auBerhalb des betrachteten
Systems liegen kann. Sehr oft liegt jedoch eine Kombination aus beiden Bewegungsarten
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vor: So fiihren die Punkte eines rollenden Rades eine Rotation um die Radnabe durch und
erfahren zugleich eine Translation mit der bewegten Radnabe (Bild 2.1).

Bild 2.1
} Zusammengesetzte Bewegung bei einem rollen-
den Rad: Die Punkte auf dem Umfang fiihren so-
wohl eine Rotation als auch eine Translation aus

B 2.1 Kinematik des Massepunktes

Bei der Behandlung mechanischer Probleme wird héufig die innere Struktur der betrachte-
ten Systeme vereinfacht. So ist es oft zweckmaBig und auch ausreichend, einen Kérper nur
als einen Massepunkt zu betrachten. Das Konzept des Massepunktes ist nicht nur fiir die
Mechanik, sondern fiir die gesamte Physik von fundamentaler Bedeutung. Dabei wird die
raumliche Ausdehnung, die Form und die Gestalt des Korpers vollstandig vernachlassigt
und seine Masse idealisiert in einem Punkt, also einem Objekt ohne geometrische Struktur,
konzentriert. Ebenfalls eine Idealisierung stellt der starre Kérper (Abschnitt 2.4) dar, bei
dem die reale verformbare Struktur von Korpern durch eine vollkommen starre und nicht
verformbare Struktur ersetzt wird. Details wie die chemische Zusammensetzung und daraus
folgende spezifische Bindungen werden dabei bewusst ignoriert. Bei der zu behandelnden
Aufgabe ist jedoch jeweils zu priifen, ob das zugrunde gelegte physikalische Modell die
Wirklichkeit ausreichend beschreibt.

Die Kinematik ist durch zwei physikalische GrundgroBen gekennzeichnet: die Geschwindig-
keit und die Beschleunigung. In beiden Fillen handelt es sich um Begriffe, deren Inhalte sich
wie bei vielen anderen physikalischen GroBen im Laufe der Zeit verdndert haben. Dabei ist es
unvermeidlich, dass es Verstindnisprobleme beim Umgang, vor allem mit in der Alltagswelt
verankerten Begriffen, geben kann.

2.1.1 Bezugssysteme

Ausgangspunkt der Kinematik ist die genaue raumzeitliche Darstellung der Bewegung von
Massepunkten und Korpern ohne Berticksichtigung der Krafte. Dies setzt zunachst die Fest-
legung eines dafiir geeigneten Bezugssystems bzw. Koordinatensystems voraus. Bei der Auswahl
eines solchen Bezugssystems hat man grundsétzlich freie Wahl, jedoch konnen Nebenbe-
dingungen bestehen, die sich aus der konkreten Problemstellung ergeben. Insbesondere ist
zu beachten, dass bei der Gegeniiberstellung von Messergebnissen, die in verschiedenen
Bezugssystemen erhalten wurden, die Gleichwertigkeit nicht automatisch vorhanden ist.
So liefert beispielsweise die Beobachtung von Bewegungsabldaufen aus einem anfahrenden
Fahrzeug andere Ergebnisse als die aus einem ruhenden Fahrzeug. Eine Besonderheit be-
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sitzen dabei die sogenannten Inertialsysteme. Darunter versteht man Bezugssysteme, in
denen die Gesetze der Mechanik iiberall die gleiche mathematische Form aufweisen (siehe
Abschnitt 2.2.1). Die mathematische Darstellung eines Bezugssystems erfolgt im Allge-
meinen mithilfe dreier senkrecht aufeinander stehender Achsen mit einem gemeinsamen
Koordinatenursprung (Bild 2.2).

Massepunkt
z
Bahnkurve
P
¥
Bild 2.2
X Rechtwinkliges Koordinatensystem mit Ortsvektor

Ein solch rechtwinkliges Bezugssystem wird auch kartesisch genannt. Die momentane Position
eines Massepunktes relativ zum Koordinatenursprung (oft abkiirzend auch als Nullpunkt
bezeichnet) des Bezugssystems wird durch drei Langenangaben, die Koordinaten dieses
Punktes, beschrieben. Der zeitliche Ablauf der Bewegung wird dann vollstandig durch das
Zeitverhalten der einzelnen Koordinaten erfasst. Bei der Benennung der Koordinatenachsen,
hier x, y und z, ist zu beachten, dass die Reihenfolge zwei unterschiedliche Anordnungen
zuldsst. Um Fehler bei Koordinatenangaben zu vermeiden, muss das gewahlte System ein-
deutig sein. Ublich ist die Wahl des sogenannten Rechtssystems: Uberfiihrt man die positive
x-Achse durch eine Drehung um einen Winkel von 90° in die positive y-Achse (entgegen dem
Uhrzeigersinn, d. h. im mathematisch positiven Drehsinn), so zeigt die positive z-Achse in
Richtung der Bewegung einer Rechtsschraube. Dementsprechend wird beim Linkssystem
die positive x-Achse durch eine Drehung um einen Winkel von —90° in die positive y-Achse
(im Uhrzeigersinn, d. h. im mathematisch negativen Drehsinn) iiberfiihrt und die positive
z-Achse zeigt in Richtung der Bewegung einer Linksschraube. Die kartesischen Koordinaten
selbst entsprechen den senkrechten Abstdnden des Punktes von den drei Ebenen (xy-, xz- und
yz-Ebene), die aus jeweils zwei Achsen gebildet werden konnen. Die drei Koordinaten konnen
auch als die BestimmungsgroBen eines Vektors 7 aufgefasst werden, der vom Koordinaten-
ursprung des Bezugssystems zum Massepunkt zeigt. Die Lange bzw. der Betrag dieses als
Ortsvektor bezeichneten Richtungspfeils entspricht dabei dem Abstand des Punktes vom
Koordinatenursprung. Er ergibt sich aus den Koordinaten mithilfe des Satzes des Pythagoras:

[F|=r=~/x*+y*+2* (2.1)

Die SI-Einheit des Betrages des Ortsvektors ist Meter: [r]=m. Die Pfeilspitzen des zeitab-
héangigen Ortsvektors bestimmen die Bahnkurve des Massepunktes, deren Lange dem Weg s
des Massepunktes fiir einen bestimmten Beobachtungszeitraum ¢t entspricht.

Der Ortsvektor ist ein sogenannter gebundener Vektor, d. h. er wird durch einen festgelegten
Ausgangspunkt, den Koordinatenursprung, definiert. Andere Vektoren, wie z. B. Geschwin-
digkeit und Beschleunigung, sind freie Vektoren: sie konnen beliebig im Raum verschoben
werden, sind also nicht an einen bestimmten Ausgangspunkt gebunden.
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Projiziert man den Ortsvektor senkrecht auf die einzelnen Koordinatenachsen, so erhalt
man seine Komponenten beziiglich der Koordinatenachsen (Bild 2.3a). Bei den Komponenten
handelt es sich ebenfalls um Vektoren, deren Betrdage mit den Absolutwerten der Koordinaten
tibereinstimmen und deren Richtungen denen der Koordinatenachsen entsprechen. Mathe-
matisch werden diese Komponenten als Produkte aus den Koordinaten und den sogenannten
orthonormierten Basisvektoren mit der Lange 1 (ohne Einheit), die senkrecht (orthogonal)

1 0
aufeinander stehen, dargestellt. Die drei kartesischen Basisvektoren €, =| 0 |, éy =|1|und
0 0 0
€, =| 0 | sind jeweils in Richtung der positiven x-, y- bzw. zKoordinatenachse orientiert und

1
bilden eine sogenannte vollstdndige Orthonormalbasis (VONB), da jeder Ortsvektor im drei-
dimensionalen Raum durch eine Superposition von €, , éy und €, dargestellt werden kann
und des Weiteren gilt: €, L éy Le, sowie |éx| = |Ey| = |EZ| =1. Der Koordinatenwert bestimmt
den Betrag und den Richtungssinn (positiv oder negativ) der entsprechenden Komponente,
der Basisvektor die Koordinatenachse.

Durch Aneinandersetzen der drei Komponenten nach entsprechender Parallelverschiebung,
sodass jeweils zwei Pfeilspitzen mit dem Ausgangspunkt einer anderen Komponente verbun-
den sind, entsteht ein gebrochener Linienzug, dessen direkte Verbindung zwischen Ausgangs-
und Endpunkt genau den Ortsvektor als resultierenden Vektor ergibt. Die Reihenfolge, in der
die Vektoren zusammengefligt werden, ist nicht relevant. Man nennt diese Verkniipfung von
Vektoren auch Vektoraddition. Sie ist fiir alle Vektoren, nicht nur fiir Ortsvektoren, definiert
und wird formal fiir zwei beliebige Vektoren @ und b als Summengleichung geschrieben:

C=d+b (2.2)
Dabei ist ¢ der Summenvektor, d. h. die Resultierende aus den beiden Vektoren a und b
(Bild 2.3b). Sind mehr als zwei Vektoren zu addieren, so konnen auch jeweils zwei Vektoren
zunachst zu einem resultierenden Vektor zusammengefasst werden. Die Vektoraddition wird
mathematisch zwar wie die Summenbildung von gewohnlichen Zahlen geschrieben. Eine

Ubereinstimmung zwischen der Vektorsumme und der Summe der Betrige liegt aber nur
dann vor, wenn beide Vektoren die gleiche Richtung aufweisen.

Analog zur Addition von zwei Vektoren ldsst sich auch eine Vektorsubtraktion definieren.
Hierzu wird der Subtrahend zunéchst invertiert, d. h. um 180° gedreht, und dann eine Ad-
dition durchgefiihrt (Bild 2.3c):

(2.3)

Bild 2.3 (a) Komponenten des Ortsvektors, (b) Addition von Vektoren, (c) Subtraktion von Vektoren
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Wendet man die Summationsschreibweise aus Gl. (2.2) auf die Komponenten des Ortsvektors
an, so erhélt man folgende Summe:

F=Xxé,+yeé, +ze, (2.4)

Ublicherweise wird diese Komponentendarstellung in einer Kurzform geschrieben, indem
die drei Koordinaten als Zahlentripel entweder in Reihe als Zeilenvektor oder untereinander
als Spaltenvektor in runden Klammern gesetzt werden:

X
F=(x,y,z) und F=|y (2.5)
z
@ Beispiel

Ein Massepunkt auf einer Bahnkurve erreicht zu einem bestimmten Zeitpunkt den

Ort mit den Koordinaten x =25 m, y = 27,1 m und z = -5,3 m. Wie lautet die Dar-

stellung des Ortsvektors als Zeilenvektor und wie groB3 ist der Abstand des Masse-
punktes zum Ursprung des Koordinatensystems?

Der Ortsvektor als Zeilenvektor:
F=(25/27,1/-5,3)m

und der Abstand vom Ursprung ist der Betrag des Ortsvektors:

IF|=r =\/(252 +27,12 +5,32) m? =37,3m

2.1.2 Kinematische GroBen

In der Alltagswelt ist der Begriff der Geschwindigkeit mit der Schnelligkeit oder dem Tempo
eines bewegten Korpers verkniipft. Im einfachsten Fall wird sie bei einer Bewegung in nur
einer Dimension als mittlere skalare Geschwindigkeit v, als Verhiltnis aus zurlickgelegter
Wegstrecke s und der dafiir bendtigten Zeit ¢ angegeben:

AN (2.6)

Die SI-Einheit der Geschwindigkeit ist m/s und die im Alltag gebrduchliche SI-fremde Einheit
ist 1 km/h = 3,6"" m/s (Stunde ist eine SI-fremde Einheit).

Diese so definierte mittlere skalare Geschwindigkeit ist abgesehen vom eher seltenen Fall
der gleichférmigen Bewegung (Bild 2.4a) ungeeignet, um den zeitlichen Ablauf einer un-
gleichformigen Bewegung zu kennzeichnen, wie er beispielhaft in Bild 2.4b in Form eines
Weg-Zeit-Diagramms skizziert ist.

Bei Betrachtung eines Zeitintervalls At und der zugehorigen Wegstrecke As ergibt sich die
mittlere skalare Geschwindigkeit aus: v,, = As/At. Wird das Zeitintervall At immer kleiner
gewahlt, erhdlt man als Ergebnis einen Geschwindigkeitswert, der dem momentanen Be-
wegungszustand immer besser entspricht. Unter der Voraussetzung, dass die Abhdngigkeit
der Wegstrecke s von der Zeit ¢t mit einer stetigen Funktion s(t) beschrieben werden kann,
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y
As 7 —| As =

At t At t

Bild 2.4 a) Weg-Zeit-Diagramm einer gleichformigen Bewegung, b) Weg-Zeit-Diagramm einer ungleich-
férmigen Bewegung

fihrt der Grenziibergang At — 0 zu einem Grenzwert, der als Differentialquotient bezeichnet
wird und gleich der momentanen skalaren Geschwindigkeit ist:

v=lim [gjzﬁzs (2.7)
At—0\ At dt

Mathematisch entspricht diese Definition der momentanen Geschwindigkeit der ersten
Ableitung der Funktion s(t) nach der Zeit t. Sie wird in Symbolschreibweise mithilfe des
Differentialoperators d/d¢ oder als Punkt {iber dem s dargestellt.

Gemessen werden allerdings stets Differenzenquotienten, da der geforderte Grenziibergang
At — 0 messtechnisch nicht vollzogen werden kann. Selbst noch so prazise Messvorrich-
tungen ermoglichen nur endlich groBe Zeitintervalle At > 0 und endlich groBe Wegstrecken,
sodass der Differentialquotient nur angenahert, wenn auch in einer fiir die Praxis im all-
gemeinen ausreichenden Genauigkeit, bestimmt werden kann.

Ein besonders einfacher Fall einer Bewegung ist die bereits erwahnte gleichformige Bewe-
gung. Sie zeichnet sich dadurch aus, dass in gleichen Zeitabschnitten gleiche Wegstrecken
zuriickgelegt werden, d. h. ds/ dt =v = konstant. Dabei spielt es keine Rolle, ob die Bewegung
geradlinig (entlang einer Gerade) oder krummlinig (entlang einer Kurve) erfolgt. Das zu-
gehorige Weg-Zeit-Gesetz ist linear:

s=vt (2.8)

Nur fiir diesen sehr einfachen Fall sind die mittlere und die momentane Geschwindigkeit
identisch. Im Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm (Bild 2.5) einer gleichformigen Bewegung
entspricht die Flache des sich ergebenden Rechtecks dem zuriickgelegten Weg s.

v,

Bild 2.5
=t  Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm einer gleichférmigen Bewegung

Wihrend fiir einige praktische Anwendungen die bisherige Definition der Geschwindigkeit
als skalare GroBe ausreicht, ist im Allgemeinen jedoch der Begriff Geschwindigkeit durch
Einbeziehung des Richtungscharakters der Bewegung zu erweitern. Der Grund hierfiir liegt
darin, dass durch Wechselwirkungen zwischen Kérpern nicht nur Anderungen in der MaBzahl
der Geschwindigkeit, sondern auch Richtungsdnderungen in der Bewegung hervorgerufen
werden. So kann z. B. die Bewegung eines Korpers gleichformig, d. h. mit konstantem Ge-

23
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schwindigkeitsbetrag v, erfolgen, trotzdem aber eine Kraftwirkung auf den Korper vorhanden
sein, die in diesem Fall aber nur eine Richtungsdnderung zur Folge hat (Bewegung eines
Korpers auf einer stabilen Kreisbahn). Mathematisch geschieht die Erweiterung der Grofe
Geschwindigkeit durch Festlegung als vektorielle GroBe. Dabei nutzt man den Umstand,
dass die Bewegung beispielsweise eines Massepunktes als das Zusammenwirken dreier
unabhéngiger geradliniger Bewegungen entlang der Koordinatenachsen aufgefasst werden
kann. So sind die einzelnen Raumkoordinaten ebenfalls Weg-Zeit-Funktionen x(t), y(t)
und z(t), bei denen aber anders als bei dem zuriickgelegten Gesamtweg s(t), der stets nur
positive Werte annimmt, auch negative Werte auftreten konnen.

— a q
Beispiele
1. Welche Strecke legt ein Kraftwagen mit der Geschwindigkeit von v =80 km/h
in 15 s zurlick? Mit der Formel fiir die gleichférmige Bewegung gilt:
_80m-15s
3,6s

s=vt =333m

2. Welche mittlere Geschwindigkeit hat ein Zug, der 30 min lang mit einer
Geschwindigkeit von 40 km/h und 90 min mit 60 km/h fahrt? Die gesamte
Wegstrecke s ergibt sich aus s = s, + s,, wobei fiir die beiden Teilstrecken gilt:
sy =v; tyund s, = v, t,. Analog folgt fiir die gesamte Zeitdauer ¢t =t + t,. Flr
die mittlere Geschwindigkeit v, gilt dann:

s _wt+v,t, 40km/h-0,5h+60km/h-1,5h

v =55km/h
™ot t+t, 0,5h+15h

3. Ein Fahrzeug wird aus dem Stand so beschleunigt, dass die Wegstrecke mit der
dritten Potenz der Zeit wachst. Wie groB ist die momentane Geschwindigkeit
nach 20 s, wenn der zuriickgelegte Weg 400 m betragt? Das Weg-Zeit-Gesetz
fur diese Bewegung ist s = Konstante - £2. Fiir die Konstante gilt:

_200m _gp.q92 0

S
3 203 SS SS

t

Fir die momentane Geschwindigkeit folgt daraus:

v=$=3t2 -Konstante =3-50-10° 33-400 s?=60m/s

S
Anmerkung: In diesen drei Beispielen ist der Weg-Zeit-Verlauf vorgegeben und
die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit die gesuchte GroBe. Haufig aber liegt
eine Dokumentation des v(t) -Verlaufs vor, und die Aufgabe besteht darin, die
entsprechende s(t)—Funktion zu rekonstruieren. Mathematisch handelt es sich
dabei um die Umkehrung der Differentiation, also die Integration. Ohne auf
Details einzugehen, sei erwahnt, dass die Integration der v(t)—Funktion geome-
trisch einer Flachenbestimmung entspricht. Besonders einfach lasst sich dies
bei der gleichférmigen Bewegung erkennen. Betrachtet man den zugehdrigen
v(t)—VerIauf, so lasst sich daraus direkt ablesen, dass die Flache des Recht-

ecks, das aus v und t gebildet wird, dem zuriickgelegten Weg s = v ¢ entspricht.
|
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Entsprechend der zuvor beschriebenen Vorgehensweise bei der eindimensionalen Bewegung
lassen sich im dreidimensionalen Fall fiir die drei Teilbewegungen momentane Geschwindig-
keiten definieren, die die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors darstellen:

14 —% Vv —d_y Vv —%
ot a7 de
Multipliziert man diese Geschwindigkeiten mit den drei kartesischen Basisvektoren €,, €,
und €, ergibt sich folgender Vektor fiir die momentane vektorielle Geschwindigkeit:

(2.9)

V=v.e, +V,e,+V. €, (2.10)

Der Betrag des Geschwindigkeitsvektors v ergibt sich wie der Betrag des Ortsvektors
(GL (2.1)) mit dem Satz der Pythagoras:

V| =v=yvi+vi+v? (2.11)

Der Betrag und die Richtung des Geschwindigkeitsvektors haben eine anschauliche Be-
deutung: Der Betrag stimmt mit der Definition der momentanen skalaren Geschwindigkeit
(GL (2.7)) tiberein, die Richtung von v entspricht der Bewegungsrichtung des Massepunktes
bzw. des Korpers am momentanen Aufenthaltsort, d. h. der Richtung der Tangente an die
Bahnkurve. Dies ist in Bild 2.6 veranschaulicht. Die Differenz der beiden Ortsvektoren 7,
und 7 ergibt einen Abstandsvektor Ar =7, —r; zwischen den beiden Positionen, dessen Be-
trag Ar naherungsweise dem Streckenabschnitt As auf der Bahnkurve entspricht: Ar = As.
Die Richtung von Ar folgt, ebenfalls ndherungsweise, der Kriimmung der Bahnkurve. Beide
Aussagen werden umso praziser, je kleiner das Zeitintervall At gew@hlt wird. Die Koordinaten
des Vektors AF sind Ax, Ay und Az, d. h. die durch Projektion auf die Koordinatenachsen er-
haltenen Achsenabschnitte. Bildet man die Differenzenquotienten Ax/At, Ay/At und Az/At
und fiihrt den Grenziibergang At — 0 durch, so erhédlt man wieder die Geschwindigkeiten
vy, v, und v, als Komponenten des Geschwindigkeitsvektors v.

4 4 o
AP=T5-T;

Bahnkurve

Bild 2.6
Abstandsvektor fiir zwei Positionen auf einer Bahnkurve

Der Vektorcharakter von v ermdglicht auch eine vereinfachte mathematische Behandlung
von Bewegungen, die sich in voneinander unabhangige Teilbewegungen zerlegen lassen,
z. B. die Bewegung eines schwimmenden Korpers in einem stromenden Gewésser. Sei v, die
Geschwindigkeit eines Korpers in einem Fluss, d. h. seine Eigengeschwindigkeit relativ zur
Stromung, und v, die Geschwindigkeit des stromenden Wassers relativ zu einem ruhenden
Beobachter am Ufer, so ist die resultierende Geschwindigkeit des Korpers fiir den Beobachter
am Ufer gleich der Vektorsumme aus beiden Anteilen (Bild 2.7).

ﬁres

Bild 2.7

Addition von Geschwindigkeiten
in einer Stromung
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Im Rahmen der klassischen Mechanik gibt es bei der Addition von Geschwindigkeiten keine
obere Geschwindigkeitsgrenze (Galilei-Transformation, G. Galilei, 1564-1642). In dem be-
rithmten Michelson-Morley-Experiment von 1881 bzw. 1887 (A. A. Michelson, 1852-1931,
Nobelpreis 1907; E. W. Morley, 1838-1923) und in einer Reihe von folgenden Experimenten
wurde jedoch nachgewiesen, dass die Lichtgeschwindigkeit die groBte Geschwindigkeit
darstellt. Dies ist die Aussage der Speziellen Relativitdtstheorie von Einstein und wird darin
durch die LorentzTransformationen (H. A. Lorentz, 1853-1928) fiir die Geschwindigkeits-
koordinaten berticksichtigt (Kapitel 10). Solange die Teilgeschwindigkeiten sehr viel kleiner
als die Lichtgeschwindigkeit sind, geniigen die Betrachtungen und Rechenregeln der Galilei-
Transformation.

Beispiele
1. Ein Pkw Uberholt mit der Geschwindigkeit v, = 72 km/h einen zweiten, dessen
Geschwindigkeit v, = 54 km/h betragt. Der Abstand zwischen beiden Fahrzeu-
gen nach dem Uberholvorgang betragt 120 m. Welche Strecke hat der {iberho-

lende Pkw wahrend des Vorgangs zuriickgelegt?

Der iiberholende Pkw legt den Abstand von 120 m mit der Relativgeschwin-
digkeit v, =v,—v, =18 km/h=5m/s zuriick und benétigt dazu die Zeit
t=S/V,q =120 m/(5 m/s)=24s. In dieser Zeit wird von ihm die Strecke
s=v,t=20m/s-24 s=480m durchfahren.

2. Eine Motorfahre iberquert mit der Eigengeschwindigkeit 3 m/s einen Fluss
senkrecht zur Strémungsrichtung. Die Strémungsgeschwindigkeit des Flusses
betragt 3,8 m/s. Unter welchem Winkel & zum Ufer wird die Fahre abgetrieben
und wie groB ist ihre resultierende Geschwindigkeit v,¢?

Die Geschwindigkeitskomponenten v, und v, stehen senkrecht aufeinander.

Es gilt daher: tan(«) = v, _38m/s
v, 3m/s

2 2 _
Vies —,/v1 +v, =4,8m/s.

Zur Charakterisierung der Spurtfreudigkeit von Fahrzeugen wird hdufig die Zeit genannt, die
das Fahrzeug bis zum Erreichen einer bestimmten Endgeschwindigkeit aus dem Stand heraus
benotigt. Anstelle dieser Zeitangabe, die zu Vergleichszwecken natiirlich nur dann sinnvoll ist,
wenn immer dieselbe Endgeschwindigkeit vorausgesetzt wird, ldasst sich auch der Quotient
aus der Geschwindigkeitsanderung Av und dem dafiir benotigten Zeitintervall At bilden:

-

™At
Aus dieser mittleren (skalaren) Beschleunigung mit der SI-Einheit In/s2 konnen jedoch
keine Riickschliisse auf den tatsdchlichen Verlauf der Geschwindigkeitsanderung gezogen
werden. Sie konnte z. B. auch zu Null werden, wenn die Messdauer des Vorgangs sowohl den
Beschleunigungs- als auch den Abbremsvorgang umfassen wiirde.

~1,27 und a =arctan(1,27) ~51,7° und

(2.12)

Soll zu einem beliebigen Zeitpunkt des Beschleunigungsvorgangs die Geschwindigkeits-
anderung quantifiziert werden, so ist analog zur Definition der momentanen Geschwindig-
keit bei dem Differenzenquotienten in GI. (2.12) eine Grenzwertbetrachtung durchzufiihren:
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a= lim (ﬂ}ﬁﬂ’ (2.13)
At—0\ At dt

Andert sich beispielsweise der Betrag der Geschwindigkeit linear mit der Zeit, so ist der
Wert von a konstant, mittlere und momentane Beschleunigung sind dann identisch. Findet
die Bewegung auBerdem auf einer geraden Bahn statt, so wird dies als eine gleichmdfig be-
schleunigte Bewegung bezeichnet. Die mittlere und die momentane Beschleunigung a,, bzw. a
sind vorzeichenbehaftet: Bei Zunahme der Geschwindigkeit mit der Zeit ist a positiv, bei
Abnahme dagegen negativ. Letzteren Fall nennt man auch eine verzogerte Bewegung bzw.
umgangssprachlich Abbremsung und dementsprechend die GroBe a auch Verzogerung bzw.
Bremsbeschleunigung.

Das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz der gleichmaBig beschleunigten Bewegung lasst sich auf-
grund der linearen Abhéangigkeit von der Zeit als Geradengleichung darstellen:

vV=y,+at (2.14)

Der Achsenabschnitt entspricht einer zum Zeitpunkt ¢t = 0 vorhandenen Anfangsgeschwin-
digkeit v, (auch als Startgeschwindigkeit bezeichnet). Die Steigung entspricht der Beschleu-
nigung a, wobei das Vorzeichen von der Art der Beschleunigung abhingig ist: Es ist positiv
bei beschleunigter und negativ bei verzogerter (abgebremster) Bewegung.

Das entsprechende Weg-Zeit-Gesetz erhdlt man wieder durch eine Integration der v-t-Kurve,
d. h. durch eine Flachenberechnung. Die Flache im Diagramm hat die Gestalt eines Trapezes
und lésst sich in ein Rechteck mit der Flache v, ¢t und ein dariiberliegendes Dreieck mit der
Flache (V—vo)t/ 2 zerlegen (Bild 2.8). Damit lautet das Weg-Zeit-Gesetz der gleichméaBig
beschleunigten Bewegung (Bild 2.9):

s=Vot+%at2 (2.15)

Auch hier gilt wieder das negative Vorzeichen bei verzogerter (abgebremster) Bewegung,
wobei in diesem Fall die Gleichung nur giiltig fiir v > 0 ist, d. h. bis zum Stillstand des Korpers.

Bild 2.8
Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm einer gleichméBig
t  beschleunigten Bewegung

Bild 2.9
Weg-Zeit-Diagramm einer gleichmaBig beschleunigten
Bewegung mit Anfangsgeschwindigkeit v,
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Sowohl fiir das Weg-Zeit- als auch das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz sind Umformungen
moglich, die je nach Problemstellung einfacher anzuwenden sind. Lost man GI. (2.14) nach
der Beschleunigung a auf, so erhdlt man a = (V -V, )/t Eingesetzt in GI. (2.15) ergibt dies:

s=%(v+vo)t (2.16)

— q q
Beispiele
1. Ein Fahrzeug bendtigt 10 s, um aus der Ruhelage auf eine Endgeschwindigkeit
von 100 km/h zu beschleunigen. Wie groB ist die mittlere Beschleunigung a,,?

Die Geschwindigkeitsanderung betragt:

27
av=278m/s = a =228M/S_)eme
10s
2. Beim Abbremsen eines Fahrzeugs mit einer Verzégerung von —2,5 m/s’ wird
die urspriingliche Geschwindigkeit auf 27 km/h verringert. Der Bremsweg be-

tragt 80 m. Wie groB ist die Anfangsgeschwindigkeit?

vz—vg
Es gilt s ZE— und damit
a
2 2 2
Vo=V’ -2sa= 27" m +4002m =21,5m/s

3,6% s? s
|

Die bisherige, ausschlieBlich skalare Formulierung der Beschleunigung ist jedoch fiir viele
Probleme und Sachverhalte ungeniigend und muss durch die vektorielle Betrachtungsweise
ersetzt werden. Dementsprechend beschreibt die Beschleunigung die Anderung der Ge-
schwindigkeit eines Korpers nach Betrag und/oder Richtung.

Merke

Die Bewegung eines Kdrpers heiBt beschleunigt, wenn sich seine Geschwindigkeit

nach Betrag und/oder Richtung éndert.
|

Die Vorgehensweise bei der erweiterten Definition der Messgrofe Beschleunigung fir eine
beliebige Bewegung ist analog der Vorgehensweise bei der Festlegung des Geschwindig-
keitsvektors. Ansatzpunkt ist wieder die Riickfiihrung der raumlichen Bewegung auf drei
unabhéngige geradlinige Bewegungen. So wie die Koordinaten v,, v, und v, als Ableitungen
der entsprechenden Weg-Zeit-Funktionen x(t), y(t) und z(t) eingefiihrt wurden, so ergeben
sich die Komponenten des Beschleunigungsvektors a als Ableitungen der Komponenten des
Geschwindigkeitsvektors v :

dv, dv, dv
i=(a,a,a)=|—* 2L —= 2.17
(a0, ) [dt dt dt] (17)

Fiir den Betrag von @ gilt in kartesischen Koordinaten analog zu 7 und v :

|d|=yd}+a} +d’ (2.18)
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In Bild 2.10 ist schematisch die Wirkung der Beschleunigung auf die Geschwindigkeit eines
Massepunktes zwischen zwei benachbarten Positionen auf der Bahnkurve wiedergegeben.
Av ist die Differenz zwischen den beiden Geschwindigkeitsvektoren v, und v;. Aus der
Darstellung geht hervor, dass die Lange von AV sowohl von der Betrags- als auch von der
Richtungsidnderung der Geschwindigkeit abhingig ist. Die Projektion von AV auf die Koor-

dinatenachsen liefert die Abschnitte Av,, Av, und Av,. Bildet man die Differenzenquotienten
Av, AVy
At At
man die kartesischen Beschleunigungskomponenten a,, @, und a,. Anstelle der Zerlegung in
diese drei Beschleunigungskomponenten wahlt man haufig eine Komponentendarstellung

fiir @ mit dem Geschwindigkeitsvektor v als Bezugsrichtung (Bild 2.11):

A
und ALIZ und fiihrt anschlieBend den Grenziibergang At — 0 durch, so erhalt

i=d +d (2.19)

Bild 2.10
Geschwindigkeitsanderung bei der Bewegung auf
einer Bahnkurve

Bild 2.11
Zerlegung der Beschleunigung in eine Tangential-
und eine Normalkomponente

Die beiden Komponenten werden als Tangentialbeschleunigung d, und Normalbeschleunigung
a, bezeichnet. Die Tangentialbeschleunigung ist parallel zur Richtung von v, die Normalbe-
schleunigung senkrecht dazu orientiert. Der Vorteil dieser Darstellung besteht darin, dass die
Tangentialbeschleunigung nur von der Betragsanderung und die Normalbeschleunigung nur
von der Richtungsénderung der Geschwindigkeit abhéngig ist. Fiir den Betrag von @, gilt damit:

al=a =5

" (2.20)

Zur Begriindung betrachte man wieder das Vektordreieck in Bild 2.10 aus v, v, und Av.
Die Projektion von Av, in die Richtung von v; bestimmt die Tangentialkomponente d,. Ihre
Lange entspricht der Betragsdifferenz |I72 —171| unter der Voraussetzung, dass die beiden
Punkte wirklich benachbart sind. Die senkrechte Komponente, die fiir @, maBgeblich ist,
wird ausschlieBlich durch den Richtungsunterschied zwischen den beiden Geschwindigkeits-
vektoren, d. h. durch die Kriimmung der Bahnkurve bestimmt. Die Berechnung von a,, ist
eine Aufgabe der Differentialgeometrie. Fiir den speziellen Fall einer Kreisbewegung wird
dies in Abschnitt 2.1.6 durchgefiihrt.
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Bei geradliniger Bahn verschwindet die Normalbeschleunigung d, . In diesem Fall ist die
Gesamtbeschleunigung durch g, gegeben. Wenn auBerdem die Ableitung dV/dt positiv,
d. h. die Geschwindigkeit zunimmt, so sind v und g, gleichgerichtet (parallel zueinander).
Bei negativer Ableitung, entsprechend einer Abnahme der Geschwindigkeit, sind @, und v
entgegengesetzt gerichtet (antiparallel zueinander). Dieser Bewegungstyp entspricht der
bereits oben erwahnten Verzogerung/Abbremsung.

Wie sich leicht erkennen ldsst, stimmt die in Gl. (2.13) definierte momentane skalare Be-
schleunigung, abgesehen von dem negativen Vorzeichen bei verzogerter Bewegung, mit
dem Betrag der Tangentialbeschleunigung @, {iberein. Das Vorzeichen ergibt sich aus der
Richtung von q,, da der Betrag immer positiv ist. Solange die Bewegung geradlinig erfolgt
oder die Normalbeschleunigung a, nicht beriicksichtigt werden muss, geniigt die skalare
Beschleunigung zur Beschreibung der Bewegungsanderung.

2.1.3 Freier Fall

Die Beobachtung des Verhaltens eines Korpers im Schwerefeld der Erde zdhlt zu den
elementarsten Erfahrungen, da sie mit einfachen Mitteln tiberall experimentell erworben
werden kann. Hinsichtlich des Bewegungsablaufs lassen sich zwei Arten von Bewegungen
unterscheiden:

= Die geradlinige eindimensionale Bewegung, bei der eine Koordinate ausreicht, um den
zeitlichen Ablauf zu dokumentieren. Beispiele dafiir sind: der freie Fall und der senkrechte
Wurf (Abschnitt 2.1.4).

= Die zweidimensionale Bewegung in einer Ebene, bei der zwei Koordinaten bendtigt werden.
Beispiele dafiir sind der horizontale und der schrage (schiefe) Wurf (Abschnitt 2.1.5).

Fillt ein Korper aus geringem Abstand von der Erdoberfldche aus der Ruhelage herunter (also
zur Erdoberflache zuriick), so liegt eine spezielle gleichm@Big beschleunigte Bewegung vor,
die als der freie Fall bezeichnet wird. G. Galilei (1564-1642) fand Anfang des 17. Jahrhunderts
durch Experimente heraus, dass die Beschleunigung unabhingig von Material, Masse und
Form des Koérpers ist. Dies ist die wesentliche Aussage des schwachen Aquivalenzprinzips
(Abschnitt 10.1.3). Nur aufgrund des Luftwiderstandes fallen leichte Korper langsamer als
schwerere Korper. Bei zunehmender Fallgeschwindigkeit und Fallzeit verringert der Luftwi-
derstand die weitere Beschleunigung, bis asymptotisch eine konstante Grenzgeschwindigkeit
des fallenden Korpers erreicht wird. Diese Grenzgeschwindigkeit hdngt von der Masse und
der Form des fallenden Korpers ab und bestimmt sich aus dem Verhéltnis von Masse zu
Querschnittsflache. Bei gleichem Material fallen daher beispielsweise groBere Kugeln mit
einer groBeren Geschwindigkeit und damit schneller zur Erdoberflache als kleinere Kugeln.

Die konstante Beschleunigung beim freien Fall wird als Fallbeschleunigung (oder auch als
Schwerebeschleunigung) g bezeichnet und betragt als tiber die Erdoberflache gemittelte GroBe:

g, =9,81m/s’

Fiir einfache technische Berechnungen geniigt es meistens, diesen gemittelten Wert zu be-
nutzen. Da die Erde keine homogene Kugel, sondern insbesondere an den Polen abgeflacht
ist, hat die Fallbeschleunigung an jedem Ort der Erdoberflache einen etwas anderen Wert. So
betragt die Fallbeschleunigung an den beiden Polen 9,832 m/ s?und am Aquator 9,780 m/sz.
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Damit ist die Fallbeschleunigung an den Polen um ca. 0,5 % groBer als am Aquator. Inner-
halb Deutschlands betrédgt die maximale Abweichung von der mittleren Fallbeschleunigung
Ag,, =%0,004 m/ s2. Als Normfallbeschleunigung g, wurde im Jahre 1901 fiir die geografische
Breite von 45° und Meereshohe der Wert

g, =9,80665m/s’

vereinbart. In der Nahe der Erdoberflache nimmt der Wert der Fallbeschleunigung um etwa
3,1 um/s” pro gestiegenem Meter ab. Aufgrund des Schichtenaufbaus der Erde mit orts-
abhangiger (nicht konstanter) Massendichte ist der mathematische Zusammenhang zwischen
Fallbeschleunigung und Tiefe im Erdinneren nichtlinear. Im Erdkern wird die Fallbeschleu-
nigung mit dem Abstand zum Erdmittelpunkt zundchst anndhernd linear groBer. An der
Kern-Mantel-Grenze, in einem Abstand von ca. 2900 km vom Erdmittelpunkt, hat die Fall-
beschleunigung ein Maximum von ca. 10,68 m/s?, da der iiberwiegend metallische Erdkern
eine fast doppelt so groBe Massendichte aufweist wie der Erdmantel und die Erdkruste. Von
der Kern-Mantel-Grenze bis zu einem Abstand von ca. 4900 km vom Erdmittelpunkt sinkt
die Fallbeschleunigung langsam bis auf einen Wert von 9,93 m/ s?, hat bei einem Abstand von
5700 km vom Erdmittelpunkt ein zweites Maximum von ca. 10,01 m/ s? und sinkt dann mono-
ton bis auf einen Wert von ca. 9,82 m/ s? an der Erdoberfliche. Mit der Gravitationskonstante
G=6,67430-10" m?/(kg-s?), der Erdmasse My, = 5,972 20-10%* kg und dem mittleren
Erdradius Ryq, = 6371,00079 km ergibt sich ein Wert von g =G My, / R24, =9,820 3 m/s2.

Der freie Fall als gleichmaBig beschleunigte Bewegung wird fiir eine Anfangsgeschwindigkeit
v, = 0 durch folgende drei GroBen quantifiziert.

Fallhohe bzw. Abwurfhohe:
h= % 2 (2.21)

Fallzeit bis zum Auftreffen auf der Erdoberfliche:
t=,|—
g
Endgeschwindigkeit bei Auftreffen auf der Erdoberflache:

v=4/2g8h

@ Beispiele
9,81m-1x*

1. In der ersten Sekunde féllt ein Kérper um h =
dieser Strecke betréagt seine Geschwindigkeit

_9,81m-1s

SZ

=4,9m. Am Ende
s°-2

v=gt =9,81m/s

2. Mit welcher Endgeschwindigkeit schldgt ein Gegenstand auf, der in einen
300 m tiefen Schacht hineinfallt?

v=+2gh =\/2~9,81 mz/s-SOOm =76,6m/s

Infolge des Luftwiderstandes kann dieser Wert jedoch nicht erreicht werden.
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2.1.4 Senkrechter Wurf

Wird ein Korper senkrecht nach unten geworfen, so ist die dem Korper erteilte Anfangs-
geschwindigkeit v, zusétzlich zur Fallbewegung zu beriicksichtigen. Wiederum konnen die
Gleichungen fiir die gleichmaBig beschleunigte Bewegung angewendet werden. Es ist ledig-
lich zu beachten, dass wie beim freien Fall die zurlickgelegte Strecke vom Startpunkt aus,
d. h. von oben nach unten (Erdoberfldche), gezdhlt und damit auch die Beschleunigung g mit
einem positiven Zahlenwert eingesetzt wird. Beim senkrechten Wurf nach oben ist dagegen
der Startpunkt unten (auf der Erdoberfliache), sodass die Fallbeschleunigung g als Verzoge-
rung mit einem negativen Zahlenwert einzusetzen ist. Es ergeben sich folgende Relationen.

Wurfgeschwindigkeit:
v=v,tgt (2.22)
Wurfhohe:

h=v,t+5 12
2

Endgeschwindigkeit:

v, =\Vet2gh

Das Minuszeichen gilt jeweils beim senkrechten Wurf nach oben und das Pluszeichen beim
senkrechten Wurf nach unten. Dementsprechend ist die Wurfhohe beim senkrechten Wurf
nach oben gleich der maximal erreichbaren Hohe (Steighdhe):

%

2g
Beim senkrechten Wurf nach unten ist die Wurfhohe gleich der Abwurfhohe. Die Endge-
schwindigkeit ist beim senkrechten Wurf nach oben am hochsten Punkt (Umkehrpunkt)

gleich null und beim senkrechten Wurf nach unten gleich der Geschwindigkeit beim Auf-
treffen auf die Erdoberfldche.

@ Merke

Um die maximale Wurfhohe zu erreichen, muss ein Kérper mit derselben Ge-
schwindigkeit noch oben geworfen werden, mit der er beim freien Fall aus dieser
Hohe unten ankommt.

Prnax (2.23)

2.1.5 Waagerechter und schrager Wurf

Die Bewegung eines in horizontaler Richtung (waagerecht) abgeworfenen Korpers ldsst sich
in zwei Bestandteile aufteilen. Der eine Bestandteil ist ihm durch die Anfangsgeschwindig-
keit v, aufgepragt, mit der er abgeworfen wird. Der zweite Bestandteil ergibt sich aus der
Fallbewegung im Schwerefeld der Erde. Die resultierende Bewegung ergibt sich aus dem
Unabhiéngigkeitsprinzip so, als ob beide Bewegungen einzeln stattfinden wiirden. Dies ldsst
sich mithilfe der in Bild 2.12 skizzierten Vorrichtung veranschaulichen.
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\ Bild 2.12

\ Die rechte Kugel wird beim Anschlag des Hammers waagerecht

! abgeworfen, die linke fallt (hier durch die Blattfeder noch festge-
&5 klemmt) durch ein Loch nach unten. Beide Kugeln erreichen den

77277, Boden gleichzeitig.

Wihrend die eine Kugel losgelassen wird und frei herabfallt, wird die andere Kugel im glei-
chen Augenblick waagerecht abgeworfen. Beide Kugeln erreichen bei Vernachlassigung der
Luftreibung zeitgleich den Erdboden, obgleich die von beiden Kugeln zuriickgelegten Wege
unterschiedlich lang sind. Zur quantitativen Beschreibung der Bahnkurve eignet sich das
in Bild 2.13 gezeichnete zweidimensionale Koordinatensystem, wobei die positive y-Achse
in senkrechter Fallrichtung zeigt und der Abwurfort im Koordinatenursprung liegt. Fir
die Zeitabhangigkeit der beiden kartesischen Koordinaten x(t) und y(t) ergeben sich die
beiden folgenden Gleichungen:

2
x(t)=v,t und y(t)z% (2.24)

Bild 2.13
Wurfparabel mit Geschwindigkeitsvektoren

|y

Durch mathematische Umformung ergibt sich aus Gl. (2.24) die Bahngleichung des waage-
rechten Wurfs in der Form y = y(x) mit der Anfangs- bzw. Abwurfgeschwindigkeit v,

y(x) =55

(2.25)
2vg

Da g und v, Konstanten sind, stellt diese Gleichung eine Parabel dar, die als Wurfparabel
bezeichnet wird.

Werden fiir einige Bahnpunkte die Geschwindigkeitsvektoren eingetragen, wie dies in
Bild 2.13 erfolgt ist, so zeigen sie in jedem Augenblick die momentane Geschwindigkeit
nach Betrag und Richtung an. Die Krimmung der Wurfparabel kommt dadurch zustande,
dass zwar die Horizontalkomponente v, konstant ist, die Vertikalkomponente jedoch immer
groBer wird. Somit andert sich die Richtung des resultierenden Geschwindigkeitsvektors.

33
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Wiren beide Komponenten konstant, so bliebe auch die Richtung des resultierenden Ge-
schwindigkeitsvektors konstant.

Beim schrédgen (schiefen) Wurf nach oben beschreibt der Korper ebenfalls eine Wurfpara-
bel. Bei Vernachlassigung des Luftwiderstandes und der daraus resultierenden Reibung,
ist diese Parabel symmetrisch, wobei der Scheitelpunkt der Parabel der hochste Punkt ist,
den der Korper erreicht. Die Bahngleichung lasst sich in dhnlicher Weise wie beim zuvor
behandelten waagerechten Wurf aufstellen. Zur Berechnung wird der gegen die x-Achse um
den Abwurfwinkel o geneigte Vektor der Anfangsgeschwindigkeit v, in eine horizontale
und eine vertikale Komponente v,, und v,, zerlegt (Bild 2.14). Dabei gilt v,, =v, cos(a)
und Voy =Vo sin(a). Diese beiden Komponenten sind wie der Betrag und die Richtung der
Anfangsgeschwindigkeit v, wihrend des gesamten Wurfes konstant und voneinander un-
abhangig. Damit ergibt sich fiir die maximale Wurfhohe h,,, im Scheitelpunkt der Parabel:

vy sin’(a)
0

Prnax (2.26)

¥ Bild2.14
Schréger (schiefer) Wurf nach oben

Die Wurfdauer ist die Gesamtzeit des schrigen Wurfes vom Augenblick des Abwurfs bis zum
Augenblick des Auftreffens des Korpers auf dem Erdboden und setzt sich aus den beiden
Zeitabschnitten des Anstieges und des Wiederherabfallens zusammen. Aufgrund der Sym-
metrie der Wurfparabel ist die Wurfdauer 7 doppelt so groB3 wie die Fallzeit beim senkrechten
freien Fall aus der Hohe h

max-*

- sin( )
g

(2.27)

Wiahrend des Wurfes legt der Korper mit der gleichformigen Geschwindigkeit v, = v, Cos(a)
die horizontal gerichtete Strecke vt cos(a) zuriick. Damit ergibt sich durch Einsetzen der
Wurfdauer T aus Gl. (2.27) die Wurfweite w, also der Abstand zwischen Abwurfort und Auf-
treffort in x-Richtung, beim schragen Wurf:

e 2v; sin(a) cos(a) v, sin(2a)
g g

(2.28)

Die Wurfweite ist somit fiir einen Abwurfwinkel von a = 45° maximal mit einem Wert von
W =V / g . Eine kleinere Wurfweite kann also entweder durch einen flacheren (o < 45°)
oder steileren (o > 45°) Abwurfwinkel erzielt werden. Erfolgt der schrage Abwurf von einer

endlichen Hohe h, > 0 mit der Anfangsgeschwindigkeit v, gilt:
vy sin’(a)

hmax 2 g

+hy (2.29)
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. sin(a)+4/v; sin®(a)+2gh,

8

2 .
v, 2
Vo sin(2¢) o cos(a)
28
Fir h, =0 ergeben sich wieder Gl. (2.26), Gl (2.27) und GL. (2.28). Bei der Ballistik, der

»Lehre von den geworfenen Korpern®, wird zur genaueren Bestimmung von Abwurfwinkel,
Wurfweite und Wurfdauer die Reibung des Korpers in dem jeweiligen Medium beriicksichtigt.

vg sin®(a)+2gh,

2.1.6 Kreishewegung

Die Kreishewegung ist neben der geradlinigen Bewegung, dem waagerechten und dem schra-
gen Wurf ein weiterer grundlegender Bewegungstyp. Die Mehrzahl der Planeten unseres
Sonnensystems bewegen sich anndhernd auf Kreisbahnen um die Sonne, viele Forthewe-
gungsmittel beruhen auf der Rotation von Radern und rotierende elektrische Maschinen wie
Motoren und Generatoren sind allgegenwirtig. Bei der Kreishewegung lauft ein Massepunkt
oder ein Korper auf dem Umfang eines Kreises um dessen Mittelpunkt, sodass der Abstand
des Massepunktes bzw. des Korpers zum Mittelpunkt, also der Kreisradius, konstant ist.
Andert sich der Abstand zum Mittelpunkt kontinuierlich, ergibt sich eine Spiralbahn, wenn
die Bewegung in einer Ebene erfolgt. Andernfalls ergibt sich eine Schraubenbahn. In der Tech-
nik ist die Kreishewegung von groBer Bedeutung, da sich jeder Punkt eines um eine Achse
rotierenden Korpers auf einer Kreisbahn bewegt. Im Gegensatz zur geradlinig gleichformigen
Bewegung ist bei der gleichformigen Kreisbewegung nur der Betrag der Geschwindigkeit
konstant, wahrend sich die Richtung der Geschwindigkeit permanent dndert. Dementspre-
chend ist der Geschwindigkeitsvektor bei der gleichformigen Kreisbewegung nicht konstant.
Fiir die Beschreibung der Kreishewegung in einer Ebene ist die Verwendung der kartesischen
Koordinaten weniger zweckmaBig. Besser geeignet sind die ebenen Polarkoordinaten, die zu
den orthogonalen krummlinigen Koordinaten gehoren.

Legt man den Ursprung des Bezugssystems in den Kreismittelpunkt und den Kreis in die
von den Koordinatenachsen x und y aufgespannte Ebene (Bild 2.15), ergibt sich folgende
geometrische und analytische Darstellung der Bewegung mit den kartesischen Koordinaten

x=x(t)und y=y(t):

x*+ y2 = r? =Konstant (2.30)

S\

Bild 2.15
Bewegung eines Massepunktes auf einer Kreisbahn in der xy-Ebene
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Der Betrag des Ortsvektors 7, der auch Radiusvektor genannt wird, ist zeitlich konstant.
Anstelle von x und y lasst sich die Kreisbewegung auch mit dem Radius r sowie dem Dreh-
winkel ¢, der tiblicherweise als Azimutwinkel bezeichnet wird, beschreiben. Beiden Grofen
zusammen bilden die ebenen Polarkoordinaten. Der Azimutwinkel ¢ wird dabei auf die
positive x-Achse bezogen, wodurch sich folgende Wertebereiche ergeben:

= . Quadrant: 0° <¢ <90°,

= II. Quadrant: 90° <¢ < 180°,

= [II. Quadrant: 180° <¢ < 270° und
= [V. Quadrant: 270° <¢ < 360°,

wobei der Winkel ¢ = 360° dem Winkel ¢ = 0° gleichgesetzt ist. Es gelten folgende Beziehun-
gen zwischen den kartesischen Koordinaten und den ebenen Polarkoordinaten:

x(t)=rcos(p(t)) und y(t)=rsin(p(t))
r= x(z‘)2+y(l‘)2 und ¢(t)=arctan[%j (fiir y(t) #0)

Die zu den ebenen Polarkoordinaten gehorenden orthonormierten Basisvektoren sind:

Lanto) = o)

Durch die zeitliche Abhdngigkeit des Azimutwinkels ¢ sind auch die beiden Basisvektoren &,
und é¢ zeitlich nicht konstant, im Gegensatz zu den konstanten kartesischen Basisvektoren
é, und é,. Nur fiir die Betréige der Basisvektoren &, und &, gilt: |¢| =|é¢| =1=konstant.
Fiir die Komponentendarstellung des Ortsvektors 7 in der Ebene gilt somit:

(2.31)

(2.32)

F=xé +ye, =re (2.33)

Bei der gleichformigen Kreishewegung ergibt sich die Bahngeschwindigkeit als die zeitliche
Ableitung des Ortsvektors:

- . de
Vv=r¢é, mit €, =—- 2.34
b, he, = (2.34)
Die zeitliche Anderung des Azimutwinkels wird als momentane Winkelgeschwindigkeit be-
zeichnet:
w=¢ _9_im (%j (2.35)
dt  aAt—>0\ At

Der Differenzenquotient A¢/ At =w, wird als mittlere Winkelgeschwindigkeit bezeich-
net. Wird der Azimutwinkel ¢ im BogenmafB (Radiant, 1rad = 180°/n ~57,3° bzw.
1°=(m/180)rad ~ 0,017 5rad) angegeben, so ist die Einheit der Winkelgeschwindigkeit
rad/s (Radiant pro Sekunde). Bei der gleichformigen Kreisbewegung mit einer konstanten
Winkelgeschwindigkeit w gilt das Azimutwinkel-Zeit-Gesetz:

¢ =wt (2.36)

Insbesondere ist bei der gleichformigen Kreisbewegung der Betrag der Geschwindigkeit
konstant, wahrend sich die Richtung des Geschwindigkeitsvektors stindig dndert. GemaB
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Gl. (2.33) und Gl. (2.34) sind der Ortsvektor 7 und der Vektor der Bahngeschwindigkeit v
zu jedem Zeitpunkt senkrecht zueinander orientiert, wobei v stets tangential zur Kreisbahn
ausgerichtet ist. Erfolgt die Bewegung auf einer Spiralbahn setzt sich die Geschwindigkeit
aus einer Tangentialkomponente und einer Radialkomponente zusammen, wobei die Radial-
komponente die zeitliche Anderung des Abstands zum Mittelpunkt der Spiralbahn beschreibt.

Ist die Kreisbewegung ungleichformig sind die Winkelgeschwindigkeit w und dementspre-
chend auch die zeitliche Anderung des Drehwinkels nicht mehr konstant. Dieser Vorgang
wird durch Einflihrung einer weiteren BeschleunigungsgroBe, der Winkelbeschleunigung o
beschrieben. Analog zur translatorischen Beschleunigung ist zu unterscheiden zwischen der
mittleren Winkelbeschleunigung:

Aw
a, =— 2.37
m= (2.37)
und der momentanen Winkelbeschleunigung:
A
a=lim (—“’j:d—“’ (2.38)
At—0\ At dt
. . . rad/s 2 . .
mit der SI- Einheit: [«,, | =[a]=—==rad/s” (Radiant je Quadratsekunde).
s

Die Winkelbeschleunigung ist positiv, wenn die Winkelgeschwindigkeit groBer wird. Bei
Abnahme der Winkelgeschwindigkeit liegt eine verzogerte bzw. abgebremste Drehbewegung
vor, a,, bzw. « ist dann negativ.

In der Technik wird statt der Winkelgeschwindigkeit w oft die Drehzahl n, als Quotient aus
der Anzahl der Umdrehungen N beispielsweise eines Rotors und der dafiir benotigten Zeit-
dauer ¢, angegeben. Eine gebrauchliche SI-fremde Einheit der Drehzahl ist pro Minute bzw.
min~" = (60 s)_l. Die Drehzahl hat dementsprechend die Einheit einer Frequenz. Andere
Bezeichnungen sind Umdrehungsfrequenz oder Drehfrequenz. Die Drehfrequenz ist eine
mittlere GroBe, da sie nicht den momentanen Bewegungszustand kennzeichnet. Die kleinste
Zeitdauer ist die Umdrehungsdauer T, die Dauer fiir eine Umdrehung. Berticksichtigt man,
dass bei einer vollen Umdrehung ein Drehwinkel von 2 © = 360° durchlaufen wird, so ergibt
sich folgender Zusammenhang zwischen der mittleren Winkelgeschwindigkeit w,, der Um-
drehungsdauer 7 und der Drehfrequenz f:

=27n=2nf (2.39)

wm
Nicht immer sind die Winkelgeschwindigkeit w und die Winkelbeschleunigung « ausreichend,
um die Kreishewegung eines Massepunktes zu beschreiben. Zwischen den Bahngroen v
und a sowie den WinkelgroBen w und a bestehen jedoch Verkniipfungen, die ein relativ
einfaches Umrechnen ermoglichen. Die Verkniipfung zwischen v und w ergibt sich aus der
Definition des ebenen Winkels: die Lange des Kreisbogens, der den Drehwinkel ¢» umfasst,
ist das Produkt aus dem Radius r und ¢:

s=r¢ (2.40)

Da der Radius r konstant ist, folgt sofort mit v = %:

V=rw (2.41)
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Sowohl die Bahngeschwindigkeit als auch der Radius werden im Allgemeinen nicht als skalare
GroBen wie in Gl. (2.41) angegeben, sondern als Vektoren. Auch der Winkelgeschwindigkeit
ist ein Vektor zugeordnet. Die Bedeutung des Vektors @ als Drehachse wird in Abschnitt 2.2.2
erlautert. Zunéchst soll an dieser Stelle der vektorielle Zusammenhang zwischen der Bahn-
geschwindigkeit v, dem Radiusvektor 7 und @ festgehalten werden:

V=axF (2.42)

in kartesischen Koordinaten:

Vy w,| (X w,z-w,y
vy |=lo, XY |=| 0, X0,z
v, w, z wa—wyx

Die mathematische Verkniipfung zwischen dem Vektor @ und dem Radiusvektor 7 heiBt
Vektor- oder Kreuzprodukt. Im dreidimensionalen Raum lésst sich das Vektorprodukt geo-
metrisch leicht deuten: Der Vektor der Bahngeschwindigkeit v ist sowohl zum Radiusvektor
als auch zum Vektor @ senkrecht orientiert bzw. v steht senkrecht auf der von 7 und @
aufgespannten Ebene. Die drei Vektoren @, ¥ und v bilden gemaB der in Gl. (2.42) gegebe-
nen Reihenfolge ein Rechtssystem. Das bedeutet, dass die drei Vektoren @, i und v gleich
orientiert sind wie die drei kartesischen Basisvektoren €, éy und €, . Anschaulich lasst sich
dieses Rechtssystem mit dem Daumen, dem Zeigefinger und dem abgespreizten Mittelfinger
der rechten Hand deuten und wird daher auch als Rechte-Hand-Regel bezeichnet. Ein Drehen
des Vektors @ in den Vektor 7 ergibt die positive Richtung des Vektors v iiber den Rechts-

schraubensinn. Fiir den Betrag des Vektors der Bahngeschwindigkeit gilt:

V| =|@|-|F|-sin< (@, F) (2.43)
Der Betrag des Vektorprodukts @& x7 ist gleich dem Flacheninhalt des von den beiden
Vektoren @ und r aufgespannten Parallelogramms, dessen Wert vom Winkel zwischen
den beiden Vektoren bestimmt wird. Bei der hier betrachteten Kreisbewegung, in der die
Vektoren v und 7 in einer Ebene liegen auf der wiederum der Vektor @ steht (Rechtssys-
tem), gilt <J:(cT), r ) =90° und es ergibt sich die bereits aus der Gl. (2.41) bekannte Beziehung:
|=v=|a|-|f|=wr.
Die Tangentialbeschleunigung (auch Bahnbeschleunigung genannt) a, ist ebenfalls auf ein-

fache Weise mit der Winkelbeschleunigung verkniipft. Wegen a, = ‘(:1—: und v = ro folgt:

a;=rld (2.44)

Das Betragszeichen bei der Winkelbeschleunigung ist erforderlich, da diese GroBie vorzei-
chenbehaftet ist, a, aber der (positiv definierte) Betrag der Vektorkomponente a, ist. Alle
drei BahngroBen s, v und g, lassen sich somit auf einfache Weise in die WinkelgroSen um-
rechnen und umgekehrt.

Wie anhand der Bahnbeschleunigung gezeigt, besitzt jede Bewegung auf einer krummlinigen,
also nicht geradlinigen Bahn auch eine Normalbeschleunigung d, . Insbesondere, wenn die
Tangentialkomponente null ist, d. h. der Betrag der Bahngeschwindigkeit sich nicht @ndert,
bleibt ausschlieBlich die Normalkomponente der Beschleunigung iibrig. Fiir den Fall der
gleichformigen Kreisbewegung sind die geometrischen Verhaltnisse fiir den Ortsvektor und
den zugehorigen Vektor der Bahngeschwindigkeit v in Bild 2.16 dargestellt.
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Bild 2.16
Orts- und Geschwindigkeitsvektor bei der gleichférmigen
Kreisbewegung

Der Vektor der Bahngeschwindigkeit v steht jederzeit senkrecht auf dem Radiusvektor
d. h. v ist tangential zur Bahnkurve. Die Richtungsdnderung von v ist bedingt durch die
Normalbeschleunigung d,, die ebenfalls senkrecht zu v aber antiparallel zum Radiusvek-
tor 7 orientiert ist. Die Normalbeschleunigung wird auch als Radialbeschleunigung bzw.
Zentripetalbeschleunigung bezeichnet. Fiir den Betrag der Normalbeschleunigung bei der
gleichformigen Kreisbewegung gilt:

2

anzzivzwvzv—zrw2 (2.45)

T r

Die Verkniipfungen von Gl. (2.45) gelten auch dann, wenn die Kreisbewegung ungleichfor-
mig ist. In diesem Fall sind v und @ die momentane Bahn- bzw. Winkelgeschwindigkeit. Bei
einer ungleichformigen Kreisbewegung ist die Tangentialbeschleunigung d,, die senkrecht
zur Normalbeschleunigung orientiert ist, nicht mehr null und bewirkt eine Anderung des
Betrags der Bahngeschwindigkeit. Die Gesamtbeschleunigung ergibt sich dann durch Vektor-

addition von Normal- und Tangentialbeschleunigung:

a=d,+a,

B 2.2 Dynamik des Massepunktes

Mit dem Begriff Kraft wird im allgemeinen Sprachgebrauch das Vermogen Einfluss zu
nehmen, Dinge zu verdndern, beschrieben. Haufig wird auch der Begriff der Kraft mit dem
der Starke verkniipft bzw. gleichgesetzt. In der Physik hat die Kraft eine qualitative und
eine quantitative Bedeutung: Sprachlich wird sie als Synonym fiir eine Wechselwirkung
zwischen Korpern gebraucht, wihrend der quantitative Aspekt die Stiarke dieser Wechsel-
wirkung erfasst. In den physikalischen Modellen wird zwischen vier elementaren Kréften
bzw. zwischen vier elementaren/fundamentalen Wechselwirkungen unterschieden: Die
starke, die elektromagnetische, die schwache und die Gravitationswechselwirkung. Alle noch
so kompliziert erscheinenden Wechselwirkungen zwischen Korpern lassen sich letztlich auf
diese vier elementaren Wechselwirkungen und die damit verbundenen Kréfte zurtickfiihren.

In der klassischen Physik wird mit dem Begriff der Kraft eine Einwirkung auf einen Korper
beschrieben, die den Korper verformen und/oder beschleunigen kann. Aufgrund der einwir-
kenden Krafte wird Arbeit an dem Korper verrichtet, wodurch sich die Energie des Korpers
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oder eines physikalischen Systems @ndert. Wahrend die Arbeit und die Energie skalare Groen
sind, ist die Kraft eine gerichtete physikalische GroBe, die mittels eines Vektors angegeben
wird. Die durch Krifte verursachte Anderung des Bewegungszustands eines Korpers wird
in dem Teilgebiet Dynamik beschrieben. Bevor die Dynamik starrer Korper in Abschnitt 2.4
behandelt wird, sollen zunédchst die dafiir erforderlichen Grundlagen im vorliegenden Ab-
schnitt 2.2 anhand der Dynamik des Massepunktes erarbeitet werden. Dennoch wird auch
im vorliegenden Abschnitt 2.2 der Begriff des Korpers immer wieder auftreten, mit der
Néherung, dass sowohl die geometrische Ausdehnung als auch die innere Beschaffenheit
des Korpers bei den Betrachtungen in diesem Abschnitt vollstandig vernachldssigt werden.

2.2.1 Newton’sche Gesetze

Krifte treten auf zweierlei Weisen in Erscheinung. Zum einen konnen sie eine statische An-
ordnung von Komponenten in einem System bewirken (z. B. das Fachwerk eines Gebaudes).
Die einzelnen Krifte werden erst dann sichtbar, wenn dieses Gleichgewicht gestort wird und
das System an Stabilitat verliert. In diesem Fall kommt es dann zur beschleunigten Bewegung
einzelner Teile des Systems, genauso wie bei der Einwirkung einer Kraft auf einen einzelnen
Massepunkt. Im Grundsatz entspricht diese Aussage dem sogenannten Trigheitsgesetz, das auf
G. Galilei (1564-1642) zuriickgeht und von I. Newton (1643-1727) endgiiltig formuliert und
an den Anfang seiner Bewegungsgesetze (auch Bewegungsaxiome genannt) gestellt wurde:

@ Merke

Erstes Newton’sches Gesetz: Ein Massepunkt oder ein Korper bleibt so lange im
Zustand der Ruhe oder der gleichférmig geradlinigen Bewegung, wie keine Krafte

auf ihn einwirken.
|

Dieses Tragheitsgesetz (auch Trdgheitsprinzip genannt) ist das Erste Newton’sche Gesetz. Das
Besondere an diesem Gesetz ist die Feststellung, dass es den Zustand der absoluten Ruhe
nicht gibt, sondern dass die gleichformig geradlinige Bewegung und der Ruhezustand nur
innerhalb eines bestimmten Bezugssystems unterschieden werden konnen. Dies hat unter
anderem zur Folge, dass Bezugssysteme, die sich relativ zueinander in gleichformiger
geradliniger Bewegung befinden, physikalisch gleichwertig sind. Solche Bezugssysteme,
in denen dieselben physikalischen GesetzmiBigkeiten gelten, werden als Inertialsysteme
(von lateinisch inertia fiir ,Tragheit“) bezeichnet. In einem Intertialsystem ist demnach
jeder kréftefreie Massepunkt oder Korper relativ zu diesem Bezugssystem in Ruhe oder
bewegt sich gleichformig (unbeschleunigt) und geradlinig. Kraftefrei bedeutet, dass der
Massepunkt oder Korper keine Kréafte von anderen Objekten erfihrt, oder die einwirken-
den Krafte kompensieren sich vollstindig gemaB Vektoraddition, sodass die resultierende
Gesamtkraft null ist. Falls sich ein in diesem Sinne kraftefreier Massepunkt oder Korper
relativ zu einem bestimmten Bezugsystem beschleunigt oder krummlinig bewegt, werden
die auftretenden bzw. beobachtbaren Beschleunigungen durch sogenannte Trdgheitskrifte
verursacht (Abschnitt 2.2.4). Diese Tragheitskrafte entstehen dadurch, dass jedes Nicht-In-
ertialsystem gegeniiber einem Inertialsystem rotiert und/oder geradlinig beschleunigt ist.
Dementsprechend gehen Tragheitskrafte nicht von anderen Massepunkten oder Korpern aus
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und werden bei einer Bilanz der Kriftefreiheit nicht berticksichtigt. In einem Inertialsystem
gibt es somit keine Tragheitskrifte.

Die Unterscheidung von zwei sich gleichformig geradlinig bewegenden Massepunkten mit
gleicher Geschwindigkeit aber unterschiedlicher Masse ist mit der vektoriellen GroBe des
Impulses moglich. Definiert ist der Impuls eines Massepunktes oder eines Korpers aus dem
Produkt aus seiner Masse und seiner Geschwindigkeit:

p=mv (2.406)
Die SI-Einheit des Impulses ist: [p] =[m]-[v]=kg A (Kilogramm mal Meter je Sekunde).
S
Aus dem Tragheitsgesetz folgt unmittelbar, dass jede auf einen Massepunkt oder Koérper
einwirkende Kraft seinen Bewegungszustand dndert. Befand er sich urspriinglich im Ruhe-
zustand, so wird er durch die Krafteinwirkung beschleunigt. Diese Beschleunigung hilt jedoch
nur so lange an, wie die Kraft einwirkt. Befindet sich der Korper bereits in Bewegung und

wirkt die Kraft der Bewegung entgegen, so wird die Bewegung verzogert (abgebremst). Dies
ist die Aussage des Zweiten Newton’schen Gesetzes (auch Aktionsprinzip genannt):

@ Merke

Zweites Newton’sches Gesetz: Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung
der bewegenden Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen

geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.
|

Die Aussage dieses Aktionsprinzip lasst sich auch noch etwas kiirzer fassen: Kraft ist die
Ursache der Beschleunigung (oder Verziégerung) eines Korpers.

Da die Beschleunigung gleich der Geschwindigkeitsanderung ist, liegt es nahe, die Beschleu-
nigung als MessgroBe fiir die Kraft anzusetzen. Die Erfahrung zeigt aber, dass unterschied-
liche Massepunkte oder Korper, die der gleichen Kraft ausgesetzt sind, auch unterschiedlich
reagieren, d. h. eine andere Beschleunigung erfahren. Das einzige Unterscheidungsmerkmal
bei Massepunkten ist ihre Masse und bei Korpern spricht man von der trédgen Masse. Damit
lasst sich das Zweite Newton’sche Gesetz als mathematische Formel angeben:

F=ma (2.47)
Die SI-Einheit der Kraft ist: [ F]=[m]-[a]=kg 22 =N (Newton). In Worten ausgedriickt be-
deutet diese mathematische Formulierung:

Merke

Zweites Newton’sches Gesetz: Wird ein Massepunkt oder ein Kérper durch eine
Kraft F beschleunigt, so ist die resultierende Beschleunigung & proportional zur
Kraft und umgekehrt proportional zur Masse m des Massepunktes bzw. zur trédgen
Masse des Korpers. Die Richtung der Beschleunigung und die der angreifenden

Kraft stimmen tberein.
|

Grundlegend fiir diese Betrachtung ist, dass sich die Masse des Massepunktes bzw. die trage
Masse des Korpers wiahrend der gesamten Krafteinwirkung nicht dndert. In der klassischen
Mechanik wird dies stets vorausgesetzt. Allerdings gibt es auch viele Falle, bei denen diese
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Annahme nicht richtig ist, beispielsweise die sich d&ndernde Masse eines Raketentriebwerks
in Betrieb oder bei sehr hohen Geschwindigkeiten, wenn relativistische Effekte (Massenzu-
nahme) relevant werden. Werden solche Félle mit nicht konstanter Masse nicht betrachtet,
ist die Gl (2.47) in Ubereinstimmung mit der urspriinglichen Formulierung des Zweiten
Newton’schen Gesetzes:

-~ dp

=2 (2.48)

dt

Diese Formulierung wird auch als erweitertes Bewegungsgesetz der Mechanik bezeichnet
und lautet in Worten:

Merke

Die auf einen Massepunkt oder einen Kérper einwirkende Kraft ist gleich der zeit-

lichen Anderung seines Impulses
|

Die mathematische Umkehrung der Gl. (2.48) erlaubt die Berechnung einer unter einer
Krafteinwirkung erfolgten Impulsdnderung, wenn der zeitliche Verlauf der Kraft gegeben
ist. Dies ist vor allem dann von Bedeutung, wenn die Krafteinwirkung zeitlich begrenzt ist,
wie beispielsweise bei stoB3- oder ruckartigen Vorgiangen. Fiir den allgemeinen Fall einer sich
zeitlich verandernden Kraft gilt fiir die Impulsianderung:

ty
Ap=p,—p;=[Fdt (2.49)

4
Die Indizierung 1, 2 bezieht sich dabei auf Anfangs- und Endzustand.

Wie in der Einleitung des vorliegenden Abschnitts bereits angedeutet, steht der Begriff Kraft
eigentlich als Synonym fiir den treffenderen Ausdruck Wechselwirkung. Mit dem Begriff
Wechselwirkung wird die gegenseitige Einflussnahme der beteiligten Massepunkte oder
Korper deutlich. Tatsachlich lasst sich die Kraft, die ein Korper auf einen anderen ausiibt,
nicht isoliert betrachten, da die Kraft selber das Ergebnis des Zusammenwirkens der beiden
Korper darstellt. Newton formulierte dieses Reaktionsprinzip, das haufig auch verkiirzt als
actio = reactio-Prinzip bezeichnet wird, als Drittes Newton’sches Gesetz:

Merke

Drittes Newton’sches Gesetz: Die Wirkung ist stets gleich der Gegenwirkung.
Oder: Die Wirkungen zweier Kérper aufeinander sind stets gleich und von ent-

gegengesetzter Richtung.
|

Das Reaktionsprinzip (auch Gegenwirkungsprinzip oder Wechselwirkungsprinzip genannt)
lasst sich in einer Formel folgendermafBen ausdriicken:

b, =-F (2.50)
If"1 _,, ist die Kraft (Aktion), die ein Massepunkt oder ein Korper 1 auf einen zweiten Masse-

punkt oder Korper 2 ausiibt und dementsprechend ist —132 _,; die betragsmaBig gleich groBe
Gegenkraft (Reaktion). Wenn bei einer solchen Wechselwirkung der Bewegungszustand
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(Impuls) des einen Massepunktes oder Korpers gedndert wird, so dndert sich auch der Be-
wegungszustand (Impuls) des anderen Massepunktes oder Korpers in die entgegengesetzte
Richtung. GemaB diesem Prinzip sind bei einer auftretenden Kraftwirkung zwei Massepunkte
oder zwei Korper beteiligt. Das bedeutet auch, das Kréfte nur von Massepunkten bzw. Korpern
ausgehen und nur auf andere Massepunkte bzw. Kérper wirken konnen.

2.2.2 Drehimpuls und Drehmoment

Im vorangegangenen Abschnitt wurde der Impuls als charakteristische vektorielle Grofe
der Translation eingefiihrt. Eine entsprechende ImpulsgroBe 1dsst sich auch fiir die im Ab-
schnitt 2.1.6 dargestellte Kreisbewegung bzw. allgemein fiir die Rotation definieren. Dies ist
der Drehimpuls und fiir einen Massepunkt gilt:

=Fxp=mrxy (2.51)
L, yp,—zp, yv,—zv,
L y X py =|zp,—Xp, |=m| zv,—XV,
L XPp, =Y Py XV, =YV,

Die SI-Einheit des Drehimpulses ist: [/]=[r]-[p]=m- kg— =Nms=]s (Newton-Meter mal
Sekunde = Joule mal Sekunde).

GemaB den Erlauterungen in Abschnitt 2.1.6 liegen bei einer Kreisbewegung der Radius-
vektor 7 und der Vektor der Bahngeschwindigkeit v in einer Ebene, der Kreisbahnebene.
Der Drehimpulsvektor L, der fiir diesen Fall auch als Bahndrehimpuls bezeichnet wird, ist
senkrecht zu dieser Ebene orientiert und die drei Vektoren 7,  und L bzw. 7, ¥ und L
bilden ein Rechtssystem. Da dementsprechend 7 und v stets senkrecht zueinander orientiert
sind, d. h. «(F, p)=<(7,v)=90°, ist der Betrag des Drehimpulses maximal und es gilt:
|Z| =|F|-|p| =m|F|-|v|. Wird der Vektor der Bahngeschwindigkeit in der GI. (2.51) mittels der
Beziehung (Gl. (2.42)) ersetzt, ergibt sich folgende Beziehung (doppeltes Vektorprodukt) fiir
den Drehimpuls bei der Kreisbewegung:

L=mFx(&x7)=ma(F-F)-mF(F-®)=mr’d® (2.52)

Bei der Umformung des doppelten Vektorproduktes in der Gl. (2.52) wurde die GraBmann-
Identitét (auch GraBmann’scher Entwicklungssatz benannt nach H. G. GraBmann, 1809-1877)
angewendet. Der Term mr (F . 6)) ist bei der gleichférmigen Kreisbewegung null, da die beiden
Vektoren r und @ eines Massepunktes oder eines Korpers stets senkrecht zueinander orien-
tiert sind. Somit sind in diesem Fall der Drehimpulsvektor und der Vektor der Drehachse,
gegeben durch o, gleichgerichtet bzw. parallel und unterscheiden sich nur um den skalaren
Faktor mr?. Bei der gleichformigen Kreisbewegung sind sowohl die Richtungsorientierungen
als auch die Betrage der Vektoren L und & konstant, d. h. dndern sich nicht zeitlich.

Der Drehimpuls gemaB Gl. (2.51) ldsst sich prinzipiell auch fiir die Translation mit einem
beliebig gewahlten Koordinatenursprung als Bezugspunkt angeben. Da sich dann jedoch
bereits bei einer gleichformig geradlinigen Bewegung in einer Ebene der Abstandsvektor
7 in Betrag und Richtung standig dndert, wiare zwar die Orientierung des Drehimpulses
konstant aber nicht der Betrag des Drehimpulses. Dementsprechend hat der Drehimpuls fiir
einen solchen Fall keine relevante physikalische Bedeutung.
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Bildet man in GI. (2.51) beidseitig die zeitliche Ableitung und nutzt das Zweite Newton’sche
Gesetz ergibt sich eine neue physikalische, ebenfalls vektorielle GroBe, das Drehmoment M

(Bild 2.17):
%z%(?xﬁ):(Vxﬁ)+(?x%ﬁj:(?x]3):]\71 (2.53)

in kartesischen Koordinaten:

M F yFZ—sz

X X

X
My =|y |x Fy =|zF,—xF,
z

M F XF,-yF,

z z

Die SI-Einheit des Drehmoments ist: [M]=[r]-[F]=Nm (Newton-Meter).

M= #xF

e {5

- Bild 2.17
Das Drehmoment

Formal ist die physikalische Einheit des Drehmoments identisch mit derjenigen der Arbeit.
Die Einheit Joule ist jedoch den physikalischen GroBen Energie und Arbeit vorbehalten. Die
Bezeichnung Drehmoment riihrt daher, dass der Bezugspunkt in vielen Fallen tatsdchlich
ein Drehpunkt sein kann, ndmlich dann, wenn beispielsweise ein Korper nicht im Gleich-
gewicht ist, sondern als Drehkorper betrachtet wird. GemaB dem Vektorprodukt in Gl. (2.53)
ist das Drehmoment mit einem bestimmten Drehsinn verkniipft. Krafte, die beziiglich des
Drehpunktes eine Drehung im Uhrzeigersinn hervorrufen, besitzen ein rechtsdrehendes Dreh-
moment. Im anderen Fall heiBt das Drehmoment linksdrehend. Es sei angemerkt, dass diese
Unterscheidung zwischen links- und rechtsdrehend keine absolute Bedeutung hat, da sie vom
Standpunkt des Betrachters abhédngt. Sie dient nur dazu, die Wirkungen der verschiedenen
Drehmomente in Bezug auf einen festen Standort zu kennzeichnen.

Merke

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist gleich dem wirkenden Drehmoment.
|

Fiir den Betrag des Drehmoments gilt gemaf Gl. (2.53): |]l7[| =|?|-|f| -sin<(?, f), dass be-
deutet insbesondere auch, dass das Drehmoment null und damit der Drehimpulsvektor L
konstant ist, wenn der Radiusvektor 7 und die wirkende Kraft F parallel oder antiparallel
zueinander orientiert sind (Abschnitt 2.2.6). Fiir den anderen Grenzfall eines rechten Winkels
zwischen den Vektoren 7 und F (also <):(F JF ) =90°) ergibt sich das zuerst von Archimedes
(um 287 v. Chr.-212 v. Chr.) aufgestellte Hebelgesetz. Dazu sei beispielhaft die in Bild 2.18
skizzierte Situation betrachtet. Gegeben ist ein gerader Balken der Gesamtlédnge [, an dem



2.2 Dynamik des Massepunktes

drei betragsméBig verschieden groBe Krifte 131 , 132 und Ié an drei unterschiedlichen Punkten
des Balkens jeweils senkrecht angreifen. Die Angriffspunkte sollen so gewahlt werden, dass
der Balken weder eine Translation noch eine Rotation ausfiihrt.

F;
- ?s
Po—o ) —
- I =
IR TR 52|, Bild 2.18
- 7 = Zum Hebelgesetz an einem belasteten
2 v Balken

Der Balken fiihrt keine Translation aus, wenn das Dritte Newton’sche Gesetz erfiillt ist, d. h.:
K= Fe,
und mit den vorgegebenen Richtungen der Krifte gilt fiir die Kraftbetrage:
h=hL+h
Damit der Balken auch keine Rotation um einen beliebigen Bezugspunkt P ausfiihrt, miissen
sich die Drehmomente kompensieren:
M, = 8, + 1,
und fiir die Betrage muss gelten:
My, =M +M,
Durch Einsetzen der entsprechenden Strecken gemaB Bild 2.18 gilt:
L =L5h+Lb
Dartiiber hinaus soll der Balken auch keine Drehung um den Angriffspunkt von f3 durch-
fiihren, sodass auBerdem gelten muss:
sih=(L-h)F=5,F=(L-5)F
Allgemein ist ein Hebel ein nicht-verformbarer (starrer) Korper, der um einen festen Dreh-
punkt gedreht werden kann. Unterschieden wird zwischen dem einseitigen Hebel, bei dem

der Drehpunkt an einem der beiden Hebelenden liegt, und dem zweiseitigen Hebel, bei dem
der Drehpunkt an einem beliebigen Punkt innerhalb des Hebels liegt.

@ Merke

Ein Hebel befindet sich im Gleichgewicht, wenn die Summe aller an ihm anliegenden
Drehmomente bezlglich desselben Bezugspunktes, der nicht notwendigerweise der
Drehpunkt sein muss, gleich null ist:

45
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In der Technik unterscheidet man bei Hebeln zwischen dem Lastarm, der gleich dem Hebel-
arm auf der Seite der zu bewegenden Last ist, und dem Kraftarm, der gleich dem Hebelarm
auf der Seite der einwirkenden Kraft ist. Bei einem einseitigen Hebel liegen Last- und Kraft-
arm auf derselben Hebelseite, haben jedoch im allgemeinen unterschiedliche Abstande zum
Drehpunkt. Hingegen liegen bei einem zweiseitigen Hebel Last- und Kraftarm auf unter-
schiedlichen Hebelseiten und haben im allgemeinen ebenfalls unterschiedliche Abstédnde
zum Drehpunkt. Bei technischen Anwendungen muss héufig die Wirkung der Reibung im
Drehpunkt beriicksichtigt werden, wodurch eine betragsméaBig groBere einwirkende Kraft
erforderlich ist, als im reibungsfreien Fall.

2.2.3 Gravitation und Planetenbewegung

Die Gravitationskraft zdhlt zu den elementaren Wechselwirkungen zwischen Korpern. Ob-
wohl sie in Bezug auf ihre ,Starke” um viele GroBenordnungen geringer ist als die elektro-
magnetische oder gar die starke Wechselwirkung, ist sie iiberall prasent und vergleichsweise
gut bekannt. Die Gravitation bestimmt den Lauf der Planeten genauso wie die Bewegungen
auf der Erde. Sie auBert sich auf eindrucksvolle Weise im freien Fall genauso wie in der Ab-
lenkung von Lichtstrahlen an groBen Massen (Abschnitt 10.2.2).

Unter Gravitation versteht man die gegenseitige Anziehung von Korpern aufgrund ihrer
Massen. Ein Sonderfall der Gravitation ist die sogenannte Schwerkraft, mit der die Wechsel-
wirkung zwischen einem materiellen Probekorper und einem Himmelskorper (z. B. der
Erde) bei geringem gegenseitigem Abstand bezeichnet wird. Die Kinematik der Bewegung
eines Korpers im Schwerefeld der Erde wurde bereits in Abschnitt 2.1.3 beim freien Fall
beschrieben. Die wesentliche Aussage des Fallgesetzes ist, dass alle Korper unabhéngig von
ihrer stofflichen Zusammensetzung, Form und ihrer Gestalt am gleichen Beobachtungsort
dieselbe Fallbeschleunigung aufweisen. Bestimmt man die Schwerkraft dynamisch, d. h.
unter Anwendung des Grundgesetzes der Dynamik, ergibt sich, dass ihr Betrag proportional
zur tragen Masse des beschleunigten Korpers ist:

FG =mg (254)

Flihrt man die Messungen statisch durch, beispielsweise mithilfe einer Federwaage, so erweist
sich die Auslenkung als ebenfalls proportional zur trigen Masse. Dieses Ergebnis erscheint
zunachst etwas verbliiffend, da die trage Masse ja nur im Zusammenhang mit beschleunig-
ten Bewegungen relevant ist, hier aber ein statischer Kraftevergleich vorgenommen wurde.
Ohne Kenntnis des dynamischen Grundgesetzes lieBe sich die Auslenkung der Feder auf die
Wirkung einer von dem Korper ausgehenden Kraft, die auch als Gewichtskraft bezeichnet
wird, zuriickfiihren. Die Gewichtskraft wiederum kann man ebenfalls als Produkt aus einer
GroBe mit der Dimension einer Beschleunigung und einer GroBe mit der Dimension einer
Masse darstellen. Zur Unterscheidung von der tragen Masse wird die so eingefiihrte Masse
aufgrund ihrer Herkunft auch schwere Masse genannt. Bei dieser Unterscheidung handelt es
sich keinesfalls um eine Spitzfindigkeit, da die trage Masse eine grundsatzliche Eigenschaft
aller Korper ist, wihrend die schwere Masse nur im Zusammenhang mit der Gravitations-
wechselwirkung in Erscheinung tritt. Tatsdchlich haben jedoch trage und schwere Masse
den gleichen Wert und der Wert der Beschleunigung fiir die Gewichtskraft entspricht dem
der Fallbeschleunigung. Eine Vielzahl von Experimenten haben die Ubereinstimmung der
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beiden Massen bestitigt. Diese Aquivalenz von schwerer Masse und triger Masse ist die
Grundlage der von A. Einstein (1879-1955, Nobelpreis 1921) im Jahre 1915 vorgestellten
allgemeinen Relativitditstheorie, in der er eine umfassende Theorie der Gravitation entwickelte
(Abschnitt 10.2). Beim zugrundeliegenden Aquivalenzprinzip wird zwischen zwei Formulie-
rungen unterschieden: Nach dem sogenannten schwachen Aquivalenzprinzip bestimmt allein
die Masse eines Korpers, welche Schwerkraft in einem homogenen Gravitationsfeld auf den
Korper wirkt. Gem#4B dem sogenannten starken Aquivalenzprinzip gilt, dass Gravitations- und
Tréagheitskrafte in dem Sinn dquivalent sind, dass ihrer Wirkungen auf einen Korper nicht
unterschieden werden konnen. Eine gebrauchliche Formulierung ist:

Merke

Trage und schwere Masse eines Korpers sind dquivalent.

Das schwache Aquivalenzprinzip gilt als Folge des Newton’schen Gravitationsgesetzes in der
klassischen Mechanik. Dementsprechend beschreiben alle Korper beim freien Fall in einem
auBeren Gravitationsfeld bei gleichen Anfangsbedingungen in derselben Zeit dieselbe Bahn.

Die GI. (2.54) fiir die Schwerkraft eines Korpers in der Ndhe der Eroberfliche enthilt die
Gravitation noch in ,versteckter” Form. Wie jede Wechselwirkung wird auch die Gravitation
durch die Eigenschaften der beiden beteiligten Korper bestimmt (actio = reactio). Dement-
sprechend hangt die Fallbeschleunigung g von der Masse des Himmelskorpers, in diesem
Fall die Erde, ab. Dartiber hinaus hiangt die Fallbeschleunigung auch vom Abstand der beiden
Korper ab, da mit zunehmender Entfernung die Schwerkraft kleiner wird.

Kepler'sche Gesetze

Das Wesen der Gravitation offenbart sich am deutlichsten bei der Bewegung der Gestirne.
Sorgféltige Beobachtungen der Bewegungsablaufe vor allem unseres Planetensystems mit
der Sonne als ,Bewegungszentrum* (auch als Zentralgestirn bezeichnet) {iber viele Jahrhun-
derte hinweg und insbesondere die genauen astronomischen Beobachtungen von T. Brahe
(1546-1601) hatten ein Datenmaterial geschaffen, das im Jahre 1609 durch den Astronomen
J. Kepler (1571-1630) in drei nach ihm benannten Gesetze zusammengefasst wurde:

Merke

Erstes Kepler'sches Gesetz: Die Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen,
in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

Zweites Kepler’'sches Gesetz (Flachensatz): Ein von der Sonne zum Planeten
gezogener Fahrstrahl Uberstreicht in gleichen Zeiten gleich groBe Flachen.

Drittes Kepler'sches Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten

verhalten sich wie die dritten Potenzen der groBen Halbachsen ihrer Bahnellipsen.
|

Newton entwickelte, ausgehend von den Kepler’schen Gesetzen, eine mathematische Theorie
der Planetenbewegung, die 1687 verdffentlicht wurde und als Schwerpunkt die Formulierung
des Kraftgesetzes fiir die Gravitation zum Inhalt hatte:
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Fo=¢T2 (7-F) und F,=G% (2.55)
7 =il d

Das Newton'sche Gravitationsgesetz gilt streng fiir zwei Massepunkte m; und m, im Abstand r.
Mit G ist die Gravitationskonstante: G = 6,674 30-10""" m®/(kg - s?) bezeichnet. Bei der vek-
toriellen Form bezeichnen 7 und r, die Ortsvektoren der beiden Massepunkte und die Gra-
vitationskraft in der angegebenen Formel ist die Kraft, die die Masse m, auf die Masse m;
ausiibt. GemdB dem dritten Newton’schen Gesetz ist die Gegenkraft, die die Masse m; auf
die Masse m, ausiibt gleich —fG. Das Newton’sche Gravitationsgesetz (Gl. (2.55)) beschreibt
im Gegensatz zum mathematisch sehr dhnlichen Coulomb-Gesetz (Abschnitt 6.1) eine stets
anziehende Kraft bzw. attraktive Wechselwirkung zwischen zwei Massepunkten bzw. zwei
Korpern, wiahrend die Coulomb-Wechselwirkung zwischen Ladungen anziehend oder ab-
stoBend (repulsiv) sein kann.

Ze.rrrc ' Zeitt Bild 2.19
Ellipsenbahn eines Planeten. Die Sonne
steht in einem der beiden Brennpunkte
der Ellipse. Die griinen Flachen sind bei
gleichen Zeitdauern gleich groB.

Planet

Das Gravitationsgesetz ist symmetrisch in den beiden Massen, entsprechend der oben
aufgestellten Forderung. Die quadratische Abstandsabhidngigkeit des Betrages der Gravita-
tionskraft erschlieBt sich aus der speziellen Form der Planetenbahnen: Nur Kurven zweiter
Ordnung, also Kegelschnitte, sind vertraglich mit einem 1/ r’-Gesetz. Dazu zihlen die Ellipse,
die Parabel und die Hyperbel. Wahrend die Ellipse eine in sich geschlossene stabile Bahn
reprasentiert, handelt es sich bei den anderen beiden Funktionen um offene Bahnkurven,
die z. B. bei Kometen oder kiinstlichen Satelliten realisiert sein konnen. Ein Spezialfall der
Ellipse ist der Kreis, der zumindest fiir einige Planetenbahnen eine gute Naherung darstellt
und damit einen einfachen Beweis der quadratischen Abhédngigkeit vom Abstand ermog-
licht. Aus dem Flachensatz (Zweites Kepler’sches Gesetz) folgt ndmlich unmittelbar, dass
unter dieser Voraussetzung der Betrag der Bahngeschwindigkeit konstant ist und damit die
Planeten eine reine Radialbeschleunigung a, = ro® erfahren mit o = 27:/ T, wobei T die Um-
laufdauer des Planeten ist. Ersetzt man im dritten Kepler’schen Gesetz die groBe Halbachse
durch den Kreisradius, so folgt: T 2/ r* =Kkonstant und damit gilt fiir die Radialbeschleuni-
gung der Planeten:

4n? 1
a, =r?=const.r—2 (2.56)
Die grofie Halbachse a einer Ellipse ist gleich dem groBten Abstand zwischen Ellipsenmittel-
punkt und dem Rand der Ellipse. Die kleine Halbachse b einer Ellipse ist gleich dem kleinsten
Abstand zwischen Ellipsenmittelpunkt und dem Rand der Ellipse. Die lineare Exzentrizitiit

e=\d’ -b® <a einer Ellipse ist gleich dem Abstand eines der beiden Brennpunkte zum
Ellipsenmittelpunkt. Bei einem Kreis liegen beide Brennpunkte im Mittelpunkt, sodass gilt:
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e=0 < a=0b=XKreisradius. Die numerische Exzentrizitit ¢ ergibt sich aus dem Verhaltnis

von linearer Exzentrizitat e und groBer Halbachse a: € = e/ a=+1- b? / a® mit einem Werte-
bereich 0 < ¢ < 1. Fir einen Kreis gilt ¢ = 0 (mit a = b) und fir eine Parabel gilt ¢ = 1 (mit
b — 0). Die numerischen Exzentrizitaten der Planeten unseres Sonnensystems sind mit
Ausnahme von Merkur und Pluto kleiner als 10 % und bei den Planeten Venus und Neptun
sogar kleiner als 1 %. Dementsprechend konnen insbesondere die Umlaufbahnen der Plane-
ten Venus und Neptun als Kreisbahnen gendhert werden. Die numerische Exzentrizitit der
Erdumlaufbahn ist mit € = 1,7 % ebenfalls klein. Die Umlaufbahnen von Merkur und Pluto
weichen hingegen deutlich von einer Kreisbahn ab. Weitere KenngroBen der elliptischen
Umlaufbahnen der Planeten sind der Perihel (sonnenndchster Bahnpunkt) bzw. der Peri-
helabstand p (auch Periapsisdistanz genannt) und der Aphel (sonnenfernster Bahnpunkt)
bzw. der Aphelabstand g (auch Apoapsisdistanz genannt). Es gilt fiir die groBe Halbachse:
a=(p+q)/2 und fiir die numerische Exzentrizitit: ¢ =(g—p)/(q+p). Die groBe Halb-
achse der Erdumlaufbahn betrigt a = 149,6-10° km = 1 AE (Astronomische Einheit), der
Perihelabstand der Erde betragt 147,1 - 10% km und der Aphelabstand betragt 152,1 - 10 km.
In der Tabelle 2.1 sind einige Daten von iiber Himmelskorpern (Planeten und Monden) des
Sonnensystems zusammengestellt.

Tabelle 2.1 Ubersicht iiber Himmelskdrper unseres Sonnensystems

groBe Halbachse a| Umlaufzeit 7 | Numerische Masse als Radius als
der Bahnellipse in Jahren Exzentrizitat ¢ | Vielfaches Vielfaches
in Millionen km der Erdmasse des Erdradius
Mg =5,97-10%* kg | Rg = 6370 km
Merkur 57,91 0,2408 0,206 0,053 0,383
Venus 108,21 0,6152 0,007 0,815 0,950
Erde 149,60 1 0,017 1 1
Mars 227,94 1,8809 0,093 0,107 0,532
Jupiter 778,3 11,8622 0,048 318,00 10,863
Saturn 1428 29,4577 0,056 95,22 9,001
Uranus 2872 84,0153 0,047 14,55 3,968
Neptun 4524 164,788 3 0,009 17,23 3,856
Pluto 5910 248,4 0,253 0,002 0,186
Sonne - - - 3,33-10° 109,298
Erdmond mittlere Entfer- 27,32 Tage 0,055 0,012 0,273
nung von der Erde: um die Erde
384400 km
Ganymed mittlere Entfer- 7,155 Tage 0,001 0,025 0,413
nung vom Jupiter:  um den Jupiter
1070400 km
Titan mittlere Entfer- 15,95 Tage 0,029 0,023 0,404

nung vom Saturn:  um den Saturn
1221830 km
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Ganymed ist der dritte Mond (von bisher 79 bekannten Monden) des Gasplaneten Jupiter
und mit einem Durchmesser von 5262 km der grofte und auch der schwerste Mond des
Sonnensystems. Titan ist der sechste Mond (von bisher 82 bekannten Monden) des Gas-
planeten Saturn und mit einem Durchmesser von 5150 km der zweitgrote Mond und der
zweitschwerste Mond des Sonnensystems. Der Planet Merkur hat einen Durchmesser von
4879 km und ist damit kleiner als die beiden groSten Monde des Sonnensystems. Der Erd-
mond hat einen Durchmesser von 3474 km und ist der fiinftgroSte Mond des Sonnensystems.

Fir den allgemeineren Fall einer elliptischen Umlaufbahn lasst sich das Erste Kepler’sche
Gesetz aus dem Newton’schen Gravitationsgesetz (Gl. (2.55)) herleiten. Unter der Annahme,
dass die Masse des Zentralgestirns (Sonne) mg >> myp sehr viel groBer als die Masse eines
Planeten mj ist und somit die Anziehungskraft, die der Planet auf die Sonne ausiibt, ver-
nachlassigt werden kann, gilt im Rahmen des Zwei-Korper-Problems fiir die Gesamtenergie
des Planeten:

Gmgm,

1 . ;
E=Eyy+ Epe =5y (r2 +r° ¢2)— =const. (2.57)

r
Dabei wird angenommen, dass die Bewegung des Planeten in einer Ebene erfolgt und daher
mit den ebenen Polarkoordinaten r und ¢ beschrieben werden kann. Die Sonne ist dabei im
Nullpunkt (Koordinatenursprung) lokalisiert, der mit einem der beiden Ellipsenbrennpunkte
zusammenfallt. Im Gegensatz zum Spezialfall einer kreisformigen Umlaufbahn ist bei einer
ellipsenformigen Umlaufbahn der Abstand zum Nullpunkt r wéhrend eines Umlaufs um
die Sonne nicht konstant. Da die wirkende Gravitationskraft eine sogenannte konservative
Kraftist, andert sich die Gesamtenergie nicht bzw. ist konstant (siehe auch Abschnitt 2.2.6).
Mit dem Betrag des ebenfalls konstanten Bahndrehimpulses des Planeten |Z| =L=m, rng

und der Beziehung 7 = % = :—; i—qf = g—; ¢ ergibt sich aus der Energiebilanz (Gl. (2.57)) die
folgende Differentialgleichung fiir die Funktion r(¢):
2 4 2
G
[ﬁj —2m, = JEJFM—L—2 (2.58)
d¢ I r 2mpr

Die Losung dieser Differentialgleichung ist die folgende Bahnkurve r(q)), diefir0<e <1
eine Ellipse beschreibt:

P
r = 2.59

(9) 1+&cos(¢) (2.59)

2
Dabei bezeichnet P = > den Bahnparameter mit der SI-Einheit [P]=m und
2E 2 Gmgm,
e=,[l+———— ist die (einheitenlose) numerische Exzentrizitat der Bahnellipse. Die
s Mp

Quotienten E / m, und L/ m,, werden als spezifische Gesamtenergie bzw. als spezifischer Bahn-
drehimpuls des Planeten bezeichnet. Fiir die groBe Halbachse a und die kleine Halbachse b
sowie flir den Perihelabstand p und den Aphelabstand g der Bahnellipse gilt:

=1Pz: b=—" p=—"" und g=—"- (2.60)
—&

a
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Fiir den Abstand zwischen den beiden Ellipsenbrennpunkten (Fokuspunkten) F; und F, gilt:

2eP

1-¢

Die veranderliche Bahngeschwindigkeit eines Planeten (mit der Masse mp) auf seiner el-
lipsenformigen Umlaufbahn (mit der groBen Halbachse a) um die Sonne (mit der Masse
mg) ergibt sich aus der Vis-Viva-Gleichung (Vis-Viva ist eine auf G. W. Leibniz, 1646-1716,
zuriickgehende Bezeichnung fir die ,Energie in der Bewegung®), die aus der Energie- und
der Drehimpulserhaltung folgt:

V(r(¢))=\/G(ms+mP)[%—éj (2.61)

Im Fall einer Kreisbahn mit r = a = konstant gilt fiir die dann ebenfalls konstante Kreisbahn-
geschwindigkeit:

EE=2(a-p)=

v=4/G(mg+m,)/r

Wird als Zentralgestirn ein Planet wie beispielsweise die Erde betrachtet, ergibt sich aus der
Formel fiir die Kreisbahngeschwindigkeit ein Mindestwert fiir die Geschwindigkeit eines
Satelliten mit mg,;; < Mg auf einer erdnahen kreisformigen Umlaufbahn (d. h. r > Ry), die
als erste kosmische Geschwindigkeit v; bezeichnet wird:

/ M
v, = oMy _ 7,91km/s (2.62)
R
E

Dieser Wert hat jedoch keine praktische Bedeutung, da solche Geschwindigkeiten innerhalb der
Erdatmosphare aufgrund des dort stark abbremsenden Luftwiderstands nicht aufrechtzuerhal-
ten sind. In einer Hohe von 180 km iiber der Erdoberfldche, was der Grenze der Erdatmosphére
entspricht und gleich einem Bahnradius von r = Ry, +h=(6370+180) km = 6550 km ist,
betragt die Kreisbahngeschwindigkeit etwa 7,8 km/s. Auf einer geostationdren Umlaufbahn
in einer Hohe von 36 000 km iiber der Erdoberflache betragt die Kreisbahngeschwindigkeit
eines Satelliten 3,071 km/s, was weniger als der Halfte der ersten kosmischen Geschwindig-
keit entspricht.

Die zweite kosmische Geschwindigkeit vy ist gleich der hypothetischen Startgeschwindigkeit,
die beispielsweise ein Satellit erreichen muss, wenn er ohne weiteren Antrieb das Gravita-
tionsfeld der Erde verlassen soll. Die zweite kosmische Geschwindigkeit wird daher auch als
Fluchtgeschwindigkeit (von der Erde) bezeichnet und es gilt:
2GM
= =2 v, =11,2kmys (2.63)
E

Soll der Anziehungsbereich der Erde von einer geostationdren Umlaufbahn aus verlassen
werden, betragt die dafiir notwenige Startgeschwindigkeit nur noch ca. 4,5 km/s. Auch die
zweite kosmische Geschwindigkeit ist weniger von praktischer Bedeutung, denn gemaR der
Definitionsgleichung der zweiten kosmischen Geschwindigkeit wére beim Verlassen der Erde
mit der Fluchtgeschwindigkeit die kinetische Energie und damit auch die Geschwindigkeit
im Unendlichen gleich null. Dies bedeutet, dass die Geschwindigkeit mit zunehmendem Ab-
stand zur Erde stetig kleiner wird. Zum anderen miissen die Gravitationskrafte der anderen
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Himmelskorper und insbesondere der Sonne berticksichtigt werden. Entfernt sich ein Satellit
oder ein anderes Flugobjekt mehr als 1,5 Millionen km von der Erde, iberwiegt die Sonnen-
gravitation die Erdgravitation und der Satellit bzw. der Flugkorper wird in Abhédngigkeit von
seiner momentanen Geschwindigkeit und Flugrichtung eine Umlaufbahn um die Sonne ein-
nehmen. Der Abstand von 1,5- 109 km ist kugelsymmetrisch beziiglich des Erdmittelpunktes
und bildet die sogenannte Hill-Sphdire (benannt nach G. W. Hill, 1838-1914) um die Erde.
Fiir den Radius der Hill-Sphére der Erde (auch Hill-Radius genannt) gilt:

m 1/3
er=a[—E] =149,6-10° km[
3mg

1/3
— | ~15-10°km 2.64
3-3,33-10°

Der Hill-Radius der Erde betridgt somit ca. 1 % des mittleren Abstandes zwischen Sonne und
Erde bzw. 0,01 AE (Astronomische Einheit). Da der Erdmond ungefahr 0,37-10‘S km von
der Erde entfernt ist, befindet er sich innerhalb der Hill-Sphére der Erde. Die Hill-Sphére
um den Jupiter hat hingegen einen Radius von 0,35 AE und ist damit fast so groB3 wie die
groBe Bahnhalbachse des Planeten Merkur. Die groSte Hill-Sphére unter allen Monden des
Sonnensystems hat der Erdmond mit einem Radius von 9,2 Erdradien (R, = 6 370 km), ge-
folgt vom Saturnmond Titan (Hill-Radius gleich 8,2 Erdradien) und vom Jupitermond Kallisto
(Hill-Radius gleich 7,9 Erdradien).

Die dritte kosmische Geschwindigkeit vy, ist gleich der Startgeschwindigkeit von der Erdober-
flache, mit der das Sonnensystem verlassen werden kann. Es gilt:

Vi = VA VR = \/(12,3 kmy/s)’ + (11,2 km/s)* =16,6 km/s (2.65)

Dabei ergibt sich die Exzessgeschwindigkeit v, = 42,1 km/s — 29,8 km/s = 12,3 km/s als
Differenz aus der Fluchtgeschwindigkeit aus dem Sonnensystem beziiglich der Erdoberfldche
mit einem Wert von 42,1 km/s und der Bahngeschwindigkeit der Erde bei ihrem Umlauf
um die Sonne mit einem Wert von vy, = 29,8 km/s, wenn das Flugobjekt in Richtung der
Bahngeschwindigkeit der Erde sowie in ihrer Drehrichtung abgeschossen wird. Die Masse
des Mondes und der anderen Planeten kann hierbei vollig vernachldssigt werden. Bisher
wurde jedoch die dritte kosmische Geschwindigkeit bei keinem Start auf der Erdoberfldche
erreicht. Die bisher grofte Startgeschwindigkeit mit einem Wert von 16,2 km/s erreichte am
19.01.2006 die Raumsonde New Horizons, mit der das Pluto-System und der Kuipergiirtel
(benannt nach G. P. Kuiper, 1905-1973) erforscht werden soll, beim Verlassen der Erdober-
fliche. Anfang 2023 war die Raumsonde New Horizons ca. 8,23-10° km (55,02 AE) von der
Sonne entfernt.

Soll ein Satellit von einer erdnahen (engl. low earth orbit=LEO) in eine erdferne (engl. geosta-
tionary orbit = GEO) kreisformige Umlaufbahn tibergehen, ist dies mit dem Hohmann-Transfer
(W. Hohmann, 1880-1945) energetisch giinstig zu realisieren. Die Hohmann-Bahn ist eine
Ellipse, die sowohl zur Ausgangsbahn als auch zur Zielbahn tangential verlauft (Bild 2.20),
wobei an den beiden Beriihrungspunkten die Anpassung der Bahngeschwindigkeit des Satel-
liten jeweils mittels eines KraftstoBes erfolgt. Die erste Geschwindigkeitsanderung Av, bringt
den Satelliten auf die elliptische Hohmann-Bahn, deren Perihelpunkt auf der kreisformigen
Ausgangsbahn mit dem Radius r, liegt. AnschlieBend erfolgt in einem zweiten KraftstoB die
Geschwindigkeitsanderung Av, im Aphelpunkt der Hohmann-Bahn, wodurch der Satellit auf
die kreisformige Zielbahn mit dem Radius r, ibergeht.



2.2 Dynamik des Massepunktes

Bild 2.20

Hohmann-Transfer (gelbe ellipsenférmige Umlaufbahn) beim
Ubergang zwischen einer erdnahen (griin) und einer erdfernen
(rot) kreisformigen Umlaufbahn

Unter Berticksichtigung der Vis-Viva-Gleichung (2.61) gilt fiir Av, und Av,:

2 2
Av, =v, a 1| und Av,=v,|1- e (2.66)
e T 1 o 1

Dabei ist v,=Av,+Vvg, >V, die Bahngeschwindigkeit im Perihelpunkt und
V, =Vapo — AV, <Vgpo die Bahngeschwindigkeit im Aphelpunkt der Hohmann-Bahn mit der
groBen Halbachse (re +ra)/2. Die GroBen v;go und vggq sind die Bahngeschwindigkeiten
auf der erdnahen bzw. der erdfernen kreisformigen Umlaufbahn. Zur Quantifizierung des
bendtigten Energieaufwandes wird die gesamte Geschwindigkeitsdnderung Av = Av, + Av,
im Verhéltnis zu v, betrachtet und es gilt:

Av _Av,+Av, Ay, N

e TV ’—e-AVa:( -r—ej 2L+J£—1 (2.67)
Ve Ve Ve ra Va ra re + ra ra
Wird der Ausdruck fiir Av/v, nach dem Radienverhaltnis r, /r, > 1 abgeleitet, ergibt sich ein
(physikalisch sinnvolles) Maximum fiir Av/v, bei einem Radienverhaltnis von r, /r, =15,582,
d. h. mit ansteigendem Radienverhiltnis bis zum diesem Wert erhoht sich der Energieaufwand
beim Hohmann-Transfer. Oberhalb des Maximums, also fiir Radienverhaltnisse r, /1, > 15,582
nimmt der erforderliche Energieaufwand beim Hohmann-Transfer wieder ab. Allgemein lassen
sich Anderungen der Umlaufbahn eines Satelliten mit den Hill’schen Gleichungen (G. W. Hill,
1838-1914) analytisch beschreiben, so z. B. den weiteren Verlauf einer Satellitenbahn, wenn
dessen Geschwindigkeit verdandert wird.

Die Kepler’schen Gesetze, die urspriinglich fiir die Gravitationswechselwirkung zwischen
Himmelskorpern formuliert worden sind, lassen sich auch auf die elektrostatische Coulomb-
Wechselwirkung (Abschnitt 6.1) iibertragen. Fiir zwei einander anziehende Ladungen g, 2 0
und ¢, < 0 ergeben sich ebenfalls ellipsenférmige Umlaufbahnen. Hingegen fiihrt die stets
abstoBende Coulomb-Kraft zwischen zwei gleichartigen Ladungen ¢, , 2 0 zu nicht-geschlos-
senen Hyperbelbahnen.

Wie bereits angefiihrt, ist die auf der Erde wirkende Schwerkraft ein Sonderfall der Gravita-
tion. Ein Grund fiir die Sonderstellung ist, dass zumindest eine der beiden in Wechselwirkung
stehenden Massen, namlich die Erde, nicht mehr als punktformig angesehen werden kann.
Die endliche Ausdehnung der Korper, verbunden mit einer eventuellen inhomogenen Massen-
verteilung, erfordert eine etwas aufwendigere mathematische Behandlung (Abschnitt 2.4).
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Im Grundsatz wird dabei so vorgegangen, dass die beiden Korper jeweils in einzelne Masse-
punkte zerlegt werden, im nachsten Schritt die Krafte zwischen den Massepunkten berechnet
und anschlieBend zu einer Resultierenden tiberlagert werden. Fiir den Sonderfall homogener
Massekugeln lasst sich das Problem allerdings wiederum auf das einfache Gravitationsgesetz
zurlickfithren, wobei als Abstéande der Korper die der beiden Kugelmittelpunkte einzusetzen
sind. Diese Voraussetzungen sind bei den Planeten nur ndherungsweise erfiillt. So ist z. B.
die Erde ein an den Polen abgeplattetes Ellipsoid mit einer keinesfalls homogenen Massen-
dichte. Zudem sind die durch Gebirge und Wassermassen bedingten UnregelméBigkeiten in
der Oberflache zu beriicksichtigen, die sich vor allem bei kleinen Abstdnden zwischen dem
Probekorper und der Erdoberflache bemerkbar machen. Zum anderen muss berticksichtigt
werden, dass das Bezugssystem, in dem die Untersuchung der Schwerkraft stattfindet,
sofern es Teil des Planeten ist, kein Inertialsystem darstellt, sondern ein beschleunigtes
Bezugssystem ist.

Periheldrehung

Neben der Gesamtenergie und dem Drehimpuls gibt es bei einem Zwei-Korper-System mit
Gravitationswechselwirkung oder mit anziehender Coulomb-Wechselwirkung, also mit einem
Zentralpotential der Form Y(r) oc —1/ r, eine weitere, dritte ErhaltungsgroBe. Dies ist der
Laplace-Runge-Lenz-Vektor A (auch Runge-Lenz-Vektor oder Lenz’scher Vektor genannt nach
P-S. Laplace, 1749-1827 und C. D. T. Runge, 1856-1927 und W. Lenz, 1888-1957). Fiir den
Laplace-Runge-Lenz-Vektor A und dessen Betrag |Zl| gilt:

. . .G - -
A=VxL+V(r)F=vxL- msmpr:GmSmPe (2.68a)
r
< 2 2EL 2EL
|A|= (Gmgmy )™+ =Gmgmy |1+———=0Gmgmp ¢ (2.68Db)
My g my

Die SI-Einheit des Laplace-Runge-Lenz-Vektors ist: A]=Jm=Nm? und & ist der einheiten-
lose Exzentrizitditsvektor. Der Laplace-Runge-Lenz-Vektor liegt in der Bahnebene, in der auch
der Ortsvektor ¥ und der Geschwindigkeitsvektor v des Planeten liegen und ist somit
senkrecht zum Bahndrehimpulsvektor L orientiert. Der Laplace-Runge-Lenz-Vektor liegt
auf der gemeinsamen Linie (Apsidenlinie) der beiden Ellipsenbrennpunkte, des Perihels
(sonnennéchster Bahnpunkt) sowie des Aphels (sonnenfernster Bahnpunkt) und ist stets so
orientiert, dass er von dem Ellipsenbrennpunkt, in dem sich die Sonne befindet, zum Perihel
zeigt. Der Betrag des Laplace-Runge-Lenz-Vektors ist bis auf den Faktor G mg m;, gleich der
numerischen Exzentrizitat ¢ = |é | der Bahnellipse. Bei einem Zwei-Korper-System mit einem
anziehenden Zentralpotential der Form V(r) oc —1 / r ist der Laplace-Runge-Lenz-Vektor eine
ErhaltungsgroBe und es gilt:

a4, _,
) dt A
dA dA -
—=0=|—==0| < |4, |=A=const. (2.69)
dt dt A
dA, ~0 z
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Die drei Komponenten 4,, 4, und 4, deg Laplace-Runge-Lenz-Vektors A sind somit Erhal-
tungsgroBen. Da jedoch der Betrag von A bereits durch die anderen beiden Erhaltungsgro-
Ben Bahndrehimpuls und Gesamtenergie und die Lage von A durch die Orthogonalitdt zum
Bahndrehimpulsvektor vorgegeben sind, liefert der Laplace-Runge-Lenz-Vektor nur eine
unabhéngige Erhaltungsgrofe. Dementsprechend hat das Zwei-Korper-System mit einem
anziehenden Zentralpotential der Form V(r) o -1 / r fiinf unabhingige ErhaltungsgroBen:
Gesamtenergie, drei Komponenten des Bahndrehimpulsvektors und die Orientierung des
Laplace-Runge-Lenz-Vektors fiir sechs Anfangsbedingungen, was als ein maximal integrables
System bezeichnet wird. Das heiBt, dass durch den Orts-, den Geschwindigkeits- und den
Laplace-Runge-Lenz-Vektor sowohl die Form als auch die Orientierung der Umlaufbahn bei
einem Zwei-Korper-System festgelegt sind.

Bei Abweichungen vom anziehenden Zentralpotential der Form V(r) oc—1 / r, beispielsweise
durch Berticksichtigung weiterer Planeten des Sonnensystems, Abweichungen des Zentral-
gestirns von der Kugelform sowie die Kriimmung der Raum-Zeit im Rahmen der Allgemeinen
Relativitatstheorie (Kapitel 10), kommt es zu einer Drehung des Laplace-Runge-Lenz-Vektors,
was als Periheldrehung bezeichnet wird. Der Planet bewegt sich als Folge dessen nicht mehr
auf einer im Raum fixierten ellipsenformigen sondern auf einer rosettenartigen Umlauf-
bahn (Bild 2.21). Die Periheldrehung erfolgt dabei in gleicher Richtung wie der Planet das
Zentralgestirn umlauft. Ist nicht die Sonne sondern die Erde das Zentralgestirn, wird die
Drehung des Laplace-Runge-Lenz-Vektors als Perigdumsdrehung bezeichnet. Im Gegensatz zur
Periheldrehung war die Perigiumsdrehung des Mondes bereits babylonischen Astronomen
etwa seit 700 v. Chr. bekannt und wurde in damaligen Berechnungen zur Mondbewegung be-
riicksichtigt. In einem Doppelsternsystem wird die Drehung des Laplace-Runge-Lenz-Vektors
als Periastrondrehung bezeichnet.

Bild 2.21
Periheldrehung der Umlaufbahn eines Planeten
(blauer Kreis)

Da die Auspragung der Periheldrehung fiir ellipsenformige Umlaufbahnen groBer als fiir
kreisformige bzw. kreisdhnliche Umlaufbahnen ist, sollte dieser Effekt insbesondere beim
Merkur mit einer numerischen Exzentrizitat von iiber 20 % nachweisbar sein. So wurde bei
Beobachtungen der Bewegung des Merkurs ein Wert von 574" (Bogensekunden, auch als
arcsec bezeichnet; 360° = 1296 000" bzw. 1° = 3600" = 60" = 60 arcmin bzw. Bogenminuten)
pro Jhd. (Jahrhundert) fiir die Periheldrehung festgestellt. Dementsprechend hat sich die
Umlaufbahn des Merkurs in ca. 225000 Jahren einmal vollstindig gedreht. Wahrend die-
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ses Zeitraums umlauft der Merkur ca. 930 000-mal die Sonne. Im Jahre 1859 prisentierte
U.J.J. Le Verrier (1811-1877) eine Theorie fiir die Periheldrehung des Merkurs auf der
Grundlage des Newton’schen Gravitationsgesetzes (Gl. (2.55)). Der groBte Effekt entsteht ge-
maB Le Verrier durch den Nachbarplaneten Venus und bewirkt einen Beitrag von 277"/Jhd.
zur Periheldrehung. Der zweitgroBte Effekt entsteht durch den Planeten Jupiter mit einem
Beitrag von 154"/Jhd. Zwar ist der Planet Jupiter ca. zehnmal weiter von Merkur entfernt als
die Venus, hat jedoch die 400-fache Masse als die Venus. Die Erde als tiberndchster Nach-
barplanet des Merkurs liefert einen Beitrag von 90”/Jhd. und alle weiteren Planeten (Mars,
Saturn, Uranus und Neptun) des Sonnensystems einen Beitrag von 10”/JThd. zur Perihel-
drehung des Merkurs. In Summe konnte Le Verrier einen Wert von 531”/Jhd. rechnerisch
bestatigen. Zur Erklarung der Differenz von ca. 43"/Jhd. zum Beobachtungswert von 574"/Jhd.
postulierte Le Verrier die Existenz eines Planeten innerhalb der Umlaufbahn des Merkurs
und nannte diesen Planeten Vulkan, dessen Existenz jedoch bis heute nicht experimentell
bestatigt werden konnte.

Die Diskrepanz Ap zwischen der experimentellen Beobachtung und der klassischen Theorie
der Gravitation konnte erst im Jahre 1915 von A. Einstein (1879-1955, Nobelpreis 1921) im
Rahmen der Allgemeinen Relativitatstheorie als Folge der Krimmung der Raum-Zeit erklart
und mit folgender Formel quantifiziert werden:

3nR
M)

Dabei bezeichnen Rg = 2,95 km den Schwarzschild-Radius der Sonne (K. Schwarzschild,
1873-1916), a die groBe Halbachse und ¢ ist die numerische Exzentrizitdt der Planetenumlauf-
bahn. Fiir den Merkur hat diese relativistische Korrektur einen Wert von Ay = 42,98"/Thd.
und fiir die Erde einen Wert von Apy,4. = 3,8"/Jhd. Die relativistische Korrektur ist fiir die
Erde kleiner als fiir den Merkur, da der Abstand Erde-Sonne griéBer ist und als Folge dessen
die Kriimmung der Raum-Zeit durch die Sonne bei der Erde geringer als beim Merkur ist.
Die experimentell bestimmten Werte fiir die Periheldrehung der Umlaufbahnen von Erde
und Venus betragen 1 170"/Jhd. bzw. 21,6"/Jhd., sodass sich die Umlaufbahnen der Erde und
der Venus in ca. 111000 Jahren bzw. 6 Mio. Jahren einmal vollstdndig gedreht haben. Im
Gegensatz dazu hat sich die Umlaufbahn des Erdmonds in nur 8,85 Jahren einmal vollstandig
gedreht. Im Vergleich zur Periheldrehung bei den Planetenumlaufbahnen ist die sehr schnelle
Perigdumsdrehung des Erdmondes eine Folge der starken Storung des Zwei-Korper-Systems
Erde-Mond (mit der Erde als Zentralgestirn und einem Schwarzschild-Radius von weniger
als 1 cm) durch die sehr massenreiche Sonne. Des Weiteren trigt die Aquatorwulst der
Erde zur Perigiumsdrehung des Mondes bei. Denn wihrend ein exakt kugelsymmetrischer
Korper dasselbe invers-quadratische Gravitationsfeld erzeugt wie ein punktformiger Korper
mit derselben Masse, fiihren inhomogene Masseverteilungen wie die Aquatorwulst und die
Erdabplattung zu Abweichungen vom invers-quadratischen Gravitationsfeld.

(2.70)

Lagrange-Punkte

Die Kepler’schen Gesetze beziehen sich auf ein Zwei-Korper-System bestehend aus einem Zen-
tralgestirn (der Sonne) und einem Planeten. Jedoch wird bereits im Rahmen der Newton’schen
Betrachtungsweise der Gravitation deutlich, dass sich die Himmelskorper nicht voneinander
unabhéngig um das Zentralgestirn bewegen, sondern auch untereinander gravitative Krafte
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austiben. Die Betrachtung beispielsweise aller Planeten des Sonnensystems fiihrt zu einem
Mehr-Korper-Problem, dass analytisch nicht losbar ist und bereits das Drei-Korper-Problem
ist als allgemeiner Fall nur numerisch losbar. Ein Spezialfall ist das analytisch losbare ein-
geschrdnkte bzw. restringierte Drei-Korper-Problem, bei dem einer der drei Korper eine ver-
schwindend kleine Masse hat und somit seine gravitative Wirkung auf die beiden anderen
Korper, einem massereichen Zentralgestirne, dass von einem massedrmeren Himmelskorper
(z. B. ein Planet) umlaufen wird, vernachldssigt werden kann. L. Euler (1707-1783) und
J.-L. de Lagrange (1736-1813) fanden die Losungen des restringierten Drei-Korper-Systems
in Form von fiinf Gleichgewichtspunkten, in denen der dritte, anndhernd masselose Korper
kraftefrei ist. Diese Punkte werden als Liberationspunkte oder Lagrange-Punkte L, bis Ls be-
zeichnet und sind bedeutsam in der modernen Astronomie, um beispielsweise Forschungs-
satelliten auf annéhernd konstanten Positionen zu halten.

Alle fiinf Lagrange-Punkte liegen in der Bahnebene der beiden massebehafteten Himmels-
korper. Die Lagrange-Punkte L, , L, und L, liegen auf der Verbindungslinie der beiden
massebehafteten Himmelskorper und sind in tangentialer Richtung (senkrecht zu dieser
Verbindungslinie) stabil jedoch in radialer Richtung (entlang der Verbindungslinie) instabil.
Hingegen liegen die Lagrange-Punkte L, und L; auf zwei gegeniiberliegenden Eckpunkten
eines gleichseitigen Vierecks (Raute), wahrend sich auf den anderen beiden Eckpunkten des
gleichseitigen Vierecks die zwei massebehafteten Himmelskorper befinden (Bild 2.22). Die
Lagrange-Punkte L, und L sind fiir ein Massenverhaltnis der beiden massebehafteten Him-
melskorper groBer als 25 sowohl in tangentialer als auch in radialer Richtung stabil, was als
Ljapunow-stabil (A. M. Ljapunow, 1857-1918) bezeichnet wird. Das bedeutet, dass ein Kérper
mit verschwindend kleiner Masse in einer Umgebung um einen der beiden Lagrange-Punkt
L, und L auf einer geschlossenen Bahn in dieser Umgebung bleibt, sodass kleine Storungen
der Lage keine Auswirkungen auf die Stabilitdt der Umlaufbahn haben.

/Ly
Ly b Ll L,
W @ L
Sonne ‘>50° Planet
Bild 2.22
¥ Lagrange-Punkte L, bis L5 in einem restringierten
.5 ' Drei-Kérper-System mit einem Zentralgestirn (gelb)

T R—— und einem Planeten (blau)

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf das Beispielsystem Sonne-Erde mit der
Sonne als massereiches Zentralgestirn und der Erde als massedarmeren Himmelskorper,
der die Sonne auch einer kreisdhnlichen Bahn (numerische Exzentrizitit ¢ = 0,017) um-
lauft. Der Lagrange-Punkt L, befindet sich innerhalb der Erdumlaufbahn in einem Abstand
von ca. 1,5- 10° km von der Erde, was etwa dem Vierfachen des Abstandes zwischen Erde
und Mond entspricht. GemaB den Kepler'schen Gesetzen hitte ein Korper, der die Sonne
innerhalb der Erdumlaufbahn umlduft, eine hohere Bahngeschwindigkeit als die Erde.
Durch die Gravitationskraft der Erde wird jedoch die Anziehungskraft der Sonne auf den
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Korper etwas kompensiert, wodurch sich fiir einen Korper im Lagrange-Punkt L, eine zur
Erde synchrone Umlaufgeschwindigkeit ergibt. Bereits seit Ende der 1970er-Jahre werden
im Lagrange-Punkt L, Raumsonden zur Erforschung der Sonne positioniert, unter anderem
die Raumsonde Genesis zur Erforschung des Sonnenwinds im Zeitraum von 2001 bis 2004.
Seit dem Jahr 2015 umkreist das Deep Space Climate Observatory auf einem Lissajous-Orbit
(quasi-periodische Flugbahn benannt nach J. A. Lissajous, 1822-1880) den Lagrange-Punkt
L,.Der Lagrange-Punkt L, bei dem System Erde-Mond ist ca. 58 000 km vom Mittelpunkt des
Mondes in der Richtung zur Erde hin entfernt.

Der Lagrange-Punkt L, befindet sich auBerhalb der Erdumlaufbahn in einem Abstand von
ca. 1,5- 10% km von der Erde. Die Umlaufdauer eines Korpers, der die Sonne im Langrange-
Punkt L, umkreist, entspricht ebenfalls der Erdumlaufdauer, da sich die auf den Korper wir-
kenden Gravitationskrafte von Sonne und Erde additiv tiberlagern. Die Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe(WMAP)-Raumsonde, die die kosmische Hintergrundstrahlung untersuchte,
befand sich im Zeitraum 2001 bis 2010 auf einem Lissajous-Orbit um den Langrange-Punkt L,.

Der Lagrange-Punkt L, befindet sich bezogen auf den massedrmeren Himmelskorper hin-
ter dem massereichen Zentralgestirn auf deren Verbindungslinie etwas aufBerhalb der
Umlaufbahn des massedrmeren Himmelskorpers. Im Fall des Systems Sonne-Erde ist der
Lagrange-Punkt L; von der Sonne ca. 190 km weiter entfernt als die Erde. Die gleichge-
richteten Anziehungskrafte von der Sonne und der Erde bewirken fiir einen Korper, der im
Lagrange-Punkt L; lokalisiert ist, eine Umlaufdauer, die gleich der Erdumlaufdauer ist. Die
Ubertragung von Funksignalen zwischen einer Raumsonde im Lagrange-Punkt L, und der
Erde wird jedoch durch die Sonne vollstandig blockiert.

Die Lagrange-Punkte L, und L; bilden jeweils einen Eckpunkt eines gleichseitigen Dreiecks.
Beide Dreiecke haben eine Seite gemeinsam, wobei das massereiche Zentralgestirn und
der massedarmere Himmelskorper sich an den beiden Eckpunkten dieser Seite befinden.
Bezogen auf die Umlaufrichtung des massearmeren Himmelskorpers lauft der Lagrange-
Punkt L, voraus und L hinterher. Im Fall des Systems Sonne-Erde mit dem sehr groBen
Massenunterschied zwischen diesen beiden Himmelskorpern liegen die Lagrange-Punkte
L, und L; annéhernd auf der Umlaufbahn der Erde und die Innenwinkel der beiden gleich-
seitigen Dreiecke betragen jeweils 60°. Bereits in den 1950ern wurden Staubwolken in den
Lagrange-Punkten L, und L; des Systems Sonne-Erde experimentell nachgewiesen. Im Jahre
2010 wurde der Asteroid 2010TK, entdeckt, der sich um den Lagrange-Punkt L, bewegt. As-
teroiden oder kleine Monde, die sich in der ndheren Umgebung der Lagrange-Punkte L, und
Ls befinden, werden auch als Trojaner oder Trojanermonde bezeichnet. Unter anderem gibt es
im Mondsystem des Saturns einige Trojanermonde. So befinden sich in den Lagrange-Punk-
ten L, und Ly des Saturnmondes Tethys die kleinen Monde Telesto (in L,) bzw. Calypso (in
Ls). Bei dem System Erde-Mond wurden im Jahre 2018 die Kordylewski’schen Staubwolken
(K. Kordylewski, 1903-1981) in den Lagrange-Punkten L, und L5 nachgewiesen.

2.2.4 Tragheitskrafte

Das Tréagheitsgesetz (Abschnitt 2.2.1) besagt, dass Bezugssysteme, die sich relativ zueinander
gleichformig bewegen (Inertialsysteme), physikalisch gleichwertig sind und die physika-
lischen GesetzmaBigkeiten die gleichen mathematischen Abhdngigkeiten zeigen. Anders
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ausgedriickt: Das Grundgesetz der Dynamik dndert beim Ubergang von einem in ein anderes
Inertialsystem nicht seine Form, d. h. die wirkenden Krifte haben den gleichen Betrag und
die gleiche Richtung. Als Beispiel sei die gleichformige Bewegung eines Massepunktes in
einem Bezugssystem S genannt (Bild 2.23). Untersucht man diesen Vorgang von einem an-
deren Bezugssystem S’ aus, das sich mit konstanter Geschwindigkeit v, relativ zu S bewegt,
so ist zwar die Geschwindigkeit des Massepunktes in S" eine andere als in S, die Bewegung
ist aber nach wie vor gleichférmig, d. h. die Beschleunigung @ ist null in beiden Systemen.
Da Kraft und Beschleunigung proportional zueinander sind, kommen Beobachter in beiden
Systemen zum gleichen Ergebnis, dass der Korper kraftefrei ist.

L
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Bild 2.23
Gleichférmige Bewegung eines Massepunktes
in zwei Inertialsystemen

=

Eine physikalisch andere Situation liegt vor, wenn das gewahlte Bezugssystem beschleunigt
ist. Dabei lassen sich zwei Fille unterscheiden:

1. das Bezugssystem erfiahrt eine Translationsbeschleunigung, wie beispielsweise in einem
Aufzug oder in einem anfahrenden oder abbremsenden Fahrzeug.

2. das Bezugssystem rotiert, wobei die Rotation sowohl gleichférmig als auch ungleichférmig
sein kann.

Entsprechend diesem zweiten Fall ist jedes mit der Erde fest verbundene Laborsystem ein
rotierendes Bezugssystem.

Zunichst soll jedoch der Fall der Translationsbeschleunigung betrachtet werden: Ein ein-
faches Beispiel aus der Erfahrung ist das Verhalten von Gepackstiicken in einem Fahrzeug,
das eine beschleunigte Bewegung durchfiihrt. Bei einer Vollbremsung des Fahrzeugs bei-
spielsweise nehmen alle mit dem Fahrzeug fest verbundenen Teile an dieser Verzogerung
teil, verhalten sich also kinematisch dhnlich. Anders dagegen verhalten sich Gegenstidnde,
die nur durch Haftreibung mit der Unterlage verbunden sind. Von auBerhalb betrachtet, be-
wegen sich diese Gegenstdnde gleichformig weiter, die in dem Fahrzeug ruhenden Insassen
stellen jedoch eine beschleunigte Bewegung fest. Als Ursache dieser Bewegung wiirden sie
die Anwesenheit einer beschleunigenden Kraft vermuten, was aber nicht der Wirklichkeit
entspricht, da jeder Korper gemaB dem Tragheitsprinzip nur versucht, seinen Bewegungs-
zustand beizubehalten. Tatsdchlich erfahren nur die fixierten Teile des Systems (Fahrzeugs)
eine Kraft, da ihr Bewegungszustand objektiv gedndert wird, wahrend die tibrigen Teile nur
subjektiv betrachtet beschleunigt werden.

Kriéfte, die nur in beschleunigten Bezugssystemen auftreten, nicht aber in Inertialsystemen,
sind sogenannte Scheinkrdfte, da sie im Gegensatz zu eingepréagten Kraften, die auch in
Inertialsystemen vorhanden sind, nur vom Standpunkt abhdngen. Man nennt sie auch Trdg-
heitskrdfte, da ihre ,Existenz“ auf der Tragheit von Korpern beruht.
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Tragheitskréafte wirken in einem beschleunigten Bezugssystem entgegen dessen
Beschleunigungsrichtung. Sie haben ihre Ursache darin, dass sich das System mit
dem Beobachter beschleunigt bewegt und der betrachtete Kérper allein seiner
Tragheit unterliegt. Tragheitskrafte gentigen nicht dem Dritten Newton’schen Ge-
setz (Reaktionsprinzip).

Der Betrag der Tréagheitskraft ergibt sich aus der Beschleunigung des Systems und der
Masse des betrachteten Korpers. Fiir den Vektor der Tragheitskraft in einem beschleunigten
Bezugssystem gilt:

E =-ma (2.71)

In analoger Weise wie dem eben behandelten Fall der translationsbeschleunigten Systeme
lassen sich auch rotierende Bezugssysteme diskutieren. Betrachtet man beispielsweise einen
Massepunkt, der sich gleichformig auf einer Kreisbahn mit dem Radius rbewegt, so ldsst sich
diese Bewegung, von einem ruhenden Bezugssystem (Inertialsystem) aus beobachtet, nur
durch eine Radialbeschleunigung a, = v/r begriinden. Damit diese Beschleunigung zustande
kommt, muss eine zum Kreismittelpunkt gerichtete Zentripetalkraft FZP =md, vorhanden sein.
Befindet sich der Beobachter dagegen in einem Bezugssystem, dessen Ursprung ebenfalls im
Kreismittelpunkt liegt, sich aber mit derselben Winkelgeschwindigkeit w dreht, erscheint
der Massepunkt in Ruhe. Dies bedeutet fiir den Beobachter im rotierenden System, dass der
Massepunkt kréftefrei sein muss, was wiederum bedeutet, dass keine Krifte wirken, oder
sich die wirkenden Kréfte in einem Kraftegleichgewicht vollstandig kompensieren. Eine Ent-
scheidung herbeizufiihren, ist fiir den mitrotierenden Beobachter nicht immer sofort moglich:
z. B. werden die an der Trommelwandung einer Zentrifuge anhaftenden Teilchen durch die
Fihrungskraft der Wandung ,beschleunigt”, was dem in der Mitte befindlichen Beobachter
verborgen bleibt. Wird andererseits die Kreisbahn durch eine im Zentrum befestigte Feder
erzwungen, so kann der Beobachter aufgrund der Federdehnung die Bewegungsursache
feststellen. Beide Falle sind physikalisch gleichwertig, und fiir den rotierenden Beobachter
kann nur ein Kriftegleichgewicht aus der unzweifelhaft vorhandenen Zentripetalkraft und
einer entgegengesetzt gerichteten Kraft gleichen Betrags vorliegen. Diese ,,Gegenkraft” wird
Zentrifugalkraft FZF (umgangssprachlich auch Fliehkraft) und die zugehorige Beschleunigung
als Zentrifugalbeschleunigung bezeichnet:

2
Fp=-Ep=-md, und FEgp=Fp=m— (2.72)
r

Im Gegensatz zur Zentripetalkraft ist die Zentrifugalkraft eine Tragheitskraft, da sie nur
in Nicht-Intertialsystemen auftritt. Fiir einen Beobachter in einem Inertialsystem hat die
Zentrifugalkraft keinerlei reale Bedeutung. Man kann daher auch nicht sagen, dass die
Zentrifugalkraft Ursache fiir eine beschleunigte Bewegung ist. Dies wird auch dadurch be-
legt, dass der rotierende Korper nach ,Abschalten” der Zentripetalkraft sich innerhalb des
Inertialsystems nur noch gleichformig weiterbewegt, im rotierenden System jedoch eine
beschleunigte Bewegung in radialer Richtung durchfiihrt, die wiederum durch die Zentri-
fugalkraft ,,verursacht® erscheint.
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Die physikalischen Ursachen fiir die Zentripetalkraft konnen unterschiedlicher Natur sei:

1. So wird beispielsweise die Kurvenfahrt eines Fahrzeugs dadurch ermoglicht, dass sich die
zur Kurveninnenseite gerichtete Zentripetalkraft als Summe der Reibungskrafte zwischen
den Fahrzeugreifen und der Fahrbahn ergibt. Sind diese Reibungskrafte zu gering (z. B.
bei Glatteis) verlasst das Fahrzeug die Kurvenbahn.

2. Der Mond bewegt sich auf einer anndhernd kreisformigen Bahn (numerische Exzentrizitat
€ =0,055) um die Erde, die sich im Mittelpunkt dieser Bahn befindet. Die Kreishewegung
wird durch die von der Erde auf den Mond wirkende Gravitationskraft verursacht.

3. Bewegen sich geladene Teilchen (z. B. Elektronen) senkrecht zu einem homogenen Ma-
gnetfeld, werden sie durch die sogenannte Lorentz-Kraft (Abschnitt 6.3.2) senkrecht zur
Richtung ihrer urspriinglichen geradlinigen Bewegung und senkrecht zur Richtung des
Magnetfeldes auf eine Kreisbahn abgelenkt.

Wihrend bei einer Kreisbahn die Zentripetalkraft stets zum Kreismittelpunkt orientiert
ist, zeigt sie bei einer nicht-kreisformigen Bahn auf den Mittelpunkt des momentanen
Kriimmungskreises und bewirkt die Richtungsdnderung der Bahngeschwindigkeit. Die zur
Zentripetalkraft orthogonale Tangentialkomponente bewirkt bei nicht-kreisformigen Bah-
nen hingegen die Betragsanderung der Bahngeschwindigkeit. Daher ist bei den elliptischen
Planetenbahnen die Geschwindigkeit eines Planeten im Perihel am groBten und im Aphel
am kleinsten.

Eine weitere Tragheitskraft in rotierenden Bezugssystemen ist die nach ihrem Entdecker
benannte Coriolis-Kraft (G. G. de Coriolis, 1792-1843). Sie tritt stets dann in Erscheinung,
wenn sich ein Korper in einem rotierenden Bezugssystem bewegt und diese Bewegung nicht
parallel zur Rotationsachse verlduft bzw. nicht parallel zum Vektor der Winkelgeschwindig-
keit orientiert ist. Die Coriolis-Kraft ist senkrecht zur momentanen Bewegungsrichtung
des Korpers im rotierenden Bezugssystem orientiert und bewirkt eine seitliche Ablenkung,
jedoch keine VergroBerung oder Verkleinerung seiner Geschwindigkeit. In Bild 2.24 ist der
Fall einer mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w rotierenden Kreisscheibe dargestellt.
Vom Zentrum der Kreisscheibe wird mit radialer Anfangsrichtung und der Bahngeschwin-
digkeit v eine Kugel weggeschleudert. Die Kugel wird gema dem Tragheitsgesetz ihre
vorgegebene Richtung beibehalten. Fiir einen auBerhalb der Scheibe stehenden Beobachter,
der sich in einem Inertialsystem befindet, bewegt sich die Kugel gemaB Trigheitsgesetz in
radialer Richtung nach auBen.

Bild 2.24
Zur Entstehung der Coriolis-Kraft

Die Kreisscheibe dreht sich unter der Kugel weiter, wobei die Kugel auf der Kreisscheibe eine
spiralformige Spur ,hinterldsst“. Ein im Drehzentrum stehender und mitrotierender Beob-
achter wird daher feststellen, dass die Kugel von der radialen Richtung nach rechts abweicht.
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Die Coriolis-Beschleunigung ergibt sich dann aus folgender Betrachtung: Der Korper legt in
der Zeit t in radialer Richtung die Strecke r = vt zuriick. Die seitliche Abweichung in dieser
Zeit betriigt s = ro t = vo t*. Daraus folgt fiir die Coriolis-Beschleunigung s

ooriois = 20X @ und  dgy o =2v0  (wenn v L @) (2.73)
und fiir die Coriolis-Kraft F., ;s gilt:
Foopiois =2m0x @ und  Fy s =2mve  (wenn v L @) (2.74)

Die beiden vektoriellen Formeln gelten allgemein und insbesondere auch dann, wenn die
Vektoren ¥ und @ nicht orthogonal zueinander orientiert sind.

Wie die Zentrifugalkraft ist auch die Coriolis-Kraft eine Tragheitskraft, die fiir die reale Be-
wegung des Korpers entbehrlich ist. Sie muss allerdings dann beriicksichtigt werden, wenn
die Kugel anders als im obigen Beispiel keine seitliche Ablenkung erfahren darf, d. h. sich
innerhalb des rotierenden Systems gleichformig nach auBen bewegt. In diesem Fall ist eine
reale Fiihrungskraft erforderlich, deren Betrag der Coriolis-Kraft entspricht, jedoch in der
Richtung entgegengesetzt ist. Beispiele sind Translationsbewegungen auf einem kurven-
fahrenden Schiff oder ein rotierender Wasserschlauch. In der Technik ist die Coriolis-Kraft
immer dann von Bedeutung, sobald eine Rotation von einer zweiten Bewegung tiberlagert
wird. Wenn beispielsweise eine Last am Ausleger eines Krans senkrecht zur Drehachse des
Krans bewegt wird, wiahrend sich der Kran um diese Achse dreht, hdngt sie aufgrund der
Coriolis-Kraft nicht senkrecht nach unten, sondern wird seitlich ausgelenkt. In der Robotik
ist die Coriolis-Kraft aufgrund der Uberlagerung von gleichzeitigen Translationen und Ro-
tationen ebenfalls von Bedeutung.

Neben der Zentrifugal- und der Coriolis-Kraft ist die nach L. Euler (1707-1783) benannte
Euler-Kraft die dritte Tragheitskraft in rotierenden Bezugssystemen. Im Gegensatz zur
Coriolis-Kraft wirken die Zentrifugal- und die Euler-Kraft auch dann, wenn der Kérper in
dem rotierenden Bezugssystem ruht. Die Euler-Kraft tritt auf, wenn sich die Rotationsachse
und/oder die Rotationsgeschwindigkeit eines rotierenden Bezugssystems dndert (beispiels-
weise in einem beschleunigenden oder abbremsenden Karussell) und es gilt:

o . L.
E —-m—xr=—-maxr und K

ler = " tuer =mar  (wenn @ LF) (2.75)

Hierbei bezeichnet ¢ = d_a) den Vektor der Winkelbeschleunigung des rotierenden Bezugs-
systems. dt

Beispiele
1. Mit welcher Kraft driickt ein Gepéackstiick der Masse 20 kg auf die Lehne eines
Riicksitzes in einem Pkw, wenn dieser mit einer Beschleunigung von 2 m/s’
anfahrt? Die Kraft, die im Bezugssystem des beschleunigten Fahrzeuges vom
Gepackstiick ausgetibt wird, ist eine Tragheitskraft und ihre Richtung ist ent-
gegengesetzt zur Beschleunigung des Fahrzeugs. Fiir den Betrag gilt:

m
FT=ma=20kg-Zs—2=40N
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2. Ein Korper der Masse 2 kg wird an einer 2 m langen Kette waagerecht im Kreis
herumgeschwungen. Bei welcher Drehzahl zerreift die Kette, wenn die maximal
zulassige Zugkraft 8,5 kN betragt? Im Bezugssystem des rotierenden Korpers
bt dieser eine Zentrifugalkraft auf die Kette aus und es gilt:

2

v
FZF=m—=mra)2=mr-4rczf2
r

und damit

F 103
f= e __ | 851N =7,34s"' =440 min~"
mr-4n? 2kg-2m~47t2

3. Eine Waschmaschine mit einem Waschtrommeldurchmesser von 0,5 m erreicht
im Schleudergang eine Drehzahl von 1000 Umdrehungen pro Minute. Die Zen-
trifugalbeschleunigung fiir ein mitrotierendes Wéaschestiick ergibt sich zu:

ay=w’r~2760m/s’

(mitw = 105 rad/s und r= 0,25 m). Das Ergebnis entspricht etwa dem 300-Fachen
der Erdbeschleunigung. Auf ein Kleidungssttick an der Trommelwand wirkt somit
eine Zentrifugalkraft, die 300-mal so groB ist wie seine Gewichtskraft.

2.2.5 Arbeit, Leistung und Energie

Der Begriff der Arbeit bedeutet im Alltagsleben die gezielte Schaffung von Werten unter
Anwendung korperlicher und/oder geistiger Krafte. Natiirlich ist es unmoglich, aufgrund
der Vielfalt von moglichen Werten und ihrer gesellschaftlichen Anerkennung zu einer ein-
heitlichen und auch zeitlich bestiandigen MaBzahl fiir die so definierte Arbeit zu gelangen.
In der Physik und der Technik dagegen ist der Begriff Arbeit viel enger gefasst und wird
weniger mit dem produktiven Vorgang als vielmehr mit dessen Ergebnis verkniipft. Mit ihr
wird eine fir alle Krafte giiltige MessgroBe bereitgestellt, die den mit Kraftwirkungen ver-
bundenen Aufwand oder Nutzen erfasst, unabhangig von der speziellen Art des Vorgangs.

Ein einfaches Beispiel ist das Heben einer Last im Schwerefeld der Erde. Die korperliche
Anstrengung, die hierzu erforderlich ist, hangt zum einen davon ab, wie hoch der Korper
gehoben wird, und zum anderen, welche Gewichtskraft des Korpers zu tiberwinden ist bzw.
welche Masse der zu hebende Korper hat. Der Einsatz eines technischen Hilfsmittels, wie der
eines Flaschenzugs, mit dem die erforderliche Kraft verringert werden kann, dndert nichts
an dem tatsachlichen physischen Aufwand, der zu leisten ist, da sich mit der Kraftminderung
gleichzeitig die Wegstrecke zum Antrieb des Gerits gegeniiber dem direkten Vorgang (ohne
Verwendung des Flaschenzugs) verlangert.

Offensichtlich ist das Produkt aus ausgeiibter Kraft und zuriickgelegter Wegstrecke sowohl
fiir den Aufwand als auch fiir das Ergebnis, ndmlich die Lageverdnderung des Gewichtes,
entscheidend. In der Physik wird auf diese Weise der Begriff Arbeit definiert und die ein-
fachste Formulierung lautet:
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Merke
Arbeit ist das Produkt aus Kraft und zuriickgelegtem Weg.

Durch die Produktbildung werden sowohl die Wegstrecke als auch die Kraft gleichwertig
beriicksichtigt. Hingegen wird keine Arbeit beispielsweise bei der rein statischen Wirkung
von Kréften verrichtet, d. h. bei Kriftegleichgewichten in ruhenden Systemen.

Allerdings erfordert der obige Ansatz insofern eine Prazisierung, als Krafte zur Bewegung
von Korpern beitragen konnen, ohne selbst Ursache fiir die Bewegung zu sein. Beispiel: Jede
Fiihrungs- oder Zwangskraft bei einer Bewegung ermoglicht zwar eine bestimmte Bahnkurve,
die reine Richtungsanderung bei einer Bewegung erfordert im Sinne der Physik aber keine
besondere Anstrengung. Die gleichformige Kreishewegung, wie sie z. B. aufgrund einer
konstanten Zentripetalkraft zustande kommt, liefert zwar eine Wegstrecke, aber sie erfordert
keine Arbeit. Allgemein formuliert bedeutet das:

Merke

Durch eine Kraft, die senkrecht zum Vektor der momentanen Bahngeschwindigkeit

eines bewegten Korpers angreift, wird keine Arbeit verrichtet.
|

Damit folgt auch konsequenterweise, dass nur durch die Tangentialkomponente Ft einer
beliebigen Kraft in Richtung der Bahnkurve Arbeit verrichtet wird. Dabei muss noch unter-
schieden werden, ob die Richtung von Ft mit der von v {ibereinstimmt oder entgegengesetzt
ist: bei gleicher Richtung wird die von der Kraft verrichtete Arbeit positiv gewertet, bei
entgegengesetzter Richtung erhalt die Arbeit ein negatives Vorzeichen. So ist die bei der
Beschleunigung eines Massepunktes aufzubringende Arbeit positiv, bei Verzogerung (Ab-
bremsung) dagegen negativ. Damit lautet schlieBlich die Definition der Arbeit bei konstanter

Kraft 1angs eines geradlinigen Weges:
W==+Es (2.76)

Die SI-Einheit der Arbeit ist: [W] = [F][s] = Nm (Newton mal Meter) =] (Joule). Gebrauchli-
che SIHremde Einheiten sind: 1 kWh = 3,6-10°J (Kilowattstunde) und 1 eV = 1,602-107"J
(Elektronvolt). Die Einheit Kilowattstunde liefert fiir groBere Arbeitsbetrage handlichere
Zahlenwerte als die Verwendung der Einheit Joule. Sie leitet sich, wie auch die noch groBe-
ren Einheiten Mega- und Gigawattstunde, von der Einheit W s (Wattsekunde) = 1 J ab. Das
Elektronvolt wird besonders in der Kern- und Elementarteilchenphysik, in der Atom- und
Molekiilphysik (Kapitel 8) und auch teilweise in der Festkorperphysik (Kapitel 9) verwendet.
Die Arbeit ist im Gegensatz zu den GroBen Kraft, Geschwindigkeit und Beschleunigung eine
skalare GroBe und besitzt dementsprechend keinen Richtungssinn und keine Orientierung,
sondern ist nur vorzeichenbehaftet.

Mithilfe des Winkels ¢ zwischen dem Vektor der Kraft und dem Geschwindigkeitsvektor
(Bild 2.25) lasst sich die Arbeit bei konstantem Betrag der Kraftkomponente in Bewegungs-
richtung folgendermaBen angeben:

W =Fscos(¢p) (2.77)
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-1

-

v Bild 2.25
Bahnkurve Zur Definition der Arbeit: Nur durch die Tangentialkompo-
nente der Kraft wird Arbeit verrichtet

Bei dieser Darstellung wird das Vorzeichen der Arbeit durch die Winkelfunktion bestimmt. Die
Gl. (2.77) ist auch dann korrekt, wenn die Bewegung krummlinig erfolgt, solange der Betrag
von I, und cos(<p) entlang der Bahn konstant bleiben. So gilt beispielsweise fiir eine gleichméa-
Big beschleunigte Kreisbewegung wahrend eines Umlaufs: W = F, 2nr =ma,2nr =ma?2 nrz,
wobei a die Winkelbeschleunigung ist. Die fiir die Radialbeschleunigung a, erforderliche
Komponente der Kraft tragt nichts zur Arbeit bei.

In vielen Fallen ist jedoch die Tangentialkomponente F, entlang der Bahnkurve nicht konstant,
weil sich der Betrag und/oder die Richtung der Kraft F #ndern. Sofern F, abschnittsweise
konstant ist, setzt sich die Arbeit ldngs einer Wegstrecke s aus einzelnen Beitrdgen zusam-
men, die zu summieren sind:

W= iFi cos(¢p;) As,

i
i=1

(2.78)

Istauch die Voraussetzung der abschnittsweisen konstanten Tangentialkomponente der Kraft
nicht mehr gegeben, so muss die Summation durch ein Weg-bzw. Linienintegral ersetzt werden.

Fiir die Arbeit bei ortsabhangiger Kraft gilt dann:

W= LZF cos(¢p)ds (2.79a)
Die vektorielle Form des Arbeitsintegrals lautet:

W=[Fd (2.79b)

Die Integrationsgrenzen 1 und 2 bezeichnen Anfangs- und Endpunkt der Bewegung.

Das Verfahren ist &hnlich dem bei der Bestimmung der Wegstrecke, die bei einer ungleich-
formig beschleunigten Bewegung zuriickgelegt wird. Geometrisch entspricht s der Fldche
unter der v-t-Kurve. Die Ermittlung der Arbeit W ldsst sich ebenfalls als Flachenbestim-
mung veranschaulichen. Hierzu wird F, = F cos(<p) in Abhdngigkeit von s aufgetragen. Die
zwischen dem Graphen und der Abszisse liegende Flache entspricht bei Bewegungen mit
abschnittsweise konstanter Kraftkomponente F;, der Summe der Einzelarbeiten (Bild 2.26a),
bei kontinuierlichem Verlauf dem Integral (Bild 2.26b).

a Fcos ¢ b

-

73 A
»

As

Bild 2.26 a) Die Arbeit bei unstetiger Wegabhangigkeit der Kraft ergibt sich aus der Summe der Teil-
bereiche, b) die Arbeit bei stetiger Wegabhéngigkeit der Kraft ergibt sich als das Integral (iber dem Weg



66 2 Mechanik

Sowohl bei unstetigem als auch stetigem Kurvenverlauf kann die Arbeit positiv, null oder
negativ sein. Der Fall Null tritt beispielsweise dann ein, wenn ein Korper zuerst beschleunigt
und dann auf die Anfangsgeschwindigkeit wieder abgebremst wird. Die hierzu erforderliche
Tangentialkraft wechselt beim Ubergang von der Beschleunigungs- in die Verzégerungsphase
ihre Richtung, sodass sich die beiden Beitrage gegenseitig autheben.

Bei der Bewegung eines Korpers sind haufig verschiedene Krafte mit unterschiedlichen
Ursachen beteiligt. So ist beispielsweise fiir die Bewegung eines Fahrzeugs die Uberwindung
von Reibungs- oder Fahrwiderstandskraften erforderlich. Hinzu kommt bei Fahrtstrecken mit
Héhenunterschieden die Einwirkung der Schwerkraft, und jede Anderung des Bewegungszu-
standes erfordert Beschleunigungs- oder Verzogerungskrafte. Dabei lasst sich grundsatzlich
fiir jede Teilkraft auch die damit verbundene Arbeit ermitteln. Bei den Kréaften, die keine
Anderung des Bewegungszustandes hervorrufen, muss aber noch zwischen der ausldsenden
Aktionskraft und der zu iiberwindenden Gegenkraft unterschieden werden. Beispielsweise
wirken bei der gleichformigen Bewegung eines Korpers im Schwerefeld vom Erdboden senk-
recht nach oben zwei Krafte auf den Korper ein: die Schwerkraft sowie die vom Verursacher
ausgeiibte Aktionskraft, die der Schwerkraft entgegen gerichtet ist. Dementsprechend haben
die Arbeiten der Aktionskraft sowie der Schwerkraft unterschiedliche Vorzeichen: die von
der Aktionskraft verrichtete Arbeit ist positiv wihrend die von der Schwerkraft verrichtete
Arbeit negativ ist.

Die im folgenden Abschnitt ndher erlauterten Beispiele lassen sich zwei Gruppen zuordnen.
Unter der Beschleunigungsarbeit versteht man die Arbeit, die mit der Beschleunigung oder
Verzogerung von Korpern verbunden ist. Verschiebungsarbeit dagegen nennt man die Arbeit,
die bei allen iibrigen Vorgdngen, bei denen es ebenfalls zu einer Lageveranderung des be-
trachteten Korpers kommt, erbracht wird. Reine Verschiebungsarbeit liegt immer dann vor,
wenn die Bewegung des Korpers gleichformig erfolgt.

Beschleunigungsarbeit

Das Ergebnis einer beschleunigten oder verzogerten Bewegung ist die Anderung der Ge-
schwindigkeit des betroffenen Korpers. Dies ermdglicht, die Beschleunigungsarbeit durch
eben diese Geschwindigkeitsdnderung auszudriicken. Da nur die Tangentialkomponente
der Kraft maBgeblich fiir die Beschleunigungsarbeit ist, bedeutet dies, dass nur die Betrags-
anderung der Geschwindigkeit hierfir relevant ist.

Ein einfacher Fall ist die beschleunigte Bewegung eines Korpers mit konstanter Tangential-

beschleunigung a, und der Anfangsgeschwindigkeit null. Fiir die in der Zeit ¢ zuriickgelegte
1v2

Wegstrecke gilt: S = 2 ve= 2a mit der Endgeschwindigkeit v. Daraus folgt fiir die Beschleu-
t

nigungsarbeit bei Anfangsgeschwindigkeit null:
W :mats:%mv2 (2.80)

Das Ergebnis ist auch dann giiltig, wenn die Beschleunigung ungleichmaBig erfolgt. Dies
bedeutet, dass die Arbeit nur vom Quadrat der Geschwindigkeit jedoch nicht vom tatsach-
lichen Zeitverlauf der Bewegung abhédngt. Hatte der Korper zu Beginn bereits eine von null
verschiedene Anfangsgeschwindigkeit, so ist die resultierende Arbeit die Differenz aus zwei
Beschleunigungsarbeiten:
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WB:%m(VZZ—VIZ) (2.81)

Gl. (2.81) liefert auch das korrekte Ergebnis bei einer verzogerten Bewegung: In diesem Fall
ist die Anfangsgeschwindigkeit v, groBer als die Endgeschwindigkeit v,, d. h., die Beschleu-
nigungsarbeit wird negativ.

(7= . .

Beispiel
Welche Beschleunigungsarbeit muss der Antrieb eines Pkw der Masse 1200 kg
verrichten, wenn wahrend einer Fahrt 10-mal an einer Ampel gehalten und zwi-
schen den Stopps jeweils auf 50 km/h beschleunigt wurde?

Fir die Arbeit fiir den gesamten Beschleunigungsvorgang gilt:
1200 kg -50% m?
2-3,6° ¢

W, =10-

A =116 MJ=1,16 MWs = 0,322 kWh

Verschiebungsarbeit

Am einfachsten sind die Verhéltnisse, wenn die betrachteten Krafte 1angs des Wegs konstant,
d. h. weder von der momentanen Lage des bewegten Kérpers noch von seiner Geschwindigkeit
abhingig sind. Ein Beispiel hierfiir ist die Bewegung eines Korpers im homogenen Schwere-
feld der Erde. Um eine Masse m entgegengesetzt zur Richtung der Schwerkraft anzuheben,
ist die Hubarbeit Wy erforderlich:

Wy=mgh (2.82)

Dabei bezeichnet h den Hohenunterschied zwischen Ausgangs- und Endlage. Das Ergebnis
gilt auch dann, wenn die Bewegung nicht parallel zur Schwerkraft, sondern beliebig erfolgt,
sofern nur die beiden Lagen sich durch die Hohendifferenz h unterscheiden.

Merke

Die entgegen der Schwerkraft verrichtete Arbeit ist unabhangig vom Weg auf dem
der Kérper bewegt wird und héngt nur vom Héhenunterschied ab.

Ein weiteres Beispiel einer Verschiebung, bei der die wirkende Kraft von der momentanen
Lage des bewegten Korpers abhéngt, ist die Bewegung im Gravitationsfeld eines Planeten,
z. B. der Erde. Solange die Lageverdanderungen klein gegeniiber dem Abstand der miteinan-
der wechselwirkenden Massen sind, lasst sich die Naherung des homogenen Schwerefelds
anwenden, wie beispielsweise auf der Erdoberfldche. Sind jedoch die Lageveranderungen
nicht klein gegeniiber dem Abstand und der betrachtete Korper legt groBe Entfernungen,
wie etwa in der Raumfahrt, zuriick, gilt die Naherung des homogenen Schwerefelds nicht
mehr. Dann ist das Gravitationsgesetz (GI. (2.55)) zu beriicksichtigen, wonach der Betrag der
Gravitationskraft zwischen zwei Massen umgekehrt proportional zum Abstandsquadrat ist.
Daher muss die Verschiebungsarbeit wieder per Integration bestimmt werden. Beispielhaft sei
ein Korper der Masse m, der sich in radialer Richtung von einem Planeten mit der Masse my,
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entfernen soll. Fiir die Verschiebungsarbeit im Gravitationsfeld zwischen zwei Abstdnden
ry und ry mit ry > r, gilt dann:

W=Gmm, Jflzdr:—GmmP (l—iJ (2.83)
r g Ta

Die so berechnete Arbeit gilt auch fiir Bewegungen, die nicht radial, sondern beliebig erfolgen,

da analog zur Schwerkraft bei der Bewegung senkrecht zur wirkenden Gravitationskraft

keine Arbeit verrichtet wird. Die Arbeit hdngt damit insbesondere nur vom Anfangs- und

vom Endabstand ab.

Reibungsarbeit

Eine zunédchst dhnliche Situation scheint vorzuliegen, wenn man die Auswirkungen der Wider-
standskrifte bei der Festkorperreibung betrachtet. Die fiir deren Uberwindung erforderliche
Reibungsarbeit Wy ergibt sich bei konstanter Reibungskraft aus:

Wy = Fys (2.84)

Ein wesentlicher Unterschied zur Hubarbeit besteht jedoch darin, dass bei der Reibungs-
arbeit der tatsdchlich zuriickgelegte Weg entscheidend ist, sofern die Reibung langs der
gesamten Bahnkurve wirksam ist. Besonders deutlich wird dies bei einer Richtungsumkehr
des bewegten Korpers. Im Gegensatz zur Hubarbeit, bei der eine Bewegung in Richtung der
Schwerkraft mit einer negativen Arbeit (vom Standpunkt des Beobachters aus) entspricht,
ist die Reibungsarbeit stets positiv, sodass die Addition der Reibungsarbeitsbeitrage aus
Hin- und Riickweg den doppelten Wert fiir die gesamte Reibungsarbeit ergibt. Ist die Reibung
nicht ausschlieBlich Festkorperreibung, sondern sind fliissige oder gasformige Medien be-
teiligt, so hiangt die Widerstandskraft im Allgemeinen von der Momentangeschwindigkeit
des bewegten Korpers ab. Dementsprechend gilt Gl. (2.84) nur bei gleichformiger Bewegung,
nicht aber wiahrend einer Beschleunigungs- oder Verzogerungsphase, da sich dann £ 1angs
des Wegs verdndert. Als Beispiel sei die Berechnung der Reibungsarbeit bei der gleichmaBig
beschleunigten Bewegung eines Korpers mit Luftwiderstand betrachtet. Fiir die dabei auf-
tretende Stromungswiderstandskraft Fy gilt:

Fy=Cy A%QVZ (2.85)

Dabei bezeichnet ¢y, den dimensionslosen Stromungswiderstandskoeffizient (auch als Wider-
standsbeiwert, Widerstandskoeffizient, Stirnwiderstand oder als c¢y,-Wert bezeichnet), A ist die
Bezugsflache (liblicherweise ist dies die Stirnfldche des Korpers) und o die Massendichte der

1
Luft. Der Faktor > ov? wird als Staudruck bezeichnet (Abschnitt 3.2). Fiir praktische Anwen-

dungen wird der Wert von c¢yy als konstant angesetzt, sodass die Stromungswiderstandskraft
quadratisch mit der Geschwindigkeit zunimmt. Bei gleichmaBiger Beschleunigung a gilt fir
die Geschwindigkeit v* = 2 sa und damit Fy = cyy A psa, d. h. die Stromungswiderstandskraft
und damit der Luftwiderstand sind direkt proportional zum zurtickgelegten Weg s. Durch
Integration ergibt sich daraus die Reibungsarbeit bei gleichméBig beschleunigter Bewegung
mit Luftwiderstand:

WW=IFwds=%CWAgsza=%FWs (2.86)
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Verformungsarbeit

Eine direkte Proportionalitat zwischen der Kraft und dem zuriickgelegten Weg liegt auch
bei einem vollig anders gearteten Fall vor, namlich der elastischen und damit reversiblen
Verformung einer Feder. Fiir den Betrag der Spannkraft einer Feder gilt im linear-elastischen
Bereich: F; = ks mit der Federkonstanten k und der Auslenkung s. Die Arbeit, die erforderlich
ist, um die Feder um die Lange s auszulenken, d. h. zu dehnen oder zu stauchen, ergibt sich
durch Integration als linear-elastische Verformungsarbeit bei einer Feder:

1, 1
W,=—ks"=—FE.s 2.87
F 2 F (2.87)

Beispiele
1. Ein Korper mit der Masse 1 kg soll von der Erdoberflache aus so weit verscho-
ben werden, bis die Gravitationswechselwirkung mit der Erde vernachlassigt
werden kann. Wie groB ist die erforderliche Verschiebungsarbeit?

Fur ry ist der Erdradius Rz = 6 370 km und fiir r, ist der Wert unendlich einzu-
setzen. Mit der Gravitationskonstanten G und der Erdmasse Mg = 5,97 - 10%* kg
folgt daraus:

_1kg-9,81m-6378km

W:mGMEl:ngE >

rE S

=62,6 M)

2. Ein Fahrzeug mit der Masse 1000 kg beschleunigt mit 1,5 m/s2 aus dem
Stand und erreicht eine Endgeschwindigkeit von 100 km/h. Die Stromungs-
widerstandskraft £, bei der Endgeschwindigkeit betrégt 600 N. Wie groB ist
die zu erbringende Widerstandsarbeit?

Um die angegebene Endgeschwindigkeit zu erreichen, legt das Fahrzeug eine
Strecke von

1002 m? - s?

1 2
_V_=T=257m
2 a 2.3,6°s°-1,5m

S =

zurlick. Die Reibungsarbeit ist dann:

1

W =EFWS=%'6OO N-257m=77,1k/

R

Leistung

Noch haufiger als der Begriff der Arbeit wird der Begriff der Leistung zur Bewertung von
technischen oder 6konomischen Vorgdngen benutzt. Die ebenfalls skalare und vorzeichenlose
GroBe Leistung verkniipft die GroBe Arbeit mit dem Zeitaufwand, der fiir die Verrichtung der
Arbeit erforderlich ist, und stellt somit ein MaB fiir die Effektivitit eines Vorgangs dar. In der
Technik dient die GroBe Leistung insbesondere dazu, das Arbeitsvermogen einer Maschine
zu charakterisieren. Die mittlere Leistung P,, ist folgendermaBen definiert:

p = (2.88)
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Die SI-Einheit der Leistung ist: [P]=[W]/[t]=]/s=W (Watt). Durch Umstellen der Einhei-
tengleichung ergibt sich folgende Beziehung: 1 ] = 1 Nm = 1 W s (Wattsekunde). Eine éltere,
heute ungesetzliche, aber dennoch gebrduchliche Einheit ist: 1 PS (Pferdestirke) = 735,5 W
bzw. 1 kW = 1,36 PS.

Bei allen Vorgangen, bei denen die Arbeit linear von der Zeitdauer ¢t abhédngig ist, entspricht
die mittlere Leistung zugleich auch einer momentanen GroBe. Dies trifft dann zu, wenn bei-
spielsweise die wirkende Kraft konstant und die Bewegung gleichformig ist. In diesem Fall
gilt fiir die Verschiebungsarbeit: W = Fs cos(¢)= Fvt cos(¢) und damit fiir die mittlere
Leistung: P, =Fv cos(<p). Ist hingegen die Arbeit keine lineare Funktion der Zeit ¢, so ist
die momentane Leistung mittels des Grenzwertes der mittleren Leistung fiir kleine Zeitinter-
valle At zu berechnen:

P =lim (ﬂ):ﬂ (2.89)
At—0\ At dt
Das Produkt aus den Betrigen der Vektoren F und v sowie cos¢ lisst sich auch mit dem
Skalarprodukt angeben:
P=Fvcos(p)=F-v (2.90)

Die momentane Leistung einer Kraft F ist proportional der Tangentialkomponente von F
und dem Betrag der Geschwindigkeit v des Massepunktes oder Korpers, auf den die Kraft F
wirkt. Daraus folgt, dass bei einem Beschleunigungsvorgang die Momentanleistung mit der
Zeit zunehmen muss. Beispielhaft sei die gleichm@Bige Beschleunigung aus der Ruhelage
heraus betrachtet. In diesem Fall nimmt die Geschwindigkeit linear mit der Zeit ¢ zu und es gilt
fiir die Leistung: P=m @ t, d. h. die Leistung P ist proportional zur Zeit t. Dementsprechend

erreicht die Leistung am Ende des Beschleunigungsvorgangs ihren Maximalwert P, . Fir
die mittlere Leistung P, bei der gleichméBig beschleunigten Bewegung gilt dann:
1 1
P :EPmax :EFVmaX (2.91)

Beispiele
1. Eine Pumpe fordert 10 Liter Wasser pro Sekunde iber eine Steigleitung mit
einem Hohenunterschied von 10 m. Das Wasser hat eine Dichte von ca.
1000 kg/m3 Welche Forderleistung muss die Pumpe erbringen?

Die von der Pumpe in einer Sekunde geleistete Hubarbeit ist:
1000kg-0,010m®-9,81m-10m

=981
m®.s?

W,=mgh=9Vgh=

Die mittlere Leistung ist dann

W, _981)

=981W
moot 1s

Nicht berticksichtigt wurde bei diesem Ansatz die Leistung, die fiir die Be-
schleunigung des Wassers erforderlich ist.
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2. Ein Pkw mit der Masse 1200 kg soll aus dem Stand gleichméaBig in 10 s auf
eine Endgeschwindigkeit von 90 km/h beschleunigt werden. Welche maximale
und welche mittlere Leistung muss der Antrieb des Pkws erbringen?

Fir die Beschleunigung gilt:
_ Wi _ 90 m

t 10s-3,65
fur die Antriebskraft gilt:

=2,5 m/s?,

F=ma=1200kg 2,50 =3kN,

S
fir die maximale Leistung gilt:
3kN-90m
Pmax :vaax =T=75 kW, und

fur die mittlere Leistung gilt:
P, =P, /2=375kW.

Diese berechnete Leistung gilt jedoch nur fiir den Beschleunigungsvorgang.

Energie

Die durch die verrichtete Arbeit bewirkten Veranderungen beispielsweise am Bewegungs-
zustand eines Massepunktes oder eines Korpers werden mit der ZustandsgroBe Energie
quantitativ erfasst. Wie die zuvor diskutierten Grofen Arbeit und Leistung ist auch die
Energie eine skalare GroBe, die wie die GroBe Arbeit vorzeichenbehaftet sein kann. Da der
Begriff der Arbeit zuvor im Rahmen der Mechanik diskutiert wurde, soll dementsprechend
auch der Begriff der Energie im vorliegenden Abschnitt aus Sicht der Mechanik betrachtet
werden. Zwischen der Arbeit als ProzessgroBe, mit der die Anderung zwischen zwei Zustinden
(1 und 2) erfasst wird, und der Energie besteht folgender Zusammenhang:

AE=E,-E =W(1->2) (2.92)

Je nach Vorzeichen der geleisteten Arbeit ist die Energiednderung AE positiv oder negativ,
was entweder einer Zunahme oder einer Abnahme der Energie entspricht.

Im Rahmen der Mechanik wird zwischen zwei grundséatzlich verschiedene Formen der
Energie unterschieden: die potentielle Energie oder Lageenergie und die kinetische Energie
oder Bewegungsenergie. Wahrend mit der potentiellen Energie alle die Zustandsdnderungen
erfasst werden, die mit einer reinen Lageveranderung des betrachteten Massepunktes oder
Korpers verbunden sind, beschreibt die kinetische Energie den Bewegungszustand. Somit
entspricht die Anderung der kinetischen Energie der Beschleunigungsarbeit, die verrichtet
wurde. Hingegen entspricht beispielsweise die Verformungsarbeit an einer Feder oder die
Hubarbeit bei der Bewegung im Schwerefeld der Erde der Anderung der potentiellen Energie.

Die kinetische Energie E,;, eines Massepunktes bzw. Korpers ist stets positiv (groBer oder
gleich null) und ist gleich dem Betrag der Beschleunigungsarbeit:

1 2

En =Emv (2.93)
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Der Wert der potentiellen Energie eines Massepunktes oder eines Korpers hdngt von der
speziellen Wechselwirkung und von der Wahl des Ausgangszustands ab, mit dem die Verdnde-
rungen verglichen werden sollen. Er hat daher keine absolute Bedeutung. Bei der potentiellen
Energie einer Masse m im Schwerefeld der Erde wird im allgemeinen die Erdoberflache (z. B.
auf Meereshohe) als Bezugsebene gewéhlt. Die potentielle Energie £, ergibt sich in diesem
Fall aus der verrichteten Hubarbeit Wy, um die Masse m auf die Hohe h zu heben:

E,=mgh (2.94)

Dazu analog ergibt sich die potentielle Energie einer gespannten Feder durch die geleistete
Verformungsarbeit fiir die erzielte Auslenkung s:

1
Epy =—ks? (2.95)
2
Die Berechnung der potentiellen Energie beziiglich der Gravitation ergibt sich aus der Ver-
schiebungsarbeit, die durch die Gravitationskraft verrichtet wurde und es gilt:

1 1
AEpot :Epot,Z_Epot,l :_mMG(___] (296)

o h
Als Bezugspunkt fiir die potentielle Energie E,,, wird der Fall mit unendlich groBem Abstand
zwischen den beiden Massen gewdhlt: E.

pot,1 = 0 fiir r; — oo, Mit r, = r folgt damit:

1
Epy =-mMG— (2.97)

— a q
Beispiele
1. Mit welcher Geschwindigkeit muss ein Kérper von der Erdoberflache starten,
damit er den Anziehungsbereich der Erde verlassen kann?

In einem vorangegangenen Beispiel wurde die Arbeit berechnet, die zum Ver-
schieben einer Masse von 1 kg ins Unendliche bendétigt wird. Setzt man diese
Arbeit gleich der dquivalenten Beschleunigungsarbeit, so erhélt man daraus die
Geschwindigkeit

v=1{%= 2:62,6M =11,2km/s
m 1kg

Diese Geschwindigkeit ist die Fluchtgeschwindigkeit bzw. die zweite kosmische
Geschwindigkeit (Abschnitt 2.2.3).

2. Wie groB ist das Verhaltnis aus kinetischer zu potentieller Energie bei einem

Satelliten, der sich auf einer kreisférmigen Umlaufbahn um einen Planeten
befindet?

Die Bewegungsgleichung des Satelliten mit der Masse m lautet:

vi o mM
ma=m—=0G——
r ,,2
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Nach Multiplikation mit dem Faktor r/2 erhalt man

1 5 1 .mM 1
2 b =50 =7 b
Die kinetische Energie ist also gerade die Halfte des Betrags der potentiellen

Energie (Virialsatz, aufgestellt im Jahre 1870 von R. J. E. Clausius, 1822-1888).
|

2.2.6 Erhaltungssiatze der Mechanik

Bleibt eine skalare oder eine vektorielle physikalische GréBe wahrend der zeitlichen Ent-
wicklung eines Systems konstant bzw. erhalten, wird dies in einem Erhaltungssatz aus-
gedriickt. Die wichtigsten Erhaltungssitze der Mechanik beziehen sich auf die Impuls-, die
Drehimpuls- und auf die Energieerhaltung.

Impulserhaltung

Im Abschnitt 2.2.1 wurde bei der Diskussion der Newton’schen Gesetze bereits gezeigt,
dass die zeitliche Anderung (erste Ableitung) des Impulses gleich der wirkenden Kraft ist
(Gl. (2.48)). Dementsprechend dndert sich der Impuls nicht, d. h. der Betrag und die Richtung
des Impulses sind konstant, wenn keine Kraft wirkt. Dieses Konzept ldsst sich auf beliebige
Systeme, die aus zwei oder mehreren Massepunkten oder Kérpern zusammengesetzt sind,
erweitern. Zunachst sei der Fall von zwei wechselwirkenden Massepunkten, die im Folgenden
mit den Ziffern 1 und 2 bezeichnet sind, betrachtet. GemaB dem Reaktionsprinzip (Drittes
Newton’sches Gesetz) gilt fiir die zwischen den beiden Massepunkten wirkenden Kréfte:
F =F(2->1)=-F =F(1->2). Die Kraft, die Massepunkt 2 auf 1 ausiibt, ist dem Betrag
nach gleich groB, in der Richtung aber entgegengesetzt der Kraft, die Massepunkt 1 auf 2
ausiibt. Sofern keine weiteren Kréfte wirken, sind die Beschleunigungen @, und @, der beiden
Massepunkte entgegengesetzt gerichtet. Durch Einsetzen des Differentialquotienten @ = dv / dt
ergibtsich: ; = m,d@, =m, dv, /dt = —F, =—m, @, =—m, d¥, /d¢. Daim Rahmen der klassischen
Mechanik die Massen konstant sind folgt daraus: dm, v, /dt = dp, /dt = —dm, v, /dt = —dp, /dt .
Dies bedeutet fiir die Impulse der beiden Massepunkte: p, =—p, bzw. p, +p, =0. Gemas
dem Reaktionsprinzip sind die Impulse der beiden Massepunkte dem Betrag nach gleich
groB aber entgegengesetzt gerichtet, sodass sich die beiden Impulse vektoriell zu einem ver-
schwindenden Gesamtimpuls addieren, sofern keine weitere (externe) Kraft auf die beiden
Massepunkte wirkt.

Der Gesamtimpuls ldsst sich auch allgemein fiir eine groBere Anzahl von Massepunkten
oder Korpern definieren:

— n _
P=Yp, (2.98)
i=1

GemdB dem vorangegangenen Beispiel ist der Gesamtimpuls konstant, wenn keine externe
Kraft wirkt bzw. sich die externen Kréfte vollstandig kompensieren:

P =konstant < =F =0 (2.99)

2%
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@ Merke

Impulserhaltungssatz: Der Gesamtimpuls eines Systems ist erhalten, sofern
keine externen Kréafte wirken, oder sich die externen auf das System wirkenden
Kréafte vollstandig kompensieren.

|
Die Impulserhaltung lautet:
b dtx = Fex,x =0
X
b_ _ Y _ _
P =konstant = Py = E—Few—o (2.100)
P, dP,
dt = E-‘:x,z =0

Dieser Erhaltungssatz des Gesamtimpulses ist fundamental und gilt unabhéangig von der
Art der Wechselwirkung sowie den Anfangsbedingungen und dariiber hinaus in jeder Phase
einer Wechselwirkung, d. h. nicht nur am Anfang oder Ende eines Vorgangs. Der Impuls-
erhaltungssatz ist die am besten iiberpriifte Erfahrungstatsache in der Physik, was nicht
weiter verwundert, da als MessgroBen nur Massen und Geschwindigkeiten bendtigt werden.
Die mathematische Umkehrung der Impulserhaltung (Gl. (2.99)) ermoglicht die Berechnung
einer unter einer Krafteinwirkung erfolgten Impulsdnderung, wenn der zeitliche Verlauf der
Kraft gegeben ist. Dies ist vor allem dann von Bedeutung, wenn die Krafteinwirkung zeitlich
begrenzt ist wie bei stoB3- oder ruckartigen Vorgangen. Als Beispiel sei eine Kraft betrachtet,
die wahrend ihrer Wirkungsdauer konstant ist, d. h. es liegt eine gleichméaBig beschleunigte
Bewegung vor. In diesem Fall ist die Impulsdnderung Ap gleich dem Produkt F At. Bei einer
zeitabhangigen Kraft ist dieses Produkt durch eine Integration zu ersetzen:

t
Ap=p,—p =[Fdt (2.101)
G
Die durch eine kurzzeitige Krafteinwirkung verursachte Impulsdnderung wird als Kraftsto3
bezeichnet.

Ein klassisches Beispiel fiir die Anwendung des Impulserhaltungssatzes ist die Beschleu-
nigung eines Flugkorpers durch einen Strahlantrieb, bei dem die beschleunigende Kraft
durch einen gerichteten MasseausstoB zustande kommt. In den meisten Fallen wird dies
durch die Verbrennung eines gasformigen, fliissigen oder festen Treibstoffs realisiert. Die
heiBen Verbrennungsabgase verlassen den zuvor meist ruhenden Flugkorper mit hoher Ge-
schwindigkeit. Aufgrund der Impulserhaltung, die fiir das Gesamtsystem Flugkorper und
ausstromende Verbrennungsabgase gilt, erfahrt der Flugkorper eine Impulsdanderung, deren
Betrag genau dem Gesamtimpuls der ausgestoBenen Gasteilchen der heiBen Verbrennungs-
abgase entspricht: Sei Am der wahrend eines Zeitintervalls At entstandene Masseverlust
des Flugkorpers durch die austretenden Verbrennungsabgase. Unter der Annahme, dass
die Austrittsgeschwindigkeit u der Gasteilchen wahrend des Vorgangs nahezu konstant ist,
ergibt sich fiir den Betrag der Impulsdnderung: |Aj| = Ap =|Am-u| =—Am-u. Das negative
Vorzeichen ist erforderlich, da Am < 0. Die Geschwindigkeit u ist dabei die von einem nicht
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beschleunigten Bezugssystem (Inertialsystem), d. h. nicht vom Flugkdrper aus gemessene
Geschwindigkeit. Sie ist somit gleich der Differenz aus der Austrittsgeschwindigkeit u, der
Gasteilchen relativ zum Flugkorper und der momentanen Geschwindigkeit v des Flugkorpers:
u =u, —v. Aufgrund des Impulserhaltungssatzes gilt:

Ap =(m+Am)(v+Av)—mv =mAv+Amv+Am Av (2.102)

Ap=-Amu=mAv+Amv '
Die Naherung folgt aus der Tatsache, dass der Summand Am Av sehr viel kleiner als die
beiden anderen Summanden ist. Die Geschwindigkeitsanderung Av des Flugkorpers ist dann
Av = —-Amu, / m und fiir die Beschleunigung wéahrend des Zeitraums At gilt:

Av 1 Am
a=—=

—=u 2.103
At m At ° ( )

Das Produkt aus m und a entspricht der Kraft, die der Flugkorper erfdhrt, und wird als
Schubkraft bezeichnet. Die Schubkraft ist demnach proportional zur Austrittsgeschwindig-
keit u,, der Gasteilchen relativ zum Flugkérper und zur Anderung der Masse Am/At, was
als Massenstrom bezeichnet wird. Bei konstantem Massenstrom und konstanter Austritts-
geschwindigkeit relativ zum Flugkorper ist die Schubkraft ebenfalls konstant. Dies gilt aber
nicht fiir die Beschleunigung des Flugkorpers, da die Masse m des Flugkorpers durch die
ausstromenden Verbrennungsabgase linear mit der Zeit abnimmt (Am < 0):

Am
" t=m,+ A t (2.104)

m:mo—‘

Dabei ist m, die Gesamtmasse des Flugkorpers vor dem Start (Startmasse), also vor Beginn
der Verbrennung. Damit ergibt sich fir die Beschleunigung des Flugkorpers (ohne Bertick-
sichtigung der Schwerkraft) folgende Beziehung:

Am " = Au,
(my At+Amt) 0_(1—lt)

Die Beschleunigung a ist umso groBer, je groBer der Parameter A und je groBer die Geschwin-
digkeit u, der Gasteilchen der austretenden Verbrennungsgase relativ zum Flugkorper sind.
Dariiber hinaus wird die Beschleunigung a mit zunehmender Brenndauer ¢ grofer, da sich
die zu beschleunigende Masse um den Massenausstol verringert.

1 Am
m, At

mit A= (2.105)

In Bild 2.27 ist der zeitliche Verlauf der Beschleunigung einer Rakete vom Typ Saturn V
(1. Stufe) dargestellt. Die Familie der Saturn-Raketen gehdort bis heute zu den leistungsstérks-
ten und schwersten Trigersystemen der Raumfahrt, die jemals gebaut wurden. Entwickelt
wurden sie im Rahmen des Apollo-Programms, dass als Ziel die Mondlandung hatte. Die
Saturn V-Raketen, die im Zeitraum von November 1967 bis Mai 1973 eingesetzt wurden,
hatten eine Startmasse von jeweils m, = 2965 t, waren insgesamt (mit allen fiir die Mond-
ladung erforderlichen Komponenten) 110,6 m hoch, hatten einen Durchmesser von 10,1 m
und konnten bei den Fliigen zum Mond eine Nutzlast von bis zu 50 t transportieren. Gemaf
dem in Bild 2.27 dargestellten zeitlichen Verlauf der Beschleunigung ergibt sich die momen-
tane Geschwindigkeit V(t) der Rakete zur Zeit t durch Integration, was in diesem Fall zu
einer logarithmischen Funktion fiihrt: v(t)=—u,In(1-A4t). Die Austrittsgeschwindigkeit
der Gasteilchen hat einen Wert von u, = 2,22 - 10° m/s; dies ist mehr als das Sechsfache der
Schallgeschwindigkeit in Luft cg ;s = 343,5 m/s (Abschnitt 4.4.1).
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1 30 /

. 20 "

kY ______,.-—-/ Bild 2.27

E 10 — Zeitlicher Verlauf der Beschleunigung einer

© Rakete vom Typ Saturn V (1. Stufe) mit einer
Startmasse von my=2965t,4=5,1- 107857,

20 40 60 80 100 120 uy=2,22- 10® m/s und einer Startschubkraft
ting —» Fochup = 34 MN

Drehimpulserhaltung
Wie der Impuls kann auch der Drehimpulsﬁeine Erhaltungsgrofe sein. Geméas Gl. (2.53) fiir
die zeitliche Ableitung des Drehimpulses % = % (Fxp)=(Vxp)+ (7 x% ﬁ) = (7 x f) =M

ist der Drehimpuls konstant, wenn das Drehmoment null ist. Dies ist dann der Fall, wenn
zum einen keine auBere Kraft wirkt (innere Krafte zwischen den Bestandteilen eines Systems
haben keinen Einfluss auf den Drehimpuls) bzw. mehrere duBere Krifte sich vollstandig
kompensieren oder zum anderen mehrere Drehmomente sich vollstindig kompensieren.

drL
X=M,=0
dt
L, oL
L=konstant=4| L, | & {—2X=M, =0 (2.106)
Ly dt y
: %:Mzzo
dt

Dariiber hinaus ist das Drehmoment auch null, wenn die Kraft parallel oder antiparallel zum
Radiusvektor orientiert ist, also wenn gilt 7 || F. Solche rein radialen Kriifte werden Zentral-
krdfte genannt; Beispiele sind die Federkraft und die Gravitationskraft. Dementsprechend
lasst sich aus dem Zweiten Kepler’schen Gesetz die Drehimpulserhaltung fiir einen Planeten,
der auf einer elliptischen Bahn die Sonne umkreist, herleiten. Die Zentripetalkraft ist im
allgemeinen keine Zentralkraft, da sie zum Mittelpunkt des momentanen Bahnkriimmungs-
kreises orientiert ist, wahrend eine Zentralkraft immer auf denselben Bezugspunkt gerichtet
ist. Nur bei einer gleichformigen Kreishewegung ist die Zentripetalkraft eine Zentralkraft.
Hingegen ist bei einer elliptischen Planetenbahn die Zentralkraft an jedem Punkt der Bahn
auf einen der beiden Ellipsenbrennpunkte (an dessen Ort sich die Sonne befindet) gerichtet.
Eine Zentralkraft kann stets in eine Zentripetalkraft und in eine Tangentialkraft, die recht-
winklig zueinander orientiert sind, zerlegt werden. Dabei bewirkt die Zentripetalkraft die
Richtungsdanderung und die Tangentialkraft die Betragsianderung des Vektors der Bahnge-
schwindigkeit, sodass beispielsweise die Bahngeschwindigkeit von Planeten in Sonnennédhe
groBer ist als in Sonnenferne.

Merke

Drehimpulserhaltungssatz: Der Drehimpuls eines Systems ist erhalten, sofern
keine externen Kréafte oder nur Zentralkrafte wirken.
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Der Drehimpuls und dessen Erhaltung wird nochmals bei der Rotation des starren Korpers
(Abschnitt 2.4.1) und bei der Kreiselbewegung (Abschnitt 2.4.3) erldutert.

Energieerhaltung

Neben dem Impuls und dem Drehimpuls kann auch die Summe aus kinetischer und poten-
tieller Energie E = E, + E eines Systems eine ErhaltungsgroBe sein. GemaB den voran-
gegangenen Betrachtungen zur Impuls- und zur Drehimpulserhaltung liegt die Vermutung
nahe, dass die Summe aus kinetischer und potentieller Energie nur bei bestimmten Kraften
konstant ist. Ausgangspunkt ist wieder die zeitliche Anderung bzw. Ableitung der betrachteten
GroBe, in diesem Fall der Gesamtenergie: % = % + %. Durch Einsetzen der einfachen

)
Beziehung fiir die kinetische Energie eines Massepunktes oder eines Korpers E; =— mi?
ergibt sich fir deren zeitliche Ableitung: 2

dE, . _ . Rt
kin :i lsz :i lmv.v =ma-v=F v (2107)
et dt\2 de\ 2
Die zeitliche Ableitung der kinetischen Energie ist also gleich einer Leistung, was auch durch
einen Einheitenvergleich plausibel ist. Die Gesamtenergie E ist somit konstant, wenn gilt:
dE,,, = . df o

%:ogﬂ:pvz__mt:_p.v (2.108)
det dt de

Krifte, die diese Bedingung erfiillen werden konservative Krdifte genannt.

Merke

Energieerhaltungssatz: Die Summe aus kinetischer und potentieller Energie

eines Systems ist erhalten, sofern nur konservative Krafte wirken.
|

Neben diesem Energieerhaltungssatz der Klassischen Mechanik gibt es auch Energieerhal-
tungssitze in der Thermodynamik (Abschnitt 5.3), in der Elektrodynamik (Abschnitt 6.1),
in der Quantenmechanik (Abschnitt 8.1) und in der Relativitatstheorie (Abschnitt 10.1).

Mit der Energiehaltung im Rahmen der Klassischen Mechanik sind folgende zueinander
aquivalente Eigenschaften konservativer Krifte verkniipft:

= Jeder konservativen Kraft F (F ) ist eine skalare Funktion V(F ) zugeordnet und es gilt:
F(F)=-VV(F)=—gradV(F).
V ist der sogenannte Nabla-Operator, grad steht fiir Gradient und in kartesischen Ko-
ordinaten gilt:
v(7)=5, ), é, W(F) , 5 ),

ox oy 0z

Die skalare Funktion V(F ) heiBt Potential und ist in der vorliegenden Definition gleich der
potentiellen Energie. Sowohl die konservative Kraft als auch das Potential hdngen nicht ex-
plizit von der Zeit, von der Geschwindigkeit bzw. von der Beschleunigung ab. Ein typischer

Sprachgebrauch ist auch, dass eine konservative Kraft der Gradient eines Potentials ist.

= Das Arbeitsintegral einer konservativen Kraft ist wegunabhdngig und wird nur bestimmt
von der Potentialdifferenz zwischen dem Anfangs- und dem Endpunkt:

= E;lgigﬁ(f.) dr =- fzg;g(ﬁv(F)) -dr = VAnfang - VEnde .
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= Das Arbeitsintegral einer konservativen Kraft entlang eines geschlossenen Weges ist null:
W=§F(F)-dF =0.

= Konservative Kréfte erfiillen die sogenannte Integrabilititsbedingung fiir Gradientenfelder,
die in kartesischen Koordinaten lautet:

oF, OF, oF _oF, ©OF, 0F,
oy ox’ oz ox oz oy
rotF(F) steht fiir Rotation von F(F).

}@?xf(?)zrotf(r*):o.

Nicht-konservative Krifte wie beispielsweise die Reibungskraft werden als dissipative Krdifte
bezeichnet. Diese Krifte erfiillen nicht den Energieerhaltungssatz der Klassischen Mechanik
und die durch sie verrichtete Arbeit, wie z. B. die Reibungsarbeit, ist wegabhingig. Auf ge-
schlossenen Wegen ist das Arbeitsintegral von dissipativen Kraften ungleich null.

Beispiel
Ein K&rper mit der Masse m = 10 kg wird aus der Ruhe aus einer Hohe von
h =10 m fallen gelassen. Die Auftreffgeschwindigkeit des Korpers auf den Erd-
boden ladsst sich mit dem Energieerhaltungssatz berechnen, da die Luftreibung
beim freien Fall vernachlassigt wird uns es gilt:

km

E =mgh=E, =%mv2 = v= 2ghz14mz50,4T
S

pot

Bl 2.3 StoBprozesse

Die besondere Bedeutung des in Abschnitt 2.2.6 behandelten Impulserhaltungssatzes wird bei
StoBprozessen deutlich. Darunter versteht man Vorgange, bei denen zwei oder auch mehrere
StoBpartner, deren innere Struktur vollstandig vernachlassigt wird, einer zeitlich befristeten,
hiufig sehr kurzen Wechselwirkung unterliegen. Dies hat zur Folge, dass Anderungen im
Bewegungsablauf nur wahrend dieser begrenzten Zeitspanne auftreten. Fiir die Zeit vor und
nach der Wechselwirkung liegen definierte Anfangs- und Endzustdnde vor. Unabhédngig von
den zum Teil recht komplizierten Vorgangen wahrend der Wechselwirkung gilt wahrend
jeder Phase der Wechselwirkung, insbesondere aber fiir die Anfangs- und Endzustdande der
Impulserhaltungssatz. Bei zwei StoBpartnern lautet die Impulserhaltung:

mvy+m, v, =m v, +m,v, (2.109)

Dabei sind ¥, und ¥, die Geschwindigkeiten der StoBpartner vor und v; sowie v, die Geschwin-
digkeiten der StoBpartner nach dem StoB (Bild 2.28). Beispiele fiir solche StoBvorgiange sind
ZusammenstoBe zwischen atomaren Teilchen wie Atomen und Molekiilen, aber auch zwischen
makroskopischen Korpern wie Billardkugeln, der Schlag eines Tennisschldgers gegen einen
Tennisball, das Auftreffen eines Geschosses auf einen Korper oder ein Hammerschlag auf
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einen Nagel etc. Auch die Reflexion eines Korpers, z. B. eines Balls an einer Wand, lasst sich
als StoBvorgang betrachten. Voraussetzung fiir diese vereinfachte Behandlung von Wechsel-
wirkungen ist, dass die Reichweite der Kréfte, die die StoBpartner aufeinander ausiiben, sehr
begrenzt ist, wie es beispielsweise bei Billardkugeln der Fall ist: Die Wechselwirkung der
Kugeln macht sich erst beim direkten Kontakt bemerkbar, nicht aber schon vorher wie z. B.
bei der Wechselwirkung zweier geladener Teilchen, bei denen die langreichweitige Coulomb-
Kraft (Abschnitt 6.1) wirksam ist. Hingegen kann die ebenfalls langreichweitige, aber viel
schwichere Gravitationswechselwirkung zwischen den StoBpartnern bei StoBprozessen
beispielsweise auf der Erdoberflache vernachldssigt werden.

=
i, SR
o
O\ﬁi Bild 2.28
StoBprozess zwischen zwei Kugeln
StoBprozesse lassen sich nach unterschiedlichen Kriterien klassifizieren. Neben dem Impuls

ist die kinetische Energie ein wichtiges Merkmal und es wird beziiglich der Energiebilanz
unterschieden zwischen:

elastischen Stdfen, bei denen die Summe der kinetischen Energien vor und nach dem Stof
gleich ist (Energieerhaltung), d. h. insbesondere nur rein elastische bzw. reversible Ver-
formungen/Deformationen der StoBpartner auftreten,

inelastischen (teilplastischen) Stofien, bei denen die Summe der kinetischen Energien vor
und nach dem StoB unterschiedlich ist (keine Energieerhaltung) und teilweise plastische
Verformungen/Deformationen der StoBpartner stattfinden,

unelastischen (plastischen) Stdfien, bei denen die Summe der Kinetischen Energien vor
und nach dem StoB unterschiedlich ist (keine Energieerhaltung) und eine vollkommen
plastische, d. h. irreversible Verformung/Deformation der StoBpartner derart stattfindet,
dass die StoBpartner nach dem Stof vereint bleiben und sich mit derselben Endgeschwin-
digkeit weiterbewegen.

Ein typisches Beispiel fiir einen inelastischen StoB ist der Zusammenprall zwischen Fahr-
zeugen mit meist deutlich sichtbarer Verformung der StoBpartner. Ein Beispiel fiir einen
unelastischen StoB ist der Aufprall eines Meteoriten auf der Erde, bei dem die gesamte kine-
tische Energie des Meteoriten in die lokale Verformung der Erdoberflache (Kraterbildung)
umgewandelt wurde und die Meteoritenreste auf der Erdoberfldache zuriickbleiben.

Beim elastischen StoB zwischen zwei StoBpartnern lautet die Energieerhaltung:
1 L, 1 L, 1 ., 1 _,
—m vV +—m, vV, =—m Vv, +—m,V, 2.110
o i T TV =5 I T T ( )

Eine andere Moglichkeit der Klassifizierung von StoBprozessen ergibt sich aus der Geo-
metrie bzw. Kinematik der unterschiedlichen StoBprozesse. Dies wird insbesondere fiir die
Klassifizierung von Sto8en zwischen zwei StoBpartnern genutzt. Die Beriihrungsebene (auch
Tangentialebene genannt) liegt dabei tangential zu den beiden StoBpartnern und der StofB-
punkt P liegt in der Beriihrungsebene. Die StofSnormale verlauft durch den StoSpunkt P und
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steht senkrecht auf der Beriihrungsebene. Die Impulse beider StoBpartner lassen sich dem-
entsprechend vor und nach dem StoB zerlegen in jeweils eine Normalkomponente parallel zur
StoBnormalen sowie in eine Tangentialkomponente parallel zur Beriihrungsebene (Bild 2.29):

Py =Py, + P, und P =p; + P (2.111a)

Py = Doy + Dy und Py =Py, + Py (2.111b)
Da die Normal- und die Tangentialkomponenten voneinander unabhédngig sind, lautet die
Impulserhaltung:

ﬁ1n+ﬁ2n :ﬁ{n+ﬁén und ﬁlt+ﬁ2t zﬁ{t+ﬁét (2'112)

_,.—"'Stoﬂnormafe

P1in
Beriihrungs-
ebene

Bild 2.29

Berlihrungsebene und StoBnormale

=

108

Bezliglich der StoBgeometrie wird unterschieden zwischen:

= zentralen StoBen, bei denen die Schwerpunkte beider StoBpartner stets auf der StoB-
normalen liegen (bei solchen StoB8en ist der Bewegungsablauf rein translatorisch und die
StoBpartner konnen als Massepunkte idealisiert werden),

= exzentrischen StoBen, bei denen die StoBnormale nicht durch die beiden Schwerpunkte
der StoBpartner verlauft,

= geraden StoBen, bei denen die Geschwindigkeitsvektoren vor dem StoB parallel zur StoB3-
normalen orientiert sind oder auf der StoBnormalen liegen,

= schiefen StoBen, bei denen die Geschwindigkeitsvektoren vor dem StoB nicht parallel zur
StoBnormalen orientiert sind.

Daraus ergeben sich die folgenden moglichen Kombinationen:

= gerade zentrale StoBe, bei denen die Geschwindigkeitsrichtungen beider StoBpartner par-
allel zur StoBnormalen orientiert und die StoBnormale verlauft durch beide Schwerpunkte,

= schiefe zentrale Sto8e, bei denen die Geschwindigkeitsrichtung eines StoBpartners nicht
parallel zur StoBnormalen orientiert; die StoBnormale verlauft durch beide Schwerpunkte,

= gerade exzentrische StoBe, bei denen die Geschwindigkeitsrichtungen beider StoB-
partner parallel zur StoBnormalen orientiert; die StoBnormale verlauft nicht durch beide
Schwerpunkte,

= schiefe exzentrische StoBe, bei denen die Geschwindigkeitsrichtung eines StoBpartners
nicht parallel zur StoBnormalen orientiert; die StoBnormale verlduft nicht durch beide
Schwerpunkte.



