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WICHTIGE DEFINITIONEN UND SATZE

Gruppe Korper

(G, o) heiit Gruppe, falls gilt:
(G1) Va,b,ceqd

(aob)oc=ao(boc)

( ,+) heiBt Korper, falls gilt:
(

(G2) 3I0eGVaeG0oa=aol0=aq (K2
(

Jr

K1) (K,+) abelsche Gruppe
) (K \{0},-) abelsche Gruppe
)

(G3) VaeG@IbeGaob=boa=0 K3) Va,b,ce K
G abelsch : Va, b€ G aob=boa a-(b+c)=a-b+a-c
Vektorraum Untervektorraum

V heifit Vektorraum tiber K, falls gilt: o ]
(V1)-(V4) (V,+) ist abelsche Gruppe heiflt jede Teilmenge U des Vektor-

und Yo,w € V , VA u € K gilt raums V' mit:

(V5) A+ pv=>Iv+ (Ul) o0eU

(V6) Av+w) =+ \w

(V1) A(w) = Q) v (U2) vwelU = v+welU

(V8) lv=wv (U3) NeK,velU = MweU

Lineare Unabhingigkeit

Vektoren vi,ve, ..., 0, € V heilen linear unabhéngig, falls gilt:
VA1w~-;Anz€ KT(Alvl‘F...+*AmUWL:ZO — Alii...:?Amii(»

(Der Nullvektor ist aus v, ..., v, nur trivial linear kombinierbar!)

Dimensionsformel
Sind U und W endlich-dimensionale Vektorrdume, so gilt:
dim (U+ W) +dim(UNW) =dimU + dim W

Lineare Abbildung
@ : V. — W heifit linear, falls gilt:
(L1) Yo,w eV p(v+w) =p)+ ¢(w) | Endomorphismus: V=W
(L2) Yo e V|, VA € K (M) = Ap(v) Automorphismus: V = W, ¢ bijektiv

Kernp = {ve V]p(v) =0} Kern—Bild—Satz
Bilde = ¢(V) dimKernp + dimBildp =dimV

Jeder Vektorraum V besitzt eine Basis.

Determinanten
-1
a b a b 1 d —b
cafmae (0) =l )
detA = Z sgn(m) - G1p(1) -+ Gpr(n)  Leibnizformel
TEYn
- it Entwicklung n. d. i—ten Zeile
_ _1)ttd .. .
o 21( )™ aijdet As (analog fiir Spalten)
]:

A;; entsteht aus A durch Streichen von Zeile 7 und Spalte j.




WICHTIGE DEFINITIONEN UND SATZE

Lineare Abbildungen und Matrizen im R"

. J R — R" also ¢(v) = Mo
Ist M € Mnxn(R), so ist ¢ { v — Mo eine lineare Abbildung.

Jede Matrix bestimmt auf diese Weise eine lineare Abbildung. Umgekehrt
gehort zu jeder linearen Abbildung dieser Art eine Matrix, ndmlich:

Ist ¢ : R® — R™ linear und ist M = (p(e1),...,p(en)) die n x n—Matrix, deren n
Spalten aus den Bildern ¢(e;) der n Vektoren e; der kanonischen Basis des R™ bestehen,
so ist p(v) = Mw.

Hierbei wurde im IR™ die kanonische Basis zugrunde gelegt.

Fiir lineare Abbildungen ¢ : V' — W hingen die zu ¢ gehoérenden Matrizen noch
von Basen A von V und B von W ab und werden mit MZ% (¢) bezeichnet (siche
nichsten Kasten).

Abbildungsmatrix M% (p)
Es sei ¢ : V — W linear, A Basis von V', B Basis von W.

1. Die Spalten von M7 (¢) sind die Koordinatenvektoren bzgl. B der Bilder ¢(v;)
der Vektoren v; aus A.

. Multipliziert man M% (¢) mit dem Koordinatenvektor von v bzgl. A, so erhélt
man den Koordinatenvektor bzgl. B vom Bildvektor ¢(v).

¢ : W — U linear, C Basis von U: M (¢ 0 @) = M$ (¢) - M5 ()
(Nacheinanderausfithren linearer Abbildungen ergibt wieder eine lineare Abbil-
dung, deren Matrix das Produkt der Matrizen von ¢ und ¢ ist.)

Ist ¢ : V — V ein Endomorphismus von V und sind A, B Basen von V, so gilt
die folgende Transformationsformel:
M7 (p) = M7 (id) - M4 () - Mj (id) = B™' - M4 () - B

Spezielle lineare Abbildungen der Ebene
Die Abbildungsmatrizen beziehen sich auf die kanonische Basis.

Spiegelung an Drehung um Projektion auf
1 0 o |fcosa —sina . 1 0
x—Achseé ( 0 -1 ) « (sina cos o ) x—Achse < 0 0 )

. -1 0 ol1 1 -1 . 0 0
y—Achse ( 01 ) 45 5\/5 ( 11 ) y—Achse < 0 1 )
Gerade 1 a® —b? 2ab 60°] 2 1 -3 Gerade 1 a® ab
t(a,b) [¢Z+2 \ 2ab b — a? 2\v3 1 t(a,b) |o®+0% \ab b
Gerade 1 1—m? 2m 90 1 0 -1 Gerade 1 1 m
y = mz |1+m° 2m m?—1 2\1 o0 y=mz |[Hm% \m m?

Eigenwerte, Eigenvektoren von Matrizen

Sei A € Myxn(K). Gilt Av = v fiir v # 0 und A € K, so heifit v Eigenvektor von A
zum Eigenwert .

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det (A — zE).
Die Eigenvektoren von A zum Eigenwert A sind die nicht-trivialen Losungen des LGS
(A= XE)z =0.
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Vorwort

Es ist ein immer wieder von Studenten geduBerter Wunsch, Aufgabensammlungen mit
vollstdndigen Losungen zu den verschiedenen mathematischen Gebieten zu besitzen,
um damit Anleitungen zum eigenstindigen Bearbeiten entsprechender Aufgaben zu
erhalten.

Das vorliegende Repetitorium will fiir die LINEARE ALGEBRA in diesem Sinne eine Hil-
fe sein. Es ist vom Inhalt her so zusammengestellt worden, daf einerseits Mathematik—
und Physikstudenten des ersten Semesters, zum anderen aber auch Ingenieurstuden-
ten damit arbeiten kénnen.

Mathematik— und Physikstudenten finden speziell

e einen grundlegenden mengentheoretischen Teil, in dem auch verschiedene Be-
weisverfahren vorgestellt werden.

e vektorielle Beweise.

e wichtige Begriffe der LINEAREN ALGEBRA zundchst am Vektorraum IR" ein-
gefithrt und spéter auf allgemeine Vektorrdume ausgedehnt.

e in fast allen Abschnitten nach einfachen “Rechenaufgaben” typische “Beweis-
aufgaben”.

e Aufgaben, in denen wichtige mathematische Konstruktionen behandelt werden,
sowie Aufgaben, die Ausblicke auf Begriffe der Algebra geben.

Ingenieurstudenten finden speziell
e clementare Vektorrechnung mit allen wichtigen Grundaufgaben.
e Matrizen und Determinanten.
e lineare Gleichungssysteme.

e Hauptachsentransformation im R? und R3.

lineare Abbildungen.



Da in den ersten beiden Kapiteln alle Begriffe am R™ eingefiihrt werden, eignet sich
das Buch ebenfalls gut fiir die neu entstehenden Bachelor-Studiengénge.

Jeder Abschnitt beginnt mit einer Zusammenstellung wichtiger Definitionen und
Sitze, wodurch schnell ein Uberblick iiber das entsprechende Gebiet gewonnen werden
kann. Dann folgen Aufgaben mit ausfiihrlichen Losungen, die nach Schwierigkeitsgrad
angeordnet wurden. Teilweise wird in diesen Aufgaben auch weiterfithrende Theorie
behandelt.

Die in diesem Repetitorium aufgenommenen Themen werden iiblicherweise in einer
Vorlesung LINEARE ALGEBRA I behandelt. In Teil 2 dieses Repetitoriums werden in
gleicher Weise Aufgaben zur LINEAREN ALGEBRA II ausfiihrlich geltst. Im einzelnen
findet man dort u. a. Aufgaben zu folgenden Themen:

e Figenwerttheorie

e JOrDANsche Normalform

e Vektorrdume mit Skalarprodukt
Euklidische und unitédre Vektorrdume

Affine Rdume

e Klassifizierung von Quadriken

Hannover, Morz 2021
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Kapitel 1

Grundlagen

Mengenterminologie wird in der Sprache der Mathematik benétigt. In diesem Kapitel
wird im Rahmen der Linearen Algebra dafiir nétiges Mengenvokabular zusammenge-
stellt, keine “Mengenlehre” betrieben. Man bewerte daher die Aussagen der meisten
Aufgaben nicht iiber. Es sind iiberwiegend einfache Regeln fiir den Gebrauch von
Mengen. Allerdings kénnen daran sehr gut der Aufbau eines Beweises und die ver-
schiedenen Beweismethoden der Mathematik - wie direkter Beweis, indirekter
Beweis, vollstéindige Induktion - geiibt werden.

1.1 Mengen

Wir geben hier nur eine Zusammenstellung der Definitionen von Mengenbildungen.
Alle Mengen A, B,C, ... seien Teilmengen einer Menge X.

Den Term {z | ...} lese man stets als:

Menge aller  aus X mit der Eigenschaft .. ..

ANB={z |z € Aund z € B} Durchschnitt von A und B

AUB={z |z € A oder z € B} Vereinigung von A und B

X\A={z|z€eX undz ¢ A} X vermindert um A

PA) ={Y |Y C 4} Potenzmenge von A

Ax B={(z,y) |z € Aund y € B} Kartesisches Produkt
von A und B

Die Menge IN der natiirlichen Zahlen ist fiir uns iiblicherweise die Menge {1, 2, 3,4, .. .}.
Sollte es sich als praktisch erweisen, wird aber auch die 0 hinzugenommen.
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1.1.1

Es seien die folgenden Teilmengen von Z gegeben:

X1:={y € Z |y ist eine gerade Zahl }

Xy :={y € Z| es gibt ein z € Z mit y> + 2> < 2}

Xs:={y € Z |y ist teilbar durch 6}

Xo={yeZ| (' +y*-2)(y*—2y) =0}

X5 = {y € Z | 3y? ist teilbar durch 4}

a) Man bestimme: X1 N Xo, XU X5, X1\ X3 und Xo x X4.

b) Man untersuche, fir welche i,5 € {1,...,5},i # j die Beziehung
X; € X; gilt. Welche der Mengen sind gleich?

Alle fiinf Mengen lassen sich leicht in aufzdhlender Schreibweise angeben. Damit
kann man dann a) und b) beantworten. Sofort ersichtlich ist:

X1={..,-6,-4,-2,0,2,4,6,...} =:12-Z
und
X;={...,—-12,-6,0,6,12,18,...} =:6-Z

X5 kann nur gerade Zahlen enthalten. Ein Quadrat einer ungeraden Zahl und
das Produkt ungerader Zahlen sind ndmlich ungerade. Ist y aber eine gerade
Zahl, so ist y? und damit auch 3y? durch 4 teilbar. Also gilt X5 = X;.

Fiir X5 findet man durch Einsetzen:

Xo = {717 0; 1}

Benutzt man schliellich, daf ein Produkt genau dann 0 ist, wenn mindestens
ein Faktor 0 ist, so folgt fiir Xy:

yeXy <<= yeZund (y(y—Z)zOodery4+y2—2:0)
y(ly—2)=0 < y=0o0dery=2
y*+1942-2=0 <= y=1lodery=-1

Damit folgt:
Xy = {717 0; ]-7 2}

a) Man erhilt:
Xi1NXy= {O}

X3U X5 =X
X\ Xs={...,-8,-4,-2,2,4,8,10,14,.. .}
Xo x Xy ={(-1,-1),(-1,0),(-1,1),(-1,2),...,(1,2)}
Xo x X4 hat 3-4 = 12 Elemente.
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b) Durch Vergleich ergeben sich folgende Beziehungen:

XQQX4, ngXl, sowie X1 :X5

1.1.2

A, B,C seien Mengen. Man zeige:

a) AN(BUC)=ANB)UANCQC)
b) Au(BNC)=(AUB)N(AUC)

a) Wir miissen die Gleichheit zweier Mengen X und Y zeigen. Dazu ist
zu zeigen, dafl jedes Element aus X auch in Y vorkommt und umgekehrt:

X=Y +<— XCYundY CX

Daher ergibt sich der folgende Beweis, bei dem wir lediglich noch die Defini-
tionen von U und N bertiicksichtigen:

r€AN(BUC) <= z€Aund (z € Boderze(C)
< (z€Aundx € B)oder (x € Aund z € C)
<— z€(ANB)U(ANC)
Liest man diese Aquivalenz von oben nach unten, so ergibt sich die Teilmen-
genbeziehung “C”, liest man sie von unten nach oben, so ergibt sich “2”. Eine

solche Aquivalenzaussage
A<= B

bedeutet die Giiltigkeit zweier Aussagen, namlich
A= B und A<= B.

Hiufig beweist man eine Aquivalenz durch Beweis dieser beiden Implikationen.
Man spricht von einem Beweis in “zwei Richtungen”.

Bei b) schlieft man wie bei a).

1.1.3
A, B seien Teilmengen der Menge X. Man beweise die folgenden Aquivalen-
zen:

I —

— ACX X\A
~— AUB =A

B <«<— B
B «<— ANB

21N
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a) Wir bezeichnen die oben stehenden drei Aussagen mit (i), (ii) und (iii). Man
itberlegt sich leicht, dal man die Aquivalenzen dann durch folgenden “Ring-
schlufl ” beweisen kann:

(i) — (id), (i1) — (i), (ii)) —> (i)
Beweis von (i) = (i), also:. ANB=0 — ACX\B

Seizre A = ze€X,daACX und
r¢€ B, da ANB =10
= z€X\B
Beweis von (ii) = (iii), alsoo. ACX\B = BCX\A4

SeireB — =z€ X, da BC X und
x¢Z€ A da ACX\B
= ze€X\A4A

Beweis von (iii) = (i), also: BCX\A = ANB=10

Annahme: x € AN B = gxzc€cAundzxz € B
— 2zeX\A daBCX\A
= x¢ A

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme z € AN B.

b) Wir gehen wie bei a) vor:

Beweis von (i) = (ii),also ACB =— AUB=B

Die Inklusion B C AU B ist klar. Es bleibt also AU B C B zu zeigen. Sei dazu
x € AUB. Ist x € B, so sind wir fertig. Ist x € A, so folgt nach Voraussetzung
auch x € B, also ist alles gezeigt.

Beweis von (i) = (iii), alsoo AUB=B = ANB=A4

Hier ist die Inklusion AN B C A klar, und es bleibt A C AN B zu zeigen. Sei
dazu x € A. Dann folgt nach Voraussetzung x € B, also insgesamt x € AN B.
Beweis von (i) = (i), also: ANB=A — ACB.

Es sei z € A. Dann ist nach Voraussetzung auch x € B, da AN B = A. Damit
ist alles gezeigt.

1.1.4
A, B seien Teilmengen der Menge X .
Man beweise die de Morgan’schen Gesetze:
a) X\(AUB)=(X\A4)N(X\DB)
b) X\(ANB)=X\A)UX\B)
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a) Wir zeigen die Gleichheit der Mengen wie bei Aufgabe 2.

xe X\ (AUB) = reXundax g AUB
= z€ X und (x ¢ Aund z &€ B)
= (xeXund z ¢ A) und (z € X und =z ¢ B)
= ze(X\A)N(X\B)

b) liBt sich wieder genauso beweisen.

1.1.5
Man untersuche, ob die folgenden Gleichungen gelten:
a) PA)NPB)=PANB)

b) P(A)UP(B)=P(AUB)

a) Wir werden die Gleichheit beweisen. Es gilt ndmlich:

X e P(A)NP(B) = XCAund XCB
= XCANB
= X e P(ANB)

b) gilt nicht.
Eine Behauptung der Art

Fiir alle X,Y, ... gilt die Aussage ...

widerlegt man durch Angabe eines Beispiels, fiir das die Aussage nicht gilt.
Solch ein Beispiel nennt man Gegenbeispiel.

Wir geben hier ein Gegenbeispiel an.

Sei A = {1} und B = {2}. Dann ist P(A) = {0,{1}} und P(B) = {0, {2}}.
Also gilt P(A)UP(B) = {0, {1}, {2}}. Dagegen ist AUB = {1,2},d.h. P(AUB)
enthilt die Menge {1,2}, die aber nicht in P(A) U P(B) liegt.

1.1.6
A, B,C seien Mengen. Man beweise oder widerlege die folgenden Aussagen.
a) (AUB)xC=(AxC)U(BxC()

b) (CxC)U(AxB)=(CUA)x (CUB)
c) (A\B)xC=(AxC)\(BxCQC)
d) (CxC)N(AxB)=(CNnA)x(CNB)
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a) gilt. Beweis: (Wir benutzen ab jetzt die Symbole A fiir “und” sowie V fiir
“oder”.)

(z,y) e (AUB) x C xr€AUBAyeC

(e AveeB)AyeC

(xe ANyeC)V(zxe BAye()
(x,y) e AxCV (z,y) € BxC
(

Y
y) € (AxC)U (B xC)

rreuy

Zz,

b) Die Aussage ist falsch, wie das folgende Gegenbeispiel zeigt:
Sei C = {1}, A= B ={2}. Dann ist:
(CxC)YU(AxB)={(1,1),(2,2)} und

(CUA) x (CUuB)={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

c) Diese Gleichheit gilt wieder. Beweis:

(x,y) € (A\ B) x C = re€ANz g€ BAyeC
— (x,y) € AXCA(z,y) € BxC
= (z,y) € (AxC)\(BxC)

d) Die Aussage ist richtig. Beweis:

(z,y) € (C x C) N (A x B) (1,y) € C x O A (a,y) € Ax B
reCANyeCANxzeANyEB
reCNreANyeCNAyeB

(x,y) € (CNA)x (CNB)

1ot

1.1.7
Man beweise: (a,b) = (¢,d) <= a=cundb=d

Das geordnete Paar (a,b) ist wie folgt definiert:

(a’a b) = {{a’}a {av b}}

Der Beweis wird nun in zwei Richtungen gefithrt. Wir beweisen zunéchst “<=":
Gilt @ = c und b = d, so folgt {a} = {c}, {a,b} = {¢,d}, und damit gilt auch
{{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Nach Definition des geordneten Paares bedeutet
das gerade (a,b) = (¢, d).
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Es folgt der Beweis in Richtung “=".

Sei (a,b) = (¢,d) d.h. {{a},{a,b}} = {{c},{¢,d}}. Wir unterscheiden nun

2 Falle:

1.Fall: a =0

Dann folgt aus (a,a) = {{a},{a,a}} = {{a}} = {{c},{c,d}} zuniichst die
Gleichheit {a} = {c¢,d}. Also mufl ¢ = d gelten, damit die rechts stehende
Menge einelementig ist. Das liefert nun @ = ¢, und wegen der Voraussetzung
a = b folgt noch b =d, d. h. (a,b) = (¢, d).

2.Fall: a # 0

Dann gilt auch ¢ # d, denn wére ¢ = d, so enthielte (¢, d) = {{c}, {c,d}} keine
zweielementige Menge wie (a,b) = {{a}, {a,b}}. (Beachte hier a # b!) Wegen
{{a},{a,b}} = {{c},{c,d}} folgt nun aus den Elementanzahlen a = ¢ und
{a,b} = {¢,d} = {a,d}. Damit erhélt man auch b = d.

1.1.8
Man zeige: A\(A\B)=B < BCA

Beweis von “=":

Sei € B. Dann gilt nach Voraussetzung « € A\ (A \ B), also x € A.

Beweis von “<=":

Wir zeigen zunéichst A\ (A\ B) C B.

Aus z € A\ (A\ B) folgt + € Aund = ¢ A\ B. Daraus ergibt sich z € B, denn
wire x ¢ B, so wiire x € A\ B.

Es bleibt B C A\ (A \ B) zu zeigen.

Sei x € B. Nach Voraussetzung ist dann auch x € A. Damit erhélt man x € A
und z ¢ A\ B, alsox € A\ (A\ B).
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1.2 Relationen

Sind A und B Mengen, so heifit jede Teilmenge von A x B eine Relation
zwischen A und B. Gilt A = B, so spricht man von einer Relation auf A.
Beliebige Relationen sind in Teilgebieten der Mathematik wie “Lineare Alge-
bra” relativ uninteressant. Einige spezielle Relationen sind aber sehr wichtig,
da sie zur Konstruktion von algebraischen Strukturen (z. B. Ringe, Korper,
Vektorrdume) benutzt werden.

Eine Relation R auf A, also R C A x A heif3t

reflexiv < fiir alle z € A gilt (z,z) € R.
(Die Diagonale von A x A gehort zu R.)

symmetrisch <— (2,y) € R = (y,z) € Rfiirallez,y € A
antisymmetrisch << (z,y) € RA(y,2) e R=2x=1y
fiir alle z,y € A.
transitiv — (z,y) e RA(y,2) e R= (z,2) € R
fiir alle z,y,z € A.
konnex < fiir alle 2,y € A gilt: (z,y) € R oder (y,x) € R

(Je zwei Elemente aus A sind vergleichbar.)

Spezielle Relationen
Eine Relation R auf A heifit

Aquivalenzrelation <= R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.
Halbordnung <= R ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.
Ordnung <= R ist Halbordnung und konnex.

Eine Ordnung wird auch Kette genannt, da alle Elemente vergleichbar sind.

Bei Aquivalenzrelationen und Halbordnungen R schreibt man statt (z,y) € R
iiblicherweise xRy. Aquivalenzrelationen werden meistens mit dem Symbol ~
bezeichnet.

Aquivalenzklassen
~ sei eine Aquivalenzrelation auf A. Die Teilmengen

a/~:={bcA |b~a} (a€A)

von A heiflen Aquivalenzklassen von ~.
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1.2.1
a) Man gebe alle Relationen auf A = {1,2} an.
b) Welche Relationen davon sind symmetrisch, reflexiv, transitiv?
c) Welches sind Aquivalenzrelationen auf A?
d) Welches sind Halbordnungen?
e) Welche der Halbordnungen sind Ordnungen?

a) Eine Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A. Fiir A x A erhalten wir:
Ax A= {(L 1)7 (1a 2)7 (2a 1)7 (2a 2)}

Wir bilden sdmtliche Teilmengen der 4—elementigen Menge A x A und erhalten
die folgenden 2* = 16 Relationen:
(iiber die Anzahl der Elemente von P ({1,2}) siche Aufgabe 1.5.2.)

Ri =0

Ry ={(1L,1)} Rs={(1,2)} Rs={(21)} Rs={(22)}
Rg = (171)a(172)} Ry = {(171)a(271)}

Rg :{(171)5(272)} Ry = {(172)5(271)}

Ry = {(L 2)7 (2a 2)} Ry = {(2a 1)7 (2a 2)}

Ryo = (1a 1)7 (1a 2)7 (2a 1)} Rz = {(L 1)7 (1a 2)7 (2a 2)}

Ry = {(L 1)7 (2a 1)7 (2a 2)} Ryis = {(L 2)7 (2a 1)7 (2a 2)}

Ris = {(L 1)7 (L 2)7 (2a 1)7 (2a 2)}

4
Da A x A vierelementig ist, gibt es (1) = 4 Relationen mit genau einem
4
Element, (2) = 6 Relationen mit genau 2 Elementen usw. .

b) Von den obigen Relationen sind
symmetrisch:  Ri, Ra, Rs, Rg, Ry, R12, R15, R1g
reflexiv: Rg, ng, f3147 Rlﬁ
transitiv: Rl, Rg, Rg, R4, R57 R@, R7, Rg, R107 RH, ng, R14, R16

c) Aquivalenzrelationen sind reflexiv, symmetrisch und transitiv. Also sind nur
Rg und R Aquivalenzrelationen.

d) Halbordnungen sind: Rs, Ri3, R14

e) Nur R;3 und Ry4 sind Ordnungen.
So gllt z. B. fiir R13 : 1R15 ]., 1R13 2, 2R15 2

1.2.2
Fir z,y € Z sei definiert: v ~y <= 5 teiltz—y )
Man zeige, daf$ ~ eine Aquivalenzrelation auf Z ist und beschreibe die Aqui-
valenzklassen von ~.
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~ ist Aquivalenzrelation, wenn gilt: ~ ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.
a ) ~ reflexiv: Zu zeigen ist: Fiir alle z € Z gilt © ~ x.

x ~ x heifit aber: 5 teilt x — x. Dies gilt, da x —x = 0 und 5 wegen 5-0 = 0
ein Teiler von 0 ist.

B) ~ symmetrisch: Zu zeigen ist: x ~y = y ~ .

x ~ y heiit: 5 teilt © — y. Dann teilt 5 auch —(x — y) = y — «, also gilt y ~ x.
v) ~ transitiv: Zu zeigen ist: c ~yAy~z = x -~z

x ~ y bedeutet 5 teilt x —y, y ~ z bedeutet 5 teilt y — z. Es gibt also n,m € Z
mit bn = x — y und 5m = y — z. Wir addieren die Gleichungen und erhalten
5n+5m = (z —y) + (y — z). Daraus folgt 5(n +m) = x — z, also gibt es k € IN
(ndmlich k = n+m), mit 5k = z—z, d. h. 5 teilt £ — z. Damit ist z ~ z gezeigt.
Die zur Aquivalenzrelation ~ gehérenden Aquivalenzklassen sind wie folgt de-
finiert: Fiir jedes x € Z ist

w/o={yeZ|y~az}={yeZ|5 teilt y —x}

5 teilt y — x gilt genau dann, wenn x und y bei Division durch 5 den gleichen
Rest lassen. Als Reste kommen nur 0,1,2,3,4 in Frage, also gibt es genau 5
Aquivalenzklassen, die man auch Restklassen nennt und {iblicherweise mit

0,1,2,3,4 bezeichnet.

...,—15,-10,—5,0,5,10,15,.. .}
...,—14,-9,-4,1,6,11, 16, ..
...,—13,-8,-3,2,7,12,17, ..

= Wl D] | S|
I
e A o

= {...,-12,-7,-2,3,8,13,18, ..
= {...,—11,-6,-1,4,9,14,19, ..

So ist z. B. =11/, = 4/. = 19/ = ... oder in der anderen eingefiihrten
Bezeichnung —11 =4=19=....

1.2.3
Es sei A:= 1IN x IN. Auf A sei ~ definiert durch:

(n1,mn2) ~ (M1, ms) = nitmz=nz+m .
Man zeige, daff ~ eine Aquivalenzrelation auf A ist und beschreibe die Aqui-
valenzklassen von ~.

Wir gehen wie bei Aufgabe 2 vor:

a) ~ ist reflexiv:

Sei (n,m) € A. Es gilt n+m = m+mn, also gilt nach Definition (n,m) ~ (n,m).
B) ~ ist symmetrisch:

Sei (n1,n2) ~ (m1, ma). Nach Definition gilt dann

n1 + mo = ng + myq, also auch my + ny = ms + nq. Dies heifit nach Definition
aber: (my1,m2) ~ (n1,n2).
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v) ~ ist transitiv:

Sei (n1,ng2) ~ (m1,ma) und (my, ma) ~ (k1, k2).

Dann folgt nq +mo = no+mq und my+ks = mo—+kq. Aus der ersten Gleichung
folgt mo — m1 = ny — nq, aus der zweiten Gleichung folgt mo — mq = ko — k1.
Das ergibt no —ny = ko — k1 oder nq + k2 = na + k1, also (n1,n2) ~ (k1, k2).

In der Aquivalenzklasse (n,m)/. liegen alle Paare aus IN x IN, fiir die die
Differenz der Komponenten gleich n — m ist, denn (n,m) ~ (k,1) bedeutet ja
gerade n + [ = m + k, oder anders geschrieben n — m = k — [. Man kann jede
Aquivalenzklasse also als eine ganze Zahl auffassen.

(Mittels dieser Aquivalenzrelation konstruiert man iiblicherweise die Menge Z
der ganzen Zahlen aus der Menge IN der natiirlichen Zahlen.)

1.2.4 )
R1, Ry seien Aquivalenzrelationen auf A.
Man untersuche, ob Ry N Ry und R U Ry Aquivalenzrelationen auf A sind.

R1 N Ry ist eine Aquivalenzrelation auf A. Beweis:

«) Reflexivitit:

Sei z € A. Dann gilt (z,2) € R; und (z,z) € R, da Ry und Ry Aquivalenzre-
lationen sind. Also ist auch (z,z) € Ry N Rs.

B8) Symmetrie:

Sei (z,y) € R1 N Ry. Dann gilt (z,y) € Ry und (z,y) € Rs. Da Ry und
Ry Aquivalenzrelationen sind, folgt (y,z) € R; und (y,z) € Rs, also auch
(y,z) € R1 N Ra.

) Transitivitét:

Seien (z,y) € Ry N Ry und (y,z) € Ri1 N Re. Dann gilt (x,y) € Ry und
(z,y) € Ro und (y,2) € Ry und (y,z) € Ro. Aus der Transitivitit von Ry
und R; folgt (x,2) € Ry und (z, 2) € Ry, also auch (z,z) € Ry N Rs.

R1 U Ry ist i. a. keine Aquivalenzrelation. Gegenbeispiel:
A=1{1,2,3}

R ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2), (2, 1)}, R ={(1,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,2)}

R URy enthélt die Elemente (1, 2) und (2, 3), nicht aber (1, 3). Also ist Ry UR»
nicht transitiv und damit keine Aquivalenzrelation.

1.2.5

R sei reflexive Relation auf A. Man zeige:

R ist Aquivalenzrelation auf A <= fiir alle z,y,z € A gilt:
rRzANyRz — xRy
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Wir beweisen zunéchst die Richtung “=":

Es gelte also 2Rz AyRz. Da R eine Aquivalenzrelation ist, gilt dann wegen der
Symmetrie auch zRy, und nun folgt mit der Transitivitit aus xRz und zRy
die Beziehung xRy, die zu zeigen war.

Es folgt der Beweis von “<=":

Wir miissen die Symmetrie und Transitivitdt von R zeigen und beginnen mit
dem Beweis der Symmetrie.

Sei also zRy. Da R nach Voraussetzung reflexiv ist, gilt yRy. Wir wenden nun
die Voraussetzung auf yRy A xRy an und kénnen folgern: yRxr  Damit ist die
Symmetrie gezeigt.

Sei nun xRy A yRz. Da wir die Symmetrie schon gezeigt haben, gilt dann auch
zRy. Wir wenden jetzt die Voraussetzung auf x Ry Az Ry an und kénnen folgern:
xRz Damit ist auch die Transitivitdt bewiesen.

1.2.6
Sein € IN gegeben und eine Teilmenge P, von IN definiert durch
P, :={a | a€IN und es gibt ein k € Z mit n = ka}.
Eine Relation < auf P, sei definiert durch:
a=b = es gibt ein k € IN, so dafs b= ka
Man zeige: = ist eine Halbordnung auf P,,.
Ist < eine Kette?

=< ist reflexiv:

Seia € P,. Fir 1 € IN gilt a =1 - a, also gilt a < a.

< ist transitiv:

Es sei a < b und b < ¢. Dann gibt es &k, € IN mit b = ka und ¢ = [b. Es folgt
¢ =lka und wegen lk € IN gilt a < c.

=< ist antisymmetrisch:

Es gelte a < b und b < a. Das heif3t, es gibt k,I € IN mit b = ka und a = [b.
Man erhilt b = (kl)-b, also kl = 1, denn b # 0 da b € P,. Wegen k,! € IN kann
nur gelten k =1 = 1.

Die Halbordnung < ist i. a. keine Kette. Fiir n = 6 gilt z. B. 2 € Ps und 3 € F,
aber 2 und 3 sind beziiglich < nicht vergleichbar, d. h. < ist nicht konnex.

Bemerkung: P, ist die Menge der natiirlichen Teiler von n und < die “Teiler-
Relation”:
a=<b < alb
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1.2.7
A sei die Menge {1,2,3,4,5}, R sei die Teilmenge
{(1,1),(1,4), (2,1, (2,2), (3,3), (3,5), (4,3), (4,5), (5,5)} von A x A,
a) Warum ist R keine Halbordnung?
b) Welche Elemente miissen mindestens zu R hinzugenommen werden,
um eine Halbordnung zu erzeugen?
c) Ist die unter b) erhaltene Halbordnung eine Kette?

a) R ist keine Halbordnung, da z. B. die Reflexivitdt nicht gilt ((4,4) € R).

b) Man muf nach a) zunéchst (4, 4) zu R hinzunehmen. Ferner muf§ R transitiv
sein. Daher miissen noch die Elemente (1,3), (1,5),(2,4), (2,3), (2,5) hinzuge-
nommen werden. Die dann entstehende Relation ist auch antisymmetrisch, also
eine Halbordnung.

c) Die unter b) erhaltene Halbordnung R ist keine Kette, da weder (2,3) noch
(3,2) zu R gehoren.

1.2.8
Ist A eine Menge, so heifit P C P(A) eine Partition von A, wenn gilt:

(P1) Alle Mengen aus P sind nicht-leer.
(P2) Je zwei verschiedene Mengen aus P sind disjunkt.

(P3) Die Mengen aus P bilden eine Uberdeckung von A, d. h. jedes Element
aus A liegt in mindestens einer Menge von P.

~ sei eine Aquivalenzrelation auf A, A/ sei die Menge der Aquivalenzklas-
sen von ~. Man zeige: A/~ ist eine Partition von A.

Wir miissen zeigen, dal A/ = {a/~ | a € A} die Eigenschaften (P1), (P2)
und (P3) besitzt.

Zu (P1): Fiir jedes a/. € A/. gilt a € a/., also ist jede Menge aus A/.
nicht-leer.

u (P2): Seien a/.,b/~ € A/ und a/~. # b/~.. Angenommen, es gibt ein ¢
mit ¢ € a/. und ¢ € b/.. Dann folgt a ~ ¢ und b ~ ¢, also auch ¢ ~ b. Wegen
der Transitivitdt von ~ folgt a ~ b, d. h. a/ = b/, im Widerspruch zur
Annahme.

Zu (P3): Die Mengen aus A/ bilden trivialerweise eine Uberdeckung von A,
da - wie bei (P1) gezeigt - fiir jedes a € A gilt: a € a/ .
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1.2.9
P sei eine Partition von A, ~ sei definiert durch
a~b <=  FEsgibtein PeP mita€ P undbe P.
Man zeige: ~ ist Aquivalenzrelation auf A.

Wir miissen die Reflexivitidt, Symmetrie und Transitivitdt von ~ zeigen.
Reflexivitit: Sei a € A. Da P eine Partition von A ist, gibt es nach (P3) ein
P € P mit a € P. Also gilt a ~ a.

Symmetrie: Sei a ~ b. Dann gibt es P € P mit a € P A b € P. Natiirlich ist
dann auch b€ PAa € P, also b~ a.

Transitivitédt: Sei a ~ b und b ~ ¢. Dann gibt es P, € P mit a € P; und
b € P; und ferner ein P, € P mit b € P, und ¢ € P,. Da P eine Partition von A
ist, sind die einzelnen Partitionsmengen disjunkt. Aus b € P; und b € P» folgt
also P, = P,. Damit gibt es eine Menge P € P mit a €« PAbe€ PAc € P,
insbesondere also eine Menge P € P mit a € P und c € P, d. h. es gilt a ~ c.

1.2.10
A sei die Menge {1,2,3,4,5,6,7} und P sei die Partition
{{1},{2,3,4},{5,6},{7}} von A.

Man bestimme die zu P gehérige Aquivalenzrelation auf A.

Fiir die zu P gehorige Aquivalenzrelation ~ gilt:
r~y <= dPePmitzePAyeP

Damit erhalt man:

~ = {(L 1)7 (2a 2)7 (Sa 3)7 (4a 4)7 (5a 5)7 (6a 6)7 (7a 7)7
(2,3),(3,2),(3,4), (4,3

S~—
—
\.l\D
B
S~—
—
-~
[\
S~—
—
\.Cﬂ
D
S~—
—
9
(S8
S~—
—
N
b
X
b
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1.3 Funktionen

Auch Funktionen sind mengentheoretisch gesehen spezielle Relationen.

Definition einer Funktion
Eine Relation f zwischen X und Y heifit Funktion, wenn gilt:

(1) Zu jedem z € X gibt es ein y € Y mit (z,y) € f.

(ii) Aus (z,y) € f und (z, z) € f folgt stets y = z.
(Diese Eigenschaft nennt man Rechtseindeutigkeit von f.)

Wegen der Rechtseindeutigkeit schreibt man (z,y) € f iiblicherweise in der
Form y = f (2).
Schreibweise fiir Funktionen: f: { X — Y

x — y=[()

Bild von f f(X)={yeY | esgibt x € X mit f(z) =y}
={f(2) |z € X}

Umkehrrelation fh={(y,2) | (z,y) € [} CY x X

Seien ACX , BCY

Bildmenge von A fA):={f(zx) |z € A}

Urbildmenge von B f~!(B):={z € X | f(z) € B}

f~1 ist also eine Relation zwischen Y und X. Da f~!i. a. die Bedingungen (i)
und (ii) fiir Funktionen nicht erfiillt, braucht f~! keine Funktion zu sein!

Spezielle Funktionen
Eine Funktion f : X — Y heifit
(2. Bezeichnung)
injektiv < 21 #£xy = f(21) # f(z2) <= [ eineindeutig
surjektiv < VyeY3JzeX y=f(x) <= [ ist Funktion auf
bijektiv <= f injektiv und surjektiv <= f eineindeutig auf

Um zu zeigen, dafl eine Funktion f nicht injektiv ist, reicht es, zwei verschie-
dene Elemente mit gleichem Funktionswert anzugeben.
Um zu zeigen, daf eine Funktion f nicht surjektiv ist, reicht es, ein Element
aus Y anzugeben, das nicht als Funktionswert angenommen wird.
Bijektive Funktionen kénnen benutzt werden, um den Begriff

“Zwei endliche Mengen haben gleichviele Elemente”
auf unendliche Mengen zu erweitern.
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Michtigkeit von Mengen
Zwei Mengen X und Y heiflen gleichméchtig, wenn es eine bijektive Funk-
tion f: X — Y gibt.
X und Y haben dann gleiche Méchtigkeit (oder Kardinalitét).

Zum Schlufl noch ein Hinweis: Statt Funktion ist auch das Wort Abbildung
gebréiuchlich. Funktionen und Abbildungen sind also dasselbe!

1.3.1
Sei f: X — Y eine Funktion.
Man zeige:
Sind A, B Teilmengen von X und C, D Teilmengen von Y, so gilt:
a) f(ANB)C f(A)N f(B)
b) f(AUB)=f(A)U[f(B)

c) f(X\A) 2 f(X)\ f(A)

d) fi(f(4)24

e) fHCND)=f"HC)N fHD)
f) f 1(CUD)=f’1(C)Uf’1(D)
g) [TIY\CO)=X\f7(C)

h) f(ffl(C)) cc
Warum gilt in a) bzw. ¢) bzw. d) bzw. h) nicht die Gleichheit?

In allen Teilen gehen wir wie iiblich beim Beweis von Mengeninklusionen bzw.
Mengengleichheiten vor.

a) yef(AnB) Jx(xe ANB Ay = f(z))

Jx(r e ANz € BAy = f(x))

(Be(z € ANy = f(x)) A(Fz(z € BAy = [f(x)))
y e f(A)ny e f(B)

y € f(A)Nf(B)

Jz(z € AUB Ay = f(z))

Jx(x e AVe e BAy = f(x))

Bz(r € ANy = f(2))V (3x(z € BAy = f(2)))
ye f(A)Vvye f(B)

y e f(AUf(B)

Man beachte, dafl bei a) der dritte Pfeil nur eine Implikation ist, da man von der
Aussage (Jz(x € ANy = f(x))) A (Bz(x € BAy = f(x))) nicht zur Zeile davor
zuriickschlieen kann. Die existierenden a € A und b € B mit y = f(a) = f(b)
kénnen némlich verschieden sein und damit existiert kein « mit y = f(z), das
in A und B gleichzeitig liegt. Hier in b) ist der riickwiirtige Schlu8 aber durch
das V moglich!

b) ye f(AUB)

preer 1rine
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¢) yefXO\f(A)=yef(X)AygfA)= 3w zeXAflx)=y
Wire z € A, so wiire f(x) =y € f(A4), und das wire ein Widerspruch. Also
gibt esein xz € X \ A mit y = f(z), d. h. y € f(X \ A4).

d) Sei x € A. Dann ist f(z) € f(A). Das heiit aber: x € f~1(f(A))

e) ze€fHCND) fx)yeCnD
flx)e CAf(x)e D
re fHC)ANz e f7HD)

z e f7HC)N f7HD)

rrey

f) Der Beweis verlduft wie bei e).

g) zefHY\C) f(x) eY\C
fl@)eYNf(z)¢C
reXANxdf1(0)
ze X\ [fHCO)

h) Sei y € f(f~1(C)). Nach Definition von f(A) gibt es dann ein x € f~1(C)
mit f(z) =y. x € f~1(C) heifit aber f(x) € C, also gilt y € C.

Es wurde schon erwihnt, daf§ die Gleichheit in a) nicht gilt. Wir geben noch
ein Gegenbeispiel an:

rres

X=Y={L2}, A={1}, B={2}, f(1)=1, f(2)=1

Dies ist gleichzeitig ein Gegenbeispiel dafiir, daf die Gleichheit in ¢) und in d)
nicht gilt. Ergénzt man auBerdem in diesem Beispiel C' = {2}, so erkennt man,
dafl in h) die Gleichheit nicht gilt, denn es folgt f(f~*(C)) = 0.

Bemerkung: Ist f surjektiv, so gilt in h) die Gleichheit.

1.3.2

Seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen. Man zeige:
a) Sind f und g injektiv, so ist auch go f injektiv.

b) Ist go f injektiv, so ist f injektiv.

c) Ist go f surjektiv, so ist g surjektiv.

d) Ist f surjektiv und g o f injektiv, so ist g injektiv.

e) Ist go f surjektiv und g injektiv, so ist [ surjektiv.

a) Seien z,y € X und = # y. Da f injektiv ist, folgt f(x) # f(y). Da g injektiv
ist, folgt weiter g (f(x)) # g (f(y)). Das bedeutet aber (go f) (z) # (go f) (v),
also ist g o f injektiv.

b) Seien z,y € X und = # y. Da g o f injektiv ist, folgt g (f(x)) # g (f(y)).
Hieraus folgt aber f(z) # f(y), da g eine Funktion ist.
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c) Sei z € Z. Zu zeigen ist: €Y g(y) ==z

Da g o f surjektiv ist, gibt es ein z € X mit (go f) (z) = z,d. h. g(f(z)) = z.
Wir setzen y = f(z) und haben ein y € Y gefunden mit g (y) = z.

d) Seien z,y € Y und x # y. Da f surjektiv ist, gibt es zu z,y € Y Elemente
a,b € X mit f(a) =z und f(b) =y. Wegen z # y folgt a # b. Da go f injektiv
ist, ist (90 f)(a) # (go f)(b), d.h. g (f(a)) # g (f(b)), also g (x) # g ().
e)Seiy €Y. Zuzeigenist: IJx e X f(x)=y

Zu g (y) existiert ein z € X mit (go f) (z) = g (y), da g o f surjektiv ist. Da g
injektiv ist, folgt y = f(z).

1.3.3
Man gebe — falls maglich — zwei bijektive Abbildungen f,g: R — IR an,
fiir die gilt: fog#go f

Die affinen Funktionen f und g, gegeben durch f(z) = 2241 und g (z) = 3245,
sind bijektiv. Es gilt:

(fog) (@)= f(g(x)) =238z +5)+1=6x+11
(gof)(x)=g(f(z) =322 +1)+5=06x+8
Alsoist fog#go f.

1.3.4
Seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen. Man zeige:
Sind f und g bijektiv, so ist g o [ bijektiv und es gilt:

(gof) '=flog™!

Wir zeigen zunéchst die Injektivitit von go f.

Seien 1,29 € X und x # xo. Es folgt f(x1) # f(x2), da f injektiv und weiter
g (f(x1)) # g(f(22)), da g injektiv. Also gilt (g o f) (z1) # (g o f) (2), d. h.
go f ist injektiv.

Es folgt der Beweis der Surjektivitédt von g o f.

Sei z € Z. Da g surjektiv ist, gibt es ein y € Y mit g (y) = z. Zu diesem y
gibt es ein € X mit f(z) =y, da f surjektiv ist. Also gibt es ein € X mit
(go f)(xz)=g(f(x)) =g (y) =z, d. h. go f ist surjektiv.

Insgesamt ist die Bijektivitit von g o f gezeigt, also existiert (g o f)~!.

Wir zeigen nun: Fiir alle z € Z gilt (go f)"1(z) = (ftog™!) (2)

Sei 2 € Z. Dann gibt es z € X mit (go f)(z) = 2, also (go f)"1(z) = z.
Andererseits ist

(fTtog () =f"g7 (=) =g g (f(2), da g (f(z)) = z.

Wegen gl og=idund f~'o f =idfolgt (f~*og~1)(2) =z, und damit ist
(gof)~t=f""og™" gezeigt.
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1.3.5

Man gebe eine bijektive Abbildung von IN auf eine echte Teilmenge von IN
an.

Wir betrachten hier z. B. die Funktion f : IN — IN, die durch f(n) =n+1
gegeben ist. Diese Funktion ist injektiv, aber nicht surjektiv, da 1 nicht als
Funktionswert angenommen wird.

Das folgende Bild verdeutlicht diese Funktion und deren Nicht—Surjektivitét:

pN pY pY pN

Fafit man die angegebene Funktion aber als eine Funktion f : IN — A auf
mit A={x €IN|z>1} CIN, soist f bijektiv.

1.3.6
f: X — Y sei eine Funktion.
Die Relation ~ auf X sei definiert durch a ~b <= f(a) = f(b).
Man untersuche, ob ~ eine Aquivalenzrelation auf X ist.

Wir zeigen, da8 ~ eine Aquivalenzrelation auf X ist.
1. Reflexivitit: Sei a € X. Es gilt f(a) = f(a), also a ~ a.

2. Symmetrie: Es sei a ~ b, also f(a) = f(b). Natiirlich gilt dann auch
f(b) = f(a), also b ~ a.

3. Transitivitiit: Es sei a ~ b und b ~ ¢. Das heifit f(a)
f(c). Wegen der Transitivitidt der Gleichheit folgt auch f(a)

f(0) und f(b) =

f(e), alsoa ~ c.

1.3.7
Sei X eine Menge. Man zeige:
Es gibt keine surjektive Abbildung von X auf P (X).

Indirekter Beweis:

Angenommen, es gibt eine Menge X und eine surjektive Abbildung

f: X — P(X). Wir definieren YV := {z € X | € f(z)}. (Man beachte
hierbei, dafl z ein Element von X, f(x) aber eine Teilmenge von X ist!) Da wir
annehmen, f sei surjektiv, gibt es ein y € X mit f(y) = Y. Dies werden wir
nun zum Widerspruch fithren. Fiir y unterscheiden wir zwei Félle:

a)yeY = ydfly) = y&vy f{

b)ye X\Y = yefly = yeY f{

y liegt also weder in Y noch in X \ Y, was nicht moglich ist. Folglich war die
Annahme, da8 es eine surjektive Funktion von X auf P(X) gibt, falsch.

(Das Zeichen § benutzen wir als Abkiirzung fiir “Widerspruch”.)



