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Vorwort

In den beiden Bénden dieses Repetitoriums der Analysis finden Sie die wich-
tigsten Definitionen, Sétze und Beispiele einer ‘iiblichen’ zweisemestrigen Ein-
fithrungsvorlesung. Auflerdem enthilt es zu jedem Abschnitt zahlreiche Aufga-
ben mit Losungen. Es wird fortgesetzt durch Repetitorien zur Funktionentheo-
rie, Differentialgleichungen sowie Topologie und Funktionalanalysis.

Das Rep ist fiir (mindestens) zwei verschiedene Leserkreise geschrieben:

- fiir Mathematik-, Physik- und Lehramts-Studenten des 1. und 2. Semesters
zum Gebrauch neben der Vorlesung

- fiir Studenten hoherer Semester als Leitfaden fiir Priifungsvorbereitungen.

Das Rep kann weder ein Vorlesungsskript noch Lehrbiicher ersetzen. Definitio-
nen und Sitze werden in jeder Vorlesung anders formuliert, Schwerpunkte an-
ders gesetzt. Der Stoff in Vordiplom- und anderen Priifungen héngt vom Priifer
und seiner Vorlesung ab. Vergleichen Sie also unbedingt die Definitionen und
Sprechweisen des Rep’s mit denen Threr Vorlesung.

Natiirlich ist das Rep knapper gehalten als ein Lehrbuch. Beweise (aufler im
Aufgabenteil), Motivationen oder historische Bemerkungen fehlen fast vollig.

Im Theorieteil werden die Sédtze und Methoden aufgefiihrt, die beherrscht wer-
den sollten. Er ist nicht gedacht als logisch deduktiver Aufbau der Theorie.
Von Anfang an wird auf Begriffe und Fakten verwiesen, die iiblicherweise erst
spéter oder in anderen Vorlesungen gebracht werden.

Jeder Band enthilt ca 300 Aufgaben, z.T. sehr einfache, aber auch recht schwie-
rige, alle mit vollstéindigen und relativ ausfiihrlichen Losungen. Manche sind
Muster hiaufig gestellter Hausaufgaben, manche stellen klassische Beispiele vor.
Einige Aufgaben verlangen Beweise, die normalerweise in der Vorlesung ge-
bracht werden. Dies nur dann, wenn es Standardbeweise sind, deren Methoden
zum ‘Pflichtstoff’ gehoren.

Fast immer gibt es mehrere Losungsmoglichkeiten. Es kann sein, dass die hier
vorgestellte fiir Sie nicht in Frage kommt, weil die benutzten Hilfsmittel noch
nicht bereitgestellt sind. Das miissen Sie kontrollieren, ebenso, ob die Voraus-
setzungen der benutzten Sétze erfiillt sind.

Mit diesen Einschréinkungen glaube ich, dass das Analysis-Rep eine gute Hilfe
fiir das Mathematik-Studium ist, und zwar sowohl fiir Anfangs-, als auch fiir
hoéhere Semester.

Verweise auf Kapitel 6 bis 11 wie z.B. 7.5.3.A beziehen sich auf den 2. Band
des Repetitoriums.

Hannover, den 1.9.2006
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen, Funktionen, reelle Zahlen

1.1.1 Mengen

In der Analysis arbeitet man meist mit einem naiven Mengenbegriff wie z.B.:

‘Fine Menge ist eine wohldefinierte Zusammenfassung verschiedener Objekte
zu einem Ganzen’. (G.Cantor, 1895)

Durch Vereinigungen, Durchschnitte, Paarbildungen, Aussonderungen, Aus-
wahlprozesse usw entstehen neue Mengen. Man muss etwas aufpassen, z.B.
darf man die ‘Menge aller Mengen’ nicht zulassen. Sie wiirde zu Widerspriichen
fithren. (Man erhilt aus ihr durch Aussondern die Menge A aller Mengen, die
sich nicht selbst enthalten. Sowohl A € A, als auch A ¢ A ist nicht moglich.)

Auf die Grundlagen der Mengenlehre wird in einer Analysis-Vorlesung norma-
lerweise nicht eingegangen. Wir tun dies auch nicht, sondern wiederholen nur
kurz die iibliche Terminologie und Schreibweisen.

An logischen Symbolen benutzen wir nur die Implikationspfeile <, =, < und
die Quantoren V und 3 .

A:=B besagt, dass A durch B definiert wird.
{x; A(z)} ist die Menge aller z, die die Bedingung A(x) erfiillen,
0 ist die leere Menge.
r € X <= vz ist Element von X
x ¢ X <= xist nicht Element von X
XCY < X ist Teilmenge von Y, d.h. fir allex € X gilt x € Y

13
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XUY = {z;z€XoderzeY} Vereinigung

XNY = {z;z€¢XundzeY} Durchschnitt

X\Y = {z;2€eXundazgYY} Differenz

PX) = {Y;YCX} Potenzmenge von X
XxY = {(z,y);ze€eXundyeY} cartesisches Produkt
UXj = {x; esgibteinje Jmitze X;}
ies Vereinigung des Mengensystems {X;;j € J}
(X, = {a; firaleje JgiltxzeX,;}
jeJ

Durchschnitt des Mengensystems {X;;je€ J}

1.1.2 Funktionen

Im folgenden seien X und Y zwei nichtleere Mengen.

Eine Relation zwischen X und Y ist eine Teilmenge des cartesischen Produkts
XxY.

Eine Relation auf X ist eine Teilmenge des cartesischen Produkts X2 = X x X.

Eine Funktion f von X in Y ist eine spezielle Relation zwischen X und Y,
némlich eine, fiir die gilt: Fiir alle z € X gibt es genau ein y € Y mit (z,y) € f.
Dieses eindeutig bestimmte y bezeichnet man mit f(x) und schreibt die Funk-
tion f in der Form f: X —Y, z— y= f(x) .

X heiBit Definitionsbereich, Y Zielbereich und f(X) Wertebereich von f.

Fir A C X heifit f(A):={f(a);a€ A} das Bild von A unter f.

Die Einschrinkung von f auf A C X bezeichnen wir mit f | 4

Fiir B C Y heiBt f~1(B) := {a; f(a) € B} das Urbild von B unter f, also ist
der Definitionsbereich X = f~1(Y)) das Urbild des Zielbereichs Y.

Fiir einelementige Mengen {y} schreibt man f~!(y) statt f~'({y}) .

Jedes # € f~1(y) heifit auch ein Urbild von y.

Der Graph von f ist die Menge aller Paare (z, f(x)) (also im strengen Sinne
die Funktion f selbst).

Die Funktion id: X — X, id(x) := x heifit Identitit auf X.
f = g ist eine suggestive Schreibweise fiir f(x) = g(z) fiir alle x.

Sind X, Y, Z nichtleere Mengen und g: X — Y, f: Y — Z Funktionen, dann
heifit die durch f o g(z) := f(g(x)) definierte Funktion f o g: X — Z die
Verkniipfung von f und g. Die Verkniipfung von Funktionen ist assoziativ, d.h.
esist fo(goh)=(fog)oh, wenn diese Verkniipfungen definiert sind.

Eine Funktion f: X — Y heifit injektiv, wenn verschiedene Argumente unter f
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auch verschiedene Bilder haben, also wenn fiir alle a,b € X gilt
a#b = f(a)# f(b) Dbaw. fla)=f(b) = a=b.

Ist f injektiv und y € f(X) C Y, so gibt es genau ein z € X mit f(z) = y.
Dies eindeutig bestimmte Urbild wird mit f~!(y) bezeichnet. und die dadurch
definierte Funktion f~': f(X) — X heit Umkehrfunktion von f.

f: X — Y heiflt surjektiv, wenn jedes y € Y ein Bild unter f ist, also:

f: X =Y surjektiv <= VyeY JzeX : fla)=y
= f(X)=Y.

f heilt bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Achtung: In manchen Vorlesungen wird die Umkehrfunktion nur fiir bijektive

Funktionen definiert. Dies fithrt kaum zu Miflverstdndnissen. Jede injektive
Funktion wird durch eine Verkleinerung des Zielbereichs bijektiv.

1.1.3 Der Korper R der reellen Zahlen

Der Korper R der reellen Zahlen ist ‘der’ bis auf Isomorphie eindeutig bestimm-
te vollstindige angeordnete Kdrper.

Die Verwendung des bestimmten Artikels ‘der’ in dieser Definition ist ein Wi-
derspruch in sich, denn gleichzeitig wird gesagt, dass der Korper nur bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Es gibt viele verschiedene ‘Modelle’ von R.
Wir nehmen an, wir hitten uns auf ein Modell geeinigt.

Auf algebraische Strukturen wie z.B. Gruppen, Ringe, Korper, Vektorrdume
etc gehen wir nicht ein. Wir stellen nur ein Axiomensystem fiir den Koérper R
der reellen Zahlen vor, auf das wir uns im folgenden beziehen.

Die iiblichen Schreibweisen wie z.B. z—y := z+ (—y) und zy:=x-y werden
stillschweigend benutzt.

1.1.4 Korper

Ein Korper K ist eine Menge mit mindestens zwei Elementen und zwei Ver-
kniipfungen + und - , fiir die die folgenden Axiome erfiillt sind:

K1 Assoziativgesetz der Addition
Fiir alle z,y,z € K gilt *+ (y+2)=(x+y)+ 2.
K2 Euxistenz der Null
Es gibt ein Element 0 € K derart, dass z+ 0=z flirallexz € K .

K3 Ezistenz von additiv inversen (negativen) Elementen
Fiir alle € K existiert ein Element —z € K derart, dass ¢ + (—z) =0 .
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K4 Kommutativgesetz der Addition
Firallez,y e K gilt z4+y=y+=x .
Kb Assoziativgesetz der Multiplikation
Fir alle z,y,ze K gilt z-(y-2)=(z-y) 2.
K6 Existenz der Eins
Es gibt ein Element 1 € K derart, dass -1 =z fiir allex € K .

K7 FExistenz von multiplikativ Inversen
Fiir alle x € K, x # 0 existiert ein 7! € K derart, dass -z~ ' =1.

K8 Kommutativgesetz der Multiplikation
Firallexz,ye Kgilt z-y=y-x .

K9 Distributivgesetz
Fir alle z,y,z€e K gilt z-(y+2)=z-y+z- 2.

Beispiele

1) Q, R und C sind Kérper.
Q2] := {r +8V2;1,5€ Q} ist ein Koérper zwischen Q und R (siehe
Aufgabe 1.2.1).

2) Zs := {0,1} ist mit der iiblichen Multiplikation und der durch 0 + z := z
und 1+ 1 := 0 definierten Addition ein endlicher Korper.
Da jeder Korper nach Definition mindestens zwei Elemente enthélt, ist dies
‘der kleinste Korper’.

3) N, Z, Qso:={r€Q;r >0} sind mit den iiblichen Verkniipfungen keine
Korper.

1.1.5 Angeordnete Korper

Eine Relation ‘<’ auf einer Menge M heifit (totale oder lineare) Ordnung auf
M, wenn sie den folgenden Bedingungen geniigt:

O1 Transitivitdt
Firallez,y,ze M gilt 2 <y, y<z = z<z.

02 Trichotomie

Fiir alle x,y € M gilt genau eine der drei Aussagen

r<y,y<xz oder x=y.
Eine Menge zusammen mit einer Ordnung auf ihr heifit (total oder linear)
geordnete Menge.
Ein angeordneter oder geordneter Korper K ist ein Korper zusammen mit einer
Ordnung ‘<’; die den folgenden Axiomen geniigt:

A1 Monotonie der Addition
Firallexz,y,z e Kgilt 2 <y = z+z2<y+=z.
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A2 Monotonie der Multiplikation
Fir allez,y,z € K gilt z <y, 2>0 = 2z <yz.

Achtung: Der Faktor z wurde positiv vorausgesetzt. Multiplikation mit
negativen Faktoren dreht die Ungleichungen um.

Hiufig wird ein angeordneter Korper mit Hilfe eines sog. Positivitéitsbereichs
P statt mit einer Ordnung < definiert. Siehe Aufgabe 1.2.3.A.

Es ist klar, wie die Relationen ‘<’) ‘>’ ‘>’ sowie die Bezeichnungen ‘positiv’
und ‘negativ’ definiert werden.

In jedem angeordneten Korper K gilt 1 > 0, —1 < 0 und 22 := -z > 0 fiir
alle z € K. Also kann C wegen i-i= —1 < 0 nicht angeordnet werden.

Endliche Kérper konnen ebenfalls nicht angeordnet werden.

In angeordneten Korpern gilt ndmlich 0 <1 <2:=14+1<3:=24+1<....
In einem endlichen Kérper muss in dieser Kette ein Element zweimal auftreten
und das ergibt einen Widerspruch zur Transitivitdt und Trichotomie.

Ein angeordneter Korper K heifit archimedisch angeordnet, wenn es zu jedem
x € K und jedem positiven b € K eine natiirliche Zahl n gibt mit nb > z. Dies
ist genau dann der Fall, wenn die ‘natiirlichen Zahlen in K’ (siche Abschnitt
1.3.1) nicht beschrinkt sind. Siehe Aufgabe 1.2.3.C fiir ein Beispiel eines nicht-
archimedisch angeordneten Korpers.

Absolutbetrag

Der (Absolut-) Betrag einer Zahl z in einem angeordneten Kérper K ist definiert
als
|| ;=2 fir x>0 und |z]:=—-2 fir 2<0.

Es gilt fir alle z,y € K :

(1) lz] > 0 und |z|=0 & =0

(2) [z = |-=2] und |zy[ = [z[y]

(3) e +y| < J|z|+]y| Dreiecksungleichung

(4) Hx| — \y” < |x+y| Dreiecksungleichung nach unten (siehe 1.2.5).

1.1.6 Schranken

Sei A Teilmenge eines geordneten Korpers K.
(In diesem Abschnitt kommt es allerdings nur auf die Ordnung an und nicht
auf die Korpereigenschaften.)

A heiflt nach oben beschrinkt, wenn es ein Element b € K gibt, so dass a < b
fiir alle a € A. Jedes solche b heifit obere Schranke von A.

A heifit nach unten beschrinkt, wenn es ein Element b € K gibt, so dass b < a
fiir alle a € A. Jedes solche b heifit untere Schranke von A.
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A heifit beschrinkt, wenn A sowohl eine obere, als auch eine untere Schranke
besitzt.

Eine obere Schranke b von A, die in A enthalten ist, heifit Maximum oder
grofites Element von A, geschrieben b = max A.

Eine untere Schranke b von A, die in A enthalten ist, heiflit Minimum oder
kleinstes Element von A, geschrieben b = min A.

Infimum und Supremum

Sei A Teilmenge eines geordneten Korpers K. Ein Element 3 € K heifit grifite
untere Schranke oder Infimum von A, geschrieben 8 = inf A, wenn 3 eine untere
Schranke von A ist und jede andere untere Schranke kleiner oder gleich j ist.

f=infA <= (¢) [ ist untere Schranke von A  und
(#4) es gibt keine groflere untere Schranke von A.

Ein Element 8 € K heif3t kleinste obere Schranke oder Supremum von A, ge-
schrieben 3 = sup A, wenn ( eine obere Schranke von A ist und jede andere
obere Schranke grofier oder gleich 3 ist.

B=supA — (¢) p ist obere Schranke von A und
(#4) es gibt keine kleinere obere Schranke von A.

Folgerungen und Rechenregeln
1) Jede Menge A hat hochstens ein Infimum bzw Supremum.

2) Das Maximum einer Menge A ist auch das Supremum von A,
das Minimum einer Menge auch ihr Infimum.

3) Es ist supA = maxA <= supA € A und analog fiir Infimum und
Minimum.
4) Ist f =sup A € A, so liegen fiir alle € > 0 unendlich viele Elemente von A
zwischen § — e und (. Analog fiir das Infimum.
5) B=supA < (i) Firalleae Aist >a und
(#4) Fiir alle € > 0 gibt es ein a € A mit § —¢ < a.
6) f=infA < (i) Firalleaec Aist §<a und
(¢i) Firallee >0 gibt eseina € Amit a < f+e.
7)) Ist AC BC K,soist infB <infA <supA <supB.
8) inf AUB = min{inf A,inf B} < infANB
< supANB < max{sup A,sup B} = sup AU B.
9) Seien A,B C K und A+ B :={a+b;a € A, be B}. Dann gilt
inf(A+B) = infA+inf B < supA+supB = sup(A+B) .
Zum Beweis siehe Aufgabe 1.2.6.A .
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10) Sind A, BC K>o:={x€ K;2>0}und A-B:={ab;ac A, be B},
so gilt inf(A-B) = (inf A) (inf B) < (supA) (supB) = sup(A-B) .

(jeweils vorausgesetzt, dass die erwihnten Infima und Suprema existieren.)

1.1.7 Vollstandigkeitsaxiom

Fiir angeordnete Korper K sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1) Jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Su-
premum in K.

2) Jede monoton wachsende, nach oben beschriinkte Folge aus K besitzt einen
Grenzwert in K.

3) K ist archimedisch und jede Cauchy-Folge aus K besitzt einen Grenzwert
in K.

4) K ist archimedisch und im Durchschnitt jeder Intervallschachtelung liegt
genau ein Element von K. Dabei ist eine Intervallschachtelung eine Folge

abgeschlossener, ineinander geschachtelter Intervalle, deren Lénge gegen
Null geht.

5) In jedem Dedekind-Schnitt K = U U O von K besitzt entweder die Ober-
menge O ein kleinstes, oder die Untermenge U ein grofites Element.
Dabei heifit eine Zerlegung K = UUO von K in zwei disjunkte, nicht-leere
Teilmengen U,O C K ein Dedekind-Schnitt von K, wenn x < y fiir alle
zeU, yeO.

Ein angeordneter Korper K heifit vollstindig, wenn er eine dieser Bedingungen
(und damit alle) erfiillt.

Achtung: In der Topologie heifit ein metrischer Raum vollsténdig, wenn in
ihm alle Cauchy Folgen konvergieren.

Dabei heifit eine Folge (x,) aus dem metrischen Raum (X, d) mit der Metrik
d: X x X — R>¢ eine Cauchy-Folge, wenn es fiir alle ¢ € R, € > 0 einen
Index ng derart gibt, dass fiir alle n,m > ng gilt d(x,,znm) < .

Eine Folge (x,,) aus dem angeordneten Korper K mit dem wie oben definierten
Absolutbetrag || : K — K>( heifit Cauchy-Folge, wenn es fiir allee € K, € > 0
einen Index ng derart gibt, dass fiir alle n,m > ng gilt |z, — zn| < e.

Es gibt nicht-archimedisch angeordnete Korper, in denen jede Cauchy Folge
konvergiert. Z.B. ist dies in der ‘Vervollstdndigung’ des nicht-archimedisch an-
geordneten Korpers aus Aufgabe 1.2.3.C der Fall.
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1.2 Aufgaben

1.2.1 Korper

Zeigen Sie, dass die Menge Q[v2] := {a +bV2;a,be Q} CR
mit der in R iiblichen Addition und Multiplikation einen Korper bildet.
( Q[v/2] ist einer der (unendlich) vielen Kérper zwischen Q und R. Ein weiterer
ist der Korper aller algebraischen reellen Zahlen. Alle diese Zwischenkorper
sind nicht vollsténdig.)

Loésung:
‘“+” und *’ sind in der Tat Operationen auf Q[v/2], d.h. mit z,y € Q[v/2] sind
auch z+y und z-y € Q[v2] .
(Man sagt Q[v/2] ist abgeschlossen bzgl ‘“+’ und *’ .)
Die Korperaxiome in R werden vorausgesetzt. Insbesondere gelten die beiden
Assoziativgesetze (K1 und K5), die beiden Kommutativgesetze (K4 und K8)
und das Distributivgesetz K9 in der Obermenge R, also erst recht in der klei-
neren Menge Q[v/2].
Das Nullelement 0 € R ist von der Form a+bv/2 mit a,b € Q (wihle a = b = 0),
also ist 0 € Q[v/2]. Es gilt auch z 4 0 = z fiir alle x € Q[v/2], da dies sogar fiir
alle x € R gilt. Also ist das Axiom K2 erfiillt (Existenz eines Nullelementes).

Sei z := a+bv/2, (a,b € Q) ein beliebiges Element aus Q[v/2]. Dann sind auch
—a,—b € Q, also auch (—a) + (—b)v2 € Q[v2].
Wegen [a + bv/2] + [(—a) + (=b)v/2] = 0 besitzt das beliebig vorgegebene
Element 2 € Q[v/2] ein Negatives, d.h. das Axiom K3 ist ebenfalls erfiillt.
Das Einselement 1 € R ist von der Form a + bv/2 mit a,b € Q (wihle a = 1
und b = 0), also ist 1 € Q[v/2]. Es gilt auch x -1 = z fiir alle € Q[v/2], da
dies sogar fiir alle z € R gilt. Also ist das Axiom K6 erfiillt (Existenz eines
Einselementes).
Bleibt als Letztes die Existenz der multiplikativ inversen Elemente zu zeigen:
Seien also a, b beliebig aus Q und a + bv/2 # 0. Dann ist auch a® — 2b% # 0.
Beweis indirekt! Angenommen a? — 2b% = (a — bv/2)(a + bv/2) =0 .
Wegen a + bv/2 # 0 folgt a — bv/2 = 0 (Nullteilerfreiheit von R).
Es ist b # 0, denn sonst folgt @ = 0 und damit a + byv/2 = 0.
Also /2 = % € Q und das ist ein Widerspruch zu V2 ¢ Q.
(Dass V2 & Q ist, ist hoffentlich aus der Schule bekannt. Sonst kann man
es leicht indirekt beweisen.)

a —b S a
Das Element —5—575 + 5573 V2 liegt in Q[v/2], denn sowohl o © Q,

als auch az%gbg € Q. (Hier wird die Korpereigenschaft von Q benutzt.)
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Man rechnet sofort nach, dass

—b
(a+bv2) [a2_a2b2 + 2o \/5] = 1.

Also hat jedes Element a + bv/2 € Q[v2] \ {0} ein multiplikativ inverses
Element in Q[v/2].

1.2.2 Rechnen in Korpern

Sei K irgendein Korper. Dann gilt fiir alle z,y € K :

zy=0 <= =0 oder y=0.

Sei K ein beliebiger Korper. Beweisen Sie fiir z,y € K die Vorzeichenregeln

) (-lz = —x
2) (—2)(-y) = 2y
Lésungen:

Es ist etwas fiir alle x,y € K behauptet worden.
Seien also z und y zwei beliebige Elemente von K.
Behauptet wurde eine Aquivalenz, also sind zwei Richtungen zu zeigen:
<: Sei x = 0 oder y = 0. Wir nehmen 0.B.d.A. (ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit) an, dass © = 0. Zu zeigen: zy =0y =0 .
Zunéchst gilt 0y = (0+ 0)y = Oy + Oy wegen des Distributivgesetzes K9 und
weil 0 neutrales Element der Addition ist.

Nach Axiom K3 existiert zu Oy ein negatives (additiv inverses) Element —0y.
Es gilt Oy + (—0y) =0 . Also folgt

0 = Oy+(=0y) = (0y+0y)+ (-0y)
= 0y + (0y + (—0y)) nach dem Assoziativgesetz K1,
= 0y+0 = 0y da 0 neutrales Element ist.

=: (Diese Richtung ist die sog. Nullteilerfreiheit von Korpern.)
Sei also xy = 0. Zu zeigen: x =0 oder y =0 .

Ist = 0, so sind wir fertig. Sei also « # 0. Dann ist zu zeigen: y =0 .

Nach Axiom K7 (Existenz des multiplikativ Inversen) existiert zu « # 0 ein
Element 7! € K mit xz~! =1 . Dann folgt

0 = 2710 = 2 '(wzy) nach der bereits gezeigten Implikation ‘<=’
= (z7l2)y nach Axiom K5 (Assoziativgesetz)
= ly nach Definition von z~!

=y weil 1 neutrales Element der Multiplikation ist.
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(1) Benutzt wird, dass das Negative eines Elementes eindeutig bestimmt ist.
Sei = beliebig aus K. Es gilt

x+(-1)zr = 1laz+(-1)xz dal neutrales Element der Multiplikation ist
= (1+(-1))z nach dem Distributivgesetz K9
= 0Oz da —1 das Negative von 1 ist
= 0 nach Aufgabe 1.2.2.A .

Da es zu jedem x € K nur ein Negatives gibt, folgt (—1)z = —z .

(2) Seien x und y zwei beliebige Elemente aus K. Es gilt

(—2)(—y) = (—2)((-1)y) nach Teil (1)
nach Kommutativ- und Assoziativgesetz

—(—z)y nach Teil (1)

I
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Dabei wurde zum Schluss benutzt, dass —(—z) = = ist.
Dies folgt aus « + (—z) = 0 = —(—x) + (—z) und der Eindeutigkeit des
negativen Elementes von (—x) .

1.2.3 Angeordnete Korper

Positivitdtsbereiche
Sei K ein Korper und P C K ein sog. Positivitdtsbereich in K, d.h. eine Teil-
menge mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle z € K gilt genau eine der drei Aussagen
reP, —x€P oder z=0.

(ii) Fir allez,y e Pgilt x +y € Pund z-y € P.

Die Relation ‘<’ auf K sei definiert durch x <y <= y—z€ P .
Zeigen Sie, dass dann (K, <) ein angeordneter Kérper ist.

(Es gilt auch die umgekehrte Aussage, d.h.: Ist (K, <) ein angeordneter Korper,
so ist {x € K;0 < x} ein Positivitédtsbereich.)

Zu Dedekind Schnitten

Sei U eine Teilmenge von R mit folgenden Eigenschaften:
(1) U#£0 (2) zelyy<z=yelU

B) U#R (4) z€U = esgibt z€U mit z<z.

Zeigen Sie, dass es dann eine reelle Zahl a gibt derart, dass

U=]-00a = {z;x<a} .
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FEin nicht archimedisch angeordneter Korper
Sei R(z) der Kérper der rationalen Funktionen iiber R. Die von Null verschie-

denen Elemente von R(z) sind also von der Form  r(x) = pq—g;

n m
mit Polynomen p(z) = Z ape® | qlz) = Z bra®  und Koeffizienten
k=0

k=0
ak, b € R, an7é0, bm%()
Zeigen Sie, dass R(z) durch

r(z) >0 <= anbm €Rso, r(z) > s(x) <= r(zx) —s(z) >0
nicht-archimedisch angeordnet wird.

Lésungen:

Die Ordnungsaxiome [O1] und [O2], sowie die Axiome [Al] und [A2] eines
angeordneten Korpers miissen nachgewiesen werden.
Zu [O1]: (Transitivitét)

Zu zeigen ist: Fiir alle z,y,z e K git x <y, y < z=1z < 2.
Seien also x,y,z € K. Dann gilt

r<y,y<z = y—x€P z—yeP (Definition von ‘<’)
= (y—x)+(¢—y)=2z—x€ P (Eigenschaft (i) von P)
= <z ( Definition von ‘<’).

Zu [02]: (Trichotomie) Seien z,y € K beliebig. Zu zeigen ist, dass genau eine
der drei Aussagen = < y, © =y oder y < z gilt.

Nach Eigenschaft (i) von P gilt genau eine der drei Aussagen y — x € P,
x—y = —(y—2x) € Poder y—x = 0. Daraus folgt die Behauptung durch
Fallunterscheidung.

Zu [A1]: (Monotonie der Addition) Zu zeigen ist:

Firallex,y,ze Kgit e <y=—=x+z2<y+z.
Seien also z,y, 2z € K. Dann gilt:

r<y = y—x€P nach Definition von ‘<’
= y—ax=@W+z)—(x+2)€P
= x+z2<y+=z nach Definition von ‘<.

Zu [A2]: (Monotonie der Multiplikation) Zu zeigen ist:
Firallez,y,z e K gilt z <y, 0 <z = 22 < yz.
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Seien also z,y, z beliebig aus K. Dann gilt

<y, 0<z = y—ax€P, z=2—-0€P (Definition von ‘<’)
= z2(y—x)=zy—zx€P (Eigenschaft (ii) von P)
= zz<yz (Definition von ‘<’).

Beh. 1: U ist nach oben beschrankt.

Nach Eigenschaft (3) existiert ein b € R\ U. Dann ist b eine obere Schranke von
U. Denn angenommen, es gibt ein z € U mit z > b, dann folgt aus Eigenschaft
(2), dass b € U. Widerspruch!

U ist also nicht leer (Eigenschaft (1)) und nach oben beschrinkt. Also existiert
a = sup U. Wir zeigen nun: Mit diesem a gilt U =] — o0, al.

Beh. 2: U C]— 00,4 .

Annahme, es existiert ein x € U mit x > a. Dann existiert nach Eigenschaft

(4) ein z € U mit a < z < z. Widerspruch zu a = supU. Also sind alle z € U
kleiner als a.

Beh. 3: U D] — o0,4q] .

Sei y < a beliebig. Zu zeigen: y € U. Da a = sup U existiert zu y < a ein x € U
mit y < z < a. Nach Eigenschaft (2) folgt y € U.

FEin nicht archimedisch angeordneter Korper

Zunichst zeigen wir, dass die Menge P := {r € R(z); r > 0} einen Positi-
vitdtsbereich im Sinne von Aufgabe 1.2.3.A bildet. Daraus folgt, dass (R(x), <)
ein angeordneter Korper ist. Dabei wird die Kérpereigenschaft von R(x) vor-
ausgesetzt.

Das Nullelement in R(x) ist die Nullfunktion 0. Eine rationale Funktion
r € R(z), r # 0, ist von der Form

A&+ ap_12" " . Farztag
b @™ +-byy— 1™ 4. b 2+ by

r(z) = mit a;,b; € R, a, #0, by, #0.
Diese Darstellung ist nicht eindeutig (Briiche kénnen schlie8lich erweitert wer-
den), aber das Vorzeichen von a,b,, hingt nicht von der gewiihlten Darstellung
ab. Die Definition r > 0 :< anb,, > 0 ist daher sinnvoll.

Man priift auch sofort nach, dass fiir die oben definierte Menge P und jedes
r € R(x) genau eine der drei Aussagen r € P, —r € P oder r = 0 gilt.

anx™+ ... +ag x4+ ... +cg

Fir r(z) = b+ ... +bo '+ ... +do

und s(z) = gilt
(andiz" 4 .. dagdy)+(ckbma* ™4 ... 4-cobo)
bmdl$7n+l+ +bod0

(r+s)(@) = r() +s(@) =

ancr™ T+ tage
(r-s)(z) = r(z)s(z) = bZd’;meJr...ergdg '
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Dabei sind die angegebenen fithrenden Koeffizienten a,c; und b,,d; von rs
wieder # 0 . Aus apby, >0, cpd; > 0 folgt (anck)(bmdi) = (anbm)(ckd;) > 0,
also r,se P=rseP.

Fiir r + s machen wir eine Fallunterscheidung:

1.Fal n+1>k+4+m

Dann sind a,,d; und b,,,d; die fithrenden Koeffizienten von r + s und mit
anbm >0, cpd; > 0 folgt (and)(bmdi)) = anbmd; > 0,alsor,s € P = r+s € P.

Im 2. Fall n 4+ 1 < k + m schlieft man analog.

3. Fall:n+Il=Fk+m:
Dann sind (a,d; + ¢xby,) und b,,d; die fithrenden Koeffizienten von r 4+ s und
mit a,by, > 0, cpd; > 0 folgt (and; + cibm)(bmd;) = anbmdl2 +crdib?, > 0, also
rseEP=r+seP.

Bleibt noch zu zeigen, dass der so angeordnete Kérper R(x) nicht archimedisch
ist, d.h. dass in ihm die natiirlichen Zahlen nach oben beschrinkt sind.
Die natiirlichen Zahlen in R(z) sind die konstanten Funktionen 1,2,3,... . Fiir

lm;n > 0 . Fertig!

die Identitdt x gilt x > n fir alle n € N, denn x —n =

1.2.4 Rechnen mit Ungleichungen

Ein Tip: Multiplizieren von Ungleichungen mit unbekannten Gréflen erfordert
hiufig umstindliche Fallunterscheidungen, Addieren nicht. Deshalb ist es hiufig
zweckméBig, die Ungleichung durch Additionen in ein reines Vorzeichenproblem
der Form F(z,y,...) > 0 zu bringen. Dieses wiederum kann evtl. durch eine
Faktorzerlegung von F'(z,y,...) vereinfacht werden.

Zeigen Sie, dass fiir alle reellen Zahlen x,y, z gilt:
1) 2y>0 <= z,y>0 oder z,y<0,
2) 4wy < (z+y)? < 2@ +47),
3) aytyzrtzr < 22 +y?+22.
Fiir welche reellen Zahlen x,y gilt
) -2 <07
2) P+y’ > ay(z+y)?
Seien y1, ...,y positive und x1, ..., x, beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

mm{y—z;z:L...,n} < m < max{y—Z;Z:l,...,n}.
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Lésungen:

(1) &« Sei(z>0undy>0)oder (z<0undy<0).

Dann gilt zy > 0. Falls 2,y > 0 sind, folgt dies aus dem Monotoniegesetz
der Multiplikation A2. Sind z,y < 0, so sind —z,—y > 0 (folgt mit A1l durch
Addition von —z bzw —y auf beiden Seiten). Nach Aufgabe 1.2.2.B.2 und wieder
nach A2 folgt zy = (—x)(—y) > 0.

=: Beweis indirekt:

Angenommen, es gilt nicht (z > 0 und y > 0) oder (z < 0 und y < 0) .
Dann liegt nach Axiom O2 (Trichotomie) einer der folgenden Félle vor:

1) z=0o0dery=0
2)  (z>0und y <0) oder (x <0 und y > 0)

Im 1. Fall gilt xy = 0 (siehe Aufgabe 1.2.2.A).
Im 2. Fall folgt xy < 0 nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation.
Beides gibt einen Widerspruch zur Voraussetzung zy > 0.

(2) Es ist nach Axiom A1l (Monotonie der Addition) :
(x+y)? > 4oy = 2> +2ay+y? >
— 22 —2zy+y®> > 0
= (z—y)? > 0.

dxy

Nach Teil (1) gilt die letzte Aussage. Da alle Schliisse umkehrbar sind, gilt
auch die erste.

Die zweite Ungleichung folgt analog aus der Aquivalenz
(x+y)? < 20 +y°) = 2®+2y+y® < 227 +2°
= 0 < 22—2zy+9® = (z—y)*.
(3) Nach Teil (2) gilt
2ey < +y?, 2z<y?’+2%2 und 2zx<2%+4+2?.

Wegen a <b, c<d=a+c<b+d liefert die Addition dieser drei Unglei-
chungen:

222 + 2y? 4+ 222  und damit
2?4yt 22

2y + 2yz + 2zx

<
zy+yz+z2zx <

(1) Esist23—x = z(z—1)(z+1) < 0 genau dann, wenn einer der drei Faktoren
negativ und die anderen beiden positiv sind, oder wenn alle drei negativ sind.
Also

-z =zxz—-1)(zr+1)<0 <= z<-1oder O0<z<l1.
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(2) Es gilt
Byt = (+y)@ -y ) > ety
= (r+y)@®—22y+y°) = @+y)x-y?® > 0.

Da (z — y)? stets > 0 ist, gilt die letzte Ungleichung genau dann, wenn
(x —y) =0 oder (z +y) > 0, also genau dann, wenn = = y oder z > —y ist.

Sei etwa L _ min{ ﬁ,...,m—" } , also Ty < Tk bzw z1yr < xpy; fir alle
Y a1 Yn a1 Yk
k=1,...,n . (Hier wurde das Monotoniegesetz A2 und y; > 0 benutzt.)
Addition der n Ungleichungen liefert x1(y1 + ...+ yn) < (1 4+ ...+ z0)1n

bzw nach Division durch y1(y1 +...+yn) >0:

L x1 Tyn 1+ ... +xy
o { RS } = Ay
Analog wird fiir das Maximum geschlossen: Sei etwa In — max { y_I’ cee i—” },
n n
also 2 > Lk 1y Tk = Tryy fir alle k=1,... n.
Yn Yk

Addition dieser n Ungleichungen liefert z,,(y1 + ...+ yn) > (1 + ... + 20)yn
bzw nach Division durch y,(y1 + ... +yn) >0:

T x_n} > T1+ ... +xp

:max{y_l""’yn Y1t o FYn

Ln
Yn

1.2.5 Rechnen mit Absolutbetrigen
Zeigen Sie, dass fiir alle reellen Zahlen z,y gilt:
Hx\—|yH < le+yl < |zl + |y (Dreiecksungleichung)
2yl +le—yl = lal+ 1yl
|[z+y| |z| |
<
Tty = THa] T T+]y|

[D] Fiir welche z € R, o # 2 , gilt

L1,
2—2] ~ T]a—1]

Lésungen:

Ein Tip: Die Rechenregel a? < b* <= |a| < |b]
hilft manchmal, Fallunterscheidungen zu vermeiden. Dieser Trick liefert hier
(beide Seiten sind > 0) :
o +yl <ol +yl = le+yf = (@+y)? < (o] +|y))°
= a® + 2ay +y? <ol + 20allyl + [y = 2® + 2ay| + o7
= 2zy < 2[zyl
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und das ist offensichtlich richtig.
Insbesondere gilt die Gleichheit genau dann, wenn xy > 0 ist.
Eine andere Beweismoglichkeit ist die folgende:
v<lzl, y<lyl = z+y<|zl+yl
—z<|z), —y<lyl = —(@+y)=—z+(y <l|z[+]yl.
Daraus folgt die Behauptung mit dem allgemeinen Schluss

a<b, —a<b = o <0D.

Bleibt die ‘Dreiecksungleichung nach unten’ zu beweisen: Aus der gerade be-
wiesenen ‘Dreiecksungleichung nach oben’ folgt

[zl =|(z+y) -yl <le+yl+lyl = lz[-lyl<lz+y| und

yl =@ +y) -z <|le+yl+lz[ = |yl —|z] = =(z| = ly]) < |z +y|
und die Behauptung folgt mit demselben allgemeinen Schluss wie eben.

Beweis mit Hilfe der Dreiecksungleichung: Es gilt

2z =|(z+y)+(z—y)| < |r+y[+|r—yl und
2yl =[z+y)+@y—2) < |[z+yl+ly—2] = [z+yl+|z—yl

Addition der beiden Ungleichungen liefert
2z[+2ly| < 2(lz+y[+ ]z —yl),
und daraus folgt die Behauptung.

Der Hauptnenner (1 + |z|)(1 + |y[)(1 + |= + y|) ist positiv. Man kann ohne
Fallunterscheidung mit ihm multiplizieren und erhélt:

|[z+y| || ly|
THa+y] = Ta] T Ty
= ([1+]z)A+ly)]z +yl
< fz](X+yDA + [ +y) + [yl + [2)(1 + |2+ yl)
= |z +yl+|zllz+yl + yllz +y| + |z]lyllz +y
< (o] + |2llyl + 2|z +y| + []lyl|z + y[)
+ (lyl + lzlly| + [yllz + y| + =] |y[l= + yl)
= 0 < [z+yl < [zl + yl+2zlly] + |z|lyl|lz + y| -

Wegen |z +y| < |z|+|y[ und 0 <2[z(|y[+ |z]|y|[z +y| ist die letzte Aussage
richtig und aus ihr folgt riickwérts (bis dahin wurden nur Aquivalenzumfor-
mungen durchgefiihrt) die Behauptung.



