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Vorwort

Dieses Lehrbuch hat das Ziel, die Grundlagen der
Baustatik zu vermitteln. Es ist aus den von mir seit 1994
an der Fachhochschule in Wismar gehaltenen Lehrver-
anstaltungen entstanden und richtet sich an Studienan-
fédnger des Bauingenieurwesens.

Die Statik ist die Grundlage fir alle konstruktiven Lehr-
gebiete des Bauingenieurwesens. Ein fundiertes Grund-
lagenwissen auf diesem Gebiet ist daher unerlésslich,
zumal die wéhrend des Studiums erworbenen theore-
tischen Kenntnisse die Basis fiir das gesamte weitere
Berufsleben bilden.

Das Lehrgebiet der Baustatik gliedert sich in die Berech-
nung statisch bestimmter und statisch unbestimmter
Tragwerke. Der vorliegende Band 1 behandelt statisch
bestimmte Tragwerke. Die Berechnung statisch unbe-
stimmter Tragwerke sowie die Ermittlung von Verformun-
gen sind Inhalt von Band 2.

In diesem Buch werden zuné&chst die flir die Baustatik
benétigten Grundlagen der Mechanik ausfihrlich behan-
delt. Die Darstellung der fur die Berechnung statisch
bestimmter Tragkonstruktionen erforderlichen Zusam-
menhange erfolgt methodisch, wobei auf die spezifischen
Eigenschaften spezieller Tragwerke eingegangen wird.
Zum besseren Verstandnis des Lehrstoffes schlieBen sich
in jedem Kapitel an die theoretischen Grundlagen viele
vollstdndig durchgerechnete Beispiele an. Die Anwen-
dung der zuvor dargestellten Zusammenhange wird
anhand dieser Beispiele auf anschauliche Art ausfihrlich
erlautert.

Die der Baustatik zugrunde liegende Methodik ist von
der Art des Tragwerks unabhangig. Die Berechnung sta-
tisch bestimmter Systeme erfolgt durch Anwendung von
Gleichgewichtsbedingungen. Es gibt keine spezielle
Theorie des Dreigelenkrahmens oder des Gerbertra-
gers, vielmehr ist die grundséatzliche Vorgehensweise fir
alle Tragwerksformen gleich. Das Verstandnis der grund-
legenden Methodik ist darum von so groBer Bedeutung,
weil sonst jedes statische System, das etwas anders

aussieht als das vorherige, eine véllig neue, unlésbare
Aufgabe darstellt.

Obwohl der Computer aus der Praxis des Bauingenieurs
nicht mehr wegzudenken ist, hat das Erlernen der klas-
sischen Methoden nicht an Bedeutung verloren. Es ist
sogar noch wichtiger geworden, da durch die Anwen-
dung von Computerprogrammen kaum noch Handrech-
nungen durchgefihrt werden und daher das Geflhl fur
das Tragverhalten eines statischen Systems in der
Berufspraxis nicht mehr ausgebildet werden kann. Die
Unuibersichtlichkeit von Computerberechnungen macht
es jedoch unbedingt erforderlich, mit einfachen Metho-
den der Handrechnung die Ergebnisse komplizierter
Berechnungsmodelle Uberprifen zu kdnnen.

Statik lernt man nicht durch Blcher oder Lehrvortrage
allein, sondern vor allem, indem man selbst rechnet. Das
eigenstandige intensive Uben des Lehrstoffes in Anwen-
dung auf konkrete Aufgabenstellungen vermittelt oft
auch erst im Nachhinein ein tieferes Versténdnis der
zugrunde liegenden Zusammenhange. Zu diesem Lern-
prozess gehdrt selbstverstandlich auch, dass man sich
zunéchst ungeschickt anstellt, unnétig hohen Aufwand
betreibt oder auch Fehler macht. Auch ein falsch gewahl-
ter Berechnungsansatz oder eine schlecht gewahlte
Schnittfihrung stellen Erfahrungen dar, die dem Ver-
standnis férderlich sein kénnen.

Es kann gar nicht ausdriicklich genug betont werden,
dass das Erlernen der Statik nur dann wirklich Erfolg
haben kann, wenn es nicht auf die schematische Anwen-
dung rezeptartiger Lésungsmuster auf ahnlich ausse-
hende Aufgabenstellungen ausgerichtet ist, sondern
vielmehr auf das Verstandnis der grundlegenden Zusam-
menhange.

Die Ausbildung im Fach Statik hat nicht nur das Ziel,
praktische Fertigkeiten der Berechnung zu vermitteln.
Sie schult auch eine gewisse Denkweise, fordert sowohl
Anschauung als auch Abstraktionsvermdgen und vermit-
telt ein ,statisches Gefuhl* fur das Tragverhalten von
Konstruktionen.



Vorwort

Um die eigenstandige Ubung zu erméglichen, enthalt
das vorliegende Buch eine Vielzahl von Ubungsaufga-
ben, deren Lésungen am Ende des Buches angegeben
sind. Die vollstandigen Ldésungswege sind im Internet
unter http://www.dallmann.bau.hs-wismar.de oder unter
http://www.hanser-fachbuch.de/9783446463189 zu fin-
den.

Es wiirde mich freuen, wenn dieses Buch nicht nur hilft,
die Prifung im Fachgebiet Statik zu bestehen, sondern
sogar zum wirklichen Verstandnis beitragt.

Die vorliegende vierte Auflage dieses Buches ist inhalt-
lich unverandert, es wurden jedoch bekannt gewordene
Fehler korrigiert. Ich danke fir die zahlreichen Hinweise
sowie fir die Uberwiegend sehr positive Beurteilung des
Buches.

Tressow, im Herbst 2012

Weitere Vorschlage, Hinweise, Erfahrungen und Anre-
gungen zur Verbesserung des Inhalts aus dem Leser-
kreis sind stets willkommen.

Dem Carl Hanser Verlag danke ich fir die ansprechende
Ausstattung des Buches und insbesondere der Lektorin
Frau Christine Fritzsch fiir die sehr angenehme Zusam-
menarbeit.

Frau Bianca Hennings und Herrn Thomas Bittermann
bin ich fur die Kontrolle der Beispiele und Aufgaben zu
groBem Dank verpflichtet.

Mein ganz besonderer Dank gilt meiner Frau Nanette,
die nicht nur viel Geduld und Verstandnis beim Entste-
hen dieses Buches aufgebracht hat, sondern auch beim
Korrekturlesen eine grof3e Hilfe war.

Raimond Dallmann

Vorwort zur sechsten Auflage

Auch die vierte Auflage ist von den Lesern sehr positiv
aufgenommen worden. In der funften Auflage wurden
immer noch vorhandene Fehler korrigiert und punktuell
Verbesserungen vorgenommen.

Mein groBer Dank gilt in diesem Zusammenhang Herrn
Mike Nemak, der durch sehr viele Hinweise und Anre-
gungen zur weiteren Verbesserung des Buches beitrug.

Tressow, im Frihjahr 2020

Die vorliegende sechste Auflage dieses Buches unter-
scheidet sich von der letzten Auflage nur durch geringfu-
gige Korrekturen. Sollten noch weitere Fehler auffallen,
bitte ich um entsprechende Hinweise.

Ich danke dem Lektorat des Carl Hanser Verlages fur die
langjahrige, gute und angenehme Zusammenarbeit.

Raimond Dallmann
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1 Einfuhrung

1.1 Einordnung der Statik

Die Mechanik und damit auch die Statik ist ein Teilgebiet
der Physik. Sie ist die Lehre von den Kréaften und Bewe-
gungen. Der Teil der Mechanik, der insbesondere flr
technische Anwendungen relevant ist, wird auch als
Technische Mechanik bezeichnet. Die Aufteilung der
Mechanik zeigt das folgende Diagramm.

Mechanik
fester Kérper

Mechanik
der Flussigkeiten und Gase

Kinematik
Lehre von den Bewegungen

Dynamik
Lehre von den Kréften

Statik
Krafte sind im Gleichgewicht

Kinetik
Kréfte sind nicht im Gleichgewicht

Bild 1.1 Einordnung der Statik

Die Statik ist die Lehre von den Kréften, die sich im
Gleichgewicht befinden. Sie ist also ein Teilgebiet der
Dynamik. Haufig wird der Begriff Dynamik irreflihrend als
Gegensatz zur Statik verwandt. Eigentlich ist damit die
Kinetik gemeint, also mechanische Vorgénge, die mit
beschleunigten Bewegungen einhergehen.

Die Statik der Baukonstruktionen, also die Berechnungs-
verfahren, die speziell auf die Erfordernisse der Baukon-
struktionen zugeschnitten sind, wird als Baustatik
bezeichnet.

Die Methoden der Statik bzw. der Mechanik basieren auf
Abstraktionen und Idealisierungen der Wirklichkeit. Die
tatsachliche Konstruktion eines Bauwerks wird auf ein
gedankliches Modell reduziert. Diese Abstraktion berei-
tet dem Studienanfdnger héufig Schwierigkeiten, da
nicht immer ersichtlich ist, welche Bedeutung manche
Begriffsbildungen in der Realitat besitzen.

Die Reduktion des wirklichen Bauwerks auf das mecha-
nische Modell eines Tragsystems ist eine Aufgabe, die
das Konnen erfahrener Ingenieure voraussetzt. Es
kommt dabei darauf an, die wesentlichen Einflisse zu
bertcksichtigen, aber alles zu vernachlassigen, was von
untergeordneter Bedeutung ist.

Erst durch die Vereinfachung der duBerst komplizierten
Wirklichkeit wird eine Berechnung Uberhaupt erst még-
lich. Die Baustatik betrachtet das idealisierte Tragwerk,
das Statische System. Der Prozess der Modellbildung
wird in diesem Buch nicht behandelt, er wird als bereits
durchgefihrt vorausgesetzt.

1.2 Kréafte

1.2.1 Der Kraftbegriff

Die Kraft ist eine physikalische GroBe, die wir aus unse-
rer Erfahrung kennen. Kréfte sind nicht sichtbar, ihre
Existenz kann nur durch ihre Wirkung erkannt werden.
Wenn wir Gegenstande heben oder tragen, splren wir
eine Wirkung in unseren Muskeln, die wir als Kraft
bezeichnen.

g VW

Bild 1.2 Kréfte als Ursache von Verformungen

Eine weitere alltdgliche Erfahrung einer Kraftwirkung
entsteht beim Verformen von Gegenstanden. Um eine
Schraubenfeder oder ein Gummiband zu dehnen, mus-
sen Muskel- oder andere Krafte wirken. Die dargestellte
Schraubenfeder in Bild 1.2 verlangert sich, wenn ein
Gewicht angehéngt wird oder wenn an beiden Enden
gezogen wird.

Wir haben also eine Vorstellung davon, was eine Kraft
ist. Diese Vorstellung ist eine Abstraktion, die wir als
Ursache einer bestimmten Wirkung zuordnen.
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1 Einflhrung

Eine strenge Definition des Kraftbegriffs ist nicht még-
lich. Kréfte sind die Ursache von Form- und Bewegungs-
anderungen. Sie sind durch ihre GréBe, ihre Richtung
sowie durch ihren Richtungssinn gekennzeichnet, d. h.,
sie haben vektoriellen Charakter. Ein weitere wichtige
BestimmungsgroBe ist der Angriffspunkt der Kraft.

Dass die Wirkung einer Kraft nicht nur von ihrer GréB3e
abhéngt, ist auch aus der Erfahrung gelaufig. Die in Bild
1.3 dargestellten Krafte haben auf den rechteckigen
Gegenstand, auf den sie einwirken, unterschiedliche
Wirkungen, auch wenn sie dieselbe GréBe haben. Aus
diesem Grunde ist der Kraftvektor kein freier, sondern
ein gebundener Vektor.

—_— L= - l
o S
; 1/ Ay \ | | [—
Ll ]

s

s s s LSS

Bild 1.3 Unterschiedliche Wirkungen einer Kraft

Die neben der Muskelkraft urspringlichste Vorstellung
einer Kraftwirkung ist die der Gewichtskraft. Sie ist eine
Folge der Gravitation, also der Eigenschaft zweier Kor-
per (Massen), sich gegenseitig anzuziehen. Die irdische
Gewichtskraft stellt die Kraft dar, mit der ein Kdérper an
der Erdoberflache durch die Masse der Erde angezogen
wird. Sie ergibt sich als Sonderfall des Gravitationsge-
setzes:

G=m-g

wobei m die Masse des Korpers und g die mittlere Erd-
beschleunigung darstellt. Diese Kraft wirkt in Richtung
des Erdmittelpunktes und kann in guter Naherung als
senkrecht angesehen werden. Die mittlere Erdbeschleu-
nigung betragt:

m
g = 9,81 2

1.2.2 Darstellung der Kraft

Krafte werden als gerichtete Strecke, als Pfeil veran-
schaulicht. Die Lange des Pfeils kennzeichnet die GréBe
der Kraft (mathematisch: der Betrag des Vektors), die
Neigung des Kraftpfeils die Richtung und die Pfeilspitze

den Richtungssinn. Vektoren werden durch Fettdruck
gekennzeichnet.

Da aus der zeichnerischen Darstellung des Kraftvektors
Richtung und Richtungssinn unmittelbar zu entnehmen
ist, schreibt man in der Regel nur den Betrag der Kraft
hinzu.

Die Einheit der Kraft ist das Newton [N], eine aus den
Basiseinheiten des internationalen Einheitensystems Sl
(Systéme International d’Unité) abgeleitete GroBe.

Die Kraft 1 N erteilt der Masse 1 kg die Beschleuni-

kg-m
s2

gung 1 mz,esgilt: 1N =1
s

1.2.3 Einteilung der Kréfte

Kréfte lassen sich nach unterschiedlichen Gesichtspunk-
ten einteilen.

Ein Unterteilungsgesichtspunkt ist die Verteilung der
Kraft. Der bisher betrachtete Begriff der in einem Punkt
angreifenden sogenannten Einzelkraft stellt eine Ideali-
sierung dar. Diese Idealisierung ist anndhernd nur dann
gegeben, wenn z. B. mit einer Nadelspitze auf einen Kor-
per gedrickt wird (Bild 1.4a).

Einzelkraft [kN] Linienkraft [kN/m]

a) b) ‘

Flachenkraft [kN/m?2]

Volumenkraft [kN/m?3]

Bild 1.4 Unterschiedlich verteilte Krafte

Auch eine linienférmig verteilte Kraft, auch Linienkraft
oder Streckenlast genannt, stellt eine Abstraktion dar,
die sich annahernd realisieren ldsst, wenn man z. B. mit
einer Messerschneide gegen einen Korper druckt (Bild
1.4b).
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In der Wirklichkeit treten Kréfte nur in verteilter Form als
Volumen- oder Fldchenkréfte auf. Der in Bild 1.4d darge-
stellte Quader hat eine in seinem Volumen gleichmaBig
verteilte Masse, wenn das Material, aus dem er besteht,
homogen, also Uberall gleich ist. Aus diesem Grund ist
naturlich auch seine Schwerkraft gleichmaBig innerhalb
des Volumens verteilt. Schwerkréfte sind daher immer
Volumenkréfte.

Fldchenkréfte treten in der Berihrungsflache zweier Kor-
per auf, siehe Bild 1.4c. Beispiele hierfir sind der Was-
serdruck oder das Gewicht von Estrich und FuBboden-
belag auf einer Deckenplatte, das auf dieser verteilt
wirkt.

Eine weitere Art der Einteilung ergibt sich aus der Unter-
scheidung von eingepragten oder einwirkenden Kréften
einerseits und Reaktionskraften andererseits. Einge-
prégte Kréfte ergeben sich durch physikalische Gesetze
und sind vorgegeben, man spricht auch von Lasten. Bei-
spiele sind die Gewichtskrafte, Wasserdruck oder auch
Reibung. Reaktionskréfte stellen Zwangskréafte dar, die
sich aus den Bindungen eines Kérpers ergeben, sie sind
zuné&chst unbekannt.

Es werden noch dufB3ere und innere Kréfte unterschie-
den. Wahrend &uBere Kréafte von auBBen auf einen Kor-
per einwirken, werden innere Kréfte durch gedankliches
Zerschneiden eines Korpers sichtbar gemacht. Sie wer-
den an einem der Teile des durch den Schnitt getrennten
Korpers zu auBeren Kraften.

1.2.4 Kréaftesysteme

Ein Kraftesystem ist eine Gruppe von Kréften, die unter
einem bestimmten Gesichtspunkt zusammengefasst
werden kénnen. So bilden alle auf einen Kdérper einwir-
kenden Kréfte ein Kraftesystem. Wirken alle Kréfte in
einer Ebene, so spricht man von einem ebenen Kraf-
tesystem, ist dies nicht der Fall, liegt ein rdumliches Kréaf-
tesystem vor. Ein Kréftesystem, bei dem sich die Wir-
kungslinien aller Krafte in einem Punkt schneiden, ist
eine zentrales Kréftesystem.

Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, die Wirkung von
Kraftesystemen auf einen starren Kérper zu beurteilen.

1.3 Der starre Korper

Unter dem bereits verwendeten Begriff des Kérpers ver-
steht man ein mit Materie gefilltes Volumen. Ein starrer
Korper ist ein Kérper, der sich unter der Wirkung von
Kraften nicht verformt. Da jeder reale Kérper deformier-
bar ist, stellt die Annahme der Starrheit eine Idealisie-
rung dar. Durch die Modellvorstellung des starren Kor-
pers wird seine Bewegung in der Ebene auf drei
Freiheitsgrade eingeschrankt. Unter einem Freiheits-
grad versteht man eine unabhéngige Bewegungsmdog-
lichkeit. Obwohl sich jeder Kérper verformt, sind diese
Verformungen in der Regel jedoch so klein, dass sie
gegenlber den Abmessungen des Korpers vernachlas-
sigbar sind und daher die Modellvorstellung der Starrheit
anndhernd zutrifft. Einen festen Korper, dessen Verfor-
mungen infolge von Kréften nur sehr klein sind, bezeich-
net man als steif.

1.4 Axiome der Mechanik

Die Mechanik baut auf Axiomen auf. Axiome sind Grund-
gesetze, die unbeweisbar sind und auf der Erfahrung
basieren. Die nachfolgend angegebenen Axiome sind
die Grundlage aller weiteren Betrachtungen.

Tragheitsaxiom (1. Newtonsches Gesetz)'

Jeder Koérper verharrt in seinem Zustand der Ruhe oder
der gleichférmigen geradlinigen Bewegung, solange er
nicht durch einwirkende Krafte gezwungen wird, diesen
Zustand zu andern.

Newtons Grundgesetz der Mechanik
(2. Newtonsches Gesetz)

Die Bewegungsanderung ist der bewegenden Kraft pro-
portional und erfolgt in Richtung der bewegenden Kraft,
d. h., Kraft und Beschleunigungsvektor sind proportional.

F=)F=mx

1 Isaac Newton, engl. Physiker, Mathematiker u. Astronom, 1643 - 1727.
In seiner Schrift ,,Philosophiae naturalis principia mathematica“ (1687) verof-
fentlichte er u. a. die Newtonschen Axiome.
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Reaktionsaxiom (3. Newtonsches Gesetz)

Die wechselseitige Wirkung zweier Kérper aufeinander
ist gleich groB und von entgegengesetzter Richtung
(Aktion gleich Reaktion).

Bild 1.5 Reaktionsaxiom

Verschiebungsaxiom

Kréfte kdnnen am starren Kérper beliebig auf ihrer Wir-
kungslinie verschoben werden, sind also linienfliichtige
Vektoren.

- ‘5\\6\6
<
F \“\(‘6

-
Bild 1.6 Verschiebungsaxiom

Parallelogrammaxiom

Die Wirkung zweier Kréafte mit gleichem Angriffspunkt ist
ihrer vektoriellen Summe &quivalent. Zwei Krafte F; und
F, konnen also durch eine einzige Kraft R wirkungs-

gleich ersetzt werden, wenn die Kraft R aus der Paralle-
logrammkonstruktion in Bild 1.7 gebildet wird.

F,

Krafteck

Krafteparallelogramm

Bild 1.7 Parallelogrammaxiom

1.5

Das Schnittprinzip stellt eines der wichtigsten Prinzipien
der Mechanik dar. Erst durch seine Anwendung gelingt
es, innere Beanspruchungen sichtbar zu machen. Der
Korper wird gedanklich zerschnitten, um Aussagen Uber

Das Schnittprinzip

die inneren Kréafte machen zu kénnen, die die getrennten
Teile des Korpers aufeinander ausliben.

Wird die Schraubenfeder aus Bild 1.2 in Bild 1.8 durch
einen Schnitt durchtrennt, so missen die beiden darge-
stellten Kréafte wirksam sein, damit die wechselseitige
Wirkung beider Teile aufeinander nicht verloren geht.

n

e

1 Schnittbild
G =mg “VF

Lageplan
G

Bild 1.8 Beispiel zum Schnittprinzip

Aus dem Reaktionsaxiom folgt, dass die freigeschnitte-
nen Krafte immer entgegengerichtete DoppelgréBen
sind. Der obere Teil der Feder zieht mit einer genau so
groBBen Kraft am unteren Teil, wie der untere am oberen
Teil. Das Schnittprinzip besteht in der folgenden axioma-
tischen Aussage:

Ist ein Kérper im Gleichgewicht, so ist auch jeder Teil des
Kérpers im Gleichgewicht, der durch gedachte Schnitte
herausgetrennt wurde.

1.6

Die Statik ist die Lehre von den Kraften, die sich im
Gleichgewicht befinden. Wann sind Krafte im Gleichge-
wicht? Diese Frage beantwortet das Tragheitsaxiom
sowie das Newtonsche Grundgesetz.

Gleichgewicht

Ein ruhender Korper bleibt im Zustand der Ruhe, wenn
er unter der Wirkung eines Kraftesystems F; keine
Beschleunigung erféhrt. Dieser Ruhezustand wird als
Gleichgewichtszustand bezeichnet. Ein Kraftesystem,
das auf einen Koérper wirkt, befindet sich im Gleichge-
wicht, wenn es den Koérper nicht beschleunigt.

Die gleichférmige geradlinige Bewegung ist ebenfalls ein
Gleichgewichtszustand, aber in der Baustatik ohne
Bedeutung.

Die Gleichgewichtsbedingung ergibt sich daher als Son-
derfall des Newtonschen Grundgesetzes:

D>F =0
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Ein zentrales Kraftesystem ist dadurch gekennzeichnet,
dass sich die Wirkungslinien aller Krafte in einem Punkt
schneiden. Bild 2.1 zeigt ein aus vier Kréften bestehen-
des Kréftesystem. Die Darstellungen a) und b) sind véllig
gleichwertig, da nach dem Verschiebungsaxiom alle
Krafte auf ihrer Wirkungslinie verschoben werden kén-
nen.

Fy Fy

F, ~\\\‘
F, Fs b) F,

a) I

Bild 2.1 Zentrales Kraftesystem

2.1

Obwohl zeichnerische Verfahren keine praktische Bedeu-
tung mehr haben, sind sie aufgrund ihrer Anschaulichkeit
weiterhin wichtig, da sie den Einblick in die Zusammen-
hénge im Umgang mit Kréften erleichtern.

Grafische Behandlung

Fir die zeichnerische Darstellung von Kréaften ist es
erforderlich, einen KraftemaBstab zu wéahlen. Mithilfe
dieses MaBstabs werden die Krafte im Kréfteplan ent-
sprechend ihrer GréBe und Richtung dargestellt. Der
Lageplan definiert den Angriffspunkt und die Richtung
der Kréfte. In der Regel werden die Krafte im Lageplan
durch unmaBstébliche Pfeile dargestellt und ihr Betrag
durch eine Zahlenangabe festgelegt. Es ist allerdings
auch mdoglich, die GroBe der Kraft mithilfe eines Kréafte-
mafstabs durch die Lange des Pfeils anzugeben.

2.1.1 Resultierende eines zentralen

Kraftesystems

Ziel ist die Reduktion des zentralen Kraftesystems, d. h.,
es soll durch eine einzige Kraft wirkungsgleich ersetzt
werden. Diese Kraft ist die Resultierende des Kraftesys-
tems.

Fir die zeichnerische Ermittlung der Resultierenden
werden nacheinander jeweils zwei Krafte mithilfe der

Parallelogrammkonstruktion bzw. des Kraftecks zusam-
mengefasst. Die Zwischenresultierende lasst man dabei
fort. Die dabei entstehende Konstruktion ist das Krafteck,
siehe Bild 2.2.

Damit Iasst sich die Resultierende nach folgender Vor-
schrift bilden:

Die Resultierende eines Kraftesystems ergibt sich,
indem man alle Kraftpfeile hintereinander zeichnet.
Die Verbindung des Anfangs der ersten Kraft mit der
Spitze der letzten Kraft ist die Resultierende des
Kréaftesystems.

Fy
Fs
MaBstab der Kréafte
z.B.1cm=25kN
R

Lageplan

Kréfteplan (Krafteck)

Bild 2.2 Resultierende eines zentralen Kréaftesystems

2.1.2 Zerlegung einer Kraft in zwei
vorgegebene Richtungen

Die Zerlegung einer Kraft ist die Umkehrung der vorheri-
gen Aufgabenstellung der Reduktion des Kréaftesystems.
Gegeben ist nunmehr eine Kraft, die durch zwei andere
Kréfte, deren Richtung vorgegeben ist, wirkungsgleich
ersetzt werden soll.

Bild 2.3 Zerlegung einer Kraft

Die zeichnerische Lésung dieser Aufgabe ergibt sich
unmittelbar aus der Parallelogrammkonstruktion in Bild
2.3. Es werden Parallelen zu den vorgegebenen Rich-
tungen durch die Spitze der Kraft gezeichnet. Die
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Schnittpunkte der Linien ergeben die Spitze der gesuch-
ten Kraft.

Die Zerlegung einer Kraft in mehr als zwei Richtungen ist
nicht eindeutig méglich.

2.2 Rechnerische Behandlung

Zur rechnerischen Behandlung werden die Krafte in
einem kartesischen Koordinatensystem als Vektoren
dargestellt. Dies entspricht der Zerlegung der Kraft in
Richtung der Koordinatenachsen. Fur den Fall des ebe-
nen Kréaftesystems ist dies in Bild 2.4 dargestellt. Im Fol-
genden werden Vektoren durch Fettdruck gekennzeich-
net.

|Fy| = F = IFlcosa
|F,| = F, = IF|sina

Bild 2.4 Vektorielle Darstellung einer Kraft

Jeder Kraftvektor kann durch seinen Betrag und einen
Einheitsvektor, der die Richtung der Kraft beschreibt,
dargestellt werden. Ein Einheitsvektor ist ein Vektor, des-
sen Betrag gleich eins ist. Beschreibt dieser Einheitsvek-
tor die Richtung der Koordinatenachsen, so wird er als
Basisvektor bezeichnet. Formal ergibt sich damit die
Parallelogrammkonstruktion als Vektorsumme. Die Dar-
stellung erfolgt fur ein raumliches Kraftesystem, im ebe-
nen Fall entfallen alle GréBen mit dem Index z.

F=F+F +F, =Fe+Fe+F,e,

e, e, e, sind die Basisvektoren, F,, F , F, die Kom-
ponenten von F bezlglich der Basis.

Fy, y,Fz sind die Projektionen der Kraft F auf die

Basisvektoren e,, e ., e,.
Es ist Ublich, die Betrdge der Komponenten in einer
Klammer Ubereinander zu schreiben:

F.

X

Wird nur mit einer Basis gearbeitet, so unterscheidet
man hé&ufig nicht zwischen Komponenten und Projektio-
nen. Die Projektionen F,, £, F, werden dann auch als
die Komponenten der Kraft F bezeichnet. Wir werden
von dieser Bezeichnungsweise auch Gebrauch machen,
da wir nur in kartesischen Koordinaten arbeiten werden.

2.21

Die rechnerische Ermittlung der Resultierenden erfolgt
fur zwei Kréafte durch Bildung der Vektorsumme:

Resultierende des Kraftesystems

R=F +F,
= (eyFyy +e,F,
=e(F4+Fy)+e

+e,F, )+ (eF,, +e,F

y'y2
Fy1 + Fy2) +e,(F,+F,5)

X +eze2)

W(
eR,+e,R +e,R,

Die Erweiterung auf mehr als zwei Kréfte ist offensicht-
lich.

Far n Krafte F; gilt:

Sul

T 3D
ST x

R = Ry = Zn:
>

Beispiel 2.1

I
—_

KraftemaBstab
10 kN

LangenmaBstab
LM

Lageplan

Bild 2.5 Zentrales Kraftesystem

Gegeben ist das zentrale Kraftesystem im Lageplan in
Bild 2.5. Die GréBe der Krafte (Betrag) ist dabei nicht
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durch eine Zahl angegeben, sondern durch dieselbe
maBstabliche Darstellung wie im Kréafteplan. Gesucht ist
die Resultierende des Kraftesystems.

Zeichnerische Lésung:

Die Kréfte werden aus dem Lageplan entsprechend ihrer
Lange parallel in den Krafteplan verschoben, die Reihen-
folge ist dabei beliebig, siehe Bild 2.6. Die hier gewahlte
Reihenfolge entspricht der Nummerierung der Kréfte.

Nach dem Hintereinanderzeichnen der funf Krafte ergibt
sich die Resultierende als Verbindung des Anfangspunk-
tes der Kraft F; mit der Spitze der Kraft F5. Der Betrag
der Resultierenden wird durch Ausmessen ermittelt. Der
gemessene Wert von 3,5 cm entspricht einer Kraft von
50,0 kN. Die Neigung der Resultierenden I&sst sich mit
45° ablesen. Die Resultierende wird schlieB3lich parallel
in den gemeinsamen Schnittpunkt des zentralen Kréf-
tesystems im Lageplan verschoben.

Langenmafstab

Lageplan

KraftemaBstab

Tow

Bild 2.6 Zeichnerische Ermittlung der Resultierenden

Krafteck

Rechnerische Lésung:
Es werden zunachst alle Kréafte als Vektoren angeschrie-
ben, dafir wird ein rechtwinkliges x-y-Koordinatensys-

tem im gemeinsamen Schnittpunkt des Kréftesystems
zugrunde gelegt. Um die Kraft F; zu beschreiben, muss
man 3,15 cm in x-Richtung und 2,1 cm in y-Richtung
vom Ursprung fortschreiten, um zur Spitze der Kraft zu
gelangen. Dies entspricht nach dem KraftemafBstab
einer horizontalen Komponente von 45 kN und einer ver-
tikalen Komponente von 30 kN.

Entsprechend wird bei den anderen Kréaften verfahren.
Ist es erforderlich, sich in negative Koordinatenrichtung
zu bewegen, um zur Kraftspitze zu gelangen, so ist die
Kraftkomponente negativ. Damit ergeben sich die finf
Krafte zu:

45 F, = 35 F, = -10
30 -10 -30
-30 F, = -5
25 20
Die Einheit kN wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit
bei der Berechnung weggelassen und erst beim End-

ergebnis wieder angegeben. Die Resultierende ergibt
sich durch Addition aller Kréfte als Vektorsumme.

F;

Fy

I
Mo

R F,= Fi+F,+F;+F,+Fg

i=1

MERERE RN

_ [45+385-10-30- 5| _ (35|
30-10-30+25+20 |35

Der Betrag der Resultierenden folgt aus dem Satz des
Pythagoras.

IRl = R =[R2+ R2 = .[352+352
= J2.352 = /2.35 = 49,50 kN
Die Neigung erhalt man mit:

R 35
= —y = -_— = = °
o = arctan(H j arctan[SSJ arctan(1) = 45

X
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2.2.2 Kréaftezerlegung

Ausgangspunkt der rechnerischen Behandlung der Kraf-
tezerlegung ist das Parallelogrammaxiom. Gegeben ist
eine Kraft F sowie zwei Richtungen, in die die Kraft zer-
legt werden soll. Unbekannt sind die beiden Komponen-
ten der Kraft.

Jeder Kraftvektor ist darstellbar als das Produkt aus dem
Betrag und einem Richtungsvektor, der den Betrag eins
hat. Dieser sogenannte Einheitsrichtungsvektor wird
durch eine hochgestellte Null bezeichnet.

F=I|Fl-n%=F.n°
Der Einheitsrichtungsvektor ergibt sich aus einem belie-
bigen Vektor durch Division durch seinen Betrag.

n

n® = —
n|

Daraus folgt:

F=rF 2 _F noFnmtf=F
Il ~ In| In|
Die beiden gesuchten Krafte F; und F, werden nun in

dieser Form dargestellt.
F, = F,-n,, F, = F,-n,

Die Faktoren F, und F, werden aus der Bedingung
ermittelt, dass die Resultierende aus F; und F, gleich
der Kraft F ist.

F, + F, =F
F,-n+F, n, = F

Damit ergeben sich zwei skalare Gleichungen flr die
unbekannten Faktoren F, und F,.

Beispiel 2.2

Gegeben ist die Kraft F mit einem Betrag von 50 kN in
Bild 2.7. Ihre Wirkungslinie sowie die Richtungen 1 und 2
sind durch je zwei vermafte Punkte vorgegeben.

Zeichnerische L6sung:

Die Kraft F wird parallel zu ihrer Wirkungslinie mit einer
Lange von 3,5 cm im Kréfteplan gezeichnet. Die beiden
Richtungen werden parallel durch den Anfangs- und
Endpunkt der Kraft verschoben. Die Reihenfolge ist

dabei beliebig. Es sind hier beide Md&glichkeiten darge-
stellt, selbstverstandlich reicht eine Mdglichkeit fur die
Lésung der Aufgabe aus.

Die Betrége der beiden Komponenten kénnen nun aus
dem Kréfteplan abgemessen und mithilfe des Krafte-
mafstabs umgerechnet werden. Damit erhalten wir:

~ 10 kN _

F1—1,4Cm WE—ZO,OKN
_ 10 kN _

F, = 2,35 cm 07 om = 33,6 kN

Die Genauigkeit des durch zeichnerische Lésung erziel-
ten Ergebnisses ist selbstversténdlich von dem gewéhl-
ten MaBstab abhangig.

Krafteck

Lok

Lageplan

Krafte-
(MaBe in [m]) maBstab FO kN

Bild 2.7 Beispiel zur Kraftzerlegung

Rechnerische Lésung:

Es wird zunachst die Kraft F als Vektor dargestellt. Der
Einheitsvektor in Richtung der Wirkungslinie ist:

n 14
n® = - = -

Damit erhalt man far den Kraftvektor:

F=F.no=50 14 = 4| kN
5|3 30

Aus der Bedingung F, + F, = F folgt:

F,-n,+F,-n, = F
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s

Hinweis: Da die Lange des Richtungsvektors beliebig ist,

1

wurde far ny nicht [ } sondern ﬁ gewahlt, um nur
5

~glatte“ Zahlen zu erhalten.
Es ergeben sich zwei Gleichungen mit zwei Unbekann-
ten:

2F,+3F, =40
5F+ F,=30

Multiplikation der zweiten Zeile mit -3 und Addition zur
ersten Zeile ergibt:

2F,+(-3)-5F, = 40 +(-3)- 30
-13F, = -50
F, = 3,846

Durch Einsetzen in eine der Ausgangsgleichungen
erhalten wir F, = 10,77.

Die berechneten Werte haben keine unmittelbare
mechanische Bedeutung, sondern sind nur Faktoren fiir
die gewahlten Richtungsvektoren. Die Betrage der
gesuchten Kréfte folgen aus der Beziehung:

E=L o F-Fn
In|

Fir das vorliegende Beispiel ergibt sich:
|mi| = V22452 = /29
|ng| = /32412 = /10
= F, = 3,846 /29 = 20,71 kN
F, = 10,77 - /10 = 34,06 kN

Die Kraftvektoren sind:

F, F}ﬁ 3,846-H =
5
10,77 - m =

7.692| Und
19,23

32,31
10,77

1

ol
I
I’\)j.h
= ©,
I

2.3

Nach Abschnitt 1.6 ist ein zentrales Kréftesystem im
Gleichgewicht, wenn die Resultierende des Kréftesys-
tems gleich null ist.

Gleichgewicht am Punkt

R=)F=0 (2.1)

Die Resultierende eines zentralen Kraftesystems ergibt
sich zeichnerisch aus der Konstruktion des Kraftecks.
Gelangt man mit der Spitze des letzten Kraftvektors wie-
der an den Anfangspunkt des ersten Kraftpfeils, so ver-
bleibt keine Resultierende. Das Krafteck ist geschlossen.

Rechnerisch folgt aus Gl. (2.1) der obigen Bedingung,
dass alle Komponenten der Resultierenden gleich null
sein miussen. Aus dieser Bedingung ergeben sich in der
Ebene zwei skalare Gleichungen:

ZFXIZQ ZFyIZO

Fir den Fall des rdumlichen zentralen Kraftesystems
kommt als dritte Gleichung noch > F,; = 0 hinzu.

Ist ein zentrales Kraftesystem gegeben, lasst sich durch
Reduktion feststellen, ob eine Resultierende verbleibt
oder ob diese gleich null ist, also Gleichgewicht herrscht.

Die Aufgabenstellung sieht in der Regel aber anders
aus. Es sind einige Kréafte gegeben und einige Kréfte
sind unbekannt. Die Fragestellung ist nunmehr, wie grof3
diese unbekannten Krafte sind, damit Gleichgewicht vor-
handen ist. Die gegebenen Kréafte sind die auf einen Koér-
per einwirkenden Aktionskrafte, die unbekannten die
Reaktionskréafte.

Beispiel 2.3

Die in Bild 2.8 dargestellte Skizze ist das statische Sys-
tem einer Konstruktion. Es besteht aus zwei Staben, die
im Punkt A durch ein Gelenk verbunden sind. Beide
Stabe sind am anderen Ende so befestigt, dass sie sich
frei verdrehen kénnen.

Solch eine Befestigung nennt man (gelenkiges) Auflager,
es wird durch ein Symbol dargestellt. Die Gelenke wer-
den als véllig reibungsfrei und die Stabe als gewichtslos
vorausgesetzt. Dieses statische System stellt also das
Ergebnis einer Idealisierung dar.
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Die Stdbe kénnen durch den beidseitig gelenkigen
Anschluss nur Krafte in Richtung ihrer Achse Ubertra-
gen. Die Aufgabe besteht nun darin, die GréBe dieser
Kréfte zu ermitteln.

--+— O———O—»
Stabe (beidseitig Gelenke) Ubertragen
nur Kréfte in Richtung ihrer Achse

.. Auflager

L

PR

Bild 2.8 Ausleger mit Gewichtskraft

Um die Stabkrafte berechnen zu kdnnen, missen diese
zunéchst durch Anwendung des Schnittprinzips sichtbar
gemacht werden. Dies geschieht mit einem gedankli-
chen Schnitt durch beide Stabe, durch den der Punkt A
vom Rest des System voéllig abgetrennt wird, siehe Bild
2.9.

Durch das Zertrennen eines Stabes werden die Bindun-
gen zwischen den beiden Stabteilen zerstort. Die zer-
stérten Bindungen werden durch von auB3en wirkende
Krafte ersetzt. Da diese Krafte durch einen Schnitt sicht-
bar gemacht werden, nennt man sie Schnittkrafte.

>\%>\S1 %
Reaktionen ¢

Schnittkrafte // :

j)@ | A
S, S | S

| G = 10 kN
Aktion

Sy

Bild 2.9 Schnittbild

Nach dem Reaktionsaxiom sind Schnittkrafte immer
gleich grof3 und von entgegengesetzter Richtung. Die
Kraft S;, die im Punkt A angreift (zieht), ersetzt die Wir-
kung, die der abgetrennte obere Teil des Stabes auf den
unteren ausubt.

Es wirken nun im Punkt A die beiden freigelegten unbe-
kannten Schnittkrafte S; und S, sowie die vorgege-
bene Kraft G. Die drei Kréafte bilden ein zentrales Kraf-
tesystem, da sie sich alle im Punkt A schneiden. Die

GroRe der Krafte soll nun so bestimmt werden, dass der
Punkt A in Ruhe bleibt, also Gleichgewicht herrscht. Dies
ist dann der Fall, wenn die Resultierende des Kraftesys-
tems, also die Summe aller drei Krafte, gleich null ist.

Zeichnerische Losung:

Um die Kraftesumme zeichnerisch zu bilden, missen
alle drei Kraftpfeile nach ihrer Richtung und Lange hin-
tereinander gezeichnet werden. Da nur die Kraft G
bekannt ist, muss sie zuerst gezeichnet werden.

An die Spitze dieser Kraft wird nun die nachste Kraft
gezeichnet, wobei es gleichgiltig ist, ob zunéachst S,
oder S, gewahlt wird. Von beiden Kraften ist nur die
Richtung bekannt, sie ergibt sich aus dem Lageplan
durch die Geometrie der Stabe. Wir wahlen zunéchst S,
und zeichnen die Wirkungslinie dieser Kraft durch die
Spitze von G, siehe Bild 2.10.
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Bild 2.10 Konstruktion des Kraftecks, Schritt 1

Da die Resultierende gleich null sein muss, mussen wir
mit der Spitze der dritten Kraft S; zum Anfangspunkt
von G gelangen, damit sich das Krafteck schlieBt. Die
bekannte Wirkungslinie von S; wird darum aus dem
Lageplan parallel durch diesen Punkt verschoben, wie in
Bild 2.11 dargestellt ist.
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Bild 2.11 Konstruktion des Kraftecks, Schritt 2

Aus dem Schnittpunkt der beiden Wirkungslinien folgt
die GréBe und der Richtungssinn der gesuchten Kréfte
nach Bild 2.12. Die Pfeilrichtungen der Kréafte ergeben
sich dadurch, dass ein einheitlicher Umfahrungssinn vor-



