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Vorwort

Die Optik erklart die physikalischen Eigenschaften des Lichtes und wie diese techno-
logisch genutzt werden kénnen. Die optischen Technologien sind zum einen Schliis-
seltechnologien, weil sie die Grundlage von sehr vielen technischen Anwendungen
sind, und zum anderen Querschnittstechnologien, weil sie in vielen anderen Tech-
nologien Verwendung finden. Die Optik ist aus diesen Griinden einer der ganz wichti-
gen, weltweit wirksamen Innovations- und Erfolgstreiber.

Das vorliegende Werk hat zwei Teile. Der erste Teil erklirt in den ersten sieben Kapi-
teln die physikalischen Grundlagen des Werkes, mit denen der Leser den zweiten
Teil, die Anwendungsbereiche in den Kapiteln 8 bis 14, besser verstehen kann.

Der Grundlagenteil des Werkes hat folgende Kapitel: Nach einer Einleitung im ers-
ten Kapitel werden im zweiten Kapitel die Grundlagen der geometrischen Optik dar-
gestellt. Dieses Kapitel befasst sich im Wesentlichen mit der Natur des Lichtes, mit der
Reflexion und Brechung von Lichtstrahlen, der Abbildung durch Linsen und Spiegel,
der Berechnungsmethoden von optischen Systemen, den Abbildungsfehlern und den
Grundlagen der optischen Instrumente. Das dritte Kapitel ist der Radio- und Foto-
metrie gewidmet. Dort werden die strahlungsphysikalischen und lichttechnischen
Grofien sowie die Farbmetrik behandelt. Im vierten Kapitel wird die Wellenoptik
vermittelt. Dazu werden die elektromagnetischen Wellen vorgestellt, die Polarisation,
Interferenz und Beugung besprochen sowie die Eigenschaften der Gauf$’schen Strah-
len erldutert. Das fiinfte Kapitel widmet sich der Quantenoptik, d.h. den Lichtquan-
ten (Photonen), dem Welle-Teilchen-Dualismus, der Absorption und Emission von
Licht und den Grundlagen des Laser-Prinzips. Die Optoelektronik im sechsten Kapi-
tel behandelt die Halbleiterbauelemente, die in der optischen Nachrichtentechnik
eingesetzt werden, wie LEDs, Halbleiterlaser und die verschiedenen Spielformen der
Fotodioden. Das siebte Kapitel zeigt die Eigenschaften der Lichtwellenleiter auf.
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Vorwort

Im Anwendungsteil des Werkes werden die wichtigsten technischen Anwendun-
gen der Optik behandelt. Das Kapitel 8 ist der Beleuchtungstechnik gewidmet. Dieses
oft vernachléssigte Kapitel behandelt ausfiihrlich die optischen Systeme zur Beleuch-
tung in Innen- und Auffenrdumen sowie die Methoden zur Simulation und Berech-
nung von Beleuchtungssystemen. In einem besonderen Abschnitt sind die Effekte
der Lichtverschmutzung und der biologischen Wirkung von Licht auf den Menschen
beschrieben. Ganz wichtige Anwendungsbereiche sind die Laseranwendungen in
Kapitel 9. Neben dem Einsatz der Laser im Maschinen- und Apparatebau und der
Materialbearbeitung werden die Lasereinsédtze in der Kommunikationstechnik, der
Biologie und Medizin sowie in Konsumgiitern und der Unterhaltung vorgestellt. Kapi-
tel 10 ist den optischen Sensoren und der Messtechnik gewidmet und Kapitel 11 der
optischen Geriatetechnik wie Kameras, fernoptische und astronomische Gerate, Mi-
kroskope und Optometrie. Besonderes Gewicht wurde auf die Spektralapparate und
Spektrofotometer gelegt, weil diese Anwendungen in der engen Verzahnung von The-
orie und Praxis in der Literatur kaum behandelt werden. Kapitel 12 behandelt die
bildgebenden Verfahren, die vor allem in den Materialwissenschaften, der Biologie
und Medizin eine wichtige Rolle spielen. In Kapitel 13 werden die Verfahren des opti-
schen Designs und der optischen Simulation vorgestellt, mit denen komplexe opti-
sche Systeme geplant und entworfen werden kénnen. Den optischen Phianomenen
widmet sich Kapitel 14. Hier werden die faszinierenden Bereiche der optischen Tau-
schungen systematisch vorgestellt und Erkldrungen versucht. In Kapitel 15 sind die
wichtigsten Normen der Optik zusammengestellt.

Das vorliegende Buch ist als Kompendium und Nachschlagewerk fiir Studierende und
Praktiker geschrieben. Viele Ingenieure und Naturwissenschaftler begegnen im Laufe
Threr Karriere optischen Fragestellungen. Diese befriedigend zu beantworten und die
optischen Technologien nutzbringend und erfolgreich einzusetzen, ist ebenfalls ein
Ziel dieses Werkes. Seine Ubersichtlichkeit und seine klaren Strukturen helfen dem
Leser dabei.

Fir die sachkundige und konstruktive Mitarbeit méchten wir uns bei allen Autoren
herzlich bedanken. Ohne die Expertise von nahezu 20 Persénlichkeiten aus der Praxis
ware dieses Werk in seiner Praxisndhe unmdglich gewesen. Diese Autoren haben ihre
Freizeit geopfert und viel Zeit investiert, um ihre Leser von den Gebieten zu begeis-
tern, denen sie in ihrer taglichen Praxis begegnen. Mdge ein Teil dieser Begeisterung
der Autoren auch auf die Leser tiberspringen und sie motivieren, sich von der Faszi-
nation des Lichtes anstecken zu lassen, um auf diesem Gebiet innovativ und erfolg-
reich wirken zu kénnen. Unser Dank gilt aber auch den Mitarbeitern des Fachbuch-
verlages Leipzig im Carl Hanser Verlag. Besonderen Dank schulden wir Frau Ute
Eckardt und Herrn Philipp Thorwirth vom Lektorat sowie Frau Katrin Wulst, die viele
unserer Bilder auf ihre drucktechnische Realisierung priifte und entsprechend an-
passte. Sie haben das Werk in allen Phasen der Entstehung motivierend, freundlich
und kompetent begleitet. Ganz besonders bedanken mdchten wir uns bei unseren
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Ehefrauen, die wieder einmal unsere Leidenschaft, gute Biicher zu schreiben, unter-
stiitzt haben, uns die nétige Zeit einrdumten und auf uns oftmals verzichten mussten.

Allen Leserinnen und Lesern wiinschen wir, dass sie mit dem Wissen und den Infor-
mationen dieses Taschenbuches ihre Aufgaben schnell, effizient und erfolgreich 16sen
konnen. Mogen sie aber auch von der Faszination der Optik inspiriert werden, auf
diesem Gebiet innovative und Nutzen stiftende Anwendungen zu entwickeln. Fur
Hinweise und Verbesserungen sind wir stets dankbar.

Aalen und Koéngen, im Februar 2017
Ekbert Hering
Rolf Martin

Vorwort zur dritten Auflage

Die zweite Auflage des Werkes ,,Optik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler« hat
im Markt eine hervorragende Resonanz gefunden. Von der Leserschaft, bestehend aus
Studierenden und mit optischen Fragestellungen in der Praxis befassten Personen, er-
hielten wir grofie Anerkennung. Deshalb haben wir auch die Gliederung des Werkes
beibehalten. Die Riickmeldungen unserer Leserschaft haben wesentliche Verbesse-
rungen und Aktualisierungen bewirkt. Dafiir m6chten wir uns sehr herzlich bedanken.
Wichtig war uns eine bessere Vernetzung der Grundlagen- mit den Anwendungskapi-
teln. Dies konnten wir durch vermehrte Querverweise in den Kapiteln sicherstellen.
Sie stellen einen grofien Mehrwert fiir die Leserinnen und Leser dar. In der neuen
Auflage konnten auch Belange des ,barrierefreien Zugangs“ berticksichtigt werden.

Eine der wichtigsten Neuerungen ist die Einfiihrung von farbigen Darstellungen. Das
Werk wurde deshalb optisch stark aufgewertet sowie pddagogisch und didaktisch ein-
préagsamer gestaltet. Es wird Freude bereiten, das Werk zu studieren und die Strahl-
kraft und die Faszination des Lichtes zu spiiren.

Fiir die ersten sieben Grundlagenkapitel hat Rolf Martin ein Ubungsbuch mit dem
Titel ,,Optik in Ingenieur- und Naturwissenschaften — Aufgaben und Losungen“ entwi-
ckelt. Dort sind zu jedem Kapitel passende Aufgaben mit ausfiihrlichen Lésungen mit
Beziligen zum vorliegenden Buch zu finden. Sie ermdglichen ein tieferes Verstdndnis
der optischen Grundlagen.

Unser Dank gilt den vielen Optik-Experten aus der Praxis, die fiir diese Auflage ihre
Texte und Bilder aktualisiert und verbessert haben. Danken mdchten wir aber auch
der Geschéftsleitung des Hanser-Verlages, die uns die Einfithrung der Farbgebung in
der Druckausgabe ermoglicht. Besonderen Dank schulden wir unserer Lektorin Nata-
lia Silakova, die uns bei der farblichen Umsetzung und Neugestaltung der Texte stets
kompetent unterstiitzt hat.
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Wir wiinschen allen Leserinnen und Lesern ein motivierendes Studium dieses Wer-
kes, um ihre Aufgaben erfolgreich zum Wohle der Gesellschaft 16sen sowie weitere
innovative Anwendungen entwickeln zu kénnen. Gerne nehmen wir Hinweise auf
neue Anwendungsgebiete sowie Vorschldge zur Verbesserung unserer Ausfithrungen
entgegen.

Heubach und Kongen, im April 2026

Ekbert Hering

Rolf Martin

Nachruf

Ekbert Hering, mein langjadhriger Freund und Weggenosse beim Schreiben von Fach-
biichern, hat leider die Drucklegung dieser dritten Auflage nicht mehr erlebt. Wir
verlieren durch seinen Tod einen exzellenten Fachmann auf dem Gebiet der opti-
schen Technologien, der die Gestaltung dieses Buches ganz wesentlich verantwortet
hat. Es ist mir ein besonderes Anliegen, das Werk in seinem Sinne fortzufiihren.

Kongen im Juli 2026
Rolf Martin
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Einleitung

Die Optik befasst sich mit der Entstehung, Ausbreitung und Absorption von Licht. Das
Wesen des Lichts hat bereits verschiedene Deutungen erfahren. Insbesondere die Phé-
nomene der Interferenz und Beugung fiihrten zur Wellentheorie des Lichts (C. Huy-
gens, T. Young, A. Fresnel). Die Experimente von Malus zur Polarisation zeigten, dass
es sich um eine Transversalwelle handeln muss. Schliefdlich erkannte J.C. Maxwell,
dass Licht eine elektromagnetische Transversalwelle ist. Experimente im Zusammen-
hang mit der Absorption und Emission von Licht fithrten Einstein zur Lichtquantenhy-
pothese. Danach findet der Energieaustausch zwischen einem Strahlungsfeld und Ma-
terie in ganzen Quanten statt. Der Dualismus Teilchen/Welle wurde schliefslich im Rah-
men der Quantenelektrodynamik zu einer einheitlichen Theorie zusammengefiihrt.

Bild 1.1 zeigt die in der Optik relevanten Wellenldngenbereiche. Das sichtbare Licht
(VIS, visible spectrum) erstreckt sich von 380 nm bis 780 nm. Die zugehorigen Fre-
quenzen betragen einige Hundert Terahertz. Die benachbarten Spektralgebiete sind
die ultraviolette Strahlung (UV, 100 nm bis 380 nm) sowie die infrarote Strahlung (IR,

780nm bis 1 mm). Inshesondere das nahe Infrarot ist von grofser Bedeutung fiir die
Optoelektronik.
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Geometrische Optik

Wenn Beugungseffekte keine Rolle spielen — das ist der Fall, wenn die Objekte grof3
sind gegeniiber der Wellenlédnge —, dann kann die Ausbreitung des Lichts durch Strah-
len beschrieben werden, was in der geometrischen Optik oder Strahlenoptik behan-
delt wird.

2.1 Lichtstrahlen, optische Abbildung

Im homogenen und isotropen Raum sendet ein leuchtender Objektpunkt O (Bild 2.1)
eine Kugelwelle aus. Strahlen sind Normalen auf den kugelférmigen Wellenfldchen
(Abschnitt 4.1). Sie breiten sich im homogenen Raum vom Gegenstandspunkt geradli-
nig aus. Werden beispielsweise durch eine Linse die Wellenflachen so transformiert,
dass sie wieder auf einen Punkt zulaufen, dann konvergieren die Strahlen ebenfalls
in diesem Bildpunkt O".

Treffen sich die Strahlen wirklich wie in Bild 2.1 a) in einem Punkt, so kann das Bild
beispielsweise auf einer Mattscheibe aufgefangen werden; es entsteht ein reelles Bild.
Divergieren die Strahlen wie in Bild 2.1b), so schneiden sich die gestrichelten riick-
wartigen Verldngerungen im virtuellen Bildpunkt O’. Obwohl das Bild nicht real exis-
tiert, kann es ein Beobachter durchaus sehen, wenn die Augenlinse die divergieren-
den Strahlen wieder auf der Netzhaut zu einem reellen Bild vereinigt.



2.2 Fermat’sches Prinzip

a)

Bild 2.1 Abbildungen durch Strahlen; a) reelles, b) virtuelles Bild

2.2 Fermat’'sches Prinzip

Pierre Fermat stellte ein fundamentales Extremalprinzip auf:

Ein Lichtstrahl nimmt zwischen zwei Punkten A und B den Weg, bei dem die bené-
tigte Zeit ein Extremum (meist Minimum) ist.

In einer Anordnung nach Bild 2.2 ist die Zeit, die das Licht von A nach B benétigt,

S S S S. Si
_S1,82, 88 S NS

t=
C1 Cy C3 Cq Ci

Die Lichtgeschwindigkeit ¢ innerhalb eines Mediums ist verkniipft mit der Vakuum-
lichtgeschwindigkeit ¢, durch die Brechzahl n (Brechungsindex)

n=— (2.1)

Damit wird die vom Licht bendtigte Zeit
t—l(ns+ns+ns+ns)—1Zns- 2.2)
= % 181 + N2S2 +N3S3 44—CO i Si .

Nach dem Fermat’schen Prinzip muss gelten

[="n;s; =Min! 2.3)
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l wird als optischer Weg bezeichnet. Wenn sich der Brechungsindex ldngs des Weges
andert, gilt

B
l= / n(s) ds = Min! 2.9
A
A
) ny, ¢,
Sz\ ny, ¢
s3\ ns, c3 Bild2.2

Weg eines Lichtstrahls durch Schichten aus
SN\ N4, C4 verschiedenen Medien
si geometrischer Weg im Medium i, n;: Brechzahl des
B Mediums j, ¢i: Lichtgeschwindigkeit im Medium i

Nach Fermat ist der Weg eines Lichtstrahls also so, dass nicht der geometrische Weg
zwischen zwei Punkten ein Extremum wird, sondern der optische Weg.
Bei der Abbildung eines Objektpunktes O in einen Bildpunkt O’ (Bild 2.1) gilt nach

dem Fermat’schen Prinzip, dass fiir alle an der Abbildung teilnehmenden Strahlen
der optische Weg gleich lang sein muss.

2.3 Reflexion von Lichtstrahlen

2.3.1 Reflexion an ebenen Flachen

Der Lichtweg eines Strahls, der an einer ebenen spiegelnden Flache reflektiert wird,
folgt unmittelbar aus dem Fermat’schen Prinzip (Bild 2.3 a). Von den unendlich vielen
denkbaren Lichtwegen von A nach B ist der Weg, bei dem die beiden Winkel € und ¢,
gleich sind, der kiirzeste. Es gilt das Reflexionsgesetz (Bild 2.3 b):

Einfallender Strahl, reflektierter Strahl sowie das Lot auf die Flache im Auftreff-
punkt liegen in einer Ebene; der Einfallswinkel € und der Reflexionswinkel ¢, sind
betragsmaRig gleich grof3.




2.3 Reflexion von Lichtstrahlen

Lot
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Bild 2.3 Reflexion an einer ebenen Grenzflache

Mit den in der technischen Optik nach DIN 1335 iiblichen Vorzeichen flir Winkel ist
€>0und &,<0. Damit lautet das Reflexionsgesetz:

& = —¢€ (2.5)

Bild 2.4 zeigt die Bildentstehung am ebenen Spiegel. Von den unendlich vielen Strah-
len, die der Gegenstandspunkt O aussendet, treten die innerhalb des schraffierten
Kegels laufenden ins Auge eines Betrachters ein. Die nach riickwérts verlangerten
Strahlen ergeben den virtuellen Bildpunkt O’. Gegenstandspunkt O und Bildpunkt O’
liegen also auf derselben Normalen zur Spiegelebene und haben von dieser den glei-
chen Abstand, sie sind ,spiegelsymmetrisch®.
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Technisch besonders interessant ist der Winkelspiegel mit einem Winkel von 90°
(Bild 2.5 a). Unabhéngig vom Einfallswinkel ist nach zwei Reflexionen der ausfallende
Strahl parallel zum einfallenden, falls alle Strahlen in der Zeichenebene verlaufen.

Bild 2.4
Bildentstehung am ebenen Spiegel

Bringt man noch eine dritte Flache senkrecht zu den beiden anderen an, so wie die
Flachen in einer Wiirfelecke, dann wird jeder beliebig einfallende Strahl nach drei
Reflexionen parallel zu sich selbst reflektiert (Bild 2.5b). Derartige Tripelspiegel wer-
den beispielsweise als Ruckstrahler an Fahrzeugen eingesetzt sowie zur optischen
Entfernungsmessung (Bild 10.61).
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1 90°

/Z

Bild 2.5 Reflexion an a) 90°-Winkelspiegel, b) Tripelspiegel

2.3.2 Reflexion an gekrimmten Flachen

Bei gekrimmten Flachen gilt das Reflexionsgesetz unverdndert, wenn im Auftreff-
punkt eines Strahls eine Tangentialebene und senkrecht dazu das Lot errichtet wer-
den. Besonders interessante Eigenschaften haben Flachen in Form eines Kegelschnitts
(Bild 2.6).

a) b)

AN
™~
Fr1ny

Bild 2.6 Spiegel mit Kegelschnittflachen; a) Ellipsoid, b) Paraboloid

Der Ellipsoidspiegel hat zwei Brennpunkte. Wenn eine punktfdrmige Lichtquelle in
einem Brennpunkt sitzt, so werden alle von ihr ausgehenden Strahlen, die den Spiegel
treffen, im zweiten Brennpunkt fokussiert. Sitzt beim Paraboloidspiegel eine punkt-
formige Lichtquelle im Brennpunkt, so verlassen die Strahlen den Spiegel als Parallel-
biindel parallel zur optischen Achse (Rotationssymmetrieachse). Wegen der grund-
satzlichen Umkehrbarkeit des Strahlengangs werden parallel zur optischen Achse in
einen Parabolspiegel einfallende Strahlen im Brennpunkt fokussiert.
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Die grofite praktische Bedeutung haben Spiegel mit kugelférmiger Fldche. Der sphdiri-
sche Hohl- oder Konkavspiegel ist eine innen verspiegelte Kugelkalotte (Bild 2.7).

r /
Bild 2.7 Reflexion eines paraxialen Strahls parallel zur optischen Achse CS

am Hohlspiegel
C: Krimmungsmittelpunkt, F: Brennpunkt, S: Scheitel, f: Brennweite, r: Krimmungsradius

Fallt ein weit gedffnetes paralleles Strahlenbiindel in einen Hohlspiegel, so treffen
sich nicht alle Strahlen in einem Brennpunkt wie beim Paraboloidspiegel. Verlaufen
jedoch die Strahlen relativ nahe an der optischen Achse, sogenannte Paraxialstrahlen,
so werden mit guter Naherung alle im Brennpunkt fokussiert. Fiir kleine Winkel &
(Bild 2.7) wird die Brennweite

f = r (2.6)

Nach den Vorzeichenregeln der technischen Optik in DIN 1335 (s. Abschnitt 2.5) sind
die vom Scheitel S aus nach links gerichteten Strecken negativ, d.h., f <0, r<0.

. Py
g II b =~
I
] Al
xr \ '
S anf i Uam"
0] C o EF’
— o
a l \\ & uf
r
a JARN

Bild 2.8 Abbildung eines Objektpunktes O auf der optischen Achse eines Hohlspiegels,
r<0, f'<0. Rechts ist gestrichelt der aufgefaltete Strahlengang gezeichnet
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Die Abbildung eines leuchtenden Objektpunktes auf der optischen Achse eines Hohl-
spiegels ist in Bild 2.8 dargestellt. Um den Bildpunkt O’ zu finden, gentgt es, wenn
zwei von O ausgehende Strahlen verfolgt werden. An ihrem Schnittpunkt liegt der
Bildpunkt O’. Einer dieser Strahlen ist die optische Achse selbst, der andere wird ge-
maf Reflexionsgesetz konstruiert. Eine kurze trigonometrische Rechnung zeigt, dass
bei kleinen Winkeln &, also bei der Verwendung von paraxialen Strahlen, Gegen-
standsweite a und Bildweite a’ mit der Brennweite f verkniipft sind durch die Abbil-
dungsgleichung des Hohlspiegels:

1 1 1

p + P 17, 2.7
Beim Durchrechnen von Strahlengéngen ist es haufig zweckméaflig, zum aufgefalteten
Strahlengang tiberzugehen. Dabei wird der aufgefaltete Bildpunkt O] . symmetrisch
zu O’ hinter dem Spiegel gezeichnet. Bei Auffaltung gilt die Abbildungsgleichung

_ 1 (2.8)

mit f7 =-%=-f">0

Bei der Abbildung eines ausgedehnten Gegenstandes, dargestellt als Pfeil OP in Bild 2.9,
gentuigt es, zwei ausgewdihlte Strahlen von der Pfeilspitze aus zu verfolgen. Dabei wird
ausgenutzt, dass Strahlen parallel zur optischen Achse (z-Achse) nach der Reflexion
am Spiegel durch den Brennpunkt gehen und umgekehrt. Fiir achsennahe Strahlen
(Paraxialstrahlen) erfolgt die Reflexion praktisch an der y-Achse. Ein dritter Strahl
von der Pfeilspitze zum Scheitel S wird unter dem gleichen Winkel relativ zur z-Achse
reflektiert. Der Zusammenhang zwischen Objektgréfie y und Bildgrofie y” folgt direkt

aus den Strahlensdtzen. Der Abbildungsmajsstab bzw. die Lateralvergréfserung betragt

B = yy = _% 2.9)

Mithilfe der Abbildungsgleichung ergibt sich

g ¥ _ S 1
y Fa i-df

(2.10)
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P \ &
y \
o’ F’ S auf o'
0 . — T
—
P’ P’
A |
a

Bild 2.9 Abbildung eines ausgedehnten Gegenstandes durch einen Hohlspiegel mit-
tels Paraxialstrahlen. Der aufgefaltete Strahlengang ist gestrichelt

Wenn der Gegenstand zwischen Brennpunkt und Scheitel steht, entsteht ein virtuel-

les Bild (Bild 2.10).

—

— |y'
S l

6,
a a' I

Bild 2.10 Abbildung eines Gegenstandes innerhalb der Brennweite des Hohlspiegels.

Das Bild ist virtuell, aufrecht und vergréRert

Je nach Abstand des Gegenstandes vom Spiegel ergeben sich die in Tabelle 2.1 zusam-

mengestellten Verhéltnisse.

Tabelle 2.1 Abbildungsverhaltnisse beim Hohlspiegel

la|>2]|f] Ifl<lal<2|f|
a=2f a’=2f
2|f>lal>|f] la’|>2|f]
a=f a’'=x

lal <If] a’>0

_ﬁ’<‘|
_ﬁ’= 1
_ﬁ’>1

umgekehrt, reell
umgekehrt, reell
umgekehrt, reell
Bild im Unendlichen

aufrecht, virtuell
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— Beispiel 2.1

— Mit einem Hohlspiegel von 10 m Krimmungsradius soll ein Bild der Sonne erzeugt
werden. Wo befindet sich das Bild und wie grof3 ist es, wenn die Sonne von der
Erde aus unter einem Sehwinkel von ¢ =32’ erscheint?

\V\F'
/

Die Sonne ist praktisch unendlich weit entfernt. Dadurch entsteht ihr Bild in der
Brennebene des Spiegels, d.h. 5m vor dem Spiegel. Strahlen, die vom Sonnen-
rand durch den Brennpunkt gehen, werden nach der Reflexion am Spiegel zu ach-
senparallelen Strahlen und bestimmen dadurch die GréRRe des Bildes. Fur den
Bilddurchmesser ergibt sich

d'=|f]-9=5m-9,31-10"rad =46,6 mm

au

K

Beim sphdrischen Wolb- oder Konvexspiegel ist die Aufienseite einer Kugelkalotte ver-
spiegelt. Die Abbildungsgleichungen fiir den Hohlspiegel behalten ihre Giiltigkeit, ledig-
lich die Brennweite und der Krimmungsradius werden jetzt positiv:

f = g @2.11)
mitr>0

Das Bild ist beim Wolbspiegel immer aufrecht, verkleinert und virtuell (Bild 2.11). Er
wird gerne benutzt als Riickspiegel beim Kraftfahrzeug. Der Wolbspiegel macht zwar
verkleinerte Bilder der Umwelt, besitzt aber ein grofies Gesichtsfeld.

P
T
T
y S P
=,
. S i Bild 2.11
0 0 Bildentstehung beim
|——7 a a'—-—|

Wolbspiegel. Das Bild
' ist virtuell, aufrecht und
verkleinert




2.4 Brechung des Lichts

1

2.4 Brechung des Lichts

2.4.1 Brechungsgesetz

Wenn eine Lichtwelle schief auf eine Grenzflache zulduft, die Medien mit verschie-
denen Phasengeschwindigkeiten trennt, dann dndert die Welle ihre Laufrichtung
(Bild 2.12). Dadurch &ndert sich auch die Richtung der Lichtstrahlen, sie werden ge-
brochen. Die Richtungsdnderung kann sowohl mit der Methode der Huygens’schen
Elementarwellen (mehr dazu in Abschnitt4.5.1) als auch mit dem Fermat’schen Prin-
zip berechnet werden.

a) b)

1| &

7 I\o 7 7# #
%%3%8;-/%,/%;
v Py u s 7,7
%% o \% Y #
A AN I

% 7
%%%% v |7 v g7
vy # 27 N,y

Bild 2.12 Brechung des Lichts; a) Wellenflachen mit Huygens'schen Elementarwellen,
b) Richtungen von einfallendem, reflektiertem und gebrochenem Strahl, c) Brechung
eines Laserstrahls an der Grenzflache Luft/PMMA
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Wenn die Lichtgeschwindigkeiten in den beiden Medien mit ¢; und ¢, bezeichnet wer-
den, dann folgt fir die Winkel relativ zum Lot:

sing; €

sin g5 ¢y

(2.12)

Mithilfe der bereits in Formel 2.1 definierten Brechzahl n = cy/c lasst sich das Bre-
chungsgesetz schreiben als

ny sin €1 = ny sin & (2.13)

was als Snellius’sches Brechungsgesetz bekannt ist. Tritt der Lichtstrahl durch wei-
tere Grenzflachen, so gilt

ny sin &1 = ny sin & =n3 sin &3... (2.14)
oder
n sin € = konst (2.15)

Das Produkt aus Brechzahl und Sinus des Winkels zwischen Lichtstrahl und Lot
bleibt bei einer Brechung konstant. Es ist eine Invariante der Brechung.

2.4.2 Dispersion

Die Lichtgeschwindigkeit im Innern eines Materials ist nicht konstant, sondern hangt
u.a. von der Wellenldnge ab. Dadurch wird der Brechungsindex auch abhéngig von
der Wellenldnge bzw. Farbe des Lichts, was als Dispersion bezeichnet wird (die Ursa-
che derselben wird in Abschnitt 4.3.4 erldutert). Auf diesem Effekt beruht die Zerlegung
des Lichts in seine Spektralfarben mithilfe eines Prismenspektrometers (Bild 2.13).

W Roy
“ay

Bild 2.13 Brechung von weil3em Licht an einem Prisma
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Zur Charakterisierung der Stirke der Dispersion eines Glases wird die Abbe-Zahl her-
angezogen:

ng—1
Vg = —4—— (2.16)
ng — nc¢
oder
ne—1
Ve = ——— (2.17)
ngr — ner

Die Indizes beschreiben verschiedene Spektrallinien (Fraunhofer-Linien), deren Wel-
lenldngen in Tabelle 2.2 zusammengestellt sind. Glidser mit grofer Abbe-Zahl zeigen
geringe Dispersion. Gldser mit v4> 55 heifSen Kronglédser. Glaser mit v4 <50 heifsen Flint-
glaser; sie zeigen eine starke Dispersion.

Tabelle 2.2 Wellenlangen einiger Spektrallinien

F 486,133 blau, Wasserstoff
d 587,562 gelb, Helium
C 656,273 rot, Wasserstoff
F 479,991 blau, Cadmium
e 546,074 griin, Quecksilber
c 643,847 rot, Cadmium
1,470

n

1,465
\\n F
1,460
n \
nc
1,455

1,450 ~— Bild 2.14
\\ Brechungsindex von
1,445 - Quarzglas, berech-

net mithilfe der

Sellmeier-Gleichung
0,4 0,6 0,8 1 1,2 A/um 1,6 (Formel 2.18)

1,440
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Bei normaler Dispersion nimmt die Brechzahl mit zunehmender Wellenldnge ab
(Bild 2.14). Der Verlauf n(4) kann mit der Sellmeier-Gleichung (Formel 2.18) berechnet
werden. Die Koeffizienten B; und C; kénnen beispielsweise aus dem Glaskatalog der
Firma Schott fiir jede Glassorte entnommen werden.

2 /\2 )(2

+ By + B3 (2.18)

2
n“=1+B
Y2 Te, TR e, T e

Einen Uberblick liber die Eigenschaften optischer Gléser gestattet das Abbe-Diagramm
(Bild 2.15). Hier sind die Brechungsindizes der Glaser tiber der Abbe-Zahl aufgetra-
gen. Das Diagramm zeigt, dass hochbrechende Gldser meist auch starke Dispersion
zeigen und umgekehrt.

1,90

R4
1,85
1,80
1,75
LAK
1,70
[ ]
) 1,65
]
[] [ ] -
e * 1,60
®sK
PSK o e
o BAK | ss
[ ]
[ ]
PK o K
BK 1,50
b QG PMMA
el 1,45
80 Va 75 70 65 60 55 50 45 40 35 30 25 20

Bild 2.15 Abbe-Diagramm des Brechungsindex ny in Abhangigkeit von der Abbe-Zahl
vy, (Quelle: www.schott.com/advanced_optics), PS: Polystyrol, PMMA: Polymethylmeth-
acrylat (Plexiglas), QG: Quarzglas


http://www.schott.com/advanced_optics
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Die Bedeutung der Abkiirzungen verschiedener Glassorten ist in Tabelle 2.3 zusam-
mengestellt. Tabelle 2.4 zeigt die optischen Daten einiger ausgewdahlter Stoffe.

Tabelle 2.3 Bezeichnungen optischer Glaser

BAK Barytkron

BK Borkron

FK Fluorkron

K Kron

LAK Lanthankron
PK Phosphatkron
SK Schwerkron
SSK Schwerstkron

Tabelle 2.4 Brechzahl und Abbe-Zahl einiger Substanzen

BAF

BALF

BASF

F

KF

LAF

LASF

LF

LLF

SF

Barytflint
Barytleichtflint
Barytschwerflint
Flint

Kronflint
Lanthanflint
Lanthanschwerflint
Leichtflint
Doppelleichtflint

Schwerflint

= (R R TN

Fluorkronglas, FK5
Quarzglas
Borkronglas, BK7
Flintglas, F2
Schwerflintglas, SF6
Schwerflintglas, SF66

Luft (trocken, bei 20 °C
und 1013,25 hPa)

Ethylalkohol, C;HsOH
Wasser
Benzol, C¢He

Schwefelkohlenstoff, CS,

1,48749
1,45846
1,51680
1,62004
1,80518
1,92286

1,000277

1,3618
1,333041
1,50155

1,62804

70,41
67,79
64,17
36,37
25,43
20,88

89,3

55,8
55,6
30,1

18,4

487 704

458 678

517 642

620 364

805 254

923 209
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Glaser werden international mit einer sechsstelligen Codenummer charakterisiert:
XXXYYY, Wobei

xxX = (ng — 1) - 1000 (2.19)
und
yyy =vq - 10 (2.20)

2.4.3 Totalreflexion

Ein Lichtstrahl, der in einem optisch dichten Medium lduft, wird an der Grenzflache
zu einem optisch diinneren Medium totalreflektiert, wenn er relativ flach auf die
Grenzfliache trifft (streifender Einfall). Der Strahl a in Bild 2.16 wird sowohl reflek-
tiert, a,, als auch gebrochen, a’. Der Strahl g verlauft unter dem Grenzwinkel der Total-
reflexion &g sein gebrochener Strahl g’ verlduft tangential zur Grenzfldche, daneben
gibt es den reflektierten Strahl g,. Der Strahl t wird totalreflektiert, d.h., er besitzt
keinen gebrochenen Strahl mehr, sondern nur noch den reflektierten t,.

Nach dem Snellius’schen Brechungsgesetz gilt fiir den Grenzwinkel der Totalrefle-
xion n; sin g =n, sin 90° und damit

n
sin &g = n—j (2.20)
oder
n
gg = arcsin n_2 (2.21)
1

Eine interessante Anwendung der Totalreflexion ist die Fliihrung von Lichtwellen in
Lichtwellenleitern (Bild 2.17). Ein Lichtwellenleiter (LWL) besteht aus einem Kern mit
einer Brechzahl n,, der umgeben ist von einem Mantel mit geringerer Brechzahl n,.
Wenn die Lichtstrahlen geniigend flach auf die Grenzflache fallen, werden sie totalre-
flektiert und breiten sich zickzackférmig im Kern aus. Die Reflexion erfolgt vollkom-
men verlustfrei. Die Verluste der Glasfaser haben andere Griinde (Abschnitt 7.4).

Der Strahl in Bild 2.17 a), der unter dem Grenzwinkel g, auf die Kern-Mantel-Grenze
trifft, fallt unter dem Winkel © auf die Stirnfliche der Faser. Dieser grofitmaogliche
Winkel relativ zur optischen Achse wird als Akzeptanzwinkel bezeichnet und be-
stimmt sich aus

sin© = Ay = \[n} — nj (2.22)
Der Sinus des Offnungswinkels optischer Systeme wird auch als numerische Apertur,
Ay, bezeichnet. Strahlen, die mit einem groferen Winkel auf die Stirnfldche fallen, so
wie der gestrichelte in Bild 2.17 a), werden ausgekoppelt und nicht gefiihrt.
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a)

Bild 2.16 Brechung und Reflexion beim Ubergang vom optisch dichteren ins optisch
dunnere Medium, d. h., n; >n,, a) relevante Strahlen und Winkel, &;: Grenzwinkel der
Totalreflexion, b) Brechung eines Laserstrahls an der Grenzflaiche PMMA/Luft mit

&< g, C) Totalreflexion eines Laserstrahls an der Grenzflache PMMA/Luft mit &, > g,

Strahlen, die sich unter verschiedenen Winkeln (in der Sprache der Wellenlehre: ver-
schiedene Schwingungsmoden) im Kern ausbreiten, weisen unterschiedliche Laufzei-
ten auf. Diese Modendispersion macht eine Dateniibertragung mit hoher Bitrate nicht
moglich (Abschnitt7.5). Wesentlich gunstiger sind Fasern mit kontinuierlich verdn-
derlicher Brechzahl, sogenannte Gradientenfasern (Bild 2.17b). Bei einem parabel-
formigen Indexprofil n(r) verlaufen die Strahlen im Kern sinusférmig. Obwohl der
geometrische Weg fiir die weiter aufien verlaufenden Strahlen grofier ist als fir die
inneren, ist der optische Weg fiir alle Strahlen gleich und damit auch die Laufzeit der
Lichtpulse. Die Periodenlinge p ist fiir alle Strahlen gleich, d. h., alle treffen sich nach
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einer bestimmten Laufldnge. Die fokussierende Wirkung derartiger Gradientenglédser
wird ausgenutzt zur Herstellung von GRIN-Linsen (Graded Index, Abschnitt 2.6.4).

a)

_\e
7
/

7

Bild 2.17 Lichtwellenleiter; a) Stufenindexfaser, b) Gradientenfaser

2.4.4 Prismen

Prismen haben vielfdltige Anwendungen in der Optik. Beispielsweise kann die unver-
meidliche Dispersion des Lichts ausgenutzt werden, um Licht spektral zu zerlegen
(Bild 2.13, Formel 2.20). Eine andere Anwendung ist die Strahlumlenkung mittels Re-
flexionsprismen sowie die Bildumkehr bei optischen Abbildungen (Bild 2.19).

Bei gegebenem Prismenwinkel a kann der — formal negative — Ablenkungswinkel § in
Abhéngigkeit vom Einfallswinkel &; (Bild 2.18a) durch zweimaliges Anwenden des
Snellius’schen Brechungsgesetzes berechnet werden:

-8 = €] — o+ arcsin - cos « sin e’l] (2.23)

. n\z
sin « (—) —sin 8’1
nl

Bei symmetrischem Durchgang wird der Ablenkungswinkel minimal (Bild 2.18 b) und
betragt, wenn sich das Prisma an Luft befindet (n"=1):

Smin = o — 2 arcsin(n sin (a/2)) (2.24)
Bei kleinem brechendem Winkel a vereinfacht sich Formel 2.24 zu

Smin ® —a(n—1) (2.25)
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a)

Bild 2.18 Ablenkung eines Strahls an einem Prisma; a) beliebiger Einfallswinkel,
b) minimale Ablenkung. Die Winkel haben Vorzeichen gemafd DIN 1335

Die relative Winkeldifferenz zwischen blauem und rotem Licht (F- und C-Linie, Ta-
belle 2.2) bezogen auf gelbes Licht (d-Linie) entspricht bei kleinem Keilwinkel dem
Kehrwert der Abbe-Zahl.:

51:‘—5(: _ ng —nc _ 1

5. "1 7 (2.26)

Die Winkeldispersion, d.h. die Abhéngigkeit des minimalen Ablenkwinkels von der
Wellenlédnge, folgt fiir beliebige brechende Winkel o aus

d(Smin) _ d(Smin) ) @ __ 2 sin (a/2) ) @ _ _2 sin (ar/2) ) @ (2.27)

dA dn dA (1 _ nZsin? (a/2) da cos €] da

Die Materialdispersion dn/dA kann ndherungsweise mithilfe der Abbe-Zahl bestimmt
werden:

dn _An  ng-1

TRl YRy (2.28)

Damit wird der Winkelabstand zweier Spektrallinien, welche den Wellenldngenab-
stand AA voneinander haben

2 sin (a/2) ng—1 _ 2sin (a/2) ng—1

\J1-n2 sin? (a/2) ValAc=Ap) T cos € “va(Ac - )

' Beispiel 2.2

A(Spin) = -AX (2.29)

Wie grol3 ist die Winkeldifferenz, unter der bei einem Prisma aus SF6 mit brechen-
dem Winkel a=60° die C- und F-Linien auftreten, bei symmetrischem Durchgang?
Nach Tabelle 2.4 ist fur dieses Glas die Abbe-Zahl v4=25,43 und der Brechungs-
index nqy=1,80518. Damit ergibt sich nach Formel 2.29

1 0,80518

V1-1,805182-0,25 25:43

=0,0735rad = 4,21°

A(Smin) =
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Bild 2.19 zeigt einige Prismen zur Umlenkung des Strahlengangs oder zur Bildumkehr
in optischen Systemen. Die Bildlage wird durch ein L dargestellt, wobei der lange
Strich in der Zeichenebene liegt, der kurze darauf senkrecht steht. Wahrend beispiels-
weise beim einfachen rechtwinkligen Umkehrprisma und beim geradsichtigen Wende-
prisma oben und unten vertauscht wird, muss fiir eine vollstindige Bildumkehr auch
links und rechts vertauscht werden. Beim Porro’schen Prismensatz wird dies durch
ein zweites Prisma erreicht, dessen Hauptschnitt um 90° gegeniiber dem ersten ge-
dreht ist. Diese Art der Bildumkehr wird bei Prismenfeldstechern eingesetzt.

Umlenkprismen Umkehrprismen
rechtwinkliges rechtwinkliges Dachkantprisma
Umlenkprisma Umkehrprisma

i
(= .
L—1

L—1T L—T

Pentagonalprisma mit geradsichtiges Wende- Schmidt-Pechan-
konstanter Ablenkung prisma (Amici/Dove) Prisma

~90° &F%‘Q\

AN \J
S R
L—1T L — 1

Bauernfeind-Prisma mit Uppendahl-Prisma Porro-Prismen
konstanter Ablenkung

_’_l__
L —L L — ] L — ]

Bild 2.19 Prismen zur Strahlumlenkung und Bildumkehr. Die Grenzflachen mit
Schraffur sind verspiegelt

o
|
|
SR
N
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Eine vollstdndige Bildumkehr wird auch beim Dachkantprisma erreicht, dessen Hypo-
thenusenfldche Dachform besitzt. Im Gegensatz zu den Porro-Prismen wird die Bild-
umkehr bei den Prismensystemen nach Schmidt-Pechan sowie Uppendahl ohne
Strahlversatz erreicht. Beide benutzen je ein Dachkantprisma. Sie werden gerne in
modernen geradsichtigen Feldstechern eingesetzt. Das Pentagonalprisma sowie das
Bauernfeind’sche lenken den Strahl um 90° um, unabhéngig vom Einfallswinkel.

2.5 Brechung an gekriimmten Flachen

2.5.1 Aspharische Flachen

Bei einer optischen Abbildung sollten im Idealfall alle Strahlen, die von einem Objekt-
punkt ausgesandt werden, in einem Bildpunkt wieder zusammentreffen (Abschnitt 2.1).
Dies kann z. B. erreicht werden durch elliptische Spiegel (Abschnitt 2.3.2). Nutzt man
zur Strahlablenkung und Umformung der Wellenfldchen die Brechung an gekrimm-
ten Flachen aus, so kann dieses Ziel mit Flachen in Form von Kegelschnitten erreicht
werden (Abschnitt 13.1.9).

Bild 2.20 zeigt ein Beispiel, wie Strahlen, die von einem Objektpunkt O ausgehen, mit-
hilfe einer plankonvexen Linse zu einem parallelen Strahlenbiindel umgeformt wer-
den. Wenn dies fiir alle Strahlen gelten soll, die auf die gekriimmte Fldche fallen,
dann muss nach dem Fermat’schen Prinzip (Abschnitt 2.2) die Flachenform so ge-
wahlt werden, dass die optischen Wege OP, und OP, gleich sind. Es muss demnach
gelten

s+n(p-cose—s)=p
falls das Linsenmaterial den Brechungsindex n besitzt, wahrend die beidseitig der

Linse vorhandene Luft die Brechzahl n; =1 hat.

Fir die Lange OP, folgt daraus

s(n-1)
=— 2.30
P ncose—1 ( )
Dies ist die Gleichung einer Hyperbel in Polarkoordinaten. Die gesuchte Flachenform

ist daher ein Hyperboloid.
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4 b
p
B S
O
Pl z
s Bild 2.20
Erzeugung eines parallelen Strahlenbin-
N dels mithilfe einer hyperbolischen Plan-
konvexlinse

Mithilfe eines zweiten Hyperboloids kénnen die Parallelstrahlen wieder in einem
Punkt vereinigt werden. Wie Bild 2.21 illustriert, hat man damit erreicht, dass ein Ob-
jektpunkt O auf der optischen Achse in einen Bildpunkt O’ abgebildet wird. Die Abbil-
dung ist allerdings nur perfekt fiir einen definierten Objektabstand von der Linse und
den dazu gehérenden Bildabstand. Fir Punkte, die andere Gegenstandsweiten haben
oder nicht auf der optischen Achse liegen, wird die Abbildung nicht perfekt.

Bild 2.21 Fehlerfreie Abbildung eines Objektpunktes in einen Bildpunkt mithilfe
einer hyperbolischen Bikonvexlinse

Obwohl asphérische Flichen heute mit computergesteuerten Bearbeitungsmaschi-
nen hergestellt werden konnen, sind sie immer noch sehr aufwendig und teuer. Die
meisten Linsen werden daher mit Kugeloberfldchen (sphérische Flachen) ausgefiihrt.
Die unweigerlich damit verbundenen Abbildungsfehler sucht man durch Kombina-
tion verschieden geformter Linsen mit verschiedenen Materialien zu kompensieren.

2.5.2 Kugelflachen

2.5.2.1 Vorzeichenkonvention in der technischen Optik

Nach den Festlegungen der DIN 1335 wird die Lichtausbreitung in optischen Syste-
men in kartesischen Koordinatensystemen beschrieben. Die Lichtausbreitung erfolgt
von links nach rechts (vor einer etwaigen Reflexion) in Richtung der positiven z-Achse
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(Symmetrieachse, optische Achse). Die y-Achse steht senkrecht auf der z-Achse und
weist von unten nach oben. Strecken werden mit Richtungspfeilen (einseitigen Pfei-
len) gekennzeichnet. Sdmtliche Strecken, die vom Bezugspunkt aus nach links gerich-
tet sind, erhalten ein negatives Vorzeichen; solche, die nach rechts weisen, sind posi-
tiv. Als Beispiel zeigt Bild 2.22 die Vorzeichendefinition des Krimmungsradius von
Kugelflachen, der vom Scheitel S zum Zentrum C des Kreises weist.

,
/
(o S

Bild 2.22 Vorzeichen des Krummungsradius r und des Neigungswinkels o eines
Strahls

Die Strahlrichtungen werden durch Winkel relativ zu einem Bezugsschenkel angege-
ben. Schneidet der Strahl die optische Achse, so ist diese der Bezugsschenkel
(Bild 2.22).

2.5.2.2 Brechung an einer Kugelflache

Bild 2.23 zeigt die Abbildung eines Objektpunktes O durch eine brechende Kugelfla-
che. Der Brechungsindex des Mediums im Objektraum ist n, derjenige im Bildraum n’.
Da sich alle Strahlen, die vom Objektpunkt ausgesandt werden, im Bildpunkt wieder
treffen miissen, kann die Lage des Bildpunktes dadurch ermittelt werden, dass man
zwei willktrliche Strahlen betrachtet und deren Schnittpunkt im Bildraum sucht.

In Bild 2.23 ist dies der Strahl OPO’ sowie ein zweiter Strahl OSO’, der auf der opti-
schen Achse verlauft.

Die vom Scheitel S aus gemessenen Abstdnde s und s’ zu O und O’ heifsen Schnittwei-
ten. Durch Anwendung des Sinussatzes auf das Dreieck OCP folgt unter Beachtung der
Vorzeichenregeln die Beziehung

OC r-s sin(180°-¢) sine
OP -1  -sing  -sing

Fir das Dreieck CO’P liefert der Sinussatz

cO” s -r sin¢g’ _ sing’
O'P I’ sin(180°+¢) ~—sin @
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Bild 2.23 Schnittweiten im Objekt- und Bildraum bei der Abbildung eines Objekt-
punktes durch eine Kugelflache

Dividiert man beide Gleichungen durcheinander, so folgt mithilfe des Snellius’schen
Brechungsgesetzes (Formel 2.13)

sine n" (r—s)l

sine  n (r—s)l (2.31)

Hieraus ist ersichtlich, dass die gesuchte Schnittweite s’ von den beiden Langen [ und I
und damit vom Winkel ¢ abhédngt, den der Strahl OP mit der optischen Achse einnimmt.

Eine wesentliche Vereinfachung ergibt sich, wenn man sich auf paraxiale Strahlen
beschrankt. Das sind Strahlen, die nahe an der optischen Achse verlaufen und geringe
Neigungswinkel relativ zu ihr aufweisen. Die Beschrdnkung auf paraxiale Strahlen ist
das Merkmal der Gaujs’schen Optik, da C.F. Gaufs die entsprechenden mathemati-
schen Grundlagen entwickelte.

Fiir kleine Winkel o gilt ndherungsweise s~ und s’~ !’ und damit folgt aus Formel 2.31
flr die Schnittweiten

n n n-n

—— == (2.32)
s s r

Diese Gleichung kann so umgeformt werden, dass die Glieder auf der linken Seite fir
den Objektraum und die auf der rechten Seite fiir den Bildraum dieselbe Struktur
haben. Eine solche Beziehung nennt man eine Invariante; in diesem Fall wird sie auch
als Abbe’sche Invariante bezeichnet:

(1 1) ,(1 1)
n(f-Now (il (2.33)
r N r S

Abbildung eines ausgedehnten Gegenstandes

Wenn das Objekt eine seitliche Ausdehnung hat, so wird das von der brechenden
Kugelfldche entworfene Bild ebenfalls seitlich ausgedehnt sein. Wie Bild 2.24 demons-
triert, konnen im Prinzip nur solche Objektpunkte zu einem scharfen Bild fiihren, die
auf einer um C konzentrischen Kugelschale liegen. Das Bild liegt dann ebenfalls auf
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einer Kugelschale. Beschrankt man sich wieder auf paraxiale Strahlen, lasst man also
nur Objekte mit geringer Querausdehnung zu, dann wird von einem ebenen Objekt
ndherungsweise wieder ein ebenes Bild erzeugt.

Der sogenannte AbbildungsmafSstab ', der das Grofienverhdltnis der Querdimensio-
nen beschreibt, kann gemaf Bild 2.24 durch Anwendung des Strahlensatzes berech-
net werden.

,;/ZY_':_EZS

y r-s s-r

' —r

Das Minuszeichen beschreibt, dass der aufrechte Gegenstand umgekehrt abgebildet
wird. Unter Verwendung der Abbe’schen Invariante wird daraus
y/ _ ns’

B/ = ; = m (234)

yjt @; < o
O ’

’

N N

Bild 2.24 Abbildungsmaf3stab bei der Abbildung eines ausgedehnten Objektes durch
eine brechende Kugelflache

I Beispiel 2.3

Ein Fisch schwimmt 1 m unter einer Wasseroberflache. In welcher Tiefe erscheint
er einem Betrachter, der senkrecht von oben ins Wasser schaut, und wie grol3 er-
scheint ihm der Fisch?




26

2 Geometrische Optik

Durch Anwendung der Abbe’schen Invariante (Formel 2.33) folgt mitr=ow,s=-1m,
n=1,333undn’=1

s =2=_075m
n
Der Fisch erscheint dem Betrachter daher ndaher an der Oberflache. Der Abbil-
dungsmalstab betragt

ns’
ﬁ’:_:1

n’s

Das Bild ist virtuell, aufrecht und hat dieselbe GroéRe wie der Gegenstand.

Bei ebenen Grenzflachen gilt allgemein:

Bilder, die durch ebene brechende Flachen erzeugt werden, sind immer aufrecht
und haben dieselbe GroRRe wie der Gegenstand.

]J.L. de Lagrange fand eine interessante Beziehung zwischen dem Abbildungsmaifistab
und den Neigungswinkeln, der an der Abbildung beteiligten Strahlen. Aus Bild 2.23
folgt fiir das Verhdltnis

tan ¢’ s

tanao s’

mit Formel 2.34 ergibt sich fiir paraxiale Strahlen, fiir die tan o~ o gilt,
nyo=n"y o (2.35)

also wieder eine Invariante, die als Helmholtz-Lagrange-Invariante bezeichnet wird,
weil H. von Helmholtz gezeigt hat, dass sie flir ein beliebiges System brechender Fla-
chen gultig ist.

2.6 Abbildung durch Linsen

2.6.1 Dinne Linsen

Linse ist von verschiedenen Medien umgeben

Sphérische Linsen bestehen aus Gldsern oder Kunststoffen, die beidseitig von Kugel-
flachen begrenzt sind; dabei kann eine Fldche eben sein, d. h., sie hat einen unendlich
grofsen Krimmungsradius. Bild 2.25 zeigt die Abbildung eines Objektpunktes O, der
sich auf der optischen Achse in einem Medium der Brechzahl n befindet. Das Bild
entsteht in einem Medium der Brechzahl n’, der Brechungsindex der Linse ist n;. Die
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Krimmungsradien der Kugelflichen sind r, fiir die erste und r, fiir die zweite bre-
chende Fldche. Die Dicke der Linse ist d (positiv).

n ny n
P
1 P,
\
\
0 T o
o o' T 1
o
st
— d = 2
SZ f—
e — Sl S{ —
——— a' —

Bild 2.25 Abbildung eines Punktes durch eine spharische Linse bei unterschiedlichen
Brechungsindizes im Bild- und Gegenstandsraum

Ein vom Objektpunkt O ausgehender Lichtstrahl, der die erste brechende Flache im

Punkt P, trifft, wirde im Bildpunkt O’1 die optische Achse schneiden, wenn die zweite

brechende Fliache nicht vorhanden wére, d. h., wenn rechts von der Flache 1 der ein-

heitliche Brechungsindex n; existierte. Die relativ zum linken Scheitel gemessenen

Schnittweiten s, und s sind durch die Abbe’sche Invariante (Formel 2.33) verkniipft:
1 1 1 1

n (———)an (___,) (2.36)

rq S1 rq N 1

In Wahrheit wird der Strahl von der zweiten Flache im Punkt P, noch einmal gebro-
chen und schneidet dadurch die optische Achse im Bildpunkt O". Dessen Schnittweite
s; vom rechten Scheitel kann wieder aus der Abbe’schen Invariante bestimmt wer-
den, wobei jetzt der Punkt O] als virtueller Gegenstandspunkt mit der Schnittweite s,
vom rechten Scheitel aufgefasst wird:

1 1 1 1
r S22 ry S2

sy =87 -d (2.38)
Aus Formel 2.36, Formel 2.37 und Formel 2.38 lasst sich die Schnittweite si eliminie-
ren und eine Beziehung zwischen den Schnittweiten s; und s’2 herstellen:

nLrsy B nyrs,
nry+(n—n)sy  n'ry+(np —1n)s),

(2.39)
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Diese Schnittweitengleichung verknupft die Schnittweiten auf der Gegenstands- und
der Bildseite fiir Linsen mit beliebiger Dicke und beliebigen Krimmungsradien, wo-
bei die Linse von verschiedenen Medien umgeben sein kann. Es soll hier bereits ange-
merkt werden, dass die Berechnung des Bildortes bei derart allgemeinen Parametern
sehr viel einfacher vonstatten geht mit den in Abschnitt 2.7 behandelten Matrixme-
thoden.

Die unhandliche Schnittweitengleichung wird erheblich vereinfacht, wenn die Lin-
sendicke vernachléssigbar ist, d.h., wenn es sich um eine diinne Linse handelt. Fiir
diesen Fall kann nach Bild 2.25 die Schnittweite s; ersetzt werden durch die Gegen-
standsweite a, die aus der Linsenmitte heraus gemessen wird, und die Schnittweite sé
durch die Bildweite a’:

’

2
Dadurch reduziert sich Formel 2.39 auf

d—0, s —a, s,—>dad

n n n,-n n,-n
7__21;__1;_. (2.40)
a a rq ra
Sind die Brechungsindizes und die Linsendaten bekannt, dann kann mithilfe von For-
mel 2.40 fiir jeden Gegenstandsort der zugehorige Bildort berechnet werden.

Bei seitlich ausgedehnten Objekten kann der Abbildungsmaifistab aus der Helmholtz-
Lagrange-Invariante (Formel 2.35) berechnet werden:

, " no
=2

y n'o

(2.41)

Fir paraxiale Strahlen gilt die Naherung o/¢’ = a’/a. Damit wird der Abbildungs-
mafistab

K:L: (2.42)

Linse ist beidseitig von Luft umgeben

Fur den praktisch am hiufigsten vorkommenden Fall, dass die diinne Linse auf bei-
den Seiten von Luft umgeben wird, vereinfacht sich Formel 2.40 weiter zu

1l oot (2.43)
@ a T rnoor :

In diesem Fall betragt der Abbildungsmaf3stab

y:L:_ (2.44)
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Brennpunkte

Wenn Strahlen von einem unendlich weit entfernten Gegenstand kommend auf eine
Linse treffen, dann verlaufen sie alle parallel. Fallt dieses Lichtbiindel parallel zur
optischen Achse ein, treffen sich nach Formel 2.43 alle Strahlen in einem Punkt, dem
bildseitigen Brennpunkt F’ der Linse. Sein Abstand von der Linse ist die bildseitige
Brennweite f, fiir die aus Formel 2.43 folgt

! =D =(ny-1) L (2.45)
oo rnor ’
Der Kehrwert der Brennweite wird als Brechkraft oder Brechwert bezeichnet. Die
Mafeinheit der Brechkraft ist die Dioptrie: [D’]=1dpt=1 m™.

Formel 2.45 wird als Linsenschleiferformel bezeichnet. Sie zeigt, dass bei gegebenem
Material die Brechkraft bzw. Brennweite von den Krimmungsradien der Linsenober-
flache bestimmt wird.

Bei einer Sammellinse ist die Brennweite f > 0. Der zugehdrige Brennpunkt F’ liegt im
Bildraum. Strahlen, die parallel zur optischen Achse auf die Linse fallen, werden im
Brennpunkt F’ gesammelt (Bild 2.26). Wie Bild 2.26 illustriert, existiert aus Symmetrie-
grinden auch ein gegenstandseitiger Brennpunkt F, der so definiert ist, dass alle Strah-
len, die aus ihm kommen, auf der Bildseite zu Parallelstrahlen werden. Die gegen-
standseitige Brennweite folgt aus Formel 2.43, wenn die Bildweite a’ = o gesetzt wird.
Demnach sind die beiden Brennweiten betragsméflig gleich grofs:

Fef (2.46)

A /

Bild 2.26 Bildseitiger (F") und gegenstandseitiger (F) Brennpunkt bei einer Sammellinse

I Beispiel 2.4

An ein mit Wasser geflltes Aquarium wird seitlich eine plankonvexe Linse ange-

bracht, die an der Luft die Brennweite f] = 150 mm besitzt.

a. Wie grol} ist die Brennweite f,, im Wasser?

b. Wo entsteht das Bild eines Fisches, der a=-400 mm entfernt von der Linse
schwimmt, und wie groB ist der AbbildungsmaRstab?
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Ky %

a a

!

a. Aus Formel 2.40 folgt mit n’=1 und a’= o fUr die Brennweite ;—VV;’ = ”Lr—z‘l

Die rechte Seite der Gleichung ergibt sich aus der Linsenmacherformel (For-

mel 2.45) zu "er_l = —j%, woraus schlieBlich fir die gegenstandseitige Brenn-
L

weite im Wasser folgt fiv = —nw f{ = —1,333 - 150 mm = —200 mm.

b. Formel 2.40 liefert fur die Bildweite

1 n 1
— =Y~ —0,00333mm!
a’ a ff

oder
a’ =300 mm
Der AbbildungsmaRstab betrdgt nach Formel 2.42

lg’:y_,znw_a’z_l
y a

Das Bild ist reell, umgekehrt und betragsmaRig so grof3 wie der Gegenstand.

Bei einer Zerstreuungslinse ist die Brennweite f'<0. Der zugehorige Brennpunkt F’
liegt im Gegenstandsraum. Strahlen, die parallel zur optischen Achse auf die Linse
fallen, werden hinter der Linse zerstreut; sie scheinen aus dem Brennpunkt F’ zu
kommen (Bild 2.27). Hier liegt der gegenstandseitige Brennpunkt F rechts von der
Linse. Strahlen, die in Richtung des Brennpunktes F auf die Linse fallen, verlassen sie
als paralleles Biindel.

Wie die Linsenmacherformel (Formel 2.45) zeigt, gibt es verschiedene Kombinatio-
nen der Krimmungsradien r; und r,, flir die entweder eine positive oder eine nega-
tive Brennweite f existiert, d. h. flir die sich eine Sammel- oder Zerstreuungslinse er-
gibt. In Bild 2.28 sind die verschiedenen geometrischen Formen zusammengestellt.
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~
Fr = — . F
~ — ——
_—
v S
Bild 2.27 Bildseitiger (F’) und gegenstandseitiger (F) Brennpunkt bei einer
Zerstreuungslinse
Sammellinsen, /' >0 Zerstreuungslinsen, f'<0
bikonvex | plankonvex konkav- bikonkav | plankonkav konvex-
konvex konkav
r >0 rp =00 r<r,<0 r <0 ry=0m™ ri>rn>0
<0 <0 >0 >0

Bild 2.28 Linsenformen und Bezeichnungen. Die konkav-konvexe Linse wird auch als
positiver, die konvex-konkave als negativer Meniskus bezeichnet

Abbildungsgleichungen

Die Abbildungsgleichung erhdlt eine besonders einfache Gestalt, wenn in Formel 2.43
die rechte Seite durch die Brennweite nach Formel 2.45 ausgedriickt wird:

1 1 1

7 a7 (2.47)

Kombiniert man die Abbildungsgleichung (Formel 2.47) mit Formel 2.44 fiir den Ab-
bildungsmafistab, so ergibt sich fiir diesen

g =1L (2.48)

Ta+f
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B = (2.49)

Fir grofle Gegenstandsweiten (|a| » f) gilt die Ndherung

v I
B ~ - (2.50)

Der Abbildungsmafistab steigt demnach mit der Brennweite der Linse. Aus diesem
Grund hat z. B. ein Teleobjektiv fiir eine Kamera eine grofse Brennweite.

Bei der Newton’schen Abbildungsgleichung werden Gegenstands- und Bildweite nicht
von der Linse aus gemessen, sondern von den jeweiligen Brennpunkten (Bild 2.29).
Ersetzt man in der Abbildungsgleichung (Formel 2.47) die Bildweite durch a’=f +z’
und die Gegenstandsweite durch a =f+z, dann ergibt sich

zz' =—f? (2.51)
oder
z7 :ff’ (2.52)

Der Vorteil dieser Abbildungsgleichung liegt darin, dass sie auch bei dicken Linsen
und bei Linsensystemen anwendbar ist, da die Entfernungen von Gegenstand und
Bild nicht mehr von der Linse aus gemessen werden (Abschnitt 2.7.5).

Fur den Abbildungsmafistab ergibt sich mit den Newton’schen Koordinaten direkt
aus Bild 2.29 durch Anwendung des Strahlensatzes

, yl fl ZI
=Z = =-_ 2.53
F="==g (253)
|
J/?
F F'
yl
|
e A e
f——— d a4 —

Bild 2.29 Koordinaten fur die Anwendung der Newton’'schen Abbildungsgleichung
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Bildkonstruktionen

Das Bild eines durch eine Linse abgebildeten Gegenstandes kann sehr einfach zeich-
nerisch ermittelt werden. Um das Bild eines Punktes zu finden, gentigt es, zwei vom
Objektpunkt ausgehende Strahlen zu verfolgen. An ihrem Schnittpunkt liegt der Bild-
punkt. Aufgrund ihrer besonderen Eigenschaften eigenen sich dazu besonders Strah-
len, die achsenparallel verlaufen und durch die Brennpunkte gehen (Bild 2.30). Ein
weiterer ausgezeichneter Strahl ist einer, der durch die Linsenmitte geht, denn bei
einer dinnen Linse, die beidseitig vom gleichen Medium umgeben ist, wird dieser
Strahl nicht gebrochen.

.}7 ,v e

Bild 2.30 Bildkonstruktion bei Sammel- und Zerstreuungslinse. Die Linsenform ist
nur noch symbolisch angegeben

Der Zusammenhang zwischen Gegenstands- und Bildweite, der durch die Abbildungs-
gleichung (Formel 2.47) und Formel 2.51 mathematisch beschrieben wird, ist in
Bild 2.31 grafisch dargestellt und in Tabelle 2.5 zusammengefasst. Offenbar liegen alle
Bildpunkte der Pfeilspitze auf einer Geraden durch F’ mit der Steigung —y/f’. Wah-
rend das Bild bei der Sammellinse reell oder virtuell sein kann und damit kopfste-
hend oder aufrecht, ist es bei der Zerstreuungslinse stets virtuell und aufrecht. Ein
virtuelles Bild kann nicht auf einer Mattscheibe aufgefangen werden. Trotzdem ist es
maoglicherweise sichtbar fir den Betrachter, wenn die Augenlinse imstande ist, die
divergierenden Strahlen auf der Netzhaut des Auges wieder zu vereinigen.
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Bild 2.31 Zuordnung von Gegenstandsweite zu Bildweite bei der Sammellinse und
Zerstreuungslinse

Tabelle 2.5 Abbildungsverhaltnisse an dinnen Linsen, die Nummer bezieht sich auf

Bild 2.31

Sammellinsen, f'>0

1

2

3

2f'<-a<w
-a=2f
f<-a<2f
—a=f
0<-a<f

a=0

fea<af
a’=2f

2f<a’<mo

reell, umgekehrt, verkleinert
reell, umgekehrt, gleich groR
reell, umgekehrt, vergréRert
kein Bild im Endlichen

virtuell, aufrecht, vergroRert

virtuell, aufrecht, gleich gro3



2.6 Abbildung durch Linsen

35

Zerstreuungslinsen, f'<0

1 bis 4 alle f<a’<0 virtuell, aufrecht, verkleinert
I~ Beispiel 2.5
©

Ein willkurlich auf eine Sammel- bzw. Zerstreuungslinse fallender Strahl ist konst-
ruktiv weiter zu verfolgen.

Wenn parallel zu dem betreffenden Strahl ein Konstruktionsstrahl durch die Lin-
senmitte gezeichnet wird, entspricht dies zwei Strahlen, die von einem unendlich
entfernten Gegenstand herkommen. Diese Parallelstrahlen missen sich aber laut
Abbildungsgleichung (Formel 2.47) in der bildseitigen Brennebene treffen. Daher
wird die Brennebene von F’ zum Schnitt gebracht mit dem Konstruktionsstrahl
durch die Linsenmitte. Durch den Schnittpunkt P muss der urspringliche Strahl
ebenfalls gehen.

/\Tﬁ» / B
P M/ P

Systeme mehrerer Linsen

Sind mehrere Linsen eines optischen Systems hintereinander auf derselben opti-
schen Achse angeordnet, dann dient jeweils das Bild, das eine Linse entwirft, fiir die
ndchstfolgende Linse als Gegenstand. So kann sukzessive das komplette System
durchgerechnet werden. Bei mehreren Linsen kann das sehr schnell relativ untiiber-
sichtlich und langwierig werden. Wesentlich eleganter geht das Durchrechnen einer
Linsenfolge mit der in Abschnitt 2.7 besprochenen Matrixmethode. In Beispiel 2.6 soll
exemplarisch der Fall von zwei Linsen behandelt werden.
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— Beispiel 2.6

O] . . o . .
Eine Zerstreuungslinse der Brennweite fj =-2cm und eine Sammellinse der
Brennweite f; = 3cm sind im Abstand e=4cm angeordnet. Ein Gegenstand steht
a,=-4cm vor der ersten Linse. Wo entsteht sein Bild und wie groR ist der Abbil-
dungsmalstab?
Die Abbildungsgleichung (Formel 2.47) liefert fiir die erste Abbildung die Bildweite
a; = -1,33cm. Der AbbildungsmaBstab ist ] = )’y_1 = % = % Das Bild ist aufrecht
und virtuell.
Die Gegenstandsweite fir die zweite Linse betragt a; = —e +aj = -5,33cm. Die
zugehorige Bildweite wird damit aj = 6,86 cm mit dem AbbildungsmaRstab
By = DA - —1,29. Das Bild ist umgekehrt und reell.
Y1 a
Der komplette AbbildungsmaRstab betragt g’ = yy =p1- B, =-043.
—
/
y /
—
F} E
l/ L [~ :1

2.6.2 Dicke Linsen

Wenn die Linsendicke d nicht mehr vernachléassigbar ist, miissen die in Abschnitt 2.6.1
gewonnenen Beziehungen etwas modifiziert werden. Bild 2.32 zeigt, dass ein Strahl,
der von links her achsenparallel auf die Linse féllt, an der ersten Kugelflache gebro-
chen wird und nach Durchlaufen der Linse an der zweiten Oberflache, bis er schliefs-
lich im Brennpunkt F’ die optische Achse schneidet. In gleicher Weise kann man einen
von rechts kommenden Strahl verfolgen, der nach zweimaliger Brechung im Brenn-
punkt F die optische Achse schneidet.
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Bild 2.32 Lage der Brennpunkte und der Hauptebenen bei einer dicken Linse

Die Schnittweite s’F,, d.h., der Abstand des Brennpunktes F’ vom Scheitel S” kann aus
der Schnittweitengleichung (Formel 2.39) berechnet werden, wenn s, =—gesetzt
wird. Ebenfalls ergibt sich die Schnittweite s; zum Brennpunkt F, indem die Bildweite

’ = oo gesetzt wird. Fiir den Fall, dass die Linse beidseitig von Luft (n=n’=1) umge-

2
ben wird, folgt fiir die beiden Schnittweiten

N

nyry — (np — 1)d

T Gy S D) g (rg - 1) + (g, - D] ey
und
o - npry + (ng, - 1)d (2.55)

"L — Dlnu(rz — 1) + (ng, - Dd]

Nun ist der Strahlenverlauf im Innern der Linse im Grunde vollig uninteressant. Im
AufSenraum scheint der Strahl, der die rechte Linsenoberflache verldasst und durch
den Brennpunkt F’ geht, aus dem Punkt P’ zu kommen. Dieser Punkt entsteht durch
Verlangerung des achsenparallelen und des aus der Linse austretenden Strahls. Der
Schnittpunkt definiert die Lage der bildseitigen Hauptebene H’. Da die Lage dieser
Hauptebene einfach berechnet werden kann, ist folgende Konstruktion méglich: Ein
von links kommender achsenparalleler Strahl wird gezeichnet bis zum Schnittpunkt
mit der Hauptebene H' und von dort aus zum Brennpunkt F’. Auf dieselbe Weise wird
mit der Gegenstandseite verfahren: Ein Strahl, der durch den gegenstandseitigen
Brennpunkt geht, wird verlangert bis zum Schnittpunkt mit der gegenstandseitigen
Hauptebene H. Von dort aus lauft er achsenparallel weiter.
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Die Lagen der Hauptebenen und die Brennweite der dicken Linse werden folgender-
mafien berechnet. Nach Bild 2.32 gilt fiir paraxiale Strahlen fiir den Tangens des Win-
kels 07: tan 0, = h’'/sp, = h/f’. Damit ist die Brennweite
h
= WS’F' (2.56)

Fur den Winkel ai folgt: tan oi =-h'/ (si —d)=-h/ si oder

W = S/ — d (257)

Wird Formel 2.57 in Formel 2.56 eingesetzt, ergibt sich fiir die Brennweite

’

’ 1
f s;—d

S

S

Die Schnittweite si lasst sich aus der Abbe’schen Invariante (Formel 2.33), angewandt
auf die linke Flache, berechnen:

n

S& = ri

np—1
Damit erhalt man die Brechkraft der dicken Linse:

1 +(nL—1)2 d
ra ny, rra

1

— 2.58
7 (2.58)

1

=D = -1|=-

(np -1 (F1
Das erste Glied ist bereits bekannt von der Linsenmachergleichung (Formel 2.45) fir
dinne Linsen. Das zweite Glied berticksichtigt die Linsendicke und ist offensichtlich
vernachldssigbar, wenn diese gegen null geht. Die Brennweite selbst folgt aus (For-
mel 2.58) durch Bildung des Kehrwertes:
ny, riry

f - ny, -1 ’ nL(I"z —r1)+ (nL —1)d (259)

Die gegenstandseitige Brennweite f wird nach dem gleichen Schema berechnet, wo-
bei sich ergibt, dass sie betragsméflig denselben Wert hat wie die bildseitige: f=-f.

Bei bekannter Brennweite lassen sich die beiden Schnittweiten s’F und s; einfacher
berechnen, als in Formel 2.54 angegeben. Wird Formel 2.59 in Formel 2.54 eingesetzt,
so folgt

(2.60)

-1 d
s’F,=f’(1—nL : )

np H
und
ni, — 1 d

sp=—f" (1 + —) (2.61)

n, r
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Die Abstdnde der Hauptebenen H’ und H folgen schliefSlich durch Differenzbildung:

,np—1 d

Sy =sp—f =-f r—— (2.62)
und

-1 d
su=sp—f=sp+f =—pL_-. & (2.63)

np ra

7 Beispiel 2.7

Eine kleine Glaskugel mit Brechungsindex n, =1,5 und Radius 1 mm wird als Mikro-
linse verwendet. Wie groR ist die Brennweite der Linse? Wo liegen ihre Hauptebe-
nen und die Brennpunkte? In welchem Abstand von der Kugeloberflache missen
zwei Lichtwellenleiter angeordnet werden, damit das Licht vom ersten 1:1 in den
zweiten eingekoppelt wird?

Die Orte der Hauptebenen folgen aus Formel 2.62 zu s/, = —r und s, =+r. Damit
liegen beide Hauptebenen aufeinander in der Mitte der Kugel.

Fur eine 1:1-Abbildung muss die Gegenstandsweite a=-2f sein und die Bildweite
a’=2f (Bild 2.31). Die Abstdande zum LWL sind damit -s=s"=2mm.

Mit r;=r und r,=-r ergibt sich nach Formel 2.59 f’ = nffl -2 =1,5mm.
HH’
LWL LWL

ah
BINPI

Die Lage der Hauptebenen relativ zu den Begrenzungsflachen der Linse hdngt von
der Geometrie und dem Brechungsindex ab. Bild 2.33 prasentiert einige Beispiele.
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HH’ HH’ H H'

1)
L)
E
!

Bild 2.33 Lage der Hauptebenen bei verschiedenen Linsen. Die Bilder wurden
gezeichnet fur n.=1,5 und d/|ry| = 0,3. Bei den Menisken ist 1 /r, = 1,5

HH'

Wenn die Brennweite und die Lage der Hauptebenen einer dicken Linse bekannt sind,
kann die Abbildung eines Gegenstandes nach Bild 2.34 zeichnerisch ermittelt werden.
Wie bereits in Bild 2.30 fiir die diinne Linse erldutert, werden achsenparallele Strah-
len und Strahlen durch die Brennpunkte herangezogen. Der bei der diinnen Linse
verwendete Mittelpunktstrahl wird in zwei parallele Strahlen aufgeteilt, die zu den
Schnittpunkten der Hauptebenen mit der optischen Achse gehen. Diese Schnittpunkte
werden auch als Hauptpunkte bezeichnet.

H H
| -—
Yy
F F'
yl
S .
B a Q' ——

Bild 2.34 Zuordnung von Gegenstandsweite und Bildweite sowie zeichnerische
Bildkonstruktion bei der dicken Linse an Luft
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Die Abbildungsgleichung (Formel 2.47), % - % = }% gilt auch bei dicken Linsen, wenn

gemaf Bild 2.34 Gegenstands- und Bildweite von den zugehdérigen Hauptebenen ge-
messen werden. Ebenfalls wird der Abbildungsmaj$stab nach Formel 2.44 berechnet,
g === % wie man leicht aus Bild 2.34 durch Anwendung des Strahlensatzes zei-

y
gen kann.

Befindet sich ein Gegenstand am Ort der Hauptebene H, d.h., a=0, so folgt aus der
Abbildungsgleichung, dass die Bildweite ebenfalls null wird: a’=0. Also liegt das Bild
auf der Hauptebene H'. Daraus ldsst sich folgende Definition fiir die Hauptebenen
formulieren (DIN 1335):

Die Hauptebenen H und H’ sind dasjenige konjugierte Ebenenpaar, fur welches
der Abbildungsmaf3stab B’=+1 ist.

Fir diinne Linsen, wo die Hauptebenen in der Linsenebene zusammenfallen, ist die-
ser Zusammenhang in Bild 2.31 und Tabelle 2.5 dargestellt.

I Beispiel 2.8

O

= Eine bikonvexe Linse hat die Krimmungsradien 50 mm und die Dicke 20 mm. Der

Brechungsindex des Glases ist 1,5. Wie grof3 ist die Brennweite? Wo liegen die
Hauptebenen und die Brennpunkte? Im Abstand s, =-80 mm vom linken Scheitel
steht ein Gegenstand. In welchem Abstand vom rechten Scheitel entsteht sein Bild
und wie grof3 ist der Abbildungsmal3stab?

Nach Formel 2.58 wird die Brechkraft der Linse D’=18,7 dpt und die Brennweite
f=53,57mm.

Die Schnittweiten der Hauptebenen betragen nach Formel 2.62 sy, = -7,14mm
und sy=+7,14mm.

Die Schnittweiten der Brennpunkte sind sp, = 46,4mm und s¢=-46,4 mm.

Die Gegenstandsweite des Objekts betragt a=s,-5s4=-87,14 mm. Mithilfe der Ab-
bildungsgleichung (Formel 2.47) folgt fir die Bildweite a’=139 mm. Die Schnitt-
weite des Bildes betragt somit s, = @’ + sp, = 132mm.

Der AbbildungsmaRstab ist nach Formel 2.44 g’ = yy, = % = —1,6. Das Bild ist reell,
kopstehend und vergroRert.

HH'
N
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— Beispiel 2.9

Der Hoegh’sche Meniskus ist eine Meniskuslinse mit r; =r,=r. Er ist fur optische Ab-
bildungen interessant, weil bei ihm der Abbildungsfehler Bildfeldkriimmung in ers-
ter Naherung nicht auftritt.

Wovon hangt die Brechkraft des Hoegh'schen Meniskus ab und wo liegen die
Hauptebenen? Wie verlauft ein achsenparallel einfallender Strahl? Welche Werte

ergeben sich fur n.=1,7, r=50mm und d=30mm?

—1)2
Nach Formel 2.58 betragt die Brechkraft D’ = & = -l . 4 = 346 dpt; sie ist
proportional zur Dicke des Meniskus. Die Schnittweiten der Hauptebenen betragen

nach Formel 2.62 sj;, = sy = —f’”;—:lg = —nLr_l = —71,4mm. Die beiden Hauptebe-

nen sind demnach von ihren zugeordneten Scheiteln gleich weit entfernt.

H H'

.
A

Ein achsenparallel einfallender Strahl wird bis zur Hauptebene H’ gezeichnet und
von dort weiter durch den Brennpunkt F’. Der wahre Strahlengang ist gestrichelt
dargestellt.

Brennweitenbestimmung nach Bessel

Die Brennweite sowohl einer dinnen als auch einer dicken Linse kann experimentell
bestimmt werden, ohne dass man etwa vom Linsenrand aus eine Entfernung messen
muss. Zu diesem Zweck wird ein beleuchteter Gegenstand im Abstand [>4f auf eine
optische Bank montiert (Bild 2.35). Mit einer verschiebbaren Sammellinse kdnnen fiir
genau zwei Orte scharfe Abbildungen des Gegenstandes auf der Mattscheibe erreicht
werden.

Mattscheibe

a,i——

4L >

aé——

[

Bild 2.35 Anordnung zur Bestimmung der Brennweite nach Bessel
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Die beiden Gegenstandsweiten folgen aus der Abbildungsgleichung (Formel 2.47),

% - % = %, mit der Nebenbedingung -a+a’=1

Die Auflésung einer quadratischen Gleichung liefert

Das bedeutet, dass die beiden mdglichen Gegenstandsweiten und damit Linsenstel-
lungen symmetrisch um die Mittellinie (//2) im Abstand

12
_2 —_ ’
L=y Lf

angeordnet sind. Die gesuchte Brennweite ergibt sich hieraus zu
12 _ tZ
41

f = (2.64)
Naturgemafs konnen mit dem Bessel-Verfahren nur von Sammellinsen die Brennwei-
ten bestimmt werden. Will man es auf eine Zerstreuungslinse anwenden, so muss
man sie zusammen mit einer stdrker brechenden Sammellinse ausmessen und dann
rechnerisch die Brechkraft der Zerstreuungslinse ermitteln (Abschnitt 2.6.6).

Ein Ergebnis der oben stehenden quadratischen Gleichung ist auch folgende, gele-
gentlich als 4-f-Regel bezeichnete Voraussetzung:

Eine reelle Abbildung mittels einer Sammellinse ist nur mdglich, wenn der Ab-
stand zwischen Objekt und Bild mindestens das Vierfache der Brennweite betragt:
1>4f.

2.6.3 Fresnel-Linsen

Wenn Linsen mit groRer Offnung benétigt werden, was beispielsweise in der Be-
leuchtungstechnik haufig der Fall ist, dann werden die Linsen mit grofSen Durchmes-
sern sehr dick und schwer. Dies kann umgangen werden, wenn nach dem Muster von
Bild 2.36 eine Fresnel-Linse erzeugt wird. Dabei wird die Linse in konzentrische Ringe
unterteilt, die etwa die gleiche Dicke besitzen.

An den storenden Flanken der Ubergénge zwischen den Ringen wird das Licht mehr
oder weniger unkontrolliert gestreut. Daher werden Fresnel-Linsen nicht fiir opti-
sche Abbildungen verwendet, sondern ausschliefflich in der Beleuchtungstechnik,
wie z.B. als Scheinwerferlinsen im Kraftfahrzeug oder bei der Biihnenbeleuchtung.
Diese Linsen werden in der Regel aus Glas gefertigt.
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Bild 2.36 Fresnel-Linsen; a) Prinzip, b) Linsen in einem Leuchtturm

Fresnel-Linsen, wie sie beispielsweise in der Beleuchtungseinheit von Overhead-Pro-
jektoren eingesetzt werden, bestehen aus Kunststoff und sind sehr fein gestuft mit
Stufenbreiten von etwa 0,1 mm bis 0,5 mm. Hier sind die wirksamen Flachen nicht als
Kugelfldchen wie in Bild 2.36 ausgefiihrt, sondern als Kegel. Im Schnitt sehen sie aus
wie Ablenkprismen, deren brechender Winkel « von innen nach aufien zunimmt
(Bild 2.37).

Soll ein paralleles Strahlenbiindel entstehen, wie in Bild 2.36 und Bild 2.37 a), dann
folgt aus Formel 2.23 mit —§ = o] fiir den Ablenkwinkel an einem Prisma der erfor-
derliche Keilwinkel o aus
sin 01
tan o = (2.65)

n? — sin? o -1

a) o
F_~o]
b) a
o o
0 O

Bild 2.37 Zur Berechnung des Keilwinkels bei Stufenlinsen; a) Erzeugung eines paral-
lelen Strahlenbundels, b) Abbildung eines Objektpunkts O in einen Bildpunkt O’
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Soll der Strahl nicht parallel zur optischen Achse die Ablenkstufe verlassen, sondern
unter dem Winkel Gé die optische Achse schneiden (Bild 2.37 b), so liefert Formel 2.23
mit -6 = cri - oé fiir den erforderlichen Keilwinkel

sin ¢’ — sin o’

tan a = 1 2

(2.66)

2 g/ - cos o

2 o
n sin 1 2

2.6.4 GRIN-Linsen

GRIN-Linsen (Graded Index), auch bekannt unter dem Handelsnamen SELFOC-Lin-
sen, sind kleine Glasstdbchen mit einigen Millimetern Durchmesser und Lange, bei
denen der Brechungsindex von innen nach aufien kontinuierlich abnimmt, wie bei
der in Bild 2.17Db) dargestellten Gradientenfaser. Die Variation des Brechungsindex
wird erreicht durch Ionenaustausch, indem aus einer das Glas umgebenden Salz-
schmelze Ionen in das Glas diffundieren und solche des Glases ersetzen. Beispiels-
weise werden Na-Ionen durch Li- oder Ag-Ionen ersetzt, wodurch sich ein anderer
Brechungsindex ergibt.

Nimmt wie in Bild 2.38 die Brechzahl von innen nach aufSen ab, so verlauft ein Strahl
auf einer gekrimmten Kurve, deren Verlauf aus der Invariante der Brechung, For-
mel 2.14, berechnet werden kann. Danach gilt, dass das Produkt aus Brechzahl und
Sinus des Winkels gegen das Lot eine Konstante ist:

n(r) -sine(r) = n(r +dr) - sine(r + dr)

r 1 r
l e(r+dr)

' o0l e

rds o(r+dr)
r o(r)
n =0y
1/117 ;
1 n,

Bild 2.38 Verlauf des Brechungsindex und eines Lichtstrahls in einer GRIN-Linse

Der Ubergang auf die Ergéinzungswinkel zu 90° ergibt

n(r) - cosa(r) =n(r+dr) - cosa(r +dr)
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Die rechte Seite kann in eine Taylor-Reihe entwickelt werden. Werden Glieder héhe-
rer Ordnung vernachléssigt, folgt die lineare Beziehung

. do dn
ncoso ~ ncoso —nsino— dr +coso— dr
dr dr

oder
ntancrd0 = dn
dr ~ dr
Der Tangens des Winkels entspricht der Ableitung der Kurve: tan o = (dr/dz). Damit
ergibt sich die Beziehung n% ‘ ‘;—‘r’ = %, die sich durch Anwendung der Kettenregel
do _ do  dz do dn

T = 47 * o vereinfachen lésst zu ng = ar

Mit der paraxialen Ndherung o ~tano = % folgt schliefilich die Differenzialglei-
chung der Strahlkurve

dr 1 dn 2.67
dz2 n dr '
Hat das Brechzahlprofil einen parabolischen Verlauf, dann wird es tiblicherweise be-

schrieben durch

2
n(r) =n (1 - A—Z) (2.68)
a

mit der relativen Brechzahldifferenz A = -2
Mit der Ableitung % = —Zﬁ#r und n(r)~n, wird die Differenzialgleichung der Strahl-
kurve

d’r 24

@ + Er =0 (269)

die durch die harmonische Funktion

Jod sin _\/ﬂ z
V24 a

gelost wird. Die Parameter r, und o, sind durch die Randbedingungen bei z=0 gege-
ben (Bild 2.38).

Die Periodenlédnge (Pitch Length) ist im Rahmen der gemachten Ndherungen fir alle
Strahlwege gleich (Bild 2.17 b) und betragt

r(z) =rg cos (@ ~z) + (2.70)

2na
_ (2.71)

V2a
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In Bild 2.39 sind einige Strahlwege fiir GRIN-Linsen der Lange p/4 und p/2 dargestellt.
Fallen Strahlen aufierhalb der optischen Achse schief auf die Linsenstirnflache, dann
verlaufen sie im Innern des Stibchens auf Schraubenlinien mit elliptischem Quer-
schnitt (Skew Rays). Die Pitch-Lénge fiir diese Strahlen ist ebenfalls durch Formel 2.57
gegeben.

= _
-

p/4-Linse p/4-Linse p/2-Linse

Bild 2.39 Strahlformen in GRIN-Linsen mit verschiedenen Pitch-Ladngen

GRIN-Linsen sind in Laserdruckern, Kopierern, Faxgerédten, Endoskopen u.v.m. ein-
gebaut. Sie sind sehr klein (Mikrolinsen) und haben wegen ihrer ebenen Endfldchen
eine sehr glnstige Geometrie. Grofse GRIN-Linsen sind andererseits nicht herstellbar.
Wenn der Brechungsindex von innen nach aufSen zunimmt, entsteht eine Zerstreu-
ungslinse. Bild 2.40 zeigt schematisch einige Anwendungsbeispiele.

a) b)
LED - LED LWL
O O
0,25p 0,5p
c) d)
— LWL LWL LWL
0,23 p

2x 025p

Bild 2.40 Anwendungsbeispiele fur GRIN-Linsen; a) Transformation des Strahlen-
buschels einer LED in einen Parallelstrahl, b) Einkoppelung der LED-Strahlung in einen
Lichtwellenleiter, c) Einkoppelung in einen Lichtwellenleiter, der nicht direkt auf der
GRIN-Endflache sitzt, d) Kopplung zweier Lichtwellenleiter
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— Beispiel 2.10

Auf eine p/4-GRIN-Linse fallt ein paralleles Strahlenbiindel unter dem Winkel
o;, = 10° relativ zur optischen Achse. Wie lang ist die Linse? In welchem Abstand r¢
von der optischen Achse liegt der Bildpunkt aller Strahlen auf der Endflache des
Stabchens?

Der Brechungsindex des Glases ist n~n;=1,6; die relative Brechzahldifferenz be-
tragt A=2%; der Radius des Stabchens ist a=1mm.

I — — | I*
———

pl4

Die Periodenldnge ist nach Formel 2.57 p = 2ma/V2A = 31,4mm; daher ist die
Lange des GRIN-Stabchens 7,85 mm.

Das Strahlenbindel erfdhrt an der Stirnfliche der Linse eine Brechung.
Der Winkel o0, im Innern betragt nach dem Brechungsgesetz

ap = arcsin (sin ‘76/") =6,23° =0,109rad. Aus Formel 2.56 folgt fur die Auslen-
kung der Lichtstrahlen auf der Endfldche

- E):ﬁ. -
rE—r(4 7 p = 0,543 mm

2.6.5 Linsen mit torischen Flachen

Torische Flachen sind asphdrische Flachen, die dadurch entstehen, dass ein Kreisbo-
gen mit Radius ry um eine in der Ebene des Kreisbogens liegende Achse rotiert, wobei
der Rotationsradius rs von ry verschieden ist (Bild 2.41). Die am hdufigsten eingesetzte
torische Linse ist die Zylinderlinse, die relativ einfach herzustellen ist.

Infolge der unterschiedlichen Kriimmungen im Meridianschnitt und dem darauf senk-
recht stehenden Sagittalschnitt hat geméfl Linsenmachergleichung (Formel 2.45) die
Linse in diesen beiden Richtungen verschiedene Brennweiten fl\’/[ und fS’. Beispiels-
weise fokussiert die in Bild 2.42 dargestellte Zylinderlinse das Licht nur im Sagittal-
schnitt, wihrend im Meridianschnitt die Strahlen die Linse ungebrochen durchset-
zen. Die Folge ist, dass die Linse keinen Brennpunkt, sondern eine Brennlinie erzeugt.
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Bild 2.41 Torische Flachen. Fir ry =« entsteht eine Zylinderlinse; haben ry und rs
unterschiedliche Vorzeichen, so entsteht eine Sattellinse; die spharische Linse
entspricht dem Spezialfall ry=rs

\

\/‘\fa

Bild 2.42
Ausbildung einer Brennlinie
bei einer Zylinderlinse

Bei einer torischen Sammellinse mit ry#7rs wird ein Punkt nicht als Punkt abgebildet,
sondern es entstehen zwei um 90° gegeneinander verdrehte Striche. Dieser Effekt
wird als Astigmatismus bezeichnet. Das menschliche Auge zeigt diesen Fehler, wenn
die Krimmung der Hornhaut in zwei zueinander senkrechten Richtungen unter-
schiedlich ist. Dieser Astigmatismus im Auge (gelegentlich als Stabsichtigkeit bezeich-
net) kann mit einer Brille mit torischen Flachen korrigiert werden, wenn der Astig-
matismus der Brillengldser demjenigen des Auges entgegengesetzt wirkt.

Erzeugt man eine optische Abbildung beispielsweise mit zwei unterschiedlichen
Zylinderlinsen, deren Rotationssymmetrieachsen senkrecht aufeinander stehen, so,
dass der Bildort fiir beide Linsen derselbe ist, also ein scharfes Bild entsteht, so spricht
man von einer anamorphotischen Abbildung. Dies bedeutet, dass das Bild verzerrt,
also dem Gegenstand nicht dhnlich ist. Derartige anamorphotische Systeme werden
z.B. bei der Aufnahme von Breitwandfilmen eingesetzt, um das breite Format auf
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ubliche Bildformate zu komprimieren. Umgekehrt muss anschlief3end bei der Projek-
tion des Films die Verzerrung mit einem zweiten anamorphotischen System wieder
rickgangig gemacht werden. An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass man anamor-
photische Abbildungen auch mit zwei relativ zueinander verkippten Prismen erzeu-
gen kann. Dies wird z. B. benutzt, um das elliptische Licht eines kantenemittierenden
Halbleiterlasers in einen rotationssymmetrischen Strahl zu transformieren.

6 Beispiel 2.11
= Ein Quadrat der Kantenlange 20 mm soll auf einen %2”-CCD-Sensor mit den Mal3en
6,4mm x 4,8 mm abgebildet werden.
Welche Brennweiten mussen die beiden Zylinderlinsen haben und in welchem Ab-
stand vom Quadrat mussen sie aufgestellt werden, wenn Gegenstand und Bild
den Abstand /=300 mm haben?
. 2 o 4
3 w57
@ FE E EE 2
x5 = x'
o aa
o

Die geforderten AbbildungsmaRstabe sind

x
Bx=—=-==-032
X x  ay
und
’ a’
By =2 =2=_024
y ay

Mit der Bedingung -a+a’=/ ergibt sich fir ay=-1/1,32=-2273mm und
ay =-1/1,24 = -241,9mm. Die zugehdrigen Bildweiten sind aj = 72,7mm und
@), = 58,1 mm. Die erforderlichen Brennweiten ergeben sich aus der Abbildungs-
gleichung (Formel 2.47) zu f; = 551 mm und f; = 46,8 mm.

2.6.6 Linsensysteme

Optische Geréte enthalten meist Systeme aus mehreren Linsen. Derartige Anordnun-
gen mit beliebiger Zahl an brechenden oder spiegelnden Fldchen lassen sich am ein-
fachsten mit der in Abschnitt 2.7 dargestellten Matrixmethode durchrechnen. Hier
soll lediglich der hdufig auftretende Spezialfall mit zwei Linsen besprochen werden.
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Die unten angegebenen Gleichungen lassen sich relativ leicht mit der Matrixmethode
ableiten.

Bild 2.43 zeigt den Strahlengang in einem System mit zwei dinnen Sammellinsen.
Wird ein von links achsenparallel einfallender Strahl betrachtet, so wird dieser an
der Linse L, so gebrochen, dass er durch den Brennpunkt Fi geht. Da er aber vorher
auf die Linse L, trifft, muss sein weiterer Weg so konstruiert werden, wie dies in Bei-
spiel 2.5 demonstriert wird. Der Schnittpunkt des so konstruierten Strahls mit der op-
tischen Achse definiert den bildseitigen Systembrennpunkt F’. Genauso verfahrt man
mit einem von rechts her kommenden achsenparallelen Strahl. Sein Schnittpunkt mit
der optischen Achse definiert den gegenstandseitigen Systembrennpunkt F.

Nun kann jedes abbildende System reduziert werden auf die bereits von der dicken
Linse bekannten Hauptebenen H und H’ sowie auf die zugehorigen Brennpunkte F
und F’. In Bild 2.43 sind diese Kardinalpunkte konstruktiv ermittelt worden, wobei
sich die Hauptebenen aus den Schnittpunkten der Strahlverldngerungen von achsen-
parallelen und zugeordneten Brennpunktstrahlen ergeben. Bei bekannter Lage der
Kardinalpunkte konnen Abbildungen behandelt werden wie bei einer dicken Linse
(Abschnitt 2.6.2). Insbesondere ist auch fir Systeme die Abbildungsgleichung (For-
mel 2.47) giltig, wenn die Gegenstandsweite a von der Hauptebene H und die Bild-
weite a’ von der Hauptebene H’ aus gemessen werden. Die Formel 2.44 fiir den Abbil-
dungsmafistab ist ebenfalls nach wie vor giiltig.

Die Lagen der Systembrennpunkte F’ und F werden durch ihre Schnittweiten relativ
zu den Linsen L, und L, angegeben (Bild 2.43):

1.1 + ! (2.72)

sp fy fi-e '
und

1 1 1

o - (2.73)

se f] f,-e
Die Orte der Hauptebenen bestimmen sich aus

_ef’

S =gl f = 2 2.74

H e —f Frvf e (2.74)
und

_efl’
=sp—f=—F—7— 2.75
sH=Sr—f AT e (2.75)

Fir die Brechkraft eines Systems aus zwei diinnen Linsen liefert die Rechnung

1
D = 7= D} + D), - eD) D, (2.76)
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Bild 2.43 Ermittlung der Hauptebenenlage in einem System aus zwei Sammellinsen

Ein interessanter Spezialfall ergibt sich, wenn zwei Linsen dicht nebeneinander ange-
ordnet sind, d. h., der Abstand e~ 0 ist:

1
U:F:m+% (2.77)

Die Gesamtbrechkraft eines Systems eng zusammenstehender Linsen ist gleich
der Summe der Einzelbrechkrafte.

Aus Formel 2.76 folgt fiir die Brennweite eines Systems aus zwei diinnen Linsen

PR

= 2.78
EYET @79

P~ Beispiel 2.12

= Das in Beispiel 2.6 behandelte System aus einer Zerstreuungs- und einer Sammel-
linse (f] = -2cm, f; =+3cm, e =4cm) soll mit der oben angegebenen Methode
noch einmal durchgerechnet werden.
Die Systembrennweite ist nach Formel 2.78 f'=2cm. Die Abstande der Brenn-
punkte von den beiden Linsen folgen aus Formel 2.72 zu sp, =6cm und
$¢=0,667 cm.
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Die Abstande der Hauptebenen von den Linsen werden mit Formel 2.74 und For-
mel 2.75 ermittelt. Es ergibt sich sj;, =4 cm und sy = 2,67 cm. Die Gegenstands-
weite wird nun von der Hauptebene H aus gemessen und betragt a=-6,67 cm.
Mithilfe der Abbildungsgleichung (Formel 2.47) folgt fir die Bildweite a’=2,86 cm.
Der Abstand des Bildes von der zweiten Linse betrdgt a; = 6,86 cm. Fir den Abbil-
it ci Y _d_
dungsmaRstab ergibt sich g’ = ¥ = & =-0,43.
7 Beispiel 2.13
®

Die Brennweite einer plankonkaven Linse soll nach der Bessel-Methode bestimmt
werden. Zu diesem Zweck wird sie mit einer plankonvexen Linse der Brennweite
f'=15cm so zusammengespannt, dass sich die Planseiten berthren. In einer An-
ordnung nach Bild 2.35 werden bei einer Aufbaulange von /=1 m zwei Linsenorte
mit scharfer Abbildung im Abstand t=30cm ermittelt.

Nach Formel 2.64 ist die Gesamtbrennweite f’ = % =22,8cm und die Ge-
samtbrechkraft D’=4,4dpt. Da nach Formel 2.77 die Gesamtbrechkraft gleich
der Summe der Einzelbrechkréfte ist, ergibt sich fir die Zerstreuungslinse

D =D’ - D} = 2,27 dpt. Thre Brennweite betragt f, = —44cm.

Die Formel 2.78 fiir die Systembrennweite lehrt, dass ein zweilinsiges System sam-
melnd oder zerstreuend sein kann, je nachdem, welche Brennweiten die beiden Lin-
sen haben und in welchem Abstand e sie aufgestellt sind. Ergebnisse fiir einige Falle
sind in Tabelle 2.6 zusammengestellt.
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Tabelle 2.6 Eigenschaften von Systemen aus zwei diinnen Linsen

Abstand zwei Sammellinsen Sammel- und Zerstreuungslinse

Brennweite m Brennweite Eigenschaft

e<fi+f; f>0 sammelnd f<o0 zerstreuend
e=fi+f, f=w D=0 afokal f=0,D'=0 afokal
e>fi+f, f<0 zerstreuend >0 sarmmclng

Bei zwei Zerstreuungslinsen ist immer f' <0, das System ist zerstreuend.

Liegt ein afokales System vor, dann wird ein parallel in das System eintretendes Strah-
lenbiindel das System wieder als paralleles Biindel verlassen. Derartige Strahlen-
gdnge werden realisiert in Fernrohren (Abschnitt 2.10.4) oder bei Strahlaufweitungs-
oder -kompressionsoptiken.

Beispiel 2.14
j

Ein Laserstrahl soll von 2mm auf 10 mm Durchmesser aufgeweitet werden. Zur
Verfligung steht eine Zerstreuungslinse mit f/ = —10cm. Welche zweite Linse ist
erforderlich und in welchem Abstand zur ersten muss sie aufgestellt werden? Hier
soll davon ausgegangen werden, dass der Laserstrahl exakt parallel ist. In Wahr-
heit wird er durch einen GauB'schen Strahl beschrieben (Abschnitt4.6), der eine
gewisse Divergenz aufweist.

L,
L, [
L Fl’ 7 :3
™ <
F2 =~
——
e -1

Die Aufweitungsoptik entspricht einem umgekehrten Galilei'schen Fernrohr (Ab-

schnitt 2.10.4). Aus dem geforderten Durchmesserverhaltnis %’ = _f—} =5 folgt
1

die Brennweite der Sammellinse zu f] = +50cm. Der Linsenabstand betragt
e=f]+f, =+40cm.
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2.7 Matrixmethoden der Gauf3'schen Optik

Das Durchrechnen des Weges eines beliebigen auf ein optisches System fallenden
Strahls kann mitunter sehr aufwendig werden, ldsst sich aber heute mithilfe von Ray-
tracing-Rechnerprogrammen fiir alle Probleme 16sen. Wenn man lediglich im paraxi-
alen Bereich arbeitet, sind die Gleichungen, die den Weg eines Lichtstrahls beschrei-
ben, linear und konnen auf elegante Weise durch Matrizenoperationen gelost werden.
Das Aussehen der auftretenden Matrizen hdngt von der Vorzeichenkonvention fiir
Strecken und Winkel ab. Hier wird die in Abschnitt 2.5.2.1 beschriebene Konvention
der DIN 1335 angewandt.

Ein Strahl ist vollstindig charakterisiert durch zwei Angaben, beispielsweise durch
die Hohe h, in einer beliebigen Referenzebene RE; (Bild 2.44) sowie den Winkel o,
bezogen auf die optische Achse. Wenn der Strahl ein optisches System durchléuft,
wird er im Allgemeinen in einer dahinterliegenden zweiten Referenzebene RE, eine
neue Hohe h, und einen neuen Winkel o, besitzen. Die Parameter h, und o, hingen
uber lineare Beziehungen von den Ausgangsdaten h; und o, ab:

h)=A-hi1+B-0q (2.79)
O'2=C'h1 +D-0q (2.80)

Schreibt man die Hohen und Winkel als Spaltenvektoren, dann sind diese durch
eine - gelegentlich als A,B,C,D-Matrix bezeichnete - Systemmatrix M verknupft:

hy hy A B\ (h
=M = 2.81
(0'2) (01) (C D) (01 28D
Die vier Elemente A, B, C und D der 2x2-Matrix hdngen ab von geometrischen Grofien

wie Krimmungsradien der beteiligten brechenden und spiegelnden Flachen sowie
von den Brechungsindizes der vorhandenen Medien.

RE, RE,
o
4/ QE)
l z,
h 2 (o) hy
qu) i
E ’
5) Bild 2.44
Strahlenverlauf im AuRRen-
raum eines beliebigen
optischen Systems
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2.7.1 Matrizen zur Beschreibung der Strahlausbreitung

Transfermatrix

Wenn sich ein Strahl in einem homogenen Medium mit einheitlichem Brechungs-
index geradlinig ausbreitet (Bild 2.45), so ist der Winkel o, in der Referenzebene RE,
identisch mit dem Winkel o, in der Referenzebene RE,. Nach Formel 2.79 und For-
mel 2.81 sind daher die Matrixelemente C=0und D=1.

RE, RE,
S
h Bild 2.45
Z> Transfer eines Strahls zwischen zwei
Referenzebenen im Abstand d in einem
d = homogenen Medium

Die neue Hohe h, ist nach Bild 2.45
hy =hy +d-tan oy
Nun ist in paraxialer Ndherung tan o, ~o0; und daher
h)y=hi+d-01=A-h1+B-01
Daraus ergeben sich die Matrixelemente A =1 und B =d. Die Transfermatrix lautet so-
mit

1 d
T:(O 1) (2.82)

Die Determinante der Transfermatrix ist det T=1.

Brechungsmatrix
Bei der Brechung eines Strahls an einer Kugelfldche (Bild 2.46) sind die Héhen h und

h’ gleich. Damit ergibt sich nach Formel 2.79 und Formel 2.81 fir die Matrixelemente
A=1und B=0. Fir die Winkel gilt 6= ¢ + £ und 0’ = ¢ + €". Das Snellius’sche Brechungs-
gesetz (Formel 2.13) lautet in paraxialer Form n £=n’¢’. Damit ergibt sich

' ot e o+ Mo o) = _m,n
o_q)+n,s_qo+n,(a ) go(l n’)+n’o
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Bild 2.46 Brechung an einer spharischen Grenzflache zwischen den Gebieten mit
Brechzahlen nund n’

Mit tan ¢ = ¢ = —% wird daraus

g=—-——-—+ — - —+—0
n r r n’ r n
oder
, n-n n
0'=—— -h+—-0=C-h+D-0
n’r n

Damit lautet die Brechungsmatrix

B:( 1 0) (2.83)

n
n'r n’

Ihre Determinante ist det B = .

Reflexionsmatrix

Nach Bild 2.47 gilt bei einer Reflexion bei paraxialem Strahlengang h = h’. Damit wer-
den nach Formel 2.79 und Formel 2.81 die Matrixelemente A=1 und B=0.

o Féluf ZO‘\' O’auf
O C o F’
f , ; { fa,uf
a' / \

!
A auf -

Bild 2.47 Reflexion eines Strahls an einem spharischen Spiegel mit tatsachlichem und
aufgefaltetem Strahlengang
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Die Abbildungsgleichung (Formel 2.8) fiir den aufgefalteten Strahlengang lautet
1

’ ’
auf auf

11 2
a T oor

a

h
a

und tan ¢’ ~ 0’ ~ — a,h . Setzt man diese Beziehungen in die

auf

Nun ist tan o ~ 0 ~ —

Abbildungsgleichung ein, so ergibt sich

o o 2
h h r
oder

2
o = ;h+a:C~h+D-a
Damit lautet die Reflexionsmatrix fiir den aufgefalteten Strahlengang

1 0
Ryt = (2/’. 1) (2.84)

mit der Determinante det R,,¢ = 1.

2.7.2 Matrizen fiir Linsen

Dicke Linse
Die Strahlmatrix einer dicken Linse (Bild 2.48) setzt sich zusammen aus drei Matrizen:

= Brechung an der Flache S;: (h}) = Bs, (hl) ,
O1/s, 01/,

(0

. . h h
= Transfer im Linseninneren: ( 2 = Tss, | 1]
02 Sy 178,

= Brechung an der Flache S;: (h%) = Bs, (hz) .
2/s, 92/s,

Insgesamt gilt nach Formel 2.81

K hy hy
(o%) = Lgjck (G ) = Bg, - Ts;s, - Bs, (G
2/s, 1/s, /s,

Somit lautet die Strahlmatrix der dicken Linse

1 0\f1 d 1 0
Lgick = (nL—n' ﬂ) (0 1) (n—nL n ) (2.85)
n/

n'ry nyri n.

Ihre Determinante ist det Lgjcx = 2.
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d

Bild 2.48 Strahlengang durch eine dicke Linse, umgeben von Medien mit den
Brechungsindizes n und n’

6 Beispiel 2.15

=) Wie lautet die Strahlmatrix einer planparallelen Platte der Dicke d mit Brechungs-
index np, die beiderseits von Luft umgeben ist?

Nach Formel 2.85 gilt mit ry=r,=ccund n=n"=1:

Lo [t o) a1 o
Platte = g ppflo 1)l0 1/np

Nach Ausmultiplikation der Matrizen ergibt sich Lpj,¢e = (1 d/nP).

0 1

Daraus folgt fur die Hohen und Winkel: hy = hq + nipal und o,=0;.

//
///w
///
~=
, <
(o] %
1
o™
=

Die Brechkraft der Platte ist null. Der Strahl wird lediglich parallel versetzt. Die
Verlangerung des eintretenden Strahls ist gestrichelt gezeichnet. Sie schneidet die
rechte Plattenseite in der HOhe h’2 = h1 + d o1. Damit ist der Hohenversatz

1
Ah=h’2—h2=d0'1(1——)
np
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Der senkrecht gemessene Abstand der beiden Strahlen betragt
1
s=Ah cos 01 =doy (1 - —)cos a1
np

Dies ist die paraxiale Naherung der exakten Gleichung

. cos O
s=d sin o; 1o —x2n 1
o1

n2 — sin®

Diinne Linse an Luft

Fir den Spezialfall der Linse mit vernachlédssigbarer Dicke (d=0), die beidseitig von
Luft (n=n’=1) umgeben ist, vereinfacht sich die Formel 2.85 zu

1 0Ol/1 o 1 0
Ldi'mn,Luft= n,—1 nllo 1 1-ng, 1

s npry o ng

Fihrt man die beiden Matrizenprodukte aus, so ergibt sich fiir die Linsenmatrix

1 0
Lgiinn, Luft = (ng — 1) (l _ l) 1
r2 ri

Nach der Linsenmachergleichung (Formel 2.45) ist das Matrixelement C gleich der
negativen Brechkraft der diinnen Linse. Damit vereinfacht sich die Linsenmatrix wei-
ter zu

1 0 1 0
Lginn, Luft = (—1/]” 1) = (—D' 1) (2.86)

Die Determinante der Linsenmatrix ist det Lasnn pus = 1.

GRIN-Linse

Der Strahlenverlauf im Innern einer GRIN-Linse wird durch Formel 2.70 beschrieben.
Mit der Abkiirzung o = 27“ = @ lautet die Gleichung mit den Koordinaten h und o
(Bild 2.49):

o1 .
h(z) = hy cos az+—Lsin az
o

Dabei werden h; und o, im Innern der Frontfliche gemessen. Am Ende des Stdbchens
der Lange d ist die Strahlhdhe

1
hy = h(d) = cos ad-h1+asinad-ale-h1+B-01

1

Damit werden die Matrixelemente A=cosadund B =  sinad.
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Bild 2.49 Strahlenverlauf in einer GRIN-Linse

Der Strahlwinkel am Ende der Linse folgt aus der Steigung der Kurve, d.h. aus der
Ableitung

dh

q =—-hjasin az+01 cOs axz=tan o ~ 0
z

Am Ende der Linse betragt der Winkel zur optischen Achse
gy =—o sin ad-hy +cos ad-01=C-hy+D-0q

Die weiteren Matrixelemente betragen somit C=-asina d und D =cos a d.

Die komplette Matrix fiir das Innere einer GRIN-Linse ist

o

2.87
—o sin cd  cos ad ( )

cos ad lsin ad
LGRIN, innen =
Wenn die Winkel aufSerhalb des Stdbchens gemessen werden, muss noch die Bre-
chung an den beiden Endflachen durch jeweils eine Brechungsmatrix beriicksichtigt
werden. Fir den Fall, dass sich im Aufienraum Luft befindet, ergibt sich

1 0)( cos ad  Llsin ad) (1

o
0 n/\-asinad cosad |\0

S= O

LGRIN, augen = B2 - MGRIN, innen - B1 = (

Nach Ausmultiplikation der Matrizen folgt die Matrix der GRIN-Linse:

cos ad - sin ad
. _ Sa 2.88
GRIN, aufSen (_n o sin ad cos ad ) ( :

@ Beispiel 2.16

— Auf eine p/2-GRIN-Linse (Bild 2.39) fallt ein Strahl unter dem Winkel cri =15%inder
Hohe h;=0,5mm. Unter welchem Winkel oé und in welcher Hohe verlasst er die
Linse?
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Die Koordinaten am Ende des Stabchens bestimmen sich aus

h\_, hy
Gé GRIN, aufien Gi

Das in Formel 2.88 auftretende Argument ist a d =. Damit wird die Strahlmatrix

L _{ cosm Lsinm) (-1 0
GRIN, aufien = —noa sin cosm )] \0 -1

)\ (~h
und die Koordinaten am Ende ( %) = ( })
O'2 —o'1

Der Strahl verlasst demnach die Linse auf der H6he h,=-0,5 mm unter dem Winkel

0, =-15%in Ubereinstimmung mit dem Strahlengang in Bild 2.39.

2.7.3 Eigenschaften der Systemmatrix

In einem optischen System ergibt sich die Systemmatrix durch Multiplikation mehre-
rer Matrizen, welche den Strahltransfer sowie die Brechung oder Reflexion an ver-
schiedenen Fldchen beschreiben. Finden k derartige Aktionen statt, dann sind die
Hoéhen und Winkel der Strahlen an zwei Referenzebenen durch k Matrizen verkniipft.
Die Systemmatrix ist das Matrixprodukt der k Matrizen, wobei im optischen System
von hinten nach vorne multipliziert wird:

ha) _ (A B (M) _ (M) Zpf, . M, - h
(02)_(C D) (Ul)_M(Gl)_Mk MMz ("1) (289

Wie bei den vorausgegangenen Rechnungen gezeigt wurde, haben die Determinan-
ten der auftretenden Matrizen entweder den Wert 1 oder n;/ny. Da die Determinante
eines Produkts von Matrizen gleich ist dem Produkt der Determinanten der einzelnen
Matrizen, besitzt die Systemmatrix stets die Determinante

det M = AD — BC = % (2.90)
2

wobei n; der Brechungsindex an der Referenzebene RE, und n, jener an der Referen-
zebene RE, ist. Alle etwaigen anderen Werte im Zwischenbereich kiirzen sich heraus.
Ist insbesondere an RE; und RE, dasselbe Medium, z. B. Luft, so gilt

det M =1 (2.97)

Dies ist eine wichtige Eigenschaft, mit der die Berechnung der Matrizenprodukte auf
mogliche Rechenfehler iberpriift werden kann.
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Bedeutung der Matrixelemente

Eine Betrachtung der Formel 2.79 zeigt folgende Dimensionseigenschaften der Matrix-
elemente:

= A:dimensionslos,
= B:Dimension einer Lange,
= C:Dimension einer reziproken Linge,

= D: dimensionslos.

Falls eines oder mehrere Elemente der Systemmatrix null sind, ergeben sich interes-
sante Folgerungen (Bild 2.50).

= A=0 bewirkt h,=B"0,. Das bedeutet, dass alle Strahlen eines parallelen Strahlen-
biindels bei RE, sich in einem Punkt auf der RE, treffen miissen. Dann muss aber
die RE, die bhildseitige Brennebene sein, die den Brennpunkt F’ enthéalt.

RE, A=0 RE, RE, B=0 RE,
/ : § :
3 § S
/ % hy Y &
zon B N L
Gy 2 2 ?
= =9
o [e]
RE, =0 RE, RE, D=0 RE,
g g
/ & \ h, & \
| s | F BN
Oy -8 %2 8 )
o o
o o

Bild 2.50 Eigenschaften der Strahlengange beim Verschwinden verschiedener
Matrixelemente
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= B=0bewirkt h,=A-h,. Alle Strahlen, die von einem Punkt auf RE, unter beliebigen
Winkeln ausgehen, treffen sich in einem Punkt auf RE,. Dies ist aber die Definition
einer optischen Abbildung. Mit anderen Worten: Die beiden Punkte und die bei-
den Ebenen sind zueinander konjugiert. Der Abbildungsmafistab der optischen
Abbildung betragt

Yy _h
p=L=-22_4 (2.92)
y h
= C=0 bewirkt 0,=D"0;. Das bedeutet, dass ein paralleles Strahlenbiindel mit Win-
kel 0, an RE, wieder in ein paralleles Biindel mit Winkel o, an RE, abgebildet wird.
Das System ist also afokal. Das Winkelverhdltnis betragt
-9 _p (2.93)
01
= D=0 bewirkt g,=C-h,. Alle Strahlen, die von einem Punkt auf der RE; ausgehen,
schneiden die RE, als paralleles Biindel. Daher muss in diesem Fall die RE, die ge-
genstandseitige Brennebene sein, die den Brennpunkt F enthdlt.

Eine weitere interessante Folgerung ergibt sich bei der Betrachtung der Abbildung
eines Objektpunktes O auf der optischen Achse in einen Bildpunkt O’ (Bild 2.51). Da
die beiden Punkte konjugiert sind, muss das Matrixelement B =0 sein.

RE,
b
n
1 .-Sg
o=
L e
9] 2>
o W
O

Bild 2.51 Zur Ableitung der Helmholtz-Lagrange-Invariante

Das Winkelverhaltnis ist y’ = 2 = Ch%f)al =D, da h, = 0 ist. Mit Formel 2.92 lisst sich

a1
’
daher die Systemmatrix schreiben als M = (IZ ;),) mit der Determinante det

M = B’ -y’ = ny/ny nach Formel 2.90.

Damit gilt f,—f . g—f = % oder umgeformt die Helmholtz-Lagrange-Invariante (For-

mel 2.35) fiir beliebige Systeme: n,y, o, =n,y, 0.
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— Beispiel 2.17

— Wie lautet die Systemmatrix fiir eine Abbildung eines Gegenstandes durch eine
dinne Linse?

RE, RE,

| A

=

v

ZweckmaRBigerweise legt man die Referenzebenen in die Objekt- bzw. Bildebene.
Die Systemmatrix besteht aus zwei Transfermatrizen und einer Linsenmatrix:

1 d 1 0\ (1 -a
M =Ty - Lginn, Lust - T1o = (0 1 ) (—1/f' 1) (0 1 )
Nach Ausmultiplikation ergibt sich

_(1-d/f -a+ad/f +d
M_(—l/f’ a/f’ +1 )

Nun muss, wenn die beiden Referenzebenen konjugiert sein sollen, das Matrix-
element B=0 sein. Aus —a+ad’/f’ +a’ =0 folgt die bekannte Abbildungsglei-
chung (Formel 2.47) 1L -1 -1 sowie der AbbildungsmaRstab (Formel 2.44)

a a:F
r=p=1-2 -2 _Y
p=A=1 FEaT S

2.7.4 Lage der Kardinalpunkte eines optischen Systems

Als Kardinalpunkte bezeichnet man die Brenn-, Haupt- und Knotenpunkte. Thre Lage
kann aus der Systemmatrix bestimmt werden. Im Folgenden wird die Lage dieser
Punkte relativ zu zwei Referenzebenen RE; und RE, angegeben.
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Objektseitiger Brennpunkt F und Hauptpunkt H
Ein Strahl, der nach Bild 2.52 a) durch den objektseitigen Brennpunkt F geht, verlasst
die Hauptebene H als achsenparalleler Strahl (Abschnitt 2.6.2 und Abschnitt 2.6.6).
Aus Formel 2.79 hy = —%01 und 0,=C- h, +D - g, folgt fir 0,=0

D

hy=——0o
1 1

Fir kleine Winkel gilt aber hy = -0y - s1p. Der Abstand von RE; zum Brennpunkt F
ergibt sich heraus zu

D

sl,F = E (2.94)
a) RE, H RE, RE, H  RE, b)

mn, n,

2 Iy | g
F-G\ |7 g) E ) m g) E bl (S~_F'
SLF S1LH | %%l | %%’l S| Sp
f f!

Bild 2.52 Abstdnde der Hauptpunkte und Brennpunkte von den Referenzebenen;
a) Objektseite, b) Bildseite

Durch Anwendung des Strahlensatzes folgt Z—f = _;{ . oder f=s1p Z—f Unter Verwen-

dung von Formel 2.79 und Formel 2.94 folgt

D o1\ D C\ AD-BC
f==|A+B2|=2|a-B=| ="
c h) C D C

Der Zidhler entspricht der Determinante der Systemmatrix, und daher wird nach For-
mel 2.90 die gegenstandseitige Brennweite

ny/ny

C (2.95)

f:

Umgekehrt gilt fiir das Matrixelement C = %
Da die Brennweite fvon der Hauptebene H aus gemessen wird, ist die Entfernung von
RE, zu H gegeben durch sy = —f + S1p = —% + 2 oder
D —ny/ny
SH=——F (2.96)

Bildseitiger Brennpunkt F' und Hauptpunkt H’

Ein Strahl, der nach Bild 2.52b) parallel zur optischen Achse auf die Hauptebene H’
trifft, geht von dort weiter durch den bildseitigen Brennpunkt F’ (Abschnitt 2.6.2 und
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Abschnitt 2.6.6). Aus Formel 2.79 folgt fir 0,=0: h,=A-h; und 0,=C-h;. Nun ist
hy hy

—02= 5,5 oder Sz = —5- = —‘2_'—211. Damit betrdgt die Entfernung s,y von RE, zu F’
A
SoF = _E 2.97)
Aus dem Strahlensatz % = s{ lF, = % folgt fiir die bildseitige Brennweite
1
f = -z (2.98)

Umgekehrt ist das Matrixelement C = -1/ f".

Der Abstand zwischen Hauptebene H und Referenzebene RE, folgt aus —so p# + So,p7 = f/
zZu

gy = L4 (2.99)
2H = I .

Knotenpunkte

Nach DIN 1335 sind die Knotenpunkte K und K’ dasjenige konjugierte axiale Paar, fur
welches das Winkelverhéltnis y’=1 ist. Mit anderen Worten: Ein Strahl, der schief zur
optischen Achse auf den Knotenpunkt K trifft, verldsst den Knotenpunkt K’ parallel
versetzt, d. h. mit o, = o, (Bild 2.53).

RE, RE,
m ny
r
K K' 3, h,
= .
hy !
S1K == =S K’

Bild 2.53 Definition der Knotenpunkte

Aus Bild 2.53 folgt fiir den Winkel o1 = —hy/s1k oder hy/o1 = —s1x. Der Winkel an
RE, betrédgt nach Formel 2.79 0,=C-h;+D-0,=0;.

Aus C - 2—1 + D =1 folgt mit der obigen Beziehung der Abstand des Knotenpunktes K
von der Referenzebene RE;:

D-1
Sl,K = T (2.100)
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An der Referenzebene RE, gilt gy = —hy/sax» und hy = —03 - sy g = —01 - S /. Mit
h,=A-h+B-o; folgt —01-Syx =A-hy1 +B-01 sowie —s3x’ = A -hy/o1 + B und mit
Formel 2.100 und Formel 2.90 schliefilich

nl/nz —A

Sy, = (2.101)

Die Gleichungen zur Bestimmung der Orte der Kardinalpunkte sind zusammenge-
fasst in Tabelle 2.7 in Verbindung mit Bild 2.54 dargestellt.

RE, RE,

pd

<—SI,F Sl,H <_S2,H'

SZ,F' — ]

”—Sl,K_» SZ,K’
f i f
Bild 2.54 Lage der Kardinalpunkte eines optischen Systems

Tabelle 2.7 Entfernungen der Kardinalpunkte eines optischen Systems von den Refe-
renzebenen RE; im Objektraum bzw. RE, im Bildraum

Objektseitiger Brennpunkt F si,r =D/C Formel 2.94
Bildseitiger Brennpunkt F’ sy =4A/C Formel 2.97
Objektseitiger Hauptpunkt H S1H = (D —nq/ng)/C Formel 2.96
Bildseitiger Hauptpunkt H’ sy = (1-A)/C Formel 2.99
Objektseitiger Knotenpunkt K sk = (D -1)/C Formel 2.100
Bildseitiger Knotenpunkt K’ Sy’ = (n1/ny —A)/C Formel 2.101

Brennweiten

Objektseitige Brennweite f f= ny/ny Formel 2.95
(&
Bildseitige Brennweite = 1 Formel 2.98
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Die Gleichungen der Tabelle 2.7 erlauben einige allgemeingultige Folgerungen:

= Fir den am héufigsten vorkommenden Fall, dass n, =n, ist, wenn z. B. das optische
System von Luft umgeben ist, fallen die Knotenpunkte und die Hauptpunkte zu-
sammen. Ferner gilt in diesem Fall, dass die objektseitige und die bildseitige
Brennweite betragsmaéf3ig gleich grofs sind: f=—f.

= Der Abstand zwischen den Hauptebenen bzw. -punkten, das sogenannte Intersti-
tium i, ist gleich dem Abstand der beiden Knotenpunkte: i = HH'=KK".

Beispiel 2.18

Das Cooke'sche Triplet, das bei einfachen Kameraobjektiven eingesetzt wird, soll
naherungsweise als Triplet aus drei diinnen Linsen behandelt werden. Die Brenn-
weiten betragen f] =30,5mm, f; =-17,2mm und f; = 26,8mm. Die Absténde
zwischen den Linsen sind e;;=6,9 mm und e,; =7,3 mm. Wie lautet die Systemmat-
rix? Wo liegen die Hauptebenen? Der Film oder der Bildsensor befindet sich am
Ort des Brennpunktes F’, sodass Objekte, die im Unendlichen stehen, scharf abge-
bildet werden. Zur Abbildung von Objekten im Nahbereich wird lediglich die erste
Linse weiter herausgedreht. Wie hangt die erfasste Gegenstandsweite a vom Lin-
senabstand e;, bzw. vom Objektivauszug Ae ab?

®

Die Referenzebenen RE; und RE, legt man zweckmaRigerweise in die Linsen L, und
L;. Die Systemmatrix besteht aus folgenden zwei Transfer- und drei Linsenmatri-
zen (alle MaRe in mm):

o 101 73 1 0)f1 69 ( 1 0
_(—1/26,8 1) (0 1)(1/17,2 1) (0 1)(—1/30,5 1)

Nach Ausmultiplikation ergibt sich

0,8628 17,13
-0,01999 0,7620

det M=1

Die Systembrennweite betragt f’ = —1/C = 50,01 mm. Die nominelle Brennweite
des Objektivs ist f =50 mm. Die Entfernungen zu den Kardinalpunkten betragen

—-A
S2F = & = 43,15 mm (40,22 mm)
1-A
S =~ = -6,86 mm (-9,35mm)
D (-38,04 mm)
S1F = C =-38,11mm ,
D

-1
SIH= —¢— = 11,90 mm (11,52 mm)
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J\ S2F

—

N

N

Gegenstandsweite —a/m
S N B N 0 O

0 02 04 06 08 1 1,2 14 1,6
Objektivauszug Ae/mm

Der Film oder Bildsensor hat den festen Abstand s, =43,15 mm von RE,. Wird der
Abstand zwischen L, und L, vergréf3ert, z. B. auf 8 mm (Objektivauszug Ae=1,1 mm),
dann sind die entsprechenden Entfernungen oben in Klammern angegeben.
Die Bildweite wird jetzt a’=43,15mm+9,35mm=52,50 mm. Aus der Abbildungs-
gleichung folgt der zugehérige Gegenstandsabstand von der Hauptebene H:
a=d f'/(f' —a’) = -0,89 m. Die Abhdngigkeit der Gegenstandsweite vom Objek-
tivauszug ist im beigefligten Diagramm dargestellt.

Beispiel 2.19

Die Gleichungen, die in Abschnitt 2.6.6 (Bild 2.43) ohne Herleitungen angegeben
wurden, sollen mithilfe der Matrixmethode bewiesen werden.

Die Referenzebenen RE; und RE, werden in die beiden Linsen L, und L, gelegt. Die

Systemmatrix setzt sich aus zwei Linsenmatrizen und einer Transfermatrix zusam-
men:
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Die Brechkraft des Systems ist damit
D' =D|+D; —eD] D,
Die Brennpunktsabstande betragen

1 ¢ 1 1

Sl’F_D_ fll fz’—e

und

1 _c_1, 1
ss A f) fi-e

7~ Beispiel 2.20

Ein paralleles Strahlenbiindel fallt wie in Bild 2.40 c) auf eine 0,23 p-GRIN-Linse mit
Brechzahl n=1,602 und Periodenlange p=27,2 mm. In welchem Abstand von der

Endflache ist ein Lichtwellenleiter zu platzieren, damit er im Fokus der Linse steht?

1 .
cos ad 7 Sin ad

Nach Formel 2.88 ist die Systemmatrix L =
y GRIN;, aufien (—na sin ad cos ad

Der Abstand des Brennpunktes F’ von der rechten Referenzebene ist nach For-

__A _ _cosad
mel 2.97 SZ,F’ =—C = nasm od

In unserem Fall ist ad=0,46-1=1,445 und na=0,370mm"". Damit ergibt sich

sop = 254 mm = 0,34 mm.

2.7.5 Lage der Referenzebenen

Die Lagen der Referenzebenen RE; und RE, werden je nach Fragestellung zweckma-
BBig gewdhlt. Legt man sie z. B. auf den ersten und letzten Linsenscheitel, dann liefern
die Gleichungen der Tabelle 2.7 die Schnittweiten. Legt man sie in die Objekt- bzw.
Bildebene, dann folgt aus der Bedingung fiir konjugierte Ebenen, dass B =0 sein muss,
eine Abbildungsgleichung, die Objektort und Bildort verkntpft. Weitere interessante
Beziehungen ergeben sich, wenn die Referenzebenen in die Haupt- oder Brennebenen
gelegt werden.

Referenzebenen liegen in den Hauptebenen

Fir diesen Fall muss die bisherige Systemmatrix M = ( erweitert werden um

C D)
zwei Transfermatrizen, und zwar von RE, um +s, und von RE; um -, y:

M _ 1 So, |/ A B\ (1 —S1,H _ 1 % A B\|[1 nl/réZ—D
BE =1 1 Jlc oJlo 1 ) lo 1/\c pllo 1
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Nach Ausmultiplizieren der Matrizen ergibt sich mit Formel 2.90 My 1 = (é n (/)n )
mit der Determinante det Mgy’ = ny/ns. T2

Weil B=0 ist, sind die Hauptpunkte H und H’ - wie bereits bekannt — zueinander kon-
jugiert. Der Abbildungsmafistab ist nach Formel 2.92 8'=A=1 (siehe Abschnitt 2.6.2
und DIN 1335).

Referenzebenen liegen in den Brennebenen

Fir diesen Fall muss die bisherige Systemmatrix M = ( erweitert werden um

c D)
zwei Transfermatrizen, und zwar von RE, um +s,; und von RE; um -s, . Damit wird
die neue Systemmatrix

M _ 1 S2,F A B)\([1 —S1,F| _ 1 —A/C A B)\([1 —D/C
EF=1o 1 )lc pJlo 1 ) lo 1 )lc pl/lo 1

Nach Ausmultiplikation der Matrizen ergibt sich mithilfe von Formel 2.90

M o 0 BCE‘AD _ 0 —né/nz
EF=lc o cC 0

Fir n, =n,, z.B. an Luft, gilt

¢ o)=L 4

Mz = (c 0 ~1/f" 0

Da das Matrixelement B nicht null ist, konnen die Brennebenen keine konjugierten
Ebenen sein. Ein Objektpunkt, der beim Brennpunkt F steht, wird bekanntlich nicht
in F’, sondern ins Unendliche abgebildet.

Beschreibt man eine optische Abbildung mit Koordinaten z und z’, die von den Brenn-
punkten aus gemessen werden (Bild 2.29), so lautet die neue Systemmatrix

0 z/\[o a2\ —z
MNewton=T2'MF,F"T1=(O 1)(C 6 0 1

aus der schliefSlich mit C = —1/f” folgt

A - A N
MNewton = (_i f an
1 f

Fir eine optische Abbildung muss B=0 sein, d. h.

272/ =g (2.102)
ny
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Dies ist die Newton’sche Abbildungsgleichung, die an Luft die von Formel 2.51 her be-
kannte Form z z’=—f* annimmt.

Der Abbildungsmafistab betrégt g’ = A = —}ZT',.
Damit ist bewiesen, dass die Newton’sche Abbildungsgleichung bei beliebigen Syste-
men gilt und nicht nur, wie in Abschnitt 2.6.1, bei diinnen Linsen.

2.8 Strahlbegrenzungen

2.8.1 Blenden und Pupillen

Die Strahlenbiindel, die an einer optischen Abbildung beteiligt sind, werden immer
auf irgendeine Weise durch Blenden festgelegt. Die bisher meist benutzten Konstruk-
tionsstrahlen, z. B. achsenparalleler Strahl und Strahl durch die Linsenmitte, kommen
héufig bei der tatsdchlichen Abbildung gar nicht vor, weil sie gegen eine Blende lau-
fen, so auch in Bild 2.55 a).

Eine korperliche Blende, beispielsweise ein Lochblech oder eine Linsenfassung, die
den Offnungswinkel des abbildenden Strahlenkegels begrenzt, der von einem Objekt-
punkt auf der optischen Achse ausgeht, wird als Aperturblende (AB) bezeichnet. Sie
bestimmt die Helligkeit der Abbildung und besitzt deshalb hdufig einen verdnderba-
ren Durchmesser wie beim Fotoapparat oder der Irishlende des Auges.

Als Eintrittspupille (EP) wird das Bild der Aperturblende bezeichnet, wenn man von

@ der Objektseite in das optische System blickt. Sie bestimmt den maximalen Off-
nungswinkel 20, des Strahlenkegels, der von einem Objektpunkt auf der opti-
schen Achse ausgeht.

Steht die Aperturblende im Gegenstandsraum wie in Bild 2.55 a), dann ist sie selbst
die Eintrittspupille. Steht sie im Bildraum wie in Bild 2.55b), dann ist ihr durch die
Linse entworfenes Bild die EP. Im Falle von Bild 2.55b) ist dieses Bild virtuell.

Das optische System (die Linse im Fall von Bild 2.55) bildet nicht nur den Gegenstand
ab, sondern auch die Aperturblende.



74

2 Geometrische Optik

a) Aperturblende Austrittspupille
AB AP
2 GI’I’]QX
F HS

EP

Eintrittspupille
b) AB
HS
l S
—~—/
AP pp

Bild 2.55 Zur Definition von Blenden und Pupillen; a) Aperturblende (EP) im Objekt-
raum mit reellem Bild (AP), b) Aperturblende (AP) im Bildraum mit virtuellem Bild (EP)
AB: Aperturblende, EP: Eintrittspupille, AP: Austrittspupille, HS: Hauptstrahl.

Als Austrittspupille (AP) wird das Bild der Aperturblende bezeichnet, wenn man von

@ der Bildseite in das optische System blickt. Sie bestimmt den maximalen Off-
nungswinkel 20y, des Strahlenkegels, der von einem Bildpunkt auf der opti-
schen Achse ausgeht.

Auch die Austrittspupille ist entweder die physische Blende selbst (Bild 2.55b) oder
das Bild derselben (Bild 2.55 a).

In Bild 2.55 a) ist der Strahlenkegel, der von der Pfeilspitze des Objekts ausgeht, schraf-
fiert. Es ist unmittelbar einleuchtend, dass die Linse mindestens die gezeichnete Grofse
haben muss, damit alle Strahlen die Linse durchqueren kdnnen. Ist der Linsendurch-
messer kleiner, sodass Randstrahlen nicht mehr an der Abbildung teilnehmen, wird
das Bild nach aufsen hin abgeschattet. Man spricht von einer Vignettierung.
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Bei einem System mit mehreren Linsen bzw. Blenden ist nicht von vornherein klar,
welches die Strahlen begrenzende Aperturblende ist. Um dieses herauszufinden,
kann man entweder konstruktiv oder rechnerisch den Strahlenkegel mit gréfitem
Offnungswinkel suchen und so entscheiden, welche Blende die maRRgebende ist bzw.
wo die Eintrittspupille des Systems liegt.

@ Beispiel 2.21

— Zwei dunne Linsen im Abstand e =50 mm bilden ein optisches System. Beide Lin-
senfassungen haben den lichten Durchmesser d=30 mm. Die Linse L, hat die
Brennweite f] =120mm. Welche der beiden Linsen wirkt als Aperturblende fur
einen Objektpunkt im Abstand so=-80 mm?

In der zeichnerischen Lésung wurde konstruktiv das von der Linse L, entworfene
virtuelle Bild der Linsenfassung L, ermittelt. Dieses in der Abbildung gestrichelte
Bild fungiert als Eintrittspupille, denn der gestrichelte Strahlenkegel hat einen
kleineren Offnungswinkel als der ausgezogene.

Die Rechnung wird mithilfe der Matrixmethode durchgefiihrt. Um den maximalen
Offnungswinkel zu bestimmen, den die Linse L, zul3sst, werden die Referenzebe-
nen in die Objektebene und die Linse L, gelegt. Die Systemmatrix besteht lediglich
aus der Transfermatrix zwischen den beiden Referenzebenen:

1 -so
MzTOJ:(o 1 )

Nach Formel 2.79 betragt die Strahlh6he an der Stelle der Linse L, fur einen Strahl,
der von einem Objektpunkt auf der optischen Achse kommt,

hy =B-01

Damit ist der gréRte Offnungswinkel

O01,max = dT{Z = fﬁ =0,188rad = 10,7°

'
2

L L l |

1 2 /'-|-|

/
- |
/
/

- - |

F, 0 < = |
~ |

2 <=
Omax |
—~
~
\ |
~
el qEP
- : b
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Zur besseren Sichtbarkeit ist der MaRstab in y-Richtung um den Faktor 2 gestreckt
relativ zur z-Richtung.

Um den gréRten Offnungswinkel zu berechnen, den die Linse L, zuldsst, wird die
Referenzebene RE; in die Linse L, gelegt. Die Systemmatrix besteht damit aus zwei
Transfermatrizen und einer Linsenmatrix:

1 e 1 0) (1 -so
M =T1, - Lgjnn - To,1 = (0 1) (—l/f’ 1) (0 1 )
1

_ e _ eso
:(1 77 e s0+f1,)

Auch hier ist der gréRtmégliche Offnungswinkel

dj2 d/2
Olmax =~ = 7 esg

= =0,155rad = 8,9°
B e—so+
1

Damit ist bestatigt, dass die Linse L, die Aperturblende darstellt und ihr Bild die
Eintrittspupille. FUr groRBere Abstdnde andern sich die Verhdltnisse. Durch Ver-
gleich der beiden Ergebnisse folgt, dass fir Gegenstandsweiten —so > f] die
Linse L, die Aperturblende wird und zugleich die Eintrittspupille.

Wenn der Blendendurchmesser gegen null geht, bleibt vom abbildenden Strahlenke-
gel nur noch der sogenannte Hauptstrahl (HS in Bild 2.55) tbrig.

Hauptstrahlen sind Strahlen, die als Reprasentanten der tatsachlichen Strahlen-
bindel von Objektpunkten durch die Mitte der Eintrittspupille gehen und im Bil-
draum durch die Mitte der Austrittspupille.

Da die Pupillen Bilder der physischen Aperturblende sind, geht der Hauptstrahl auch
durch die Mitte der Aperturblende.

In komplizierten Strahlengédngen werden zur Vereinfachung héaufig nur die Haupt-
strahlen gezeichnet.

2.8.2 KenngrofRRen der Strahlenbegrenzung

Um den Offnungswinkel und damit die Bildhelligkeit in einem optischen System zu
beschreiben, werden verschiedene Kenngrofsen benutzt (Bild 2.56).



