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Vorwort zur ersten Auflage

Dieses Buch richtet sich an Studienanfinger der Physik. Schon zu Beginn des
Studiums wird klar, dass wohl das wichtigste Handwerkszeug des Physikers die
Mathematik ist. Ja, man kann sogar behaupten, dass die Mathematik die ei-
gentliche Sprache der Physik ist. In dieser Sprache werden die physikalischen
GesetzméafBigkeiten und Theorien formuliert, und zwar auch schon zu Beginn
des Studiums. Sehr schnell stellt sich heraus, dass der dazu notwendige ma-
thematische Apparat deutlich iiber den der Schulmathematik hinausgeht. Man
muss seine Kenntnisse und Fertigkeiten kontinuierlich ausbauen, um den Inhalt
der Physikvorlesungen zu verstehen.

Die Vorlesungen zur Mathematik, die jeder Physikstudent héren muss, werden
ihn sorgféltig und in einem logischen Aufbau in diese Mathematik einfiihren.
Man kann jedoch mit der Physik nicht warten, bis diese Mathematik vermittelt
und verfiigbar ist.

Der hier beschrittene Weg ist in vielen Aspekten pragmatisch. Dieses Skript
enthélt den Inhalt einer zweisemestrigen Vorlesung mit einem Umfang von
zwei Wochenstunden, die eine vierstiindige Vorlesung zur Experimentalphysik
begleitet. Ziel dieser Ergénzungsvorlesung ist eine theoretisch-physikalische und
mathematische Vertiefung des Stoffes der Grundvorlesungen in Physik. Dabei
wird - nach Moglichkeit parallel zu dem Vorgehen in der Experimentalphysik
- das mathematische Handwerkszeug des Physikers vermittelt. Solch ein Vor-
gehen ist nicht unproblematisch: Einerseits muss notgedrungen auf eine volle
mathematische Strenge verzichtet werden, um nicht hoffnungslos hinter den
experimentellen Teil zuriickzufallen. Andererseits sollte dennoch ein (durch die
Physik motivierter!) logischer Aufbau geboten werden, der auch ohne die be-
gleitende Experimentalphysik in sich schliissig ist und der die mathematischen
Schwierigkeiten nicht verharmlost.

Die Stoffauswahl orientiert sich an den wesentlichen Inhalten der ersten Grund-
vorlesungen zur Physik und konzentriert sich in der Hauptsache auf die Mecha-
nik und die Elektrostatik. Dazu werden die Grundlagen der Vektorrechnung,
der Vektoranalysis sowie der gewohnlichen und partiellen Differentialgleichun-
gen und der Wahrscheinlichkeitstheorie entwickelt.

Einige ergéinzende Hinweise:

e Der mathematische Stoff wird dabei nicht in ,,Reinkultur® entwickelt, son-
dern nach Moglichkeit durch physikalische Problemstellungen motiviert
und durch physikalische Beispiele verdeutlicht.



e Finige Gebiete aus der Schulmathematik, die oft nur unzureichend be-
kannt sind, z.B. komplexe Zahlen und Kegelschnitte, werden im Anhang
dargestellt.

e Einen grofleren Raum nimmt die Behandlung nichtlinearer Phdnomene in
der Dynamik ein, ein Gebiet, in dem spezielle mathematische Techniken
Anwendung finden.

e An einigen Stellen erschien es angebracht erste elementare Techniken
der Numerischen Physik anzusprechen. Solche Methoden werden schon
im frithen Physik-Studium eingesetzt (z.B. Computersimulationen in der
nichtlinearen Dynamik oder bei Auswertungen von Messreihen im Phy-
sikalischen Praktikum).

e Abschnitte mit Hintergrundinformation oder weiterfithrenden Methoden
sind mit einem * gekennzeichnet und kénnen bei einem ersten Durchgang
iibersprungen werden.

e Im gesamten Text sind zahlreiche Beispiele ausfiihrlich behandelt. Die
zuséitzlichen Aufgaben am Ende jedes Kapitels sollten in eigener Regie
gelost werden. Zur Kontrolle findet man Losungen am Schluss des Buches.

Die eigentliche Motivation zur Niederschrift dieses Vorlesungsskripts entstand
durch unser FiPS-Fernstudienprojekt. FiPS steht fiir Friheinstieg ins Physik-
Studium: . ..begabten Abiturient(inn)en, die sich wihrend Zivildienst, Bun-
deswehrdienst, Freiwilligem Sozialen Jahr oder anderer Wartezeiten bereits in-
tensiv mit ihrem angestrebten Studienfach Physik beschéftigen wollen, wird
die Moglichkeit geboten, in einem multimedialen Fernstudiengang wesentliche
Lehrinhalte der ersten beiden Fachstudiensemester zu erwerben...“ — diese
Information und mehr iiber das FiPS-Fernstudienprojekt findet man unter
http://www-fips.physik.uni-kl.de. Im Rahmen dieses Projekts wurde —
neben dem benutzten Physik-Textbuch! — eine schriftliche Ausarbeitung unse-
res mathematischen Ergidnzungskurses als Arbeitsgrundlage benttigt.

Besonders verdient gemacht haben sich unsere ersten externen FiPS-Studenten,
die viele Fehler und Ungereimtheiten in der Vorversion dieses Skriptes entdeckt
und mich in ihren zahlreichen E-Mails darauf hingewiesen haben; insbesonde-
re wiren dabei Alexander André, Benjamin Bahr, Johannes Hecht, Henning
Jirgens, Ralf Kaminke, Jan Koch, Aaron Lindner, Frederick Wagner, Karl
Wunderle zu nennen. Auflerdem hat mich unser FiPS-Team — Christian Bayer,

IW. Demtroder: Ezperimentalphysik I und IT (Springer-Verlag, 1998/99)



Monika Kantner, Daniel Roth und Frank Schweickert — immer unterstiitzt und
angespornt.

Danken mochte ich auch allen ,regulédren® Physikstudenten an der Universitét
Kaiserslautern, die mit ihrer Kritik und vielen Verbesserungsvorschligen zu
dieser Ausarbeitung beigetragen haben, insbesondere Steffen Blomeier, Michael
Deveaux und Eva Schuster.

Mein Dank gilt auch den Studenten und Mitarbeitern aus meiner Forschungs-
gruppe, Markus Gliick, Michael Hankel, Christian Hebell, Frank Keck und
Bernd Schellhaafl, die viele Texte korrekturgelesen und kritisch kommentiert
haben, sowie Frau Wollscheid fiir die Miihe, die sie sich mit der Anfertigung
der zahlreichen Bilder gemacht hat.

Schliefllich moéchte ich meiner Frau danken, die die vielen Arbeitswochenenden
und -abende mit grofler Gelassenheit ertragen hat und die durch ihre Hilfe
meine Arbeit an diesem Skript erst moglich gemacht hat.

Das vorliegende Skript ist mit Sicherheit noch verbesserungsbediirftig, deshalb
freue ich mich iiber jeden Vorschlag und Hinweis auf sicherlich noch vorhandene
Fehler (moglichst an die unten angegebene E-Mail Adresse).

Kaiserslautern,
September 1999 Hans Jiirgen Korsch
FB Physik, Universitit Kaiserslautern,
67653 Kaiserslautern
E-Mail: h.j.korsch@gmail.de



Vorwort zur fiinften Auflage

Dieses Buch mit dem Titel Mathematische Grundlagen fiir Physiker — Ein be-
gleitendes Lehrbuch fiir die Experimentalphysik ist eine iiberarbeitete Neuauf-
lage des Buches Mathematische Erginzungen zur Einfihrung in die Physik,
erschienen im Binomi Verlag. Ich méchte Herrn Gerhard Merziger vom Binomi
Verlag fiir die langjéhrige Zusammenarbeit herzlich danken und auch fiir die
Anregung zu einer neuen Auflage dieses Textes im Carl Hanser Verlag. Vie-
len Dank auch an den Carl Hanser Verlag fiir die Bereitschaft, dieses Buch
in ihr Verlagsprogramm zu iibernehmen. Ganz besonders geholfen haben mir
dabei Herr Frank Katzenmayer, Frau Christina Kubiak und Frau Anne Kurth
vom Carl Hanser Verlag mit ihrer kompetenten Betreuung und vielen Verbes-
serungsvorschlégen.

Fiir diese fiinfte Auflage wurde der Text erneut iiberarbeitet und ergénzt. Dabei
waren die vielen Hinweise aus dem Leserkreis eine wertvolle Hilfe. Besonders
zu erwahnen sind auch hier wieder die Anregungen von Stephan Bogendorfer.

Weitere Kommentare, kritische Bemerkungen und Hinweise auf Fehler bitte an
die unten angegebene E-Mail Adresse. Eine von Zeit zu Zeit aktualisierte Kor-
rekturliste findet man im Internet unter:

https://www.hanser-kundencenter.de/fachbuch

Dieses Buch wird im Fernstudiengang ,, Friiheinstieg ins Physik-Studium* (FiPS)
der Technischen Universitat Kaiserslautern als Lehrbuch benutzt. Weitere In-
formationen unter

http://www.fernstudium-physik.de/.

Fiir Anfinger im Studium der Physik (und teilweise auch in den anderen Na-
turwissenschaften und den Ingenieurwissenschaften) stellt die Mathematik ein
grofles Problem dar. Gute Kenntnisse der Schulmathematik werden dabei still-
schweigend vorausgesetzt, aber nicht jeder bringt hier die gleichen Vorausset-
zungen mit. Zum Ausgleich unterschiedlicher mathematischer Vorkenntnisse
dienen an vielen Universitdten Vorkurse fiir Studienanfinger. Ein Skript zu ei-
nem solchen Vorkurs in Mathematik, der an der Technischen Universitit Kai-
serslautern seit vielen Jahren fiir die Studienanfanger in Physik angeboten wird,
ist als Buch erhaltlich:

H. J. Korsch, ,Mathematischer Vorkurs fiir Studienanfanger der Physik
und der Ingenieurwissenschaften“ (Binomi Verlag 2004), 119 Seiten
http://www.binomi.de.


https://www.hanser-kundencenter.de/fachbuch
http://www.fernstudium-physik.de/
http://www.binomi.de

Dieses Buch ist als Briicke zwischen mathematischem Schulwissen und Anfor-
derungen der Vorlesungen gedacht. Es eignet sich als Begleitliteratur zu einem
Universitédts-Vorkurs oder zum Selbststudium und wird allen Studienanfingern
der Physik oder der Ingenieurwissenschaften empfohlen.

Kaiserslautern,
August 2021 Hans Jiirgen Korsch
E-Mail: h.j.korsch@gmail.com
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Kapitel 1

Vektoren

1.1 Vektoren und Tensoren in der Physik

Die Physik befasst sich mit der Beschreibung von Vorgéingen in Zeit und Raum,
genauer: mit ihrer mathematischen Beschreibung. Von Raum und Zeit haben
wir einige mehr oder weniger vage Grundvorstellungen, die mit zunehmenden
physikalischen Kenntnissen prézisiert, korrigiert oder erweitert werden. Hier
sollen unsere anschaulichen Vorstellungen aber zunéchst ausreichen.

Zu einer mathematischen Formulierung der physikalischen Gesetze (beispiels-
weise zu einer Beschreibung einer Bewegung im Raum) benétigen wir zunéchst
ein passendes mathematisches Handwerkszeug. In einer eindimensionalen Welt
wére das kein grofles Problem: Die Position im ,,Raum* ist durch eine einzige
(reelle) Variable (eine ,,Koordinate“) gekennzeichnet, die wir zum Beispiel mit
dem Buchstaben x bezeichnen kénnen, und ein physikalisches Gesetz wie die
Bewegungsgleichung ,, Kraft gleich Masse mal Beschleunigung® schreibt sich als
F = ma. Dabei steht F fiir die Kraft, m fiir die Masse und a fiir die Beschleu-
nigung.

Im dreidimensionalen Raum ist das nicht mehr so einfach. Man kann sich damit
helfen, indem man alles auf ein vorgegebenes Koordinatensystem bezieht. Aber
dann sind eben nach Konstruktion(!) alle physikalischen Gesetze fiir dieses eine
Koordinatensystem formuliert. Das ist ganz offensichtlich sehr unflexibel, denn
die mathematische Form physikalischer Gesetze, bei denen auf Koordinatensys-
teme bezogene Groflen beteiligt sind, kann unméglich von der (willkiirlichen!)
Wahl des Koordinatensystems abhéngen, denn sonst géibe es unendlich viele
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Formulierungen ein und desselben Gesetzes. Wir bendtigen also eine mathe-
matische Beschreibung durch Gréflen, die unabhéngig sind von den speziellen
Koordinatensystemen (oder sich nach passenden Regeln transformieren) und
so die Invarianz der physikalischen Gesetze gewéhrleisten.

Mathematische Groflen, die das leisten, sind die Tensoren, ein einfacher Spe-
zialfall davon sind die Vektoren. Neben ihrer Invarianz gegeniiber Koordina-
tentransformationen erlauben sie auch eine Reihe von Rechenoperationen. Wie
wir sehen werden, haben sie eine sehr wichtige mathematische Struktur, li-
nearer Raum genannt. Eine Realisierung einer solchen Struktur stellt z.B. die
Menge aller Translationen im Raum dar, also ganz anschaulich: die Menge al-
ler parallelgleichen Pfeile. Der Tensorkalkiil ist nicht nur niitzlich, sondern fiir
die Bewiltigung vieler physikalischer Probleme unbedingt notwendig, wie zum
Beispiel fiir Albert Einstein bei der Formulierung seiner Allgemeinen Relati-
vitatstheorie.

Wie so oft, wird man erst spéter die oben verlangte Invarianz der Groflen ge-
geniiber Transformationen des Koordinatensystems richtig verstehen koénnen.
Das liegt auch daran, dass man zur mathematischen Formulierung bequemer-
weise schon den Tensor-Formalismus benutzen miisste, der ja eigentlich erklért
werden solll Wir gehen hier heuristisch vor, wobei wir die wesentlichen Ge-
danken zunichst einmal fiir den R2? formulieren, also den zweidimensionalen
Raum der Zahlenpaare (x,y). Diese Zahlenpaare lassen sich als Punkte der x,y-
Ebene darstellen, und wir wiirden gerne durch dieses Zahlenpaar einen Vektor
erkldren, also eine Grofle, die einen Betrag und eine Richtung hat, gekennzeich-
net durch den Pfeil im Bild 1.1. Wir schreiben solche vektoriellen Gréflen als
a, wobei der Pfeil iiber dem Buchstaben auf ihre Richtungseigenschaft hinwei-
sen soll (auBerdem findet man in der Literatur auch eine Kennzeichnung von
Vektoren durch fett gedruckte Buchstaben). Der Betrag, geschrieben als

a=|d|, a€eR, (1.1)

ist hier die Linge des Vektorpfeils, also a = /22 + 2.

Was geschieht nun, wenn wir zu einem Koordinatensystem iibergehen, das um
einen Winkel ¢ gedreht ist? In dem gedrehten Koordinatensystem hat der glei-
che Vektor a statt der Koordinaten (x,y) die Koordinaten (u,v). Man kann
sich iiberlegen, dass man durch

u = 4z cosy + ysiny (12)
v = —xsiny + ycos ’
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\

Bild 1.1: Bei einer Drehung des Koordinatensystems transformieren sich die Koor-
dinaten (x,y) in die Koordinaten (u,v).

aus den (x,y) die (u, v) berechnen kann. Der Betrag des Vektors @ in den neuen
Koordinaten ist gleich vu? + v2, und wir sehen mit

u? +v2 = (4xzcosp +ysing)? + (—zsing + ycos p)?
= z2cos? o + 2xycos psin + y? sin? ¢
+22 sin ¢ — 2zy sin ¢ cos ¢ + y? cos? @ (1.3)
= 2%(sin® p + cos? @) + y?(sin? ¢ + cos? p)
= 2+,

dass der Betrag des Vektors a sich bei der Drehung des Koordinatensystems
nicht édndert. Jetzt dreht man den Spiefl um und bezeichnet jede Grofle, die
durch ein Paar reeller Zahlen beschrieben wird, als einen Vektor, falls diese
beiden Zahlen, die Koordinaten, sich bei einer Drehung des Koordinatensys-
tems um einen Winkel ¢ wie (1.2) transformieren. Eine GroBe, die sich bei
einer Drehung nicht d&ndert, nennt man einen Skalar. Ein solcher Skalar ist uns
schon bekannt: Der Betrag eines Vektors ist ein Skalar.

Ganz genauso kann man jetzt Vektoren im dreidimensionalen Raum als Zah-
lentripel (z,y, z) der drei Koordinaten beziiglich eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems darstellen, die sich bei Transformationen (Drehungen) des Koor-
dinatensystems in einer bestimmten Weise transformieren. Allerdings ist hier
die Formulierung einer Drehung komplizierter, so dass wir einen anderen Weg
einschlagen und uns im n#chsten Abschnitt {iberlegen, dass man mit solchen
Vektoren auch rechnen kann.

Wir werden sehen, dass man auch Vektoren in héherdimensionalen Riéumen
bilden kann. Es ist deshalb zweckméfig, eine Indexschreibweise zu benutzen
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und die Komponenten eines Vektors @ im R3 mit (ay, as,az) zu bezeichnen.
Unser physikalisches Gesetz ,Kraft gleich Masse mal Beschleunigung® kann
man dann als F' = ma ausdriicken mit den Vektoren fiir die gerichteten Grofien
Kraft und Beschleunigung und einem Skalar fiir die Masse. Diese Formulierung
ist koordinatenfrei.

Es wird leider noch etwas schwieriger, denn es lésst sich spater nicht vermeiden
mit GroBen umzugehen, die noch komplizierter sind als Vektoren: mit Tenso-
ren. Das hat allerdings noch etwas Zeit, deshalb hier nur ein Appetitmacher:
Ein Tensor k-ter Stufe ist eine k-fach indizierte Grofle, die sich in allen In-
dizes so transformiert wie ein Vektor. Ein Vektor selbst ist also ein Tensor
erster Stufe, ein Skalar ein Tensor nullter Stufe. Tensoren zweiter Stufe werden
wir als Matrizen kennen lernen, die beispielsweise die erwdhnten Drehungen
beschreiben. Eigentlich also ganz einfach...

1.2 Vektorrechnung

Im vorangehenden Abschnitt wurde der Vektorbegriff motiviert. Ein zweidi-
mensionaler Vektor ist danach ein Zahlenpaar, ein dreidimensionaler Vektor
ein Zahlentripel, die sich bei Transformationen der Koordinatensysteme in ge-
eigneter Weise verhalten.

Wir werden jetzt zeigen, dass man mit solchen Gréflen rechnen kann, und dann
eine prézise Definition des Vektors nachliefern. Ein Beispiel vektorieller Grofien
liefern die Verschiebungen (oder Translationen) der Punkte des Raumes

Py = (21,y1,21) = P2 = (22,92, 22), (1.4)

wobei (21,y1,21) und (x2,ys, 22) die Koordinaten der Punkte bezeichnen.

Wir werden im Folgenden die Rechenoperationen und ihre Eigenschaften ein-
fiihren und am Beispiel der Verschiebungen im dreidimensionalen Raum illus-
trieren. Der abstrakte und verallgemeinerte Vektorbegriff im n-dimensionalen
Raum wird dann definiert mithilfe dieser Rechenoperationen: Eine Menge, in
der diese Rechenoperationen mit ihren bestimmten (einfachen und plausiblen!)
Eigenschaften erklért sind, heifit Vektorraum oder auch linearer Raum, und die
Elemente dieser Menge heiflen Vektoren.

FEine spezielle Klasse von Vektoren kennzeichnen wir durch ein Dachsymbol
statt eines Vektorpfeils. Solch ein Vektor a hat die gleiche Richtung wie @ und
den Betrag |a | = 1. Man bezeichnet solche Vektoren als Einheitsvektoren (siche
Bild 1.2).
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Bild 1.2: Vektor @ und Einheitsvektor ¢ = @/a.

1.2.1 Rechnen mit Vektoren

Es gibt zwei unterschiedliche Rechenoperationen mit Vektoren, die Multiplika-
tion mit Zahlen (Skalaren), die wir im Folgenden mit griechischen Buchstaben
wie «, f,...bezeichnen, und die Addition von Vektoren, die eine Reihe von
Vertréglichkeitsregeln erfiillen. Im Wesentlichen sagt diese Vertréglichkeit aus,
dass man rechnen darf ,wie gewohnt“. Es geht also hier nicht darum, etwas
Besonderes oder gar Auflergewohnliches zu lernen. Als anschaulichen Hinter-
grund zur Motivation der verschiedenen Rechenoperationen verwenden wir als
Bild fiir die Vektoren die Verschiebungen im Raum in eine bestimmte Richtung
um einen bestimmten Betrag.

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar: Das Produkt eines
Vektors @ mit einem Skalar « ergibt als Resultat ist wieder einen Vektor

b=od, (1.5)
mit der Eigenschaft, dass der Betrag um den Faktor |« geindert wird:
51 = ol la]. (1.6)
Damit kann man schreiben

@=1da=aa. (1.7)

Fiir positives o > 0 ist die Richtung von b in (1.5) gleich der von @, fiir & < 0
entgegengesetzt. Das lisst sich schreiben als

b = sign(a) a, (1.8)
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wobei mit sign(«) das Vorzeichen von « bezeichnet wird. Diese Multiplikation
ist assoziativ:

(a8)@ = a(8a). (L9)

Fiir die Verschiebungen im Raum wird also der Betrag der Verschiebung um
den Faktor |a| gedndert, die Richtung wird beibehalten (a > 0) oder umgekehrt
(. <0).

Einige einfache Folgerungen:

(1) Mit o = 0 ergibt sich der Nullvektor 0 = 0@. Der Nullvektor hat keine
bestimmte Richtung.

(2) Mit @ = —1 erhilt man b = —a, einen Vektor gleicher Linge in umge-
kehrter Richtung (vgl. Bild 1.3).

(3) Mit @« =1/a (a =|d| # 0) ergibt sich der Einheitsvektor in Richtung von
a

a=

ad=a. (1.10)

SR
ISR

/
-a

Bild 1.3: Umkehrung der Richtung ei-
nes Vektors bei negativem Vorzeichen.

Addition zweier Vektoren: Fiir die Verschiebungen im Raum l&sst sich eine
Addition als Hintereinanderausfithrung der beiden Verschiebungen definieren.
Das Ergebnis ist wieder eine Verschiebung. Wir definieren also die Summe
zweier Vektoren

+b, (1.11)

ST

5:
wie im Bild 1.4 dargestellt. Die Addition ist kommutativ:

i+b=b+a. (1.12)
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Bild 1.4: Addition von Vektoren @+b =05+ ad = G,

Die Addition von drei Vektoren erfolgt schrittweise durch aufeinanderfolgende
Addition zweier Vektoren; sie ist assoziativ und distributiv:

(1.13)

1.2.2 Abstraktion des Vektorbegriffs

Nachdem wir jetzt anhand der anschaulichen Verschiebungsvektoren die ele-
mentaren Rechenregeln von Vektoren erldutert haben, kénnen wir davon ab-
strahieren. Wir betrachten eine allgemeine Menge, deren Elemente wir mit &,
5, ... bezeichnen, in der eine Addition mit den folgenden Eigenschaften erklirt
ist:

l

+b

QL

(G1) Es gilt das Assoziativgesetz @+ (b + &) = (

~—

+

o

(G2) Der Nullvektor 0 ist ,neutrales Element“: @ +0 = @ fiir alle 4.
(G3) Zu jedem Vektor a existiert ein ,jinverser Vektor* b= —ad, mit G+b=0.

(G4) Die Addition ist kommutativ: @+ b = b + .
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Diese Struktur definiert eine kommutative Gruppe, auch abelsche Gruppe ge-
nannt.

Weiterhin sei eine Multiplikation ad mit einem Skalar a (einem Element aus
dem , Korper“ der reellen Zahlen) erklart mit:

-

(K1) Es gelten die Distributivgesetze (@ +b) = ad@ + ab
und (o + B)d = ad + fa.

(K2) Es gilt das Assoziativgesetz «(8d) = (af)d.

(K3) Die Zahl 1 (das ,Einselement des Zahlenkorpers“) erfiillt die Gleichung
ld = a fiir alle @.

Man nennt eine solche Menge von Elementen mit Rechenoperationen, die die
Regeln (G1) — (G4) und (K1) — (K3) erfiillen, linearer Raum (auch Vektorraum
iiber dem Korper der reellen Zahlen.

Wenn eine Menge {Z1,Zs,... , &} von k Vektoren gegeben ist, so interessiert
man sich oft fiir die Menge der Linearkombinationen

k
=T —I—ozgi"g—l—...—i—aka_c'k:Zozjfj ,OéjER, (1.14)
j=1
die durch diese Vektoren erzeugt werden kénnen. Man nennt diese Menge die
lineare Hiille dieser Vektoren, die von ihnen aufgespannt wird.
Falls einer der Vektoren, z.B. xz,,, als Linearkombination der restlichen darge-

stellt werden kann,

k
Ty = Z Vi fj ;v ER, (1'15)
j=1j#m

oder bequemer: wenn man schreiben kann

k
Biy + Bodiy + ... + Pk = Y B;F; =0, B €R, (1.16)

j=1

mit irgendwelchen Koeffizienten 3; € R, die nicht alle gleich null sind, dann
ist zumindest einer dieser Vektoren in einer gewissen Weise {iberfliissig, denn
auch ohne ihn wird die gleiche lineare Hiille erzeugt. Man nennt die Vektoren
{#1,Z2,... , 2} in einem solchen Fall linear abhingig und anderenfalls linear
unabhdngig.
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Die Anzahl linear unabhéngiger Vektoren eines Vektorraumes, die diesen Vek-
torraum aufspannen, ist stets dieselbe und heifit Dimension dieses Vektor-
raums, und eine solche linear unabhéngige Menge heifit Basis dieses Raumes.

Beispiele von Vektorridumen:

Die Translationen: Die Translationen oder Verschiebungen im dreidimen-
sionalen Raum R3 bilden den wohl bekanntesten Vektorraum, der meist schon
in der Schule behandelt wird. Eine solche Translation T, verschiebt alle Punk-
te parallel. Insbesondere wird der Nullpunkt mit den Koordinaten (0,0, 0) in
einem kartesischen Koordinatensystem in einen Punkt mit den Koordinaten
(a1, a2, as) verschoben. Diese drei Zahlen a;, i = 1,2,3, charakterisieren die
Verschiebung in eindeutiger Weise. Ein beliebiger Punkt mit den Koordinaten
(r1,72,73) wird durch Ty, in den Punkt (r1 + a1,72 + ag,r3 + ag) verschoben.

Eine Addition zweier Verschiebungen T, und T} erkldrt man durch die Hinter-
einanderschaltung der beiden Operationen. Dabei wird der Nullpunkt zuerst
durch T, nach (a1, as,a3) und dann durch Ty, beschrieben durch (by, b, b3),
nach (a1 + by, as + b, asz + bs) verschoben. Formal schreibt man das als

(al,ag,ag) + (bl,bz,bg,) = (CLl + bl,ag + bg,ag + bg) . (117)

Eine Multiplikation einer Translation T, mit einer Zahl « ist eine Verschiebung
in die gleiche Richtung wie T}, aber um den Faktor « skaliert. Dadurch entsteht
eine Translation, die den Nullpunkt nach (waq,@as,aas) verschiebt. Formal
schreibt man das als

alay, az,a3) = (aay, aas, aas) . (1.18)

Es ist offensichtlich, dass diese Operationen die Regeln (G1) — (G4), (K1) -
(K3) erfiillen: Die Translationen bilden einen Vektorraum. Dieser Vektorraum
ist dreidimensional: Die drei Translationen (1,0, 0), (0,1,0), (0,0, 1) sind linear
unabhéngig (Beweis?) und jede Translation (aq,as,as) ldsst sich durch eine
Linearkombination dieser drei Vektoren darstellen (Beweis?). Die drei Vektoren
bilden also eine Basis.

Weiterhin kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass man in genau der glei-
chen Weise Translationen in einem n-dimensionalen Raum R™ erkldren kann,
die man durch die n Koordinaten (a1, as, ..., a,) beschreibt.

Die Polynome: Neben den Translationen erfiillen eine Reihe anderer mathe-
matischer Strukturen die Regeln (G1) — (G4), (K1) — (K3) und bilden folglich
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einen Vektorraum. Viele dieser Vektorrdume sind in der Physik von Bedeu-
tung. Ein Beispiel eines solchen abstrakten Vektorraums ist die Menge aller
Polynome

P(z) = ap+ a1z + ag2® + ... + a2 =Y a;a’ (1.19)

mit Grad < n. In Anhang A wird gezeigt, dass diese Menge eine Vektorraum-
struktur besitzt. Sie bildet einen Vektorraum der Dimension n + 1, und man
kann daher mit diesen Polynomen rechnen wie mit Vektoren.

1.2.3 Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt, das auch inneres Produkt genannt wird, ist ein Produkt
zweier Vektoren, dessen Resultat eine Zahl ist, ein Skalar. Man kennzeichnet
dieses Produkt durch einen Punkt. Es ist definiert als

@-b=abcosyp. (1.20)

Dabei ist ¢ der Winkel zwischen den beiden Vektoren (vgl. Bild 1.5). Zunéchst
sollten wir uns iiberlegen, dass das Resultat dieses Produkts wirklich einen Ska-
lar liefert, denn sowohl die Betriige der beiden Vektoren als auch der Winkel
zwischen ihnen bleiben bei einer Drehung des Koordinatensystems unveréndert,
und dies war ja die Forderung an eine skalare Grofie (vgl. Seite 19).

B

o>
oY

Bild 1.5: Skalarprodukt zweier Vektoren. Die Projektion eines Vektors @ auf die
Richtung des Vektors b hat die Lénge a - b= acos ©.
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Eigenschaften des Skalarprodukts:

@-b = b-d (kommutativ) (1.21)
@ (b+¢) = a-b+a-c (distributiv) (1.22)
o(@-b) = (a@)-b=a- (ab) (homogen). (1.23)

Einige Spezialfille:

a orthogonal b = d-b=0
a parallel b = aG-b=ab
@ antiparallel b = @-b= —ab (1.24)
i=b = d-d=a?

=0 oder b=0 = a@-b=0.
Zwei Vektoren sind also orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet.
Weiterhin gilt die schwarzsche Ungleichung
—ab < d@-b < ab. (1.25)

Man kann mithilfe des Skalarprodukts sehr einfach die Projektion eines Vektors
d auf eine Richtung (beschrieben durch einen Einheitsvektor b) definieren. Fiir
den Wert dieser Projektion gilt

ap =acosp=da-b (1.26)
(]b] = 1). Um den projizierten Vektor zu erhalten, multipliziert man einfach
den Einheitsvektor b mit dem Betrag ay:

, = apb=(a-b)b. (1.27)

Als Beispiel fiir eine Anwendung des Skalarprodukts beweisen wir den Kosinus-
Satz: Fiir die Seitenléngen im Dreieck gilt

2 =a® +b* — 2abcos, (1.28)

wobei der Winkel 7 der Seite ¢ gegeniiberliegt (vgl. Bild 1.6). Der Beweis ist
sehr einfach:

A = ¢.¢é=(a-b)-(a—>b)
— G-d+b-b—ad-b—b-d=a’+b*—2abcosr. (1.29)
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I}ild 1.6: Dreieck aus den Vektoren
b,cund @d=0b+2C.

Man kann sogar sagen, dass man — sobald man das Skalarprodukt zur Verfiigung
hat — den Kosinus-Satz vergessen kann.

Hier sind wir bei der Definition des Skalarprodukts von der anschaulichen Be-
deutung eines Vektors ausgegangen, der insbesondere eine Richtung im Raum
besitzt. Der Winkel zwischen zwei solchen Vektoren ist dabei anschaulich klar.
In einer abstrakteren Definition eines Vektorraums (vgl. Abschnitt 1.2.2) ist
das aber nicht der Fall. Hier kann man das Skalarprodukt durch die Eigen-
schaften (1.21) — (1.23) sowie @-@ > 0 fiir @ # 0 definieren. Allerdings existiert
ein solches Skalarprodukt nicht fiir jeden Vektorraum. Ein Beispiel fiir einen
abstrakten Vektorraum mit einem Skalarprodukt ist der Vektorraum der Po-
lynome in Anhang A. Dort wird gezeigt, dass man sogar in abstrakter Weise
einen ,, Winkel“ zwischen zwei Polynomen definieren kann.

1.2.4 Das Vektorprodukt

Neben dem Skalarprodukt zweier Vektoren existiert im dreidimensionalen Fall
R3 noch ein zweites Produkt, dessen Resultat aber ein Vektor ist. Man nennt
dieses Vektorprodukt auch Kreuzprodukt oder dufleres Produkt. Es ist definiert
als

F=adxb mit c¢=ab|sing|, (1.30)

das heifit, der Betrag des Vektors C ist gleich der Fliche des von den beiden
Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms. Diese Fléche ist das Produkt
der Lénge der Grundseite a und der Hohe h = b|sin¢|:

Fliche = ah = ab|sing]. (1.31)

Der Vektor & = @ x b steht auf @ und b senkrecht. Dabei wird diejenige der
beiden dabei moglichen Richtungen von ¢ durch die Rechtsschraubenregel fest-
gelegt: Dreht man den ersten Vektor, @, des Vektorprodukts @ x b auf dem
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—

¢ b,

= \pk_ ab Isingl >

a -
a4 [ .

Bild 1.7: Der Betrag des Vektorprodukts ist gleich der Fliche des aufgespannten
Parallelogramms, seine Richtung wird bestimmt durch die Rechtsschraubenregel.

Y

kiirzestem Weg in Richtung des zweiten Vektors, 57 so hat der Vektor ¢ =@ x b
die Richtung, in der sich eine Rechtsschraube bei dieser Drehung fortbewegen
wiirde. Alternativ kann man sich diese Richtung auch mittels der , Daumenregel
der rechten Hand“ merken: Orientiert man die rechte Hand so, dass die Finger
der Richtung vom ersten Vektor zum zweiten folgen, so zeigt der Daumen in
Richtung des Vektorprodukts.

Eigenschaften des Vektorprodukts:

ixb = —bxa (antikommutativ) (1.32)
@x(b+¢&) = axb+axé (distributiv) (1.33)
a(@xb) = (a@)xb=ax (ab) (homogen). (1.34)

Bis auf den Vorzeichenwechsel bei der Vertauschung der Reihenfolge stimmen
alle diese Rechenregeln mit denen des Skalarprodukts iiberein.

Einige Spezialfille:

a orthogonal b = ‘&' X l_;‘ =ab

d’parallelg = axb=0

a antiparallel b = ixb=0 (1.35)
i=b = axdi=0
Gd=00oderb=0 = axb=0



30 Kapitel 1. Vektoren

Als Beispiel fiir eine Anwendung des Vektorprodukts beweisen wir den Sinus-
Satz: Fiir die Seitenléngen im Dreieck gilt

_ sina (1.36)

@ _sma
b sinB’

wobei der Winkel a bzw. § der Seite a bzw. b gegeniiberliegt (vgl. Bild 1.6).

Entsprechendes gilt fiir die anderen Seiten und Winkel. Der Beweis ist wieder
einfach:

2 x Flédche des Dreiecks = ‘(‘1’><5’ = ’E’xl_)” = ‘&'XE‘
= absiny =chbsina=acsinf. (1.37)
Die letzte Gleichung liefert beispielsweise cbsin o = acsin 8 und nach Division
durch ¢ die gesuchte Gleichung (1.36).
1.2.5 Komponentendarstellung

Wir definieren im dreidimensionalen Raum drei paarweise aufeinander senk-
recht stehende Einheitsvektoren, die wir mit

i, (1.38)

N>

Bild 1.8: Die drei Einheitsvektoren £, § und 2 stehen paarweise aufeinander senk-
recht.
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bezeichnen. Wie Bild 1.8 illustriert, wird dadurch das bekannte kartesische
Koordinatensystem des R? erzeugt. Man sollte aufierdem die Bezeichnungen so
wihlen, dass & x § = 2 gilt (ein so genanntes Rechtssystem). Es gilt also

T-x=9-y=%2-2=1
(1.39)
Tyg=z-2=9-%2=0
und
IXY=2,9%xX2=3,3xT=4
(1.40)
YXET=—-2,2X9=—%,TxX2=—y

Man sollte sich auch an andere Schreibweisen dieser Einheitsvektoren gewohnen,
die oft benutzt werden, wie etwa

€r, €, € oder €, € ,e3, oderauch é;, é, é3. (1.41)

Dabei steht das e fiir ,,Einheitsvektor® (in der englischsprachigen Literatur
erscheint dann entsprechend w fiir ,,unit vector®). Weiterhin findet man auch
1,2, 3, oder allgemein i , j , k.

An dieser Stelle ist es angebracht, den dreidimensionalen Raum unserer An-
schauung zu verallgemeinern. In einem Vektorraum der Dimension n (vgl. Seite
25) bildet ein System von n orthonormierten Vektoren é1, és,..., é, eine or-
thonormierte Basis.

Wir notieren zur Ubung einmal die Gleichungen (1.39) und (1.40) mithilfe der
é; als

é; - éj = 67;]‘, é; X éj = ¢, fur i,j,k € {1,2,3} ZykhSCh (142)
mit der zweckmé#fBigen Abkiirzung

1 i=j
5ij = ) (143)
0 i#j

dem Kronecker-Symbol. Dabei nennt man eine Reihenfolge (ijk) zyklisch,
wenn sie eine gerade Permutation! von (123) darstellt, antizyklisch bei ei-
ner ungeraden Permutation; z.B. ist (312) eine gerade (zyklisch) und (213)

1Eine Permutation ist eine Umordnung von Elementen. Man kann jede Permutation durch
eine Folge von Vertauschungen zweier Elemente erzeugen. Ist deren Anzahl (un)gerade, nennt
man die Permutation (un)gerade.
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eine ungerade Permutation (antizyklisch); die Kombination (232) ist keines
von beiden. Es gilt dann also auch

é; x éj =—é, fur 4,j,k €{1,2,3} antizyklisch. (1.44)

Man kann nun jeden Vektor durch seine Komponenten beziiglich der orthogo-
nalen Basis darstellen:
d=azt+ay§+a,2 (1.45)
mit
Gy =02, ay=0"9, a,=a-2. (1.46)
In einer abgekiirzten Schreibweise notiert man nur die Komponenten in der

Form
a=(ag, ay, a,) . (1.47)

Man rechnet mit solchen Vektoren in der verkiirzten Schreibweise wie

ald = a(ag, ay, a;) = alaz; T+ ay§+a, 2)

(1.48)
= (az) &+ (aay) g + (caz) 2 = (aag, aay, aay)
und
a+b = (az, ay, a.) + (bg, by, b.)
= a2 +ayy+a2+b2+b,5+0b.2 (1.49)

= (ap +b;)T + (ay +by) G+ (ay +b,) 2=(ag + by, ay + by, a; +b,).

Ein Vergleich mit den entsprechenden Operationen fiir die Translationen im R3
in (1.17) und (1.18) zeigt die Verwandtschaft dieser Darstellungen.

Die Komponentendarstellung des Skalarprodukts ist
@-b=(az@4ay§+az2) (by@+byg+b.2) = azby + ayb, + ab. (1.50)

und speziell

a :6~6:a2+a§+a2 (1.51)

oder

a=,/az +al+a2. (1.52)
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Zur Ubung formulieren wir diese Gleichungen noch einmal in einer alternativen
kompakteren Schreibweise. Mit

3
a= Zai éz = Zai él (153)
=1 i
haben wir

ad = « a; é; = Z (aa;) é; (1.54)

%

EL—i-g:Z ez—|—Zb 61:Zaz+b)ez, (1.55)
und

6-5=Zaiéi-2bjéj=Zaibjéi-éj22aibj5” Zal i - 156
i J ij ij

Die Komponentendarstellung des Vektorprodukts gestaltet sich etwas umfang-
reicher, ist aber problemlos. Zunéchst schreiben wir ausfiihrlich

—

i xb=(a, T+ ayy+a.2)x (by & +0byy+0b.2)
=agb; T X T+ azby T X J+azb. T x2
+ayby, X T+ ayby g xg+ayb, g x 2 (1.57)
+aby X E+abyZxgtab,2x2
= (ayb, —a.by) T + (azby — azb.) § + (azby — ayby) 2
mit Exet=gxgyg=2xz=0und Txy=—-ygxr=2.

Den Ausdruck (1.57) kann man sich leichter merken mithilfe einer Schreibweise
als Determinante:

z g z
Axb=|0c Gy a |, (1.58)
by by b,

Wenn man den formalen Ausdruck (1.58) nach den Regeln der 3 x 3-Determi-
nanten auswertet (mehr iiber Determinanten findet man in Kapitel 5 auf Seite
137), erhélt man genau das Ergebnis von (1.57).
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In der Theoretischen Physik schreibt man das Vektorprodukt in der Kompo-
nentendarstellung auch gerne in der kompakten, aber etwas gewhnungsbediirf-
tigen Form

ax g: Zeijk aibj ék7 (159)
ijk
wobei die 7, j, k unabhéngig von 1 bis 3 laufen. Die é sind die Einheitsvektoren
in kartesischen Koordinaten. Die dreifach indizierten Gréen €;;; sind durch

1 i, j, k zyklisch
€ijk =4 —1 1, 7, k antizyklisch (1.60)
0 sonst

definiert, das Levi-Civita-Symbol. Fiir die Komponenten des Vektorprodukts,
z.B. der Komponente beziiglich é5, bestatigt man leicht, dass gilt

3

(C_L' X 5)2 = Z €352 aibj = a3b1 — a1b3 (161)
ij=1

(vgl. (1.57)), und genauso fiir die anderen Komponenten.

Man sagt (aber das muss man jetzt noch nicht genauer verstehen): Die €;;;, sind
die ,Komponenten des total-antisymmetrischen Tensors dritter Stufe“. Hier
bedeutet total-antisymmetrisch, dass €;;; bei einer beliebigen Vertauschung
zweier Indizes das Vorzeichen wechselt, und die dritte Stufe weist auf eine
dreifach indizierte Grofle hin. Mehr dazu in Kapitel 5. Zum Abschluss sei noch
die niitzliche Summationsregel

3

Z €ijk €itm = 041 Okm — Ojm Okl (1.62)
i=1

erwiahnt. Von der Giiltigkeit dieser Gleichung sollte man sich iiberzeugen, um
noch etwas besser mit dem ¢;;,-Symbol vertraut zu werden. Eine Demonstra-
tion fiir den Umgang mit dieser Summationsregel findet man auf Seite 38.

1.2.6 Das Spatprodukt

Mit dem Skalarprodukt und dem Vektorprodukt haben wir zwei wichtige Pro-
dukte von Vektoren kennen gelernt. Das Spatprodukt ist kein weiteres Produkt,
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sondern eine niitzliche Kombination aus einem Skalar- und einem Vektorpro-
dukt:

(@xb)-éc. (1.63)

Wie im Bild 1.9 dargestellt, spannen die drei Vektoren &, b, € einen Korper auf
(Parallelepiped, Parallelflichner oder auch einfach Spat genannt; Kristalle wie
Kalkspat kristallisieren in dieser Form.). Mathematisch werden wir die Menge
aller Punkte innerhalb des ,,Spates“ beschreiben als die Menge aller Vektoren
7, die die folgende Bedingung erfiillen:

F=ad+pBb+yZ mit 0<a,B8,y<1. (1.64)

Im Moment wollen wir jedoch nur das Volumen dieses ,,Spates* berechnen. Wir
erinnern uns noch daran, dass wir das Volumen eines Korpers, der in ,,gleichen
Hohen iiber der Grundfldche gleiche Schnittflichen besitzt®, mithilfe der Formel

Volumen =V = Grundfiiche mal Héhe

berechnen kénnen. Die Grundflsiche ist hier gleich |@ x b| und die Héhe ist
gleich der Projektion h = | ¢- é| von ¢ auf einen Einheitsvektor é, der senkrecht
auf der Grundfliche steht. Solch ein Vektor ist gegeben durch

g 8xb (1.65)
|adxb|
axb
A
bk
h oAl .
€/ b
| G
a

Bild 1.9: Das Spatprodukt.
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und man erhélt das Spatvolumen als

—
—

V=|axblh=|axb| =|(axb)- el (1.66)

|@x b

Dieses Volumen ist wegen der Betragsstriche in Gleichung (1.66) nicht-negativ,
aber das Spatprodukt selbst kann natiirlich sowohl positiv als auch negativ
sein. Das sieht man sofort wegen der Antikommutativitit des Vektorprodukts
(1.32):

(@xb)-é=—(bxa)-e. (1.67)
Man kann drei Objekte auf sechs verschiedene Arten anordnen, also kénnen
wir mit den drei Vektoren @, b, ¢ sechs verschiedene Spatprodukte bilden, deren

Betrag gleich ist (der aufgespannte Spat ist immer gleich). Wegen (1.67) haben
drei der sechs Produkte unterschiedliches Vorzeichen. Es gilt

(@xb)-é=(bx&)-d=(ixa)-b, (1.68)

d.h. das Spatprodukt ist invariant bei zyklischer Vertauschung der Vektoren,
und wegen (1.67) wechselt es das Vorzeichen bei einer antizyklischen Vertau-
schung. Ein Beweis dieser Formel ergibt sich ein paar Zeilen weiter.

Ausserdem konnen wir in (1.68) mithilfe der Kommutativitit des Skalarpro-
dukts umordnen,

(@xb)-é=(bxé&)-a=a-(bx?), (1.69)

d.h. es gilt eine Vertauschungsrelation von Vektor- und Skalarprodukt:

S

(@xb)-e¢=a- (bx@). (1.70)

Es ist sehr niitzlich, einen expliziten Ausdruck fiir das Spatprodukt in einer
Komponentendarstellung zur Verfiigung zu haben. Eine kurze Rechnung ergibt:

(
(1.71)
= ( (aybs—azby) T+ (a.by—agh.) g+ (agby—ayby) 2 ) (CxteyJ+c. 2)

= (ayb, — azby)cy + (aby — azby)ey, + (agby — ayby)c, .
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Die letzte Zeile identifiziert man mit dem Wert einer 3x 3-Determinante (vgl. Ab-
schnitt 5.2), die zeilenweise aus den drei Vektoren @, b und ¢ aufgebaut ist:

Az Gy Gy
(@xb)-@ = | b, b, b. |- (1.72)
Cx Cy Cy

Man sieht aus dieser Formel, dass der Vorzeichenwechsel des Spatprodukts bei
einer Vertauschung zweier Vektoren dem Vorzeichenwechsel einer Determinante
bei Vertauschung zweier Zeilen entspricht. Damit folgt Gleichung (1.68).

Wir konnen jetzt eine sehr einfache Antwort auf die folgende Frage geben:
Wann liegen die drei Vektoren a, g, C in einer Ebene? — Eine Losung liefert die
Uberlegung, dass in diesem Fall der von den drei Vektoren aufgespannte ,,Spat®
zu einer Fliache, einem Parallelogramm, degeneriert. Sein Volumen V ist daher
gleich null, was man testen kann durch Berechnung des Spatprodukts:

V=(i@xb)-é=0, (1.73)

d.h. die Vektoren liegen genau dann in einer Ebene, wenn das Spatprodukt
verschwindet.

Eine andere Antwort ist: Alle Vektoren &, die in einer von @ und gaufgespann‘cen
Ebene liegen, lassen sich schreiben als

ad + fb. (1.74)

Z

Man nennt Z eine Linearkombination von @ und b (vgl. Bild 1.10). Wenn also
der Vektor ¢ in dieser Ebene liegt, muss es Zahlen a und 8 geben mit

Z=ad+ Bb. (1.75)
Man priift sofort nach, dass dann auch das Spatprodukt verschwindet:
(@xb)-¢=(axb)-(ad+pb)=a(@xb)-a+p(axb) b=0. (1.76)

Die drei Vektoren sind in diesem Fall linear abhingig.

1.2.7 Das doppelte Vektorprodukt

Neben dem Spatprodukt (1.63) ldsst sich noch ein weiteres Mehrfachprodukt
aufschreiben, das doppelte Vektorprodukt

(@xb)xe. (1.77)
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Bild 1.10: Die Menge aller Linearkombinationen ad -+ b spannt eine Ebene auf.

Man iiberzeugt sich leicht, dass im Allgemeinen gilt

(@xb)xé#adax (bxa), (1.78)
denn es ist zum Beispiel
(#x2)xg=0x§=0 und &x (Ex§)=&x2i=—7. (1.79)
Der Entwicklungssatz
x (bx &) =b(a &) —c(a-b) (1.80)

(manchmal auch als die bac-cab-Regel bezeichnet) wird oft benutzt, um ein
doppeltes Vektorprodukt in Formeln zu vereinfachen. Zur Ubung beweisen wir
diesen Satz mithilfe der Formel (1.59) fiir das Vektorprodukt (1.59), die das
Levi-Civita-Symbol €;;;, enthélt. Das gibt uns auch Gelegenheit, die Summati-
onsregel (1.62) auszuprobieren. Man sollte sich durch die vielen Indizes nicht
abschrecken lassen, denn der Vorteil dieses Vorgehens ist die simple Tatsache,
dass alles (fast) automatisch abliuft:

(E (Zezﬂcb Cjek:> = (Zeljk}b’bcj) (Zeémnaéamkén)
ijk Imn
Z €ijkEknOrbiCjEn = Z (Z fkijekné)aébicjén

ijkén ijén k (1 81)
= Z (5m6]g 6]71614 agbicjé, = Za]b cjé — Zalb ;€
ijén

:(;biéi)(;ajcj)_(;cjéj)( aib) =b(@-¢) - &(a-b).
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Wir haben dabei in der ersten Formelzeile die Komponenten des Einheitsvek-
tors éx als O, ausgedriickt und in der zweiten Formelzeile die Indizes zyklisch
vertauscht, um dann die Summationsregel (1.62) anzuwenden.

Fiir das doppelte Vektorprodukt gilt die Jacobi-Identitdit
Ax (bx&)+bx (@xa)+éx(@xb)=0. (1.82)

Wenn man also die doppelten Vektorprodukte der drei moglichen zyklischen
Anordnungen dreier Vektoren summiert, so erhélt man die Null. Der Beweis
dieser Identitét ist einfach und folgt direkt aus dem Entwicklungssatz (1.80).
Fiir die drei Produkte gilt

ax(bxe)= b(@a-c)—a@-b)
bx (Exad)= Z@-b)—ab-c) (1.83)
Ex(@xb)=—b(@-c) +a(b-e).

Summation dieser Gleichungen liefert dann (1.82).

1.3 Differentiation

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Differentiation in einem drei-
dimensionalen Raum. Dabei geht es zunéchst um die Ableitung von vektor-
wertigen Funktionen. Ein Beispiel einer solchen Funktion ist eine Bahnkurve
im Raum, also ein Vektor ¥ = #(¢), der von einem Parameter ¢ abhingt, der
beispielsweise als die Zeit gew#hlt sein kann. Die Ableitungen dieser Funktion
nach t liefern die Geschwindigkeit und Beschleunigung. Weiterhin betrachten
wir im folgenden Abschnitt Funktionen, die von den drei Raumkoordinaten
abhingen und werden den Ableitungsbegriff auf Funktionen erweitern, die von
mehreren Variablen abhéngen.

Die Ableitung einer Funktion f(x) nach der Variablen z in einem Punkt z ist
definiert durch den Differentialquotienten

= = 1.84
dzlzy A2—0Ax  22z0 T —29 ( )

f'(@o)
mit x = xzy + Az. Der Differentialquotient ist also der Grenzwert des Diffe-
renzenquotienten [f(x) — f(xo)]/Ax fir einen beliebig kleinen Zuwachs Az
(vorausgesetzt natiirlich, dass dieser Grenzwert existiert). Anschaulicher aus-
gedriickt: Die Ableitung ist die Steigung der Funktion im Punkt xg, definiert
als Grenzwert der Steigung im Intervall [zg,x] (vgl. Bild 1.11).
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y A
9(x) = f(xg) + f'(xg) (x-Xo)
_— (¥)
T
Ax f(xo + AX)
f(xo)
Xg Xg + AX ;

Bild 1.11: Die Ableitung f’(zo) einer Funktion f(x) an der Stelle z ist der Grenzwert
der Intervallsteigung fiir Az — 0.

Die Taylor-Entwicklung: In vielen Anwendungen in der Physik benutzen
wir die Ableitung einer Funktion auch, um einen Funktionswert an einer Stelle
x durch den Funktionswert an der Stelle xg &~ x zu approximieren. Fiir kleines
Ax = x — xg gilt ndherungsweise

F/(wo) ~ f(xa): - i‘éwo) ’ (1.85)
oder umgeformt
f@) = f(xo) + f'(xo) (2 — o). (1.86)

Das bedeutet eine Approximation von f(x) durch die lineare Funktion

g(x) = f(zo) + f'(zo)(x — x0), (1.87)

die mit f(z) und ihrer ersten Ableitung an der Stelle zy iibereinstimmt. Man
kann diese Naherung noch verbessern durch

f/l(l,o)
2

f(@) ~ f(xo) + f'(wo)(z — x0) + (z —@0)?, (1.88)
also durch die Approximation von f(z) durch ein Polynom zweiten Grades.
Durch Differenzieren sieht man, dass in dieser Ndherung auch noch die zweiten
Ableitungen bei x( iibereinstimmen.
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Eine Verallgemeinerung liefert die Taylor-Entwicklung

™ e(n) (o
f@) =3 L) o b )

n!
(1.89)

falls diese Reihe konvergiert, und dass das Restglied der Reihe, das man schrei-
ben kann als

_ S (o + n(x — 20))

R, (x) = m 1) z0)"

(x — , 0<n<l1, (1.90)

mit wachsendem m gegen null geht. Weiterhin ist die Taylor-Entwicklung ein-
deutig, d.h. es existiert in der Umgebung von zy keine andere Potenzreihen-
darstellung f(z) = > 0% an(z — x0)".

Ein Beispiel ist die Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion f(z) =e® um
den Punkt zp = 0. Mit der Ableitung f’(z) = e* = f(z) sehen wir, dass alle
Ableitungen iibereinstimmen. Thr Wert an der Stelle o = 0 ist gleich

FM0)y=e=1. (1.91)

Damit ergibt sich die Taylor-Reihe

o=y (1.92)

da das Restglied fiir m — oo gegen null geht:

7

R (z) = (me+]1)l gt < (me$ "t —— 0. (1.93)

In gleicher Weise findet man die Taylor-Reihen fiir die Sinus- und Kosinus-
Funktionen in (B.34). In vielen Anwendungen werden diese Reihenentwicklun-
gen schon nach wenigen Termen abgebrochen, d.h. man benutzt dann Né&he-
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rungen wie

e ~ 1+az+2%/2 (1.94)
sinz ~ x—2%/6 (1.95)
cosx ~ 1—2?%/2 (1.96)
1
~ 1-— 1.
1+z v (1.97)
1+2z = 1+z/2. (1.98)

Man sollte sich aber auch klarmachen, dass es Funktionen gibt, die sich nicht
in dieser Weise approximieren lassen. Das wohl bekannteste Beispiel ist die
Funktion f(z) = e~/ fiir 2 # 0. Man iiberzeugt sich leicht, dass f(z) =0
fiir z — 0. Wenn wir also definieren

—1/2?
f(z) = { g i i 8 (1.99)

so ist f(z) in & = 0 stetig, ja sogar differenzierbar, und zwar beliebig oft. Aller-
dings ist f(x) bei z = 0 extrem flach: Alle Ableitungen verschwinden dort, und
damit natiirlich auch alle Terme der Taylor-Reihe. Da nun gilt f(z) > 0 fiir
x # 0, konvergiert das Restglied niemals gegen null, sondern ist immer gleich
der Funktion selbst.

Das Differential: Neben der Ableitung einer Funktion benutzt man (nicht
nur) in der Physik so genannte Differentiale. Anwendungen finden sich z.B. bei
Integraltransformationen, der Behandlung von Differentialgleichungen und in
der Fehlerrechnung. In allen Féllen ldsst sich die Verwendung von derartigen
Differentialen vermeiden, aber wegen ihrer Zweckméfligkeit werden sie mehr
oder weniger kommentarlos in vielen Lehrbiichern und Vorlesungen benutzt.
Deshalb hier einige Klarstellungen. Zunéchst wieder die Anschauung. Es sei
Az eine kleine Differenz der Grofie x, also Ax = zo — 1, was man sich als
»Riitteln“ an der Grofle x vorstellen kann. Wenn nun eine andere Grofle, wie
z.B. y, mit x zusammenhéngt, geschrieben als y = f(z), dann #ndert sich diese
Grofe auch, d.h. die Anderung Ay ist starr mit Az verkniipft. Es gilt

Ay =~ f'(z)Ax (1.100)

(dabei ist das Argument = von f’(z) aus dem Intervall [z1,z2]). Wenn man
jetzt das Intervall immer kleiner macht, dann wird aus dem =~ ein = und aus
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den kleinen Differenzen Az und Ay werden die Differentiale dz und dy. Das
einzige Problem, das man hier noch zu bewéltigen hat, ist die Tatsache, dass
diese Differentiale dann wegen Az — 0 null werden. Man benétigt also einen
Trick, um das zu umgehen.
Will man den Formalismus isolierter Differentiale streng mathematisch ein-
fithren, bendtigt man etwas mehr hohere Mathematik, hat dann aber auch
ein wesentlich flexibleres Handwerkszeug zur Verfiigung (Differentialformen,
Nonstandard-Analysis). Hier versuchen wir erste Schritte in diese Richtung.
Ist die Funktion y = f(x) an der Stelle z differenzierbar, so nennt man das
Produkt

f(@)h (1.101)

das zu dem beliebigen(!) h gehorige Differential von f(x) an der Stelle z und
bezeichnet es mit
dy oder df(z), (1.102)

wobei es meist nicht notig ist, h gesondert anzugeben. Wichtig ist, dass h nicht
,klein® sein muss; x 4+ h braucht nicht einmal dem Definitionsbereich von f
anzugehoren.

Betrachtet man insbesondere die Funktion f(z) = x, so ist ihre Ableitung gleich
1 und es gilt
dz = h (1.103)

(statt h verwendet man oft auch Az). Dann gilt auch
dy = f/(z)dz, (1.104)
und die Ableitung ist damit exakt gleich dem Quotienten der Differentiale

_dy

filz) =4 (1.105)

wodurch sich auch der Name Differentialquotient fiir die Ableitung rechtfertigt.

1.3.1 Differentiation von Vektorfunktionen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Vektoren 7 = (z,y, z), die von einer ska-
laren Grofle ¢t abhéngen, also

7= (1) = (2(0).y(0), (1)) (1.106)

Als konkretes Beispiel kann man sich die Bahn eines Teilchens im Raum als
Funktion der Zeit ¢ vorstellen (vgl. Bild 1.12).
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Die Differenz der Positionen zu den Zeiten ¢t und t + At ist
A7 =7 (t+ At) — 7(t), (1.107)
und die komponentenweise Differentiation (bei einer zeitunabhiingigen Basis)

_ 4 _ . AT

at — atso At

L T4+ A)—7(t)  sdr dy dz

= Ay At - ( dt’ dt’ dt ) (1.108)

ist die Ableitung des Vektors 7(t) nach dem Skalar ¢. Es sei erwithnt, dass
diese Ableitung natiirlich nur dann existiert, wenn die Komponenten z, y, 2
des Vektors 7" nach ¢ differenzierbar sind. Man nennt 7 auch die Geschwindigkeit
und schreibt ¥ = 7. Der Geschwindigkeitsvektor ist ein Tangentialvektor an die
Bahnkurve.

Da die Geschwindigkeit im Allgemeinen wieder von der Zeit ¢ abhéingt, konnen
wir abermals nach ¢ differenzieren und erhalten damit die Beschleunigung

427

e (1.109)

Fiir die Ableitung von Vektorfunktionen nach einem Skalar gelten die folgenden
Rechenregeln, die sich direkt aus den Differentiationsregeln fiir die Summe und

N>

r(t)

=1

<>Y

\

Bild 1.12: Bahnkurve der Bewegung eines Massepunktes. Die Bahngeschwindigkeit
7 steht tangential zur Bahn.

I
X
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= -

Y@

Bild 1.13: Die Differenz der Positionen zur Zeit ¢ und ¢t + At dividiert durch At
liefert fiir At — 0 die Bahngeschwindigkeit 7.

das Produkt von Funktionen ergeben:

&(d+5)
G

S (axb)

& (ra)
%(a-(éxa))

ﬁﬁf (1.110)
if.ngg.(ﬂj (1.111)
%5+f% (1.113)
%f.((}'xg) +a- (jfxg)Hm (bx j—f).(l.llll)

Man kann also mit derartigen Ausdriicken rechnen wie gewohnt, allerdings
unter Beachtung der Reihenfolge der Vektoren in den Produkten.

Man beweist diese Beziehungen durch direkte Berechnung. Als Beispiel sei der
Beweis fiir (1.111) angefiihrt:

d . -

= % Zaibi = Z (aib; + aibi)

%

b, (1.115)

SJ
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sowie der Beweis von Gleichung (1.112):

d _ = d . . ; «
g(a X b) = a Zeijk aibj € = Zeijk (aibj + aibj) €k
ijk ik
e Zeijk aib; ék"’zeijkaii)j ék:é’x5+&x b. (1.116)
ijk ik

1.3.2 Die partielle Ableitung

Fiir die Differentiation von Funktionen von mehreren Variablen f(z,y,z) ist
der Begriff der partiellen Ableitung 0f/0x von grofler Bedeutung. Kurz gesagt
wird hierbei nach der Variablen = so differenziert, als ob f nur eine Funktion
von z allein wére und alle anderen Variablen als Konstanten betrachtet werden:

ﬁ — lim f(I+AIL‘,y,Z)*f(’I,y,Z) )

Oxr  Az—0 Az (1.117)
Entsprechend definiert man

af . f(xay+Ay7Z)_f<x7y7z)

- =1 1.11

dy ~ A, Ay (1.118)
und

0z  Az—0 Az

Falls es irgendeinen Zweifel geben sollte, welche Variable oder welche Variablen
bei der partiellen Differentiation konstant gehalten werden, kann man das durch
die folgende Schreibweise festhalten:

of
<63;>J . (1.120)

Dies bedeutet, dass nach x differenziert wurde, wobei die Werte von y und z
festgehalten wurden. Man schreibt die partiellen Ableitungen auch alternativ
in der Kurzform

_of
oz

fy = 9 nd fo= %, (1.121)

fa By



1.3. Differentiation 47

wobei allerdings Verwechslungen (z.B. mit den Komponenten eines Vektors)
moglich sind. Entsprechend lassen sich auch héhere partielle Ableitungen bil-

den, wie zum Beispiel
0 [(Of\ _ 0% f
foa =5 (&;) = 5.2 (1.122)

oder — und das ist neu im Vergleich zu der Differentiation von Funktionen mit
nur einer Variablen — auch gemischte Ableitungen, wie

0 [of\  O*f
Joy = Bn (5m> = 308" (1.123)

d.h. die zweite partielle Ableitung, die sich ergibt, wenn man zuerst nach x und
danach nach y partiell differenziert.

Als Beispiel berechnen wir alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen der
Funktion

f(z,y) = 42® + 22%y + 9zy (1.124)
von zwei Verdnderlichen x und y. Fiir die ersten Ableitungen ergibt sich
fo =202 +dzy + 993, f, = 227 + 2Tay? (1.125)
und fiir die zweiten partiellen Ableitungen

fzz:80x3+4y7 fyy:54$y7
(1.126)
faoy =4+ 27y?, fye =42+ 27y2.

Man beobachtet hier, dass die beiden gemischten Ableitungen unabhéngig sind
von der Reihenfolge der Differentiation, also fz, = fy.. Das gilt mit recht grofler
Allgemeinheit nach dem Satz von Schwarz unter der Voraussetzung, dass die
zweiten partiellen Ableitungen existieren und stetig sind.

Wenn nun die Variablen z, y und z von einer skalaren Variablen ¢ abhéngen:

F@) = f(2(t),y(t), 2(1)) , (1.127)

so kann man die Funktion f(t) wie bekannt nach ¢ differenzieren. Es gilt dabei
eine erweiterte Kettenregel:

df 0fde  Ofdy  9fde

dt ~ Oz dt ' Oy dt torar (1.128)
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Das beweist man mithilfe von

ft+At) — f(t) fz(t+ At),y(t + At), 2(t + At)) — f(z,y,2)

At At

_ @t Avy+ Ayz: Az) — f(z,y,2) (vgl. (1.107))

1
= S { @+ Ay + Ay 2+ A2) — [,y + Ay, 2+ Az)

—f—f(.’l?,y—i—Ay,Z—i—AZ)—f(SL’,y7Z+AZ)+f($,y,Z+AZ)—f((E7y,Z)}

Az At
Ay At
+f($,y,Z+AZ) _f(mvyaz) &
Az At

. ofde 0fdy | 0fds

. 1.129
At=0 Ox dt Oy dt 0z dt ( )

Unter Verzicht auf das explizite Hinschreiben der Differentiation nach der Va-
riablen ¢ lisst sich (1.128) auch abgekiirzt schreiben als
of of 9 4

dz 4+ == dy + == d (1.130)

df& Oy 0z

Dieses totale Differential gibt die Anderung des Wertes der Funktion f an, falls
die Variable  um da verdndert wird, y um dy und z um dz (vgl. dazu auch
Seite 42).

Bei manchen Anwendungen moéchte man diese Beziehung fiir endliche, nicht
infinitesimale Groflen benutzen. Man schreibt dann A statt d, also

fNi of . 0f

o, Mg Az, (1.131)

wobei natiirlich aus dem ,,=“ ein ,~“ wurde (vgl. Bild 1.14).
Als Beispiel betrachten wir die Funktion

flzyy,2) = (1+2) ety (1.132)
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f(x, y)

py .-~

(x, ;/) ax

Bild 1.14: Zuwachs einer Funktion f(x,y) bei Anderung von 2 um Az und y um
Ay.

Die partiellen Ableitungen sind

% = (14 2)e™tV % —2y(1 4 2) Y %‘i ="t (1.133)

An der Stelle (z,y,z) = (0,0,0) ist der Funktionswert f(0,0,0) = 1 bekannt.
Bei einem Zuwachs um (Az, Ay, Az) = (0.1,0.1,0.1) dndert sich der Funkti-
onswert nach Gleichung (1.131) n&herungsweise um

of
Az + =
0 Ay

of
A et
o vt 0z

Afzzgg Az. (1.134)

0

Dabei bezeichnet 0f /8x| o, den Wert der partiellen Ableitung an der Stelle
(x,y,2) = (0,0,0). Wir erhalten

Af=1-01+0-01+1-0.1=0.2 (1.135)

und daher nach Gleichung (1.86) einen approximativen Funktionswert von
£(0.1,0.1,0.1) ~ f(0,0,0) + Af = 1+ 0.2 = 1.2. Ein Vergleich mit der ex-
akten Berechnung von f(0.1,0.1,0.1) = (1 + 0.1) e%1+0:01 ~ 1.227 zeigt eine
recht gute Ubereinstimmung.



