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Wichtige Definitionen und Sétze

Gruppe
(G, 0) heifit Gruppe, falls gilt:
(G1) Va,bce G
(aob)oc=ao(boc)
(G2) F0eGVaeGO0oa=aol=a
(G3) VaeGIbeGaob=boa=0

G abelsch <= Va,be G aob=boa

Vektorraum
V heifit Vektorraum iiber K, falls gilt:
(V1)—(V4) (V,+) ist abelsche Gruppe
und Vo,w eV , VA pe K
A+ pv =+
) Av+w) =+ Iw
7 A(uv) = (Ap)v
8) lv=w

Korper
(K, +, ) heiit Korper, falls gilt:
(K1) (K,+) abelsche Gruppe
(K2) (K \{0},-) abelsche Gruppe
(K3) Va,b,ce K
a-(b+c)=a-b+a-c
Untervektorraum
heiit jede Teilmenge U von V mit:
(Ul) oevU
(U2) vywelU = v+welU
(U3) NeK,veU = MweU

Lineare Unabhingigkeit
Vektoren v1,vs, ..., v, € V heiflen linear unabhiingig, falls gilt:
VAL, ..., Am EK()\1U1+...+)\mvm =0 = M =...= A\ :0)
(Der Nullvektor ist aus vy, ..., v, nur trivial linear kombinierbar!)

Dimensionsformel
Sind U und W endlich-dimensionale Vektorrdaume, so gilt:
dim (U 4+ W) +dim (UNW) =dimU + dim W

Lineare Abbildung
@ : V. — W heifit linear, falls gilt:
(L1) Vo,w eV p(v+w) = p(v)+ ¢(w)
(L2) Yo e V, VA € K (M) = Ap(v)

Endomorphismus: V =W
Automorphismus: V = W, ¢ bijektiv

Kernp = {veV|p(v) =0} ‘ Kern—Bild—Satz

Bilde = (V) dim Kern ¢ + dim Bild ¢ = dim V'
Jeder Vektorraum V besitzt eine Basis.
Determinanten
-1
a b a b 1 d —b
c d‘adbc und (c d> m<_c a>
detA = Z sgn(m) - Gir(1) - .- Gngr(n)  Leibnizformel
7\'16"/71.
- iy Entwicklung n. d. i—ten Zeile
_ _ 1)\t g
o z;( 1) aijdet Aiy (analog fiir Spalten)
‘7:

A;; entsteht aus A durch Streichen von Zeile ¢ und Spalte j.




Wichtige Definitionen und Sitze

Abbildungsmatrix M43 (¢)
Es sei ¢ : V — W linear, A Basis von V', B Basis von W.
1. Die Spalten von M4 (i) sind die Koordinatenvektoren bzgl. B der
Bilder ¢(v;) der Vektoren v; aus A.

2. Multipliziert man M4 () mit dem Koordinatenvektor von v bzgl. A,
so erhilt man den Koordinatenvektor bzgl. B vom Bildvektor ¢(v).
3.9 : W — U linear, C Basis von U:  Ma(¢p 0 p) = ME(¢) - MA()

speziell fiir Endomorphismen :
ME () = M (id) - MA(p) - ME(id) = B~ MA(p) - B
(Transformationsformel)

Eigenwert, Eigenvektor von Matrizen
Sei A € My xn(K).
Gilt A(v) = M fiir v # 0 und A € K, so heifit v Eigenvektor von A zum
Eigenwert A.
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det (A — zE).
Die Eigenvektoren von A zum Eigenwert A sind die nicht-trivialen Losungen
des LGS (A — MAE)z = 0.

Skalarprodukte
Ist 8 : VXV — K eine Bilinearform (d. h. linear in beiden Argumenten) und
symmetrisch (8(u,v) = B(v,u) fiir alle u,v € V'), so heifit 3 ein Skalarprodukt.
Ist K = R und gilt S(v,v) > 0 fiir alle v # 0, so heifit 8 positiv definit.
(Oft gehort diese Eigenschaft zur Definition eines Skalarprodukts.)

u,v € V heiflen orthogonal bzgl. 8, falls 5(u,v) =0

Euklidischer Vektorraum (V,3): K = R, § pos. def. Skalarprodukt auf V.

Unitérer Vektorraum (V) 5): K = €, B pos. def. Hermit. Form auf V|
Jeder euklidische (unitére) Vektorraum mit abzihlbarer Dimension besitzt
eine Orthogonalbasis. (SCHMIDTsches Orthogonalisierungsverfahren)

Aquivalenz, Ahnlichkeit, Kongruenz von Matrizen
A B € Muxn(K) dquivalent: es gibt invert. Matrizen P, Q mit B = PAQ.
A, B € My xn(K) dhnlich: es gibt eine invert. Matrix P mit B = P AP
A,B € My xn(K) kongruent: es gibt eine invert. Matrix P mit B = PTAP
Hierdurch werden Aquivalenzrelationen definiert. Das Normalformproblem
besteht jeweils darin, einen moglichst einfachen Reprisentanten jeder Aqui-
valenzklasse zu finden. (siehe dazu Seiten 59, 61, 199)
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Vorwort

Im vorliegenden Teil 2 des Repetitoriums zur Linearen Algebra wird die Auf-
gabensammlung des ersten Teils fortgesetzt. Die Themen der ersten beiden
Kapitel ergiinzen und vertiefen den dort behandelten Stoff. Kapitel 3 bis 6
bringen Aufgaben zu Themen, die iiblicherweise im zweiten Teil einer zweise-
mestrigen Vorlesung zur Linearen Algebra im Mittelpunkt stehen. Insgesamt
kann das Repetitorium studienbegleitend zu einem Kurs iiber Lineare Algebra
wahrend der ersten beiden Semester eines Mathematik— bzw. Physikstudiums
benutzt werden.

Fiir Physikstudenten mochten wir folgende Punkte besonders hervorheben:

e die Eigenwerttheorie
e die simultane Diagonalisierbarkeit von Matrizen in Abschnitt 2.6

e die Triangulierung von Matrizen, die JORDAN-CHEVALLEY-Zerlegung bzw.
die Berechnung der JORDANschen Normalform von Matrizen als Hilfsmit-
tel bei der Untersuchung von Systemen linearer Differentialgleichungen
in den Abschnitten 2.6, 3.2 bzw. in Kapitel 4

e die Hauptachsentransformation von Fldchen 2. Ordnung mit Berechnung
der zugehorigen affinen Basen in Kapitel 6.

Die Terminologie in diesem Buch schlieft sich im wesentlichen an die des ersten
Teils an. Auf folgende Besonderheiten méchten wir aber ausdriicklich hinweisen:

1. Vektoren X des K" sind als Elemente dieser Menge n—Tupel der Form
(1,...,25). Da wir Vektoren von rechts an Matrizen heranmultiplizie-
ren, ist es unumgénglich, einen Vektor als Spaltenvektor aufzufassen. Wir

T
identifizieren also das n—Tupel (z1,...,x,) mit der Spalte

Tn

2. Da wir Vektorrdume V iiber beliebigen Kérpern K betrachten, haben wir
die Bezeichnung des Koordinatenvektors von X bzgl. einer Basis B von
V gedndert. Wir bezeichnen hier diesen Vektor mit kp(X).

3. Die kanonische Basis des K™ bezeichnen wir stets mit E.

In der vorliegenden Neuauflage haben wir das Kapitel 3 iiber die JORDAN-
CHEVALLEY-Zerlegung neu eingefiigt, in dem ausfiihrlich nilpotente Matrizen
und die JORDAN-CHEVALLEY-Zerlegung einer zerfallenden Matrix mit Anwen-
dungen, insbesondere in der Theorie der linearen Differentialgleichungssysteme,
behandelt werden.

Barsinghausen, im Juli 2020
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Kapitel 1

Vektorraume beliebiger
Dimension

Dieses Kapitel bringt Ergdnzungen und Vertiefungen zu Teil 1 des Repetitori-
ums. Insbesondere sollen wesentliche Aspekte — wie die Existenz einer Basis, der
Austauschsatz von STEINITZ, der Dimensionsbegriff, die Definition von linea-
ren Abbildungen durch die Bilder von Vektoren einer Basis — fiir Vektorrdume
beliebiger Dimension behandelt werden. Die beiden ersten Abschnitte befas-
sen sich daher mit den wichtigsten Tatsachen und Techniken, die man beim
Umgang mit unendlichen Mengen kennen und beherrschen sollte.

Bei Hinweisen auf Teil 1 des Repetitoriums werden wir stets die Abkiirzung
REP1 verwenden.

1.1 Unendliche Mengen

Zun#chst wiederholen wir eine Definition aus REP1, Abschnitt 1.3:

Michtigkeit von Mengen
Zwei Mengen M und N heiflen gleichméchtig, wenn es eine bijektive Funk-
tion f : M — N gibt.
M und N haben dann gleiche Méchtigkeit (in Zeichen: |M| = |N|).

Wir schreiben |M| < |N|, falls es eine injektive Funktion von M nach N gibt.
Mit dem Auswahlaxiom (siehe néchste Seite) gilt fiir M # (:

|M| < |N| <= Es gibt eine surjektive Funktion von N auf M.

|M| < |N| bedeutet |M| < |N| und |M| # |N]|.
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Unendliche Mengen
Eine Menge M heifit unendlich, falls M # 0 und [M| # [{1,...,n}| fir
jede natiirliche Zahl n gilt.
Andernfalls heiit M endlich.

Beim Umgang mit unendlichen Mengen setzen wir stets das Auswahlaxiom
voraus.

Auswahlaxiom
Ist (M;);es eine Familie nichtleerer Mengen, so ist das kartesische Produkt
H M; dieser Familie nicht leer
icl
(d. h. es gibt eine Funktion f : T — UMI mit f(i) € M; fiir alle i € I).
iel

Das Auswahlaxiom ist dquivalent zu der Aussage:

Fiir je zwei Mengen M, N gilt |[M| < |N| oder |[M| = |N| oder |N| < |M].
Man kann mit Hilfe des Auswahlaxioms das Zeichen |M]|, das bis jetzt nur
in obigen Bezeichnungen sinnvoll gebraucht werden kann, exakt definieren als
Kardinalzahl oder Michtigkeit der Menge M.!

Hiufige Bezeichnung: |IN| =: X.2

Fiir uns hat |M| = Xy die Bedeutung |M| = |IN|, d.h. es gibt eine bijektive
Funktion von IN auf M.

Summe, Produkt und Potenz von Kardinalzahlen werden wie folgt definiert:

Rechenoperationen fiir Kardinalzahlen
Sind M und N Mengen und ist |M| = p und |[N| = v, so ist

p-v = |MxN| und
vt = |NM|:|{f|fM_>N}|

Diese Definition ist sinnvoll, da aus |M| = |S| und |N| = |T| folgt:

|[Mx N| = |SxT]|,
INM| = |79 und
(M < {0}) U (N x {1Hh] = [(5x{0}) u (T x{1})].

Die wesentlichen Hilfsmittel beim Arbeiten mit Mengen unendlicher M#chtig-
keit sind die folgenden Regeln:

1Wir werden hier nicht definieren, was eine Kardinalzahl ist. Dennoch ist es zweckmiBig,
Kardinalzahlen zu verwenden; ihr Gebrauch 148t sich jedoch stets mit Hilfe der Definitionen
von |M| =|N| und |[M| < |N| eliminieren.

2R (sprich: Alef) ist der erste Buchstabe des hebriischen Alphabets. Mit Rg,R1, ... be-
zeichnet man in aufsteigender Folge die Kardinalzahlen unendlicher Mengen. Rg ist also die
kleinste unendliche Kardinalzahl (sieche Aufgabe 2 a)).



1.1. UNENDLICHE MENGEN

Sitze tiber unendliche Mengen
. Satz von SCHRODER-BERNSTEIN
Ist |[M| < |N| und |N| < |M], soist |M| = |N|

(d. h. gibt es eine Injektion von M nach N und eine Injektion von N
nach M, so gibt es eine Bijektion von M auf N).

2. Ist eine der beiden nichtleeren Mengen M und N unendlich, so gilt

|M x N| =max {|M],|N|}.2
Insbesondere ist |M"| = | M| fiir jede unendliche Menge M (n € N).

3. Ist |M;| < |M]| fiir jedes i € I, so gilt

|\U{M;[i e I} < 1] - [M].

4. Sei Pyin(M) :={S C M| S ist endlich } die Menge der endlichen Teil-

mengen von M. Ist M unendlich, so ist
|M[ = |Pyin(M)|.

5. Fiir jede Menge M gilt |[M| < |P(M)|:=|{S|S C M}|.

a)
b)

c)

d)

e)
f)

1.1.1
Eine Menge A heifst
abzihlbar unendlich, wenn es eine Bijektion f von IN auf A gibt,
abzihlbar, wenn sie endlich oder abzdihlbar unendlich ist.
Man zeige:

Ist A abzdihlbar und ist M endlich, so ist AU M abzdihlbar.
Ist A abzdhlbar und ist M eine Teilmenge von A, so ist M abzihlbar.

f + NxIN— IN, definiert durch

fly =5@+y) @+y+1)+y,
ist eine Bijektion von IN x IN auf IN (wobei hier 0 € N gelten soll).

Z und Q sind abzihlbar unendlich.
Die Menge olN .= {f|f:N—{0,1}} ist nicht abzihlbar.
R ist nicht abzdhlbar.

a) Da die Vereinigung endlicher Mengen endlich ist, sei o. B. d. A. |A| = |IN|.
Ferner sei AN M = ) (sonst betrachte M \ A statt M).

3Hieraus folgt, falls eine der Mengen M und N unendlich ist:
|M] + |N| =max {|M],|N|}.
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Der Beweis 148t sich humorvoll beschreiben durch die Geschichte vom Hotel
mit den abzéhlbar unendlich vielen Betten. Wenn es belegt ist und k¥ = | M|
neue Géste ankommen, riicken alle Géste k Betten weiter, und schon ist wieder
Platz genug da.

Sei also M = {m1,...,my} (M ist endlich bedeutet nach Definition: Es gibt
eine natiirliche Zahl k mit |M| = |{1,...,k}| — oder M = (), was hier uninter-
essant ist), und sei f : IN — A eine Bijektion.

Definiere g(n) := m,, fir n < k und g(k +n) := f(n). g ist eine Bijektion von
IN auf M U A.

b) Jede Teilmenge einer endlichen Menge ist endlich (vollsténdige Induktion!).
Sei also |A| = |IN|. Da es eine Bijektion von N auf A gibt, geniigt es, die
Behauptung fiir A = IN zu zeigen. Sei o. B. d. A. M unendlich.

Wir definieren durch vollstindige Induktion eine Injektion g von IN nach M. Sei
g(1) :==min M. Sind ¢g(1), ..., g(n) bereits definiert, so ist M # {g(1),...,9(n)},
da M unendlich ist. Somit hat M \ {g(1),...,9(n)} ein kleinstes Element b.
Setze g(n + 1) := b. Nach Konstruktion ist ¢ injektiv, also gilt |IN| < |M].

Da M C IN, gilt |M| < |IN|, und somit folgt |M| = |IN| mit dem Satz von
SCHRODER-BERNSTEIN.

(Bemerkung: Die oben definierte Funktion g ist sogar bijektiv.)

¢) Der Leser mache sich eine Skizze:

f z#éhlt die Paare natiirlicher Zahlen ldngs der
Geraden y = —x +m, m € IN, ab, und zwar
von unten nach oben. Hat der Punkt (0,m)
die Nummer n, so erhélt der Punkt (m +1,0)
die Nummer n + 1.

Diese Vorstellung macht den folgenden Beweis durchsichtig.

Wir zeigen zunéchst, dafl f injektiv ist.

Sei (a,b) # (z,y); 0. B.d. A.seia+b<z+y.

(i) Ista+b=x+yundo.B.d A.b<y (aus b=y folgt a = x), so ist

fla,b) = %(a+b)(a+b+1)+b:%(z+y)(x+y+1)+b
< S@t @ty ty= i),

(i) Ista+b<z+y,alsoa+b+1<xz+y,soist

f(a,b) = %(a+b)(a+b+1)+b<%(a—i—b)(a-ﬁ-b—i—l)—i—a—i—b—i—l

%(a+b+1)(a+b+2)§%(x+y)(:ﬂ+y+1)
f(z,y).

IN
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In beiden Fillen ist also f(a,b) # f(z,y).

Durch wollstindige Induktion zeigen wir nun, daf} jede natiirliche Zahl als Bild
unter f auftritt.

Es ist f(0,0) = 0. Sei f(a,b) = n. Zu zeigen ist, daf es  und y gibt mit
f(z,y) =n+1.Ist a =0, so ist

f(b+1,0):%(b+1)(b+2)=(%b(b+1)+b)+1:f(a,b)+1=n+1.

Ist a # 0, so ist
fla—1,b+1)= f(a,b) +1=n+1.

d) Wir zeigen zuniichst, dafl @ abzdhlbar unendlich ist. Sei r € @, r > 0. Dann
148t sich r als Bruch % mit teilerfremden p,q € N eindeutig darstellen. Die

Funktion f : @ — IN x N mit f(r) = f(2) == (p,q) ist somit injektiv?, also
gilt nach Teil ¢) die Abschiitzung |Q"| < [IN x IN| = |IN|. Sicher ist [IN| < |Q],
also folgt Q"] = |INJ.

Ist g eine Bijektion von IN auf @, so erhiilt man durch

O,Q(l), 79(1)79(2)7 *9(2%9(3)’ 79(3)7 ce

alle rationalen Zahlen. Préziser:

Sei h(2m) := g(m), h(2m + 1) := —g(m) fiir m € N, m > 1, und sei h(1) := 0.
Dann ist h eine Bijektion von IN auf Q.

Z 148t sich entsprechend abzéhlen geméfl der Aufzihlung:

0,1,-1,2,-2,3,—3,...

Ein anderer Weg zur Einsicht, dal Z abzéhlbar ist, ist der folgende:
Z ist eine unendliche Teilmenge von ®, denn IN C Z C ®. Nach Teil b) und
wegen |Q| = |IN| gilt |Z| = |IN|.

e) Die Behauptung folgt mit |IN] < |P(IN)| = |2|N| sofort aus dem Vorspann
(Satz 5 tiber unendliche Mengen) und der nachfolgenden Aufgabe 2 b).

Wir wollen sie hier aber auf andere Weise zeigen, namlich durch ein sog. Dia-
gonalargument.

Annahme: 2N ist abzihlbar. Zuniichst ist 2N nicht endlich, denn fiir die Menge
{gn | n € N} mit g,(k) :=1g.dw. k=ngilt {g, |n € N} C o,

Also gibt es eine Bijektion ® : N — 2N Mit der Abkiirzung f, := ®(n) ist
dann 2N = {£, |n € N}.

Definiere f : IN — {0,1} durch f(n) := 1 — f,(n) fiir jedes n € IN. Nach
Annahme gibt es ein m mit f = f,,,. Aber es gilt f(m) =1— fr(m) # fm(m)
— ein Widerspruch. Somit ist 2N nicht abzihlbar.

QT :={reQ|r>0}
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f) Die Aussage folgt aus |R| = |2IN| (sieche Aufgabe 2 ¢)) und Teil e). Der
klassische Beweis von G. CANTOR benutzt ein Diagonalargument.

Annahme: R ist abzéhlbar. Dann ist auch das Intervall (0, 1) nach b) abzéhlbar.
Sicher ist (0, 1) unendlich, da {%—H | n € N} C (0,1). Also gibt es eine Bijektion
® : IN— (0,1). Mit der Abkiirzung a,, := ®(n) ist dann

{reR|0<z<1}={a,|n e N}

Jedes z € (0,1) 148t sich eindeutig als nichtabbrechender Dezimalbruch® dar-
stellen. Also hat jedes a,, eine Darstellung

o0
an = Zam- 107" mit an; € {0,1,2,...,9} fiir alle .
i=1

Wir werden nun eine Zahl b mit 0 < b < 1 angeben, die in {a, |n € IN} nicht
vorkommt (im Widerspruch zu unserer Annahme).
Setze b; := 1, falls a;; # 1, und b; := 2, falls a;; = 1.

Es ist b := Zbi -107% € (0,1), also gibt es ein m mit b = a,,. Aus der

Eindeutigkeitz dler Darstellung als nichtabbrechender Dezimalbruch folgt nun
b; = am; fiir alle ¢, also insbesondere b,;, = @ym. Aber nach Definition von b,,
ist by, # @mm. Dieser Widerspruch zeigt, dafl das Intervall (0,1) (und damit
auch IR) nicht abzdhlbar ist.

1.1.2
Man zeige:
a) Ist M eine unendliche Menge, so ist |IN| < |M]|.

b) Ist 2M := {f| f ist Funktion von M nach {0,1}}, so ist
2M] = [P(M)|.

o) IR =12N=PIN)=IR"|  (neN).
(Hierher riihrt die Aussage |R| = 2%, da man mit 2% die Kardi-
nalzahl von 2N bezeichnet. )5

a)  Wir konstruieren durch vollstindige Induktion eine injektive Abbildung
von IN nach M.

5Es gilt z. B. z = 0,456 = 0,4559. Die eindeutige Darstellung von  als nichtabbrechender
Dezimalbruch ist « = 0, 4559.

6Da |IN| < P(N), gilt [N] < |R|. Die sog. Kontinuumhypothese von G. CANTOR
lautet: Es gibt keine Menge M C R mit |[IN|] < |[M] < |R|. Eine andere Formulierung ist:
2Ro — N1, denn N ist nach Definition die kleinste unendliche Kardinalzahl > Rg.

K. GODEL und P.J. COHEN haben gezeigt, da die Kontinuumhypothese mit Hilfe der
iiblichen Axiome der Mengenlehre weder beweisbar noch widerlegbar ist.
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Da M # 0, gibt es my € M. Seien my, ..., my, schon gew#ihlt mit m; # m; fiir
t # j. Da M nicht endlich ist, ist insbesondere M # {mg,...,m,} (wire M =
{mi,...,myu}, so wire durch f(i) := m; eine Bijektion von {1,...,n} auf M
gegeben). Somit existiert ein Element my41 € M\ {m4,..., m,}. Insbesondere
ist mp41 # m; fiir ¢ = 1,...,n. Damit ist eine Injektion ¢ : IN — M durch
g(i) := m; gegeben.

Der aufmerksame Leser wird feststellen, dafl wir das Auswahlaxiom gebraucht
haben, da wir ohne eine effektive Vorschrift unendlich oft jeweils aus einer
Teilmenge von M ein Element ausgewéhlt haben.

b) Fir S C M sei xs : M — {0, 1} die sog. charakteristische Funktion
von S (in M), definiert durch

(z) = 1, fallszeS
XsWE= 0, fallsze M\ S

Da zwei Funktionen mit demselben Definitionsbereich genau dann gleich sind,
wenn sie iiberall denselben Funktionswert haben, sieht man leicht, dafl durch
®(9) := xs eine Bijektion ® : P(M) — 2M gegeben ist.

c) Esreicht der Beweis der ersten Gleichung, da die zweite Gleichung aus b)

folgt und |R| = |IR™| nach dem Vorspann gilt.
Bekanntlich 148t sich jede reelle Zahl  mit 0 < z < 1 eindeutig als nichtab-

(o)
brechender Dualbruch der Form Z a;2”" mit a; € {0,1} fiir alle 7 darstellen.
i=1
Somit ist durch ®(x) := (a; : ¢ € IN) eine Injektion ® von (0,1) nach 2N
gegeben. Nach Aufgabe 3 ist [R| = |(0,1)|, also folgt |R| < |2|N|.

Wir zeigen nun |2|N| < |IR| und erhalten dann insgesamt mit Hilfe des Satzes
IN
27

von SCHRODER—BERNSTEIN die Aussage |R| = Dazu konstruieren wir
eine injektive Funktion ¥ : oN R,

Sei 2N = M1 U N, wobei

M::{f€2IN | Ino¥n > ngy f(n) =0} undN::QIN\M

oo oo
ist. Fiir f € M sei W(f) = =Y f(i)27", fiir f € N sel U(f) =Y f(i)27".
i=1 i=1
Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von Elementen von (0, 1] als nich-
tabbrechender Dualbruch ist ¥ | N injektiv. (Mit ¥ | N bezeichnen wir die
Einschrinkung von ¥ auf N.) Ist f € M, so ist U(f) eine endliche Summe,
und bekanntlich ist ¥ | M injektiv. Nun folgt leicht, daB ¥ : 2N — R

injektiv ist, und es gilt daher |2N| < [R|.
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1.1.3
Sind a,b € R mit a < b, so gilt: |(a,b)] = |R| = |[a,b]] .

Zunéchst gilt fiir a,b € R mit a < b:
[(a,0)] = [(0,1)]  und |[a,b]| = [[0,1]] .

Durch ¢(t) := tb+(1—t) a ist ndmlich eine Bijektion von [0, 1] auf [a, b] definiert.
Dies erkennt man wie folgt:  ¢(0) = a, (1) = b.

Ist 1 < to, so ist p(t2) — (1) = (t2 —t1)(b —a) > 0, also p(t1) < @(t2); @ ist
injektiv. Ist a < ¢ <bund t = =2, so ist p(t) = ¢; ¢ ist surjektiv.

Da tan : (—Z, ) — R bijektiv ist, ist [IR| = |(fg, g)| =1(0,1)| = |(a, b)|
fiir alle a,b € R mit a < b.

Mit dem Satz von SCHRODER—BERNSTEIN folgt nun auch die Behauptung fiir

die Fiille, in denen bei (a,b) a = —oo oder b = co zugelassen ist.
Es bleibt zu zeigen: |[a, b]| = |(a, b)].
Dies folgt mit den bisherigen Ergebnissen, wenn wir |(0,1)] = [[0, 1]| beweisen.

1
Nach 1 a) gibt es eine Bijektion f von {? |n €N} =: M auf M U{0,1}.
n

Nunist g : (0,1) — [0, 1], definiert durch g(¢) := f(¢) fir t € M, g(t) := ¢t fiir
t € (0,1)\ M, eine Bijektion.

1.1.4
Bs gitt: |RN| = |R| < |RR].
Wir zeigen:
(+) [0, 1NNy = (0, 1NN}

110, 13N] = {0, 1}|'§X'N|
= |0, 13NN = R}
Ferner gilt nach 2b):  [R| < [P(R)| = |{0,1}R| < |RR|.

(%) zeigen wir allgemeiner:

Fiir beliebige Mengen A, B, C ist |AB*C| = |(AP)“].

(Dies liefert die Kardinalzahlregel: a”¢ = (a%)°.)

Zum Beweis dieser Aussage geben wir eine Bijektion von (AZ)¢ auf AZ*C an.
Sei f € (AB)C. Dann ist fiir jedes ¢ € C durch f. := f(c) eine Funktion von B
nach A gegeben. ®(f) € AP*C sei definiert durch ®(f) ((b,¢)) := f.(b).

Man {iberzeugt sich schnell, dafl ® eine gesuchte Bijektion ist.

Daraus folgt mit 2 ¢):  |IR|
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1.1.5
Man zeige: Ist V ein Vektorraum endlicher Dimension tiber dem Kdérper K,
S0 1st

v { |K| , falls K unendlich ist.
V=

mdmV gl K| =m e N.

Hat V' die Dimension n € N, so wissen wir (siehe auch Aufgabe 1.3.2), dal V/
isomorph zum Vektorraum K™ (iiber K) ist, wobei ein Isomorphismus gegeben
ist durch diejenige lineare Abbildung ¢, die jedem Vektor seinen Koordinaten-
vektor beziiglich einer fest vorgegebenen Basis B zuordnet.

Insbesondere ist ¢ bijektiv, also ist |[V| = |K™|.

Ist K unendlich, so folgt nach dem Vorspann |V| = |K"| = |K]|.

Ist K endlich und m = |K]|, so ist bekanntlich |K™| = m™.

1.1.6
Sei V' ein Vektorraum iiber dem Kérper K. Man zeige:
a) Ist B eine Basis von V, ist V # {0} und ist K oder B eine unend-
liche Menge, so ist |V| =max{|K]|,|B|}.
b) Ist S eine unendliche Teilmenge von V, so ist
|L (5)| = max{|S],|K]}.

Teil b) folgt aus Teil a), wenn man eine beliebige Basis B C S vom Vektorraum
V := L (S) wihlt (dies ist moglich nach Aufgabe 1.2.3).

Zunéchst ist dann nédmlich nicht sowohl B als auch K endlich, da sonst L (5)
genau |K|'Bl Elemente hiitte im Widerspruch dazu, da S C L(S) und S
unendlich ist. Also ist nach a) |L (S)| =max {|K]|,|B|}. Da wegen B C S

IL(S)] = max{|K],[B|} < max{|K],[5]}
< max{|K[,|L(9)[} = [L(S)],

ist auch |L (S)| =max {| K], |S|}.

Wir beweisen nun Teil a).

Sicher ist |B| < |V].

Wihle 0 # X € B. Fiir a, f € K mit a # §ist aX # X, da X # 0. Somit ist
K| = {aX [a € K}| = [L(X)| <[V].

Es folgt max{|K|,|B|} <|V].
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Zum Beweis der Relation “>"ordnen wir jedem Vektor Y # 0 eine endliche
Teilmenge
(I)(Y) = {(>‘1; Xl)a SRR ()‘kan)} von K x B
k

zu, wobei Y = Z A X; die eindeutige Darstellung von Y durch Xy,..., X, € B

i=1
mit gewissen Aj,..., A\ € K \ {0} ist. Setzt man noch ®(0) = (), so ist eine
injektive Abbildung ® von V in Py (K x B) definiert. Da K x B unendlich
ist, ist nach den vorn angefiihrten Sétzen

|Prin(IKX x B)| = |K x B| = max {|K]|,|B|}.

Also ist |V| < max {|K|,|B|}.

1.1.7

Man zeige, daf$ der Vektorraum R iber dem Kérper Q keine abzdihlbare Basis
besitzt.

Bekanntlich ist @ abzdhlbar, IR ist nicht abzihlbar (in unserer Sprechweise:
Q| = |IN| =X < [R]).

Wiére B eine Basis von R iiber Q mit |B| < |IN|, so wire nach der vorigen
Aufgabe |R| = max {|B|, |Q|} = Ny — ein Widerspruch.

1.1.8
Sei V' ein Vektorraum diber K. Man zeige, daf8 je zwei Basen By und Bs von
V' gleichmdchtig sind.

(Dies rechifertigt die Definition der Dimension von V' auch fir Vektorriume,
die keine endliche Dimension haben — siehe 1.3.)

Falls eine der Basen endlich ist, so ist es auch die andere, und es gilt | B1| = | B2|
nach dem Austauschsatz von STEINITZ fiir Vektorrdume endlicher Dimension.
Seien also beide Basen unendlich. Wir zeigen |Bz| < |Bi|. Aus Symmetrie-
griinden folgt dann auch |By| < |Bsl, also |Bi| = |Bz| mit dem Satz von
SCHRODER—-BERNSTEIN.

Sei X € B;. Dann gibt es X1,..., X € Ba, A1,..., A € K\ {0} mit

Es sei ®(X) := {Xy,..., X} Hierdurch ist eine Abbildung ® von B; nach
Ptin(B2) definiert.
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Behauptung: By = |J{®(X) | X € B1} =:C.

Sicher ist C' C B,. Wir nehmen an, daf ein Vektor Y € By \ C existiert.
Da B; eine Basis ist, ist Y eine Linearkombination von gewissen Vektoren
Y1,...,Y, € By. Jedes Y; ist eine Linearkombination von Elementen von ®(Y;),
also ist Y eine Linearkombination von Elementen von C' C By. Nach Annahme
kommt Y unter diesen nicht vor. Dies widerspricht der linearen Unabhéngigkeit
von Bs. Somit gilt C' = Bs, und damit nach unseren Regeln (Regel 3)

B2l = [|J{2(X) | X € Bi}| < N|- |Bu],
denn |®(X)| < |IN] fiir jedes X € B;.

Nun ist [IN|-|B1| = max {|N|,|B1|} = |B1], da By unendlich ist (Aufgabe 2 a)).
Also folgt insgesamt |Bs| < |Bi].

1.1.9
Man zeige, daf8 die Vektorrdume IR und € als Vektorrdume tiber dem Korper
Q isomorph sind. Insbesondere sind also die Gruppen (R,4) und (C,+) iso-
morph.

1. Losungsweg;:

Wir wissen, daf |R| = |R x R| = |€| gilt. Ist B eine Basis von R iiber ®, so
folgt aus Aufgabe 6: |R| =max{|B|, |Q|}. Wegen |Q| = |IN| und |IR| > |IN| ist
|B| = |R|. Analog folgt fiir jede Basis C' von € iiber Q: |C| = |C] = |R|. R und
€ haben folglich als Vektorrdume iiber @ dieselbe Dimension (siehe Vorspann
zu 1.3) und sind daher nach Aufgabe 1.3.2 isomorph.

2. Losungsweg;:
Wiihle eine Basis B des Vektorraums IR iiber Q. Da jedes z € € die Darstellung
z = x + 1y fiir gewisse z,y € R hat, rechnet man leicht nach, daf3

BU{ib|be B} = BUiB

eine Basis von € iiber @ ist. B ist unendlich, da sonst fiir |[B| = n € N der
Widerspruch |R| = |Q"| = |®| = |IN| folgt. Daher gilt nach den Regeln fiir das
Rechnen mit Kardinalzahlen wegen B NiB = {):

|BUiB| =|B x {0,1}| = max{2,|B|} = |B] .

R und € haben also als Vektorrdume iiber @ dieselbe Dimension und sind,
wiederum nach Aufgabe 1.3.2, isomorph.
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1.2 Das ZORNsche Lemma

Das wichtigste Beweisprinzip fiir unendliche Mengen ist ein Axiom der Men-
genlehre, das unter dem Namen ZORNsches Lemma — abgekiirzt (ZL) —
bekannt ist. Aquivalent zu (ZL) sind u. a. die spezielle Fassung des ZORNschen
Lemmas fiir die Halbordnung C, hier (ZL)* genannt, das Auswahlaxiom und
der sog. Wohlordnungssatz, der hier nicht behandelt werden soll.

Zu den Begriffen Halbordnung sowie Ordnung bzw. Kette sei auf REP1
verwiesen. Statt Ordnung sagt man auch lineare Ordnung.

Zur Formulierung von (ZL) werden einige Begriffe benotigt.

< sei eine Halbordnung auf der Menge H.

1. Ist S C H, so heifit h € H eine obere Schranke von S,
falls a < h fiir alle a € S gilt.

2. a € H heifit maximales Element von H bzgl. <,
falls kein b € H mit a < b und a # b existiert.
(Oder dquivalent: Fiir alle b € H mit a < b gilt a = b.)

ZORNsches Lemma (ZL)
Ist H eine nichtleere Menge und < eine Halbordnung auf H mit der Ei-
genschaft, dafl jede bzgl. < linear geordnete Teilmenge von H eine obere
Schranke in H hat, so besitzt H bzgl. < ein maximales Element.

ZORNsches Lemma  Fassung (ZL)*
Ist M eine nichtleere Menge von Teilmengen einer Menge mit der Eigen-
schaft, daf3 fiir jede bzgl. C linear geordnete nichtleere Teilmenge M’ von M
die Menge | J M’ ein Element von M ist, so besitzt M (bzgl. C) ein maximales
Element.”

UM’ :={z| Esgibt ein S € M’ mit z € S}.
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1.2.1
Man beweise: (ZL) <= (ZL)*.

Sicher impliziert (ZL) die Aussage (ZL)*:

Wihlt man nédmlich als Halbordnung die Relation C auf M, so ist | J M’ stets
eine obere Schranke fiir Ketten M’ C M; die Voraussetzungen von (ZL) sind
damit erfiillt.

Gelte nun umgekehrt (ZL)* und sei (H, <) eine Halbordnung, die die Voraus-
setzungen von (ZL) erfiillt. Definiere

M :={SCH|S ist eine < —Kettein H}.

Sicher ist M # (), da {h} € M fiir jedes h € H (oder da ) € M). Ist M’ C M
eine nichtleere C — Kette in M, so zeigen wir, daf3 Sy := |J M’ eine < — Kette
ist.

Sind a,b € Sy, so gibt es S1,5 € M’ mit a € S; und b € Sy. Da M’ eine
C —Kette ist, ist 0. B. d. A. S; C S5. Also gilt a,b € S5, und da Sy eine
< — Kette ist, gilt a < b oder b < a.

Somit ist Sy € M, die Voraussetzungen von (ZL)* sind erfiillt. M besitzt folglich
ein (bzgl. C) maximales Element T. Nun erfiillt (H, <) die Voraussetzungen
von (ZL), also besitzt T in H eine obere Schranke yo. Wir zeigen, dafl yo ein
maximales Element von H ist.

Sei zp € H mit yo < z9. Dann ist T U {29} € M. Da T maximal bzgl. C in M
ist, ist TU {2z} = T, also zp € T und damit zy < yg, da yo obere Schranke
von T ist, also insgesamt zg = yy. Somit ist yg ein maximales Element von H,
dessen Existenz nachzuweisen war.

1.2.2
Man beweise:
a) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
b) Ist S eine linear unabhingige Teilmenge des Vektorraums V iiber
K, so gibt es eine Basis B von V mit S C B.

Teil a) folgt sofort aus b), wenn man S = () wihlt, denn ) ist fiir jeden Vektor-
raum eine linear unabhéingige Menge.

Wir beweisen b) mit (ZL)*.

Sei S eine linear unabhéngige Teilmenge des Vektorraums V' (iiber K) und sei

M:={T'CV |SCT und T ist linear unabhéngig }.

Sicher ist M # 0, da S € M. Gegeben sei nun eine nichtleere Kette M’ (bzgl.
C) in M. Wir setzen T := | J M’ und miissen zeigen, daf Ty linear unabhiingig
ist, denn sicher gilt S C Tj. Dazu miissen wir nach Definition nachweisen,
daB jede endliche Teilmenge von T linear unabhéngig ist. Es folgt wieder ein
Argument, das fiir alle Anwendungen von (ZL)* typisch ist.
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Sei R eine endliche Teilmenge von Tp; dann hat R die Form R = {Xy,..., Xx}
mit X1,..., Xy € To. Esexistieren Ty, ..., T, € M’ mit X; € T; firi =1,..., k.
Nun sind T7,..., T} bzgl. C vergleichbar, also gibt es unter ihnen ein gréfites
Element. (Jede endliche Teilmenge einer Kette besitzt ein Maximum — dies
folgt leicht durch vollstindige Induktion.) O. B. d. A. sei dies Tj. Nun gilt
Xi,..., Xk € Tk, und da T}, linear unabhéngig ist, ist auch R linear unabhéngig.
M erfiillt somit die Voraussetzungen von (ZL)* und besitzt ein maximales
Element B. B ist als maximal linear unabhéngige Teilmenge von V eine Basis
von V.

(Fiir die Leser, denen diese Aussage nicht so vertraut ist, wird sie bewiesen:
Wir miissen zeigen, dal B den Vektorraum V erzeugt und nehmen dazu an,
daf L (B) # V gilt. Dann gibt es einen Vektor X € V' \ L (B). Nach 1.3.4 ist
B U{X} linear unabhéngig im Widerspruch zur Maximalitét von B in M.)

1.2.3
Sei V' ein Vektorraum tber K, sei A CV und sei S C A linear unabhdngig.

a) Man zeige: Es gibt eine Teilmenge B von A mit S C B, die eine
Basis von L(A) ist.

b) Man folgere aus a) den Austauschsatz von STEINITZ in der Fassung
des Vorspanns von 1.3.

Der aufmerksame Leser sieht, da§ a) die Aussagen in Aufgabe 2 impliziert —
setze A =V.

a) Setze
M:={T'CA|SCT und T ist linear unabhingig } .

Man erhélt wortlich wie in Aufgabe 2 ein maximales Element B von M, wenn
man dort Ty := |JM’' C A verwendet. Wir zeigen, dafi L(A) von B erzeugt
wird.

Annahme: Es gibt einen Vektor X € A\ L(B). Dann ist nach 1.3.4 BU {X}
linear unabhéngig, also ein Element von M im Widerspruch zur Maximalitat
von B in M. Somit ist A C L(B). Es folgt:

L(A) € L(L(B)) = L(B) € L(4)

also L(B) = L(A).

b) Setze A := B US. Nach a) gibt es eine Basis C' von L(A) = V mit
SCCCBUS=AEsist C=8SU(C\S)und C\ S C B. Damit erfiillt
T := B\ (C\ S) die Forderungen.
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1.2.4
Sei V' ein Vektorraum tiber K und seien U bzw. W Untervektorrdume von
V' mit Basen B bzw. C, so daff V. =U + W gilt. Man zeige:
a) FEs gibt eine Teilmenge D von C mit BN D =), so daf§ BUD eine

Basis von V 1ist.
b) Es gibt einen Untervektorraum W' von W, so daf§ V. =U @ W’ gilt.

Sicher folgt Teil b) aus Teil a), wenn man W’ = L (D) setzt: Es ist L (D) ein
Untervektorraum von W und W/ NU = {0}, da B U D linear unabhiingig und
BN D = ist. SchlieBlich ist V = U + W', da BU D den Vektorraum erzeugt.
Also ist dann V =U @ W'.

Wir beweisen nun a) mit (ZL)*.
Sei M :={S C C'| BUS ist linear unabhéngig und BN S = 0}. Es ist M # 0,
da @ € M. Ist M’ C M eine nichtleere Kette, so ist Sp := |JM’ C C und es
gilt:

BUSy=BU|J{S|SeM}=|J{BUS|SeM}

{BUS | S € M’} ist ebenfalls eine Kette linear unabhéingiger Mengen, und
nach dem Beweis von Aufgabe 1.2.2 ist die Vereinigung iiber eine Kette linear
unabh#ngiger Mengen wieder linear unabhéngig. Ferner ist SN B = (. Folglich
ist Sy € M, M erfiillt die Voraussetzungen von (ZL)*. Sei D ein maximales
Element von M. Wir zeigen, dal B U D eine Basis von V ist. Dazu bleibt zu
zeigen, dafl B U D den Vektorraum V erzeugt.

Dies zeigen wir durch den Beweis von BUC C L (B U D), denn daraus folgt

V=U+W=L(B)+L(C) CLBUC) C L(L(BUD)) = L(BUD).

Annahme: Es gibt einen Vektor X € (BUC)\ L (B U D). Dann ist nach 1.3.4
BUDU{X} linear unabhéngig. Nun ist X ¢ BU D, aber X € BUC, also ist
X € C\ B. Die Menge DU {X} ist somit ein Element von M im Widerspruch
zur Maximalitét von D.

Die Aussage BUC C L (B U D) ist damit bewiesen.

1.2.5

Man beweise Teil b) von Aufgabe 1.2.4 ohne Verwendung von Teil a), indem
man (ZL)* auf

M :={S CW|S ist Untervektorraum von W und U NS = {0}}

anwendet.
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Wir wollen hier nur die Beweisidee schildern. Es ist M # 0, da {0} € M. Mit
dem {iblichen Argument zeigt man, dafl die Vereinigung Sy {iber eine nichtleere
Kette von Untervektorrdumen aus M wieder ein Untervektorraum von W ist
und dal UNSy = {0} gilt. Somit erfiillt M die Voraussetzungen von (ZL)* und
besitzt ein maximales Element W’. Es bleibt zu zeigen, da3 V =U & W’ gilt.
Annahme: Es gibt einen Vektor X € V' \ (U @ W’). Nach Voraussetzung ist
X=Y1+Yomit Y1 €U und Y3 € W. Also ist Yo ¢ W’.

Ferner ist L (W U {Y2})NU = {0}:

Ist Z Element dieses Durchschnitts, so ist Z € U und Z = Z N X + AYs fir
i=1

gewisse X1,..., Xp €W und \1,..., M\, € K. Ist A\=0,s0ist Ze UNW,

also Z = 0 nach Wahl von W’. Also sei A # 0; damit folgt aber

YVQZ

>| =

1< ,
Z_X;)VXZEU@W

und somit X =Y, +Y, € U ® W’ im Widerspruch zu unserer Annahme iiber
X. Alsoist Z =0.

Damit haben wir gezeigt, da L(W' U {Y2}) aus M ist, und dies ist ein Wider-
spruch zur Maximalitéit von W', denn Y, ¢ W',

Insgesamt folgt V =U & W’.

1.2.6

Sei R ein kommutativer Ring mit Finselement und sei I C R ein Ideal mit
I # R. Man zeige, daf$ es ein maximales Ideal Jy von R gibt mit I C Jy.

Die Definitionen der Begriffe Ideal und maximales Ideal entnehme man Ab-
schnitt 2.2.

Setze M :={J C R| J ist ein Ideal in R mit I C J}. Esist M #0,da I € M.
Ist M’ C M eine nichtleere Kette in M, so ist Iy := |J M’ ein Element von
M. Zunéchst ist ndmlich Iy # (), da ein J € M’ existiert und da J # . Sind
a,b € Iy und ist A € R, so gibt es I1,Io € M’ mit a € I; und b € I5. Da M’
eine Kette ist, sei 0. B. d. A. I} C I5. Dann sind a,b € I, und da I5 ein Ideal
ist, folgt @ — b, Aa € Is, also a — b, \a € Iy. Damit ist Iy € M und M erfiillt
die Voraussetzungen von (ZL)*. Ist Jy ein maximales Element von M, so ist Jy
nach Definition ein maximales Ideal von R, und es gilt I C Jjy.
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1.3 Vektorriaume

Lineare Unabhingigkeit
V sei ein Vektorraum iiber dem Korper K.
Eine endliche Teilmenge {X1,..., X;,} von V heifit linear unabhiingig in
V', wenn die Gleichung

(1) MXi+ o FAX, =0

fiir A1,..., A\ € K nur die Losung A; = ... = \,,, = 0 besitzt.?

Eine beliebige Teilmenge S eines Vektorraumes V' heifit linear unabhéngig,
wenn jede endliche Teilmenge von S linear unabhéngig ist.

Eine Teilmenge von V heifit linear abhingig, wenn sie nicht linear un-
abhéngig ist.

Vollig analog definiert man, daff ein geordnetes m—Tupel (X1,...,X,,) von
Vektoren aus V linear unabhéngig (in V') heifit, wenn Gleichung (1) nur die
triviale Losung besitzt.”

Linearkombination

der Vektoren X1,..., X, MX L+t A X, A Am € K

0) = {0}
(S):={>X"  NX; | X; €SN € K,me N}

lineare Hiille

L
von SCV L

Merke: Die lineare Hiille L (S) ist die Menge aller Linearkombinationen von
jeweils endlich vielen Vektoren aus S. L({X1,...,Xn}) = L(X1,..., Xm).

Es sei S C V und U Unterraum von V. S heifit
Erzeugendensystem von U < U =L(S).
Basis von U <= U=0L(S)und
S ist linear unabhéngig.

Dimension von U := |B|, falls B Basis von U ist.

B = (By,...,By) heifit geordnete Basis von U, falls U = L(By,...,By)
und (B, .., By) linear unabhiingig ist.

Die Definition der Dimension ist sinnvoll, da nach dem folgenden Satz 2 je zwei
Basen eines Vektorraums gleichméchtig sind.

8Formal: VA1,...,Am €K M X1+ ...+ AnXm =0 = A1 =... =\, =0)
9Beachte: Ist X # 0, so ist (X, X) linear abhingig, aber {X, X} = {X} ist linear un-
abhéngig.
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Wichtige Sitze iiber Vektorrdume

1. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
2. Je zwei Basen eines Vektorraumes sind gleichméchtig.

3. Basiserginzungssatz
In einem Vektorraum la8t sich jede linear unabhingige Teilmenge zu
einer Basis ergidnzen.

4. Austauschsatz von STEINITZ

Ist B eine Basis des Vektorraums V und S eine linear unabhéngige
Teilmenge von V', so gibt es eine Teilmenge T' C B derart, daf die
Menge (B\ T) U S eine Basis von V ist.

Die Beweise entnehme man den Aufgaben 1.2.2, 1.1.8, 1.2.2 und 1.2.3.

1.3.1
Im Vektorraum IR"\I der reellen Zahlenfolgen definieren wir eine Teilmenge
U durch

U={Xe¢e RN | X = (zn)nen und die Reihe Z x2 ist konvergent}.

n=0
a) Man zeige mit Hilfe der CAUCHY—-SCHWARZschen Ungleichung
(REP1, Seite 33), dafs U ein Untervektorraum ist.
b) Sei E; := (0i;)jen. Sicher ist E; € U, und W := L({E; | ¢ € N})

ist ein Untervektorraum von U.
Man zeige: W;U.

c) Man zeige: dimU = |U| = |IR|N| = 2%o
(Hinweis: REP1, Aufgabe 3.3.10).

(U wird mit £ bezeichnet und ist ein Standardbeispiel fiir einen sogenann-
ten HILBERT—Raum — siehe auch Aufgabe 5.5.9.)

a) Zuzeigenist: 0¢€ U und

VXY €U VA€ R(AX € U und X +Y € U).

Zunichst ist der Nullvektor von IRIN7 also diejenige Folge, die nur Nullen als
Glieder hat, ein Element von U.

o0 o0
Sicher ist Z()\xn)Q konvergent, falls Z :c% konvergiert, und somit folgt aus

n=0

=0
X eUund A€ R auch AX € U,
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Wir zeigen nun, dal mit X, Y € U auch X +Y € U gilt.
Ist X = (Zn)nGIN und Y = (yn)nEIN; so ist X + Y = (Zn + yn)nEIN-
[e.e]

Zu zeigen ist: Z(:L’n + yn)? konvergiert.

n=0

(o) (o)
Da (x5 + yn)? = @2 + 22y, + y2 und Z z2 Z y2 nach Voraussetzung
n=0 n=0
konvergent sind, geniigt es, die Konvergenz der Reihe anyn zu beweisen.
Wir weisen nach, dafl diese Reihe absolut konvergiert (und daher auch konver-
giert). In der folgenden Abschitzung gilt (%) nach der CAUCHY—SCHWARZschen
Ungleichung fiir £ > 1:

k k
n=0 n=0
© (L) (L)
2 (xa) (24)
n=0 n=0
1 1
(o) 2 (o) 2
n=0 n=0
k
Die Folge der Partialsummen <Z |:cnyn|> ist daher beschrénkt.
n=0 keN

Da sie auch monoton wachsend ist, konvergiert sie nach dem bekannten Satz,
daBl jede monotone, beschrinkte Folge konvergent ist.
Insgesamt folgt X +Y € U.

b) Jeder Vektor X € W ist Linearkombination von (endlich vielen) Vektoren
Ei.,....,E; € {E; | j € N}. Insbesondere sind alle Komponenten z, von X
mit n & {i1,..., i} Null.

Die Folge X := (=% )nen ist ein Element von U, da Z

e 5 bekanntlich

1
(n+1)
konvergiert. Aber Xo € W, denn keine Komponente von Xy ist Null.

c) Nach Abschnitt 1.1 ist 2% = [RN].

Sicher gilt wegen U C RN dimv <|U| < |IR|N|.

Wenn wir eine linear unabhiingige Teilmenge S von U der Michtigkeit 2%°
angeben, so 148t sich diese zu einer Basis B von U ergénzen, und daher folgt

2N = |S| < |B| = dimU < [U] < [RN| < 2%,

Dies liefert die Behauptung.
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Nach dem Hinweis wissen wir, dal die Menge

S:={(a")nen |0 <a<1}

o0
1
in RN linear unabhéngig ist. Fiir 0 < a < 1 ist z:(a”)2 = —— nach der
= 1—-a
Summenformel fiir die geometrische Reihe, also ist (a™),en € U.
Es gilt somit S CU.
Da nach Aufgabe 1.1.3 |(0,1)| = |R| gilt, ist | S| = 2%°.

1.3.2
Man zeige: Hat der Vektorraum V dber K die Dimension n € N, n > 1,
so st V' isomorph zum Vektorraum K™ (iber K ). Insbesondere sind je zwei
Vektorrdume tiber K derselben Dimension n isomorph.

Warum gilt dies fiir zwei beliebige Vektorrdume tiber K gleicher Dimension?

Sei B = (By,...,By) eine geordnete Basis von V und sei kg : V — K"

diejenige Abbildung, die jedem X € V seinen Koordinatenvektor kp(X) bzgl.

B zuordnet.

kp ist ein Isomorphismus: Die Linearitdt von kp rechnet man schnell nach. Die

Wohldefiniertheit folgt daraus, dafl sich bekanntlich jedes X € V eindeutig als

Linearkombination der Basisvektoren Bi,..., B, darstellen 148t. Die Injekti-
n

vitit ist klar. Ist schlieflich Y = (p1,..., 1) € K", so ist kp(}  miBi) =Y.
i=1

kp ist somit surjektiv und insgesamt ein Isomorphismus.

2. Losungsmoglichkeit:

Seien B = (By,...,By) und C = (C4,...,C,) Basen der Vektorrdume V' und

W iiber K. Durch ¢(B;) := C; ist eine Funktion von {Bj,...,B,} nach W

gegeben.

Nach Aufgabe 1.4.5 gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : V. — W mit

g(B;) = p(B;) fiir i = 1,...,n, ndmlich dasjenige ¢ mit

n

p(X) = ZAig(Bi) = ZAiCi ;

i=1

n n
falls X = Z AiB;. Da C eine Basis ist, ist ¢ injektiv und, wegen @(Z wiB;)) =Y
i=1 i=1
fur Y = Z 1;C;, auch surjektiv.
i=1
Diese Argumentation 148t sich sofort auf beliebige Vektorrdume verallgemei-

nern. Sind B bzw. C (ungeordnete) Basen von V' bzw. W, so gibt es wegen
|B| = |C] eine Bijektion g von B auf C. Nun argumentiert man wie oben:
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k k
Setze p(X) = Z Aig(B;), falls X = Z A; B; die eindeutige Darstellung von X

i=1 i=1
als Linearkombination von endlich vielen Vektoren By, ..., By € B ist. Folglich
sind zwei beliebige Vektorrdume {iber K gleicher Dimension isomorph.

1.3.3

Ist K ein Korper und A eine Menge, so sei
(KM in = {f € K" |{a€ A| f(a) # 0} ist endlich}.

a) Man zeige, daf (K*)in ein Untervektorraum von K ist.

b) Sei V' ein Vektorraum iber K und B eine Basis von V. Man zeige,
daf V isomorph zu (KP) g, ist.

a) Esist 0€ (K4)i,. Wegen
{a€ A Af(a) #0} C{a€ A f(a) # 0}

ist mit f € (K4) i auch Af € (K4) i
Schlieflich gilt fiir f,g € (K4)pin:

{ac Al (f+g)(a) = f(a)+g(a) # 0} € {a € A] f(a) # 0}U{a € A g(a) # 0}

Ferner ist die Vereinigung zweier endlicher Mengen endlich.
Somit ist f + g € (K4)fin.
Insgesamt sind damit die drei Untervektorraumaxiome erfiillt.

b) Ist X € V, X #0, so gibt es By,...,Br € Bund A,...,\; € K\ {0}
k

j=1
Sei kg @ V. — (KP)p, definiert durch kp(X) := f mit f(Y) = 0, falls
Y & {B1,...,Bi}, f(Y) =)\, falls Y = B; fir ein j € {1,...,k}. Ist X =0,
setze f = 0. (f ist wieder der (verallgemeinerte) Koordinatenvektor von X
bzgl. B.)
Wie im Falle endlicher Dimension rechnet man leicht nach, dafl kg eine lineare
Abbildung und bijektiv ist. Wir fithren nur den Beweis von

k(X +Y)=Fkp(X)+kp(Y)
vor, da er etwas schwierig zu formulieren ist:
Seien X,Y €V, X = Z)\ij, Y = ijcj mit Bi,...,By, C1,...,.C, € B;

Jj=1 Jj=1

Al,...,)\k,ul,...,u,«EK. Sei {Dl,...,Ds} = {Bl,...,Bk}U{Cl,...,CT}
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und
S S

X=Y ND; ., Y=> uD;

j=1 j=1
Dann ist .
X+Y =Y "(\+pu) Dy,
j=1
und es folgt leicht: kp(X +Y) = kp(X) + kp(Y).

1.34
Sei V' ein Vektorraum dber K, S CV und X € V' \ {0}. Man zeige:

a) Ist X € L(S)\ S, so ist SU{X} linear abhdngig.
b) Ist S linear unabhingig und X ¢ L(S), so ist SU{X} linear un-
abhingig.

a) Da X € L(S), gibt es Y1,...,Y; € Sund A,..., \x € K mit

Nach Voraussetzung ist X ¢ {Y7,...,Y;}. Da X — Z AiY; =0 und 1 der Ko-
i=1

effizient von X in der links stehenden Linearkombination von {X,Y3,..., Yy}

ist, ist {X,Y7,..., Y} und damit auch S U {X} linear abhéngig.

b) Sei S’ eine endliche Teilmenge von S U {X}. Wir zeigen, dafl S’ linear
unabhéngig ist.

Ist X ¢ S’, sind wir (nach der Voraussetzung iiber S) fertig.

Sei also 8" = {X,Y1,...,Y;} und sei

k
AX+ZAm:o fir A, A\i,..., s € K .

i=1
Wire A # 0, so wére
X = Z )Y; € L(S),

ein Widerspruch. Also ist A = 0, und nun folgt Ay = ... = Ay = 0, da
{Y1,...,Y;} C S und S linear unabhingig ist.
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1.3.5
Sei V' ein Vektorraum iber K und set B C V. Man zeige, dafl die folgenden
Aussagen dquivalent sind.
(1) B ist eine Basis von V.
(2) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.
(3) B ist eine mazimal linear unabhingige Teilmenge von V.
(4) Fir alle Erzeugendensysteme E von 'V mit B C E gilt:
B ist eine mazimal linear unabhdngige Teilmenge von E.
(5) Es gibt ein Erzeugendensystem Eg von V mit B C Ey, so daff B
eine maximal linear unabhdngige Teilmenge von Ey ist.

3
4

Bevor wir die Aquivalenzen durch einen RingschluB beweisen, sei an folgendes
erinnert:

B ist eine maximal linear unabhingige Teilmenge von S, wenn B in der
Menge der linear unabhéingigen Teilmengen von S bzgl. der Halbordnung C ein
maximales Element ist; d. h.

B ist linear unabhéngig und fiir jede Menge T C S mit B C T, die linear
unabhéngig ist, gilt B = T'; oder dquivalent:

Es gibt keine Menge T' C S, so da3 T linear unabhéngig ist und B ;T gilt.
Analog heifit B minimales Erzeugendensystem von V, wenn B den Raum
V erzeugt und fiir jedes Erzeugendensystem B’ von V mit B’ C B gilt: B = B'.

(1) = (2):

B erzeugt V als Basis von V. Sei B’ C B ein Erzeugendensystem von V.
Annahme: Es gibt ein X € B\ B’. Dann ist X € V = L(B’) und X ¢ B’, also
ist B’ U {X} linear abhéngig nach Aufgabe 4. Aber es ist B U{X} C B und
B ist linear unabhéngig — ein Widerspruch.

(2) = (3):

Sei B ein minimales Erzeugendensystem von V.

Annahme: B ist linear abhingig. Dann gibt es nach Definition eine endliche

Teilmenge B’ = {Bi,...,By} von B, die linear abhingig ist. Es gilt also
k

Z AiB; = 0 fiir gewisse A1,..., \x € K, die nicht alle 0 sind.

i=1
Sei 0. B. d. A. A\; # 0. Dann gilt:

) Bi=3 (-3 B

Hieraus folgt sofort, dal B \ {B1} den Vektorraum V erzeugt, im Wider-
spruch zur Eigenschaft von B, minimales Erzeugendensystem von V zu sein.
Ist ndmlich X € V, so ist X Linearkombination gewisser Vektoren in B nach
Voraussetzung, und falls By darunter vorkommt, ersetzen wir By mittels (%)
und erhalten X als Linearkombination von Elementen von B\ {B1}.



30 KAPITEL 1. VEKTORRAUME BELIEBIGER DIMENSION

B ist somit linear unabhéingig (und damit schon als Basis von V nachgewiesen).
Sei B C B’, wobei B’ linear unabhiingig ist. Dann ist B’ eine Basis von V| da
V = L(B) C L(B’), und damit ein minimales Erzeugendensystem, wie gerade
in (1) = (2) gezeigt wurde. Somit ist B = B’.
3) = (4):
Da B nach Voraussetzung unter den linear unabhingigen Teilmengen von V'
bzgl. C maximal ist, ist B erst recht unter den linear unabhéngigen Teilmengen
von E maximal.
(4) = (5):
Wihle Ey = V. Sicher erzeugt Ey den Vektorraum V und es ist B C V. Mit
(4) folgt sofort die Behauptung.
(5) = (1):
Zunéchst ist B nach Voraussetzung linear unabhéngig. Wenn wir Ey C L(DB)
zeigen, so folgt

L(Ey) = V € L(L(B)) = L(B),

und B erzeugt V.

Sei X € Ey. Annahme: X ¢ L(B).

Dann ist nach 1.3.4 B U {X} linear unabhingig, und es ist B;B U{X} C
Ey. Dies widerspricht der Voraussetzung in (5). Folglich ist jedes X € Ej ein
Element von L(B), was zu zeigen war.

1.3.6
Gegeben sei die Teilmenge S des Vektorraums V der stetigen Funktionen von
R nach IR. Man bestimme jeweils alle maximal linear unabhingigen Teilmen-
gen von S.

a) S={f.]a€ R} mit f,(t) ==t +a firaleteR.

_ 0 allst <a
b) S={g.]a€ R} mit g,(t) := { (t —a)? ﬁalls t>a

a) Ist a#b,soist {fa, fp} linear unabhingig:
Sei Af, + pfy =0 (0 ist die Nullfunktion). Dann gilt fiir alle ¢ € R:

()‘fa‘f'ﬂfb)(t) = )‘fa(t)""ﬂfb(t)
= Aa+t)+pud+t)=0()=0.

Fiir t = 0 ergibt sich: Aa + pub = 0, und aus der Gleichung fiir t = 1 folgt
hiermit: A + u = 0. Dieses Gleichungssystem hat wegen

a b
11

‘za—b;éO

nur die triviale Losung. Somit ist A = p = 0.



