Michael Botsch
Wolfgang Utschick

Fahrzeugsicherheit und
automatisiertes Fahren

Methoden der Signalverarbeitung
und des maschinellen Lernens




Botsch/Utschick

Fahrzeugsicherheit und
automatisiertes Fahren

Bleiben Sie auf dem Laufenden!

Hanser Newsletter informieren Sie regelméaBig
iber neue Biicher und Termine aus den ver-
schiedenen Bereichen der Technik. Profitieren
Sie auch von Gewinnspielen und exklusiven
Leseproben. Gleich anmelden unter

www.hanser-fachbuch.de/newsletter






Michael Botsch
Wolfgang Utschick

Fahrzeugsicherheit und
automatisiertes Fahren

Methoden der Signalverarbeitung
und des maschinellen Lernens

HANSER



Die Autoren:
Prof. Dr.-Ing. Michael Botsch, Technische Hochschule Ingolstadt
Prof. Dr.-Ing. Wolfgang Utschick, Technische Universitdt Miinchen

Alle in diesem Buch enthaltenen Informationen, Verfahren und Darstellungen wurden nach bes-
tem Wissen zusammengestellt und mit Sorgfalt getestet. Dennoch sind Fehler nicht ganz auszu-
schliefen. Aus diesem Grund sind die im vorliegenden Buch enthaltenen Informationen mit keiner
Verpflichtung oder Garantie irgendeiner Art verbunden. Autoren und Verlag {ibernehmen infolge-
dessen keine juristische Verantwortung und werden keine daraus folgende oder sonstige Haftung
iibernehmen, die auf irgendeine Art aus der Benutzung dieser Informationen — oder Teilen davon —
entsteht. Ebenso iibernehmen Autoren und Verlag keine Gewihr dafiir, dass beschriebene Verfah-
ren usw. frei von Schutzrechten Dritter sind.

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem Buch
berechtigt deshalb auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche Na-
men im Sinne der Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten wéren
und daher von jedermann benutzt werden diirften.

Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek:

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbiblio-
grafie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet {iber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt.

Alle Rechte, auch die der Ubersetzung, des Nachdruckes und der Vervielfiltigung des Buches, oder
Teilen daraus, vorbehalten. Kein Teil des Werkes darf ohne schriftliche Genehmigung des Verlages
in irgendeiner Form (Fotokopie, Mikrofilm oder ein anderes Verfahren) auch nicht fiir Zwecke der
Unterrichtsgestaltung reproduziert oder unter Verwendung elektronischer Systeme verarbeitet, ver-
vielfaltigt oder verbreitet werden.

© 2020 Carl Hanser Verlag Miinchen

www.hanser-fachbuch.de

Lektorat: Julia Stepp

Coverkonzept: Marc Miiller-Bremer, www.rebranding.de, Miinchen
Coverrealisation: Max Kostopoulos

Satz: Michael Botsch

Druck und Bindung: CPI buchbtiicher.de GmbH Birkach

Printed in Germany

Print-ISBN:  978-3-446-45326-5
E-Book-ISBN: 978-3-446-46804-7



Vorwort

Die Inhalte dieses Lehrbuchs basieren auf den Vorlesungen ,Signalverarbeitung in der Fahr-
zeugsicherheit®, ,Wissensmodellierung und Maschinelles Lernen*, ,Sensor Technology and
Signal Processing®, ,Integrated Safety and Assistance Systems“, ,Mathematische Methoden
der Signalverarbeitung“, ,Convex Optimization®, ,Statistical Signal Processing“ und ,Signal
Processing and Machine Learning“, die wir an der Technischen Hochschule Ingolstadt und an
der Technischen Universitdt Miinchen anbieten.

In Kapitel 1 wird eine kurze Einfithrung in Aspekte des automatisierten Fahrens und der inte-
gralen Fahrzeugsicherheit gegeben. Grundlagen der Signalverarbeitung und Mathematik, die
fiir das Verstdndnis und die Auslegung von Algorithmen fiir das automatisierte Fahren und
die Fahrzeugsicherheit unerldsslich sind, werden in Kapitel 2 wiederholt und vertieft. In Kapi-
tel 3 werden Fahrzeugmodelle vorgestellt, die sich zur Modellierung des Fahrverhaltens eignen
und damit die Grundlage fiir die Pradiktion und Regelung von Fahrzeugtrajektorien sind. Aus-
gehend von den Fahrzeugmodellen stellt Kapitel 4 Verfahren der Signalverarbeitung fiir die
Zustandsschédtzung von Fahrzeugen und Objekten im Fahrzeugumfeld vor, die einen zentra-
len Bestandteil von Trackingverfahren und Sensordatenfusionsmethoden darstellen. In Kapi-
tel 5 werden die Methoden der Signalverarbeitung um rein datenbasierte Verfahren erweitert.
Es handelt sich um maschinelle Lernverfahren, die angesichts der Komplexitdt des sicheren
automatisierten Fahrens als Schliisselmethoden zur Realisierung von Innovationen im Auto-
mobilbau gelten.

Das Buch enthilt am Ende eines jeden Kapitels Ubungsaufgaben mit ausfiihrlichen Losungs-
vorschlédgen. Sie sollen den Leser bei der intensiven Auseinandersetzung mit dem behandelten
Stoff unterstiitzen. Fiir Aufgaben, bei denen es erforderlich ist, werden Matlab-Skripte auf der
Internetseite zum Buch! zur Verfiigung gestellt.

Das Buch richtet sich an Studierende und Doktoranden der Elektrotechnik, Mechatronik und
Informatik an Universitdten und Fachhochschulen sowie an Ingenieure in der Praxis, die ein
grundlegendes Verstdndnis von Methoden der Signalverarbeitung fiir das sichere automati-
sierte Fahren erwerben wollen.

Wir danken unserer Lektorin Frau Julia Stepp fiir die angenehme Zusammenarbeit, Prof. An-
dreas Gaull und Anja Zupfer fiir das Korrekturlesen sowie den wissenschaftlichen Mitarbeitern
Amit Chaulwar, Friedrich Kruber, Marcus Miiller, Parthasarathy Nadarajan, Eduardo Sanchez
Morales und Jonas Wurst fiir die gemeinsamen Forschungsarbeiten an Anwendungen von ma-
schinellen Lernverfahren im Bereich des sicheren automatisierten Fahrens, die kurz in Unter-
kapitel 5.7 beschrieben werden. Besonders méchten wir uns bei unseren Familien, bei Anja,
Hannabh, Steffi und Viktoria fiir ihre tatkréftige und liebevolle Unterstiitzung bedanken.

Ingolstadt, im Mai 2020 Michael Botsch und Wolfgang Utschick

U http://www.fahrzeugsicherheitundautomatisiertesfahren.de
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Einfihrung
in das automatisierte Fahren
und die Fahrzeugsicherheit

Das automatisierte Fahren und die dafiir erforderliche Fahrzeugsicherheit werden die Zukunft
der Mobilitdt entscheidend pragen. In diesem Kapitel soll eine kurze Einfithrung in die Her-
ausforderungen dieser Entwicklungen und die Bedeutung der Signalverarbeitung im Kontext
des sicheren automatisierten Fahrens gegeben werden.

Lernziele in Kapitel 1
Der Lernende! ...

= kennt die fiinf Stufen des automatisierten Fahrens und kann Fahrzeugfunktionen dem ent-
sprechenden Automatisierungsgrad zuordnen;

= kennt die Vorteile, die man sich vom automatisierten Fahren erhofft;
= kennt grundlegende Aspekte des rechtlichen und ethischen Rahmens beim automatisier-
ten Fahren;

= kennt wichtige Begriffe der Verkehrssicherheit, insbesondere der integralen Fahrzeugsi-
cherheit;

= kann die Notwendigkeit zur Verbesserung der integralen Fahrzeugsicherheitssysteme mit
Hilfe von Statistiken zum Unfallgeschehen begriinden;

= versteht die technische Komplexitit, die sich hinter Fahrzeugfunktionen des automatisier-
ten Fahrens und der integralen Fahrzeugsicherheit verbirgt;

= versteht die Bedeutung der Signalverarbeitung fiir die Realisierung von Fahrzeugfunktio-
nen des automatisierten Fahrens und der integralen Fahrzeugsicherheit.

B 1.1 Automatisiertes Fahren

Zu den drei ,Megatrends“ der Mobilitit werden die Digitalisierung, die Elektrifizierung und
die Urbanisierung gezihlt. Die drei Bereiche sind miteinander verzahnt und beeinflussen sich
gegenseitig. Das Auto spielt fiir all diese Bereiche eine zentrale Rolle, und es wird prognosti-
ziert, dass das Auto der Zukunft ,autonom, vernetzt und elektrisch“ fahren wird. Bereits heute
wird in der Automobilindustrie an Losungen gearbeitet, die es ermdglichen, die Fahraufgaben

1 Um die Lesbarkeit des Buchs zu erleichtern, wird bei den Personenbezeichnungen die mannliche Form verwen-

det. Es werden jedoch Personen jeglichen Geschlechts (m/w/d) gleichberechtigt angesprochen.
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zunehmend ohne Eingreifen des Fahrers zu bewiltigen, und das automatisierte Fahren ge-
hort ohne Zweifel zu den groen Zukunftsthemen der Mobilitdt. Das automatisierte Fahren
bzw. in seiner letzten Ausbaustufe auch autonomes Fahren genannt, erméglicht es, wiahrend
der Fahrzeit anderen Tétigkeiten als der Fahrzeugfithrung nachzugehen, und verhilft Personen
mit eingeschrénkten Fahrfahigkeiten zu einem mobilen Leben. Doch zusétzlich zu diesen bei-
den Aspekten birgt das autonome Fahren sowohl im Bereich der Sicherheit als auch im Bereich
der Verkehrseffizienz grof3e Potenziale. Weil ca. 90 % der Unfille mit Toten oder Schwerverletz-
ten auf menschliches Fehlverhalten zuriickzufiihren sind, ist zu erwarten, dass automatisiertes
und vernetztes Fahren die Schdden und das Leid durch Verkehrsunfille stark reduzieren kann.
Im Bereich der Verkehrseffizienz kann durch einen besser aufeinander abgestimmten Verkehr
die Kapazitdtsauslastung optimiert werden, was angesichts der Prognosen fiir die Zukunft not-
wendig sein wird: Laut [VBW17] geht das Bundesverkehrsministeriums fiir das Jahr 2030 von
einem Zuwachs um 13 % beim Personenverkehr und um 38 % beim Gtiterverkehr aus.

@ Ubung 1.1

Wihrend Aspekte der Signalverarbeitung fiir das automatisierte Fahren in den anschlieBenden
Kapiteln im Vordergrund stehen, sollen im Folgenden relevante Informationen zu den Stu-
fen des automatisieren Fahrens sowie dem rechtlichen und ethischen Rahmen kurz vorgestellt
werden, um eine Einordnung in einen groBeren Zusammenhang zu ermoglichen.

Stufen des automatisierten Fahrens

Der Ubergang vom manuellen zum autonomen Fahren findet nicht schlagartig statt, son-
dern im Rahmen einer Entwicklung, bei der die Automatisierung in fiinf Stufen untergliedert
ist [SAE14, Bun15]. Diese Stufen sind in Abb. 1.1 dargestellt und beschreiben, welche Anforde-
rungen sowohl an die Systeme als auch an den Fahrer gestellt werden.

Teilautomatisiertes Hochautomatisiertes Vollautomatisiertes Autonomes
Fahren Fahren Fahren Fahren

Assistiertes
Fahren

In gewissen Grenzen
wird entweder die
Langs- ODER die
Querfiihrung des Fahr-
zeugs iibernommen.

Der Fahrer tiberwacht
das System dauerhaft
und ist stets zum
Eingreifen bereit.

Bsp. ACC, Park-

Fiir einen gewissen Zeit-
raum oder in spezifischen
Situationen wird die Langs-
UND die Querfiihrung des
Fahrzeugs iibernommen.

Der Fahrer iiberwacht das
System dauerhaft und ist
stets zum Eingreifen bereit.

Bsp. Stauassistent, Spur-

,,Fiile hdufig nicht
bendtigt™

,Hande haufig nicht
bendtigt™

Fiir einen gewissen Zeitraum
oder in spezifischen
Situationen wird die Langs-
UND die Querfiihrung des
Fahrzeugs iibernommen.

Der Fahrer muss das System
nicht mehr dauerhaft iiber-
wachen. Nach Aufforderung
mit einer angemessenen
Zeitreserve muss der Fahrer
die Fahraufgabe wieder
vollstidndig und sicher
iibernehmen.

Bsp. Autobahnfahrt

,,Augen héufig nicht
bendtigt™

Abbildung 1.1 Stufen des automatisierten Fahrens.

Das System iibernimmt die
Fahrzeugfiihrung in einem
definierten Anwendungsfall
vollstandig und bewaltigt
alle damit verbundenen
Situationen automatisch.

Der Fahrer tiberlédsst im
Anwendungsfall die
Kontrolle vollstindig
dem System.

Bsp. Valet Parking

~Aufmerksamkeit haufig
nicht bendtigt™

Das System {ibernimmt
das Fahrzeug voll-
stdndig vom Start

bis zum Ziel.

Alle im Fahrzeug
befindlichen Personen
sind in diesem Fall
Passagiere.

,Fahrer nicht
bendtigt™
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Die meisten Fahrzeuge, die heute auf deutschen Straflen unterwegs sind, gehéren der Stufe
1, Assistiertes Fahren, an und beinhalten Fahrzeugfunktionen wie Tempomat, Parkassistent
oder Adaptive Cruise Control (ACC) und erfordern, dass der Fahrer die Hinde am Lenker hat,
den Verkehr tiberwacht und jederzeit die Kontrolle iiber das Fahrzeug iibernehmen kann. Die-
se Systeme haben hiufig Einschridnkungen, die dazu fiihren, dass sie erst ab einer bestimmten
Geschwindigkeit aktiv oder bei schlechten Witterungsbedingungen nicht verfiigbar sind. Ein-
prédgsam fiir diese Stufe ist der Satz ,Fiille werden beim Fahren haufig nicht mehr benotigt*.

Bei Stufe 2, Teilautomatisiertes Fahren, der einige Fahrzeuge seit ca. dem Jahr 2015 zugeord-
net werden kdnnen, ist das Fahrzeug in der Lage, in einigen Situationen autonom zu fahren,
z.B. auf der Autobahn der Spur zu folgen und gleichzeitig den Abstand zum Vordermann zu
regeln oder im Stau vollstdndig autonom zu fahren. Der Fahrer muss allerdings auch bei dieser
Automatisierungsstufe das System dauerhaft iiberwachen und jederzeit zum Eingreifen bereit
sein. Zu dieser Stufe gehdren Fahrzeuge wie der Audi Q7 (2015), die BMW 7er Reihe (2015), die
Mercedes E-Klasse (2016) oder der Tesla Model S (2014). Einprédgsam fiir diese Stufe ist der Satz
»,Hénde werden beim Fahren hiufig nicht mehr benotigt“.

Bei Stufe 3, Hochautomatisiertes Fahren, {ibernimmt das Fahrzeug in einer spezifischen Si-
tuation, wie z. B. der Autobahnfahrt, fiir einen gewissen Zeitraum komplett die Fahraufgaben
inklusive komplexer Mangver wie dem Uberholen. Der Fahrer muss das Fahrzeug nicht mehr
dauerhaft tiberwachen. Er muss nur in der Lage sein, nach einer Aufforderung mit angemesse-
ner Zeitreserve die Kontrolle {iber das Fahrzeug zu iibernehmen, z. B. um eine sehr komplexe
Fahraufgabe wie etwa bei Baustellen oder dem Herunterfahren von der Autobahn zu meistern.
Rechtliche und technische Hiirden haben dafiir gesorgt, dass Personenkraftwagen (PKW) der
Automatisierungsstufe 3 bisher noch nicht auf dem Markt sind. Allerdings ist zu erwarten, dass
dies bald der Fall sein wird. Einprégsam fiir diese Stufe ist der Satz ,,Augen werden beim Fahren
h&ufig nicht mehr benétigt®.

Bei Stufe 4, Vollautomatisiertes Fahren, bewiltigt das Fahrzeug in definierten Anwendungs-
fillen vollstandig die Fahraufgaben, und der Fahrer kann in diesen Anwendungsféllen die Kon-
trolle komplett {ibergeben. In dieser Stufe sollen nicht nur Autobahnfahrten, sondern auch
Landstraflen- und ein GrofBteil der Stadtfahrten autonom bewaltigt werden kénnen. Auch das
Einparken soll komplett ohne Fahrer im Fahrzeug realisiert sein, das sogenannte ,Valet Par-
king“. Der Sprung zu dieser Stufe ist sowohl technisch als auch unter rechtlichen und ethi-
schen Gesichtspunkten sehr grof3, ermdoglicht es aber dem Fahrer, seine Fahrzeit fiir ganz an-
dere Tétigkeiten zu nutzen. Eine Prognose dariiber, wann diese Automatisierungsstufe zum
Alltag auf den Stralen gehort, ist schwierig. Wenn man die Entwicklungen der letzten Jahre
extrapolieren darf, erscheint ein Zeithorizont von ca. 10 Jahren als denkbar. Einpragsam fiir
diese Stufe ist der Satz ,Aufmerksamkeit wird beim Fahren hiufig nicht mehr bendotigt®.

Bei Stufe 5, Autonomes Fahren, (ibernimmt das Fahrzeug in allen Situationen alle Fahraufga-
ben, und der Fahrer ist nur noch Passagier. Dieses Ziel wird man in seiner Gesamtheit wohl
nie erreichen konnen, z. B. weil alle Sensoren, unabhéngig davon, ob sie im Fahrzeug oder au-
Berhalb verbaut sind, ihre Grenzen haben. Trotzdem wird man dem Ziel nahe kommen und
Fahrzeuge dieser Automatisierungsstufe zuordnen. Entsprechend schwer ist eine Prognose
dariiber, wann diese Stufe zum Alltag auf den Straflen gehort. Eine besondere Herausforde-
rung fiir das Erreichen dieser Stufe ist der sogenannte Mischverkehr, bei dem Fahrzeuge mit
verschiedenem Automatisierungsgrad auf den Straflen unterwegs sind und eine Kooperation
zwischen allen Verkehrsteilnehmern und der Infrastruktur in vielen Verkehrsszenarien nicht
mdoglich ist. Einpragsam fiir diese Stufe ist der Satz ,Fahrer wird nicht mehr benétigt®.
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Es sollte erwdhnt werden, dass im Bereich des 6ffentlichen Personenverkehrs dank fester Rou-
ten und der Moglichkeit, eine hohere Anzahl an Sensoren zu verbauen als in PKW, der Einsatz
von hochautomatisierten Bussen bereits weltweit an verschiedenen Orten in der Offentlichkeit
erprobt wird. Zum Beispiel fahren hochautomatisierte Busse, die Passagiere auf fest vorgege-
benen Strecken ohne Fahrer transportieren, im Versuchsbetrieb in den Orten Bad Birnbach
seit 2017 und in Berlin seit 2019. Fiir diese Busse gibt es Ausnahmegenehmigungen, und sie
diirfen nur auf vordefinierten Spuren, mit niedrigen Geschwindigkeiten und unter Aufsicht
von Begleitpersonen unterwegs sein. Es handelt sich also bei diesen Bussen nicht um die Au-
tomatisierungsstufe 5; sie leisten aber einen wertvollen Beitrag, um die Akzeptanz fiir das fah-
rerlose Fahren in der Bevolkerung zu erh6hen.

@ Ubung 1.2

Rechtliche Aspekte des automatisierten Fahrens

Entscheidend fiir das automatisierte Fahren ist der rechtliche Rahmen, an den sich diese Form
der Mobilitédt halten muss. Es gibt in diesem Kontext Fragen des Verkehrs- und Zulassungs-
rechts, die an den technischen Fortschritt peu & peu angepasst werden. Das Wiener Uberein-
kommen von 1968 [Uni68] bildet die volkerrechtliche Grundlage fiir die nationalen Verkehrs-
regeln, und in seiner urspriinglichen Fassung wird gefordert, dass jedes Fahrzeug von einem
Fahrer, der jederzeit die Kontrolle iiber das Fahrzeug hat, gefiihrt werden muss.> Um dem tech-
nologischen Fortschritt gerecht zu werden, wurde das Wiener Ubereinkommen 2014 durch die
United Nations angepasst, so dass Systeme, welche die Fiihrung eines Fahrzeuges beeinflus-
sen, zuldssig sind, wenn sie jederzeit vom Fahrer {iberstimmt oder abgeschaltet werden kon-
nen [Uni14].3

Es herrscht eine hohe Dynamik beziiglich der Anpassung des rechtlichen Rahmens an die
technischen Moglichkeiten zur Realisierung des automatisierten Fahrens. In Kalifornien (USA)
wurde bereits im Jahr 2015 erlaubt, dass automatisierte Fahrfunktionen im StraRenverkehr ge-
testet werden, vorausgesetzt, dass jederzeit ein Fahrer in der Lage ist, die Kontrolle tiber das
autonom fahrende Auto zu {ibernehmen [Cal15]. Anschlieffend wurde vom California Depart-
ment of Motor Vehicles an Regelungen gearbeitet, um Tests mit fahrerlosen Autos zuzulas-
sen [Call7]. Im Jahr 2018 hat es die California Public Utilities Commission einigen Industrie-
unternehmen genehmigt, im Rahmen eines Pilotprojekts auch Passagiere in autonomen Fahr-
zeugen zu transportieren [Call8]. Dabei ist es erlaubt, dass sich kein Fahrer im Fahrzeug be-
findet, dafiir muss aber eine Kommunikationsverbindung zwischen dem Fahrzeug und einem

Artikel 8, Absatz 1: “Every moving vehicle or combination of vehicles shall have a driver”;

Artikel 8, Absatz 5: “Every driver shall at all times be able to control his vehicle or to guide his animals”;

Artikel 13 Absatz 1: “Every driver of a vehicle shall in all circumstances have his vehicle under control so as to be
able to exercise due and proper care and to be at all times in a position to perform all manoeuvres required of
him. He shall, when adjusting the speed of his vehicle, pay constant regard to the circumstances, in particular the
lie of the land, the state of the road, the condition and load of his vehicle, the weather conditions and the density
of traffic, so as to be able to stop his vehicle within his range of forward vision and short of any foreseeable
obstruction. He shall slow down and if necessary stop whenever circumstances so require, and particularly when
visibility is not good.”

Kapitel V. Teil A: “Vehicle systems which influence the way vehicles are driven ... shall be deemed to be in con-
formity with paragraph 5 of this Article and with paragraph 1 of Article 13, when such systems can be overridden
or switched off by the driver”.
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»remote operator“ wihrend des Betriebs gewédhrleistet sein. Auch in anderen Lindern wie Ja-
pan, GroBbritannien oder Schweden werden nach und nach Anderungen des rechtlichen Rah-
mens vorgenommen [MGLW15].

In Deutschland hat der Bundestag Regelungen zur Anderung des StraRenverkehrsgesetzes*
(StVG) fiir das Fahren von Autos mit hoch- und vollautomatisierter Fahrfunktion im Mérz 2017
verabschiedet [Deul7]. Dabei wird das StVG dahingehend erginzt, dass der Fahrzeugfiihrer
dem technischen System in bestimmten Situationen die Fahrzeugsteuerung iibergeben kann.
Auch die Haftungsfrage im Falle eines Unfalls wird hierbei festgelegt: ,Die Inanspruchnah-
me des Halters im Wege der Gefdhrdungshaftung wird dazu fithren, dass die Haftpflichtversi-
cherung des Halters und die Versicherung des Herstellers kldren, wer im Ergebnis die Kosten
des Unfalls zu tragen hat“, wobei jedes Fahrzeug aufzeichnen muss, ,wann das automatisierte
System zur Fahrzeugsteuerung eingeschaltet war und wann nicht und wann das automatisier-
te System den Fahrzeugfiihrer zur Ubernahme der Fahrzeugsteuerung aufforderte®, um so si-
cherzustellen, , dass der Fahrzeugfiihrer sich nicht pauschal auf ein Versagen des automatisier-
ten Systems berufen kann*. Es ist zu erwarten, dass in der Folge entsprechende Anpassungen
auch in der Straflenverkehrs-Ordnung (StVO) gemacht werden, um nicht mehr die dauernde
Beherrschbarkeit eines Fahrzeugs durch den Fahrer (StVO, §3 Absatz 1) zu fordern. Auch An-
derungen in der Fahrzeug-Zulassungsverordnung sind zu erwarten. Gemaf § 3 Absatz 1 ist fiir
Kraftfahrzeuge in Deutschland eine Zulassung, bei der gepriift wird, ob das Fahrzeug einem
genehmigten Typ entspricht, notwendig. Die Anforderungen an die Typgenehmigung wird in
Europa durch die Richtlinie 2007/46/EG des Europdischen Parlaments und des Rates von 2007
geregelt. Die Europédische Union (EU) gehort zu den Unterzeichnern der angeschlossenen Re-
gelungen zum , Ubereinkommen iiber die Annahme einheitlicher technischer Vorschriften fiir
Radfahrzeuge, Ausriistungsgegenstinde und Teile, die in Radfahrzeuge(n) eingebaut und/o-
der verwendet werden kénnen, und die Bedingungen fiir die gegenseitige Anerkennung von
Genehmigungen, die nach diesen Vorschriften erteilt wurden“®, und entsprechend spielen die
ECE-Regelungen eine wichtige Rolle fiir die Typgenehmigungen fiir die Lander der EU. In die-
sem Zusammenhang ist die ECE-Regel UN-R79 und seine Anpassung aus dem Jahr 2018 zu
erwihnen, in der festgehalten ist, welche autonomen Lenkeingriffe unter welchen Vorausset-
zungen erlaubt sind [Uni18].

Ethische Aspekte des automatisierten Fahrens

Zusitzlich zu den rechtlichen Aspekten kommen beim automatisierten Fahren ethische Fra-
gestellungen auf, die sich bisher im StraBenverkehr nicht gestellt haben, vor allem im Zusam-
menhang mit Unfillen, in denen automatisierte Fahrzeuge involviert sind. Im Sommer 2017
hat eine vom Bundesministerium fiir Verkehr und digitale Infrastruktur eingesetzte Ethikkom-
mission zum automatisiertennFahren einen Bericht vorgelegt, aus dem folgende Kernpunkte
erwdhnt werden sollten [Bun17]:

Das Stralenverkehrsgesetz ist ein Bundesgesetz, das die Grundlagen des Strallenverkehrsrechts regelt. Zu-
sammen mit der Fahrzeug-Zulassungsverordnung (FZV), der StraBenverkehrs-Ordnung (StVO) und der
Stralenverkehrs-Zulassungs-Ordnung (StVZO) wird das StraBenverkehrsrecht in Deutschland zum groBten Teil
festgelegt.

Hiufige vereinfachte Bezeichnung fiir die Regelungen zum Ubereinkommen: ,ECE-Regelungen“ oder
»UN/ECE-Regelungen*“.
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= Das automatisierte und vernetzte Fahren ist ethisch geboten, wenn die Systeme weniger
Unfille verursachen als menschliche Fahrer (positive Risikobilanz).

= Sachschaden geht vor Personenschaden: In Gefahrensituationen hat der Schutz menschli-
chen Lebens immer hochste Prioritét.

= Bei unausweichlichen Unfallsituationen ist jede Qualifizierung von Menschen nach per-
sonlichen Merkmalen (Alter, Geschlecht, korperliche oder geistige Konstitution) unzulés-
sig.

= In jeder Fahrsituation muss klar geregelt und erkennbar sein, wer fiir die Fahraufgabe zu-
standig ist: der Mensch oder der Computer. Wer fahrt, muss dokumentiert und gespeichert
werden (u. a. zur Klarung moglicher Haftungsfragen).

= Der Fahrer muss grundsitzlich selbst {iber Weitergabe und Verwendung seiner Fahrzeug-
daten entscheiden konnen (Datensouveranitét).

@ Ubung 1.3

B 1.2 Integrale Fahrzeugsicherheit und
Unfallstatistiken

Ziel dieses Unterkapitels ist es, wichtige Begriffe der Fahrzeugsicherheit einzufithren und mit
Hilfe von Unfallstatistiken die Motivation fiir die Entwicklung und Erforschung von Fahrzeug-
sicherheitssystemen zu begriinden.

Die Norm IEC 61508 definiert Sicherheit als ,Freiheit von unvertretbaren Risiken“. Das Risiko
R(¥#;) eines Ereignisses #; wird von den Sicherheitsnormen als Produkt seiner Eintrittswahr-
scheinlichkeit P(%#;) und dessen Schadensausmald K(%;) definiert:

R(#;) =PI )K(T). (1.1)
Das Gesamitrisiko Rsys eines Systems ergibt sich aus den Risiken der einzelnen Ereignisse

Rsys = ) R(7) (1.2)

und ist somit der Erwartungswert des mdoglichen SchadensausmaRles. Auch bei etablierten
technischen Systemen ist immer ein Restrisiko vorhanden, das jedoch von der Gesellschaft
akzeptiert werden kann, wenn es kleiner als bereits vorhandene Risiken ist [LPP10]. Das tole-
rierbare Risiko Ry, das die Sicherheit definiert, l1dsst sich im Allgemeinen nicht quantifizieren
und hingt sehr stark von dem betrachteten System ab. Versteht man die Sicherheit eines Sys-
tems komplementdr zu dem Begriff Gefahr und zwar so, dass hohe Sicherheit ein geringes
Risiko und hohe Gefahr ein hohes Risiko bedeuten, so ldsst sich die Sicherheit eines Systems
erhohen, indem entweder die Eintrittswahrscheinlichkeiten der Schadensereignisse oder die
zugehorigen Schadensausmalle verringert werden. Abb. 1.2 stellt die Begriffe Sicherheit und
Gefahr eines Systems in Abhéngigkeit von dem Risiko Rsys dar.
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SICHERHEIT | GEFAHR
1 >
Riol RSys
Abbildung 1.2 Sicherheit und Gefahr in Abhéngigkeit von dem Risiko Rsys.

@ Ubung 1.4

Ubertréigt man diese Begriffe auf die Verkehrssicherheit, so kann man das Ziel, Unfille zu ver-
meiden, als ,Verringerung der Eintrittswahrscheinlichkeiten der Schadensereignisse“ und das
Ziel der Unfallfolgenminderung, als , Verringerung der Schadensausma@e“ einfiihren. Um die
Verkehrssicherheit zu erh6hen, konnen Mallnahmen in den verschiedenen Bereichen der Ver-
kehrssicherheit umgesetzt werden. Diese Bereiche sind in Abb. 1.3 dargestellt. Im Folgenden
soll insbesondere der Begriff der Fahrzeugsicherheit genauer erldutert werden.

Verkehrssicherheit
Verkehrstriger Verkehrspadagogik
Luftverkehrs- Schienen- und Schiffs- und Straf3en- Passive Sicherheit Aktive Sicherheit
sicherheit Eisenbahn- Seeverkehrs- verkehrs- (SchutzmafBnahmen zur (Personliche Verkehrs-
verkehrssicherheit sicherheit sicherheit Vermeidung und Minderung kompetenz: die auf Eigen-
der Folgen von Unfillen) verantwortung ausgerichtete

| Selbstsicherung)

Straflie Fahrtechnik

(Fertigkeit zum Fiihren eines Fahrzeugs)

StraBenbau

StraBenverkehrsrecht Fahrzeug Mensch Verkehrspidagogik

Verkehrspsychologie

Fahrzeugsicherheit
Aktive Fahrzeugsicherheit Passive Fahrzeugsicherheit
(Vermeidung von Kollisionen) (Minderung der Folgen von Kollisionen)

Integrale Fahrzeugsicherheit

Abbildung 1.3 Ubersicht Verkehrssicherheit.

Die Fahrzeugsicherheit gehort zur Stralenverkehrssicherheit und ist ein Teilaspekt des Sys-
tems Umwelt-Fahrzeug-Mensch. Sie ldsst sich untergliedern in die ,,passive“ und die ,,aktive*
Fahrzeugsicherheit. Die passive Fahrzeugsicherheit umfasst alle Maffnahmen am Fahrzeug,
die bei einem nicht vermeidbaren Unfall die Folgen so gering wie moglich machen, z. B. Gurte,
Airbags, Kindersitze, Struktur der Fahrzeugfront und der Fahrgastzelle, energieabsorbierende
Lenksdulen, energieabsorbierende Elemente im Fahrzeuginnenraum, Stabilitdt des Dachs bei
Uberschligen, Uberrollbiigel, verbesserte Sitze mit Kopfstiitzen, usw. Die aktive Fahrzeugsi-
cherheit umfasst alle Malnahmen am Fahrzeug, die darauf abzielen eine Unfall zu verhin-
dern, z. B. kénnen Fahrerassistenzsysteme wie Forward Collision Warning (FCW), Blind Spot
Detection (BSD), Anti-Lock Braking System (ABS) oder Electronic Stability Control (ESC) dazu
gezdhlt werden, aber vor allem autonome Eingriffe in die Lingsdynamik wie die Notfallbrem-
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sung (Autonomous Emergency Braking, kurz AEB) oder zukiinftig autonome Eingriffe in die
Querfiihrung des Fahrzeugs. Im Gegensatz zu passiven Fahrzeugsicherheitssystemen und voll-
standig autonomen Eingriffen in die Fahrzeugfiihrung, handelt es sich beim GroRteil der heu-
te verfiigbaren aktiven Fahrzeugsicherheitssysteme um einen Regelkreis, bei dem der Mensch
als Regler eine wichtige Rolle spielt. Alle in kritischen Verkehrssituationen warnenden Syste-
me zielen darauf ab, dass der Fahrer die Gefahr rechtzeitig erkennt und selber entsprechende
Malnahmen zur Unfallvermeidung einleitet. Dabei sind die objektive Sicherheit — gegeben
durch physikalische Grenzen, z.B. die Kraftiibertragungsmoglichkeiten zwischen Reifen und
Fahrbahn —und die subjektive Sicherheit des Fahrers zu beriicksichtigen. Die Manahmen der
aktiven Fahrzeugsicherheit miissen so ausgelegt werden, dass das Fahrzeug objektiv mehr Si-
cherheit bietet als subjektiv wahrgenommen wird. Ist dies nicht der Fall, so kann es zur Risiko-
kompensation kommen, d. h. die Wirkung der MaBnahmen kann dadurch kompensiert oder
sogar iiberkompensiert werden, wenn im Wissen um diese zusétzliche objektive Sicherheit das
Fahrverhalten risikoreicher wird [WMNO02].

Fiir die gesamtheitliche Betrachtung von passiver und aktiver Fahrzeugsicherheit wurde der
Begriff integrale Fahrzeugsicherheit eingefiihrt. Abb. 1.4 visualisiert den Begriff als gesamt-

Kollisionswahrscheinlichkeit Tl

.

é

tKollision Zeit
Normale Kollision Kollision Retten und
Fahrsituation vermeidbar unvermeidbar Bergen
Hinweise Warnen, Eingriffe in die Irreversible ecall
Unterstiitzung, etc. Langs- und Querfiihrung, etc. Aktuatoren etc.

Insassenpositionierung, Anpassung
irreversibler Aktuatoren, etc.

Integrale Fahrzeugsicherheit

Abbildung 1.4 Integraler Ansatz: Fahrzeugsicherheit gesamthaft betrachten.

heitliche Betrachtung von aktiven und passiven Maffnahmen sowie Malfnahmen des Ret-
tungswesens, mit dem Ziel, den Schutz aller Verkehrsteilnehmer zu steigern. Fiir die Zeitinter-
valle vor einer Kollision, wihrend einer Kollision und nach einer Kollision werden hédufig auch
die Begriffe ,,Pre-Crash“, ,In-Crash“ und ,,Post-Crash“ verwendet. Abb. 1.4 zeigt auch, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt eines Schadenfalls, d. h. die Kollisionswahrscheinlich-
keit, sich in jeder Verkehrssituation mit der Zeit dndert, d. h. zu jedem Zeitpunkt ¢; gibt es,
entsprechend Gl. (1.1), eine neue Wahrscheinlichkeit P(%;) und damit ein neues Risiko R(%;).
Man sieht auch, dass die Kollisionswahrscheinlichkeit bereits vor Eintritt der Kollision den
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Wert 1 erreicht, d.h. es ist fahrdynamisch nicht mehr méglich, einen Unfall zu vermeiden.
Tritt dies ein, so sind Malnahmen der passiven Sicherheit notwendig, um das Schadenmalf3,
also die Unfallschwere, zu reduzieren und damit die Fahrzeugsicherheit zu erhéhen.

@ Ubung 1.5

MaRzahlen fiir die aktive und passive Sicherheit werden in [Kra88] hergeleitet und in [KFL*13]
fiir die Jahre 1953 — 2011 vorgestellt. Dabei wird als MaRzahl fiir die aktive Sicherheit der Quo-
tient aus Fahrzeugbestand und Anzahl der Unfall-Fahrzeuge, mit der Einheit KFZ/Unfall-KFZ,
gewdhlt und als Mal3zahl fiir die passive Sicherheit der Quotient aus der Anzahl polizeilich
gemeldeter Unfille und den Verletzungsfolgekosten, mit der Einheit Unfélle/Mio. €. Dieses
Mal fiir die passive Sicherheit bertiicksichtigt die Tatsache, dass sich die volkswirtschaftlichen
Verletzungsfolgekosten fiir todlich Verletzte bei ca. 18 %, fiir Schwerverletzte bei ca. 52 % und
fiir Leichtverletzte bei 30 % eingependelt haben [KFL*13]. Die Héhe der volkswirtschaftlichen
Kosten in Deutschland durch Verkehrsunfille fiir das Jahr 2017 wurde von der Bundesanstalt
fiir StraBenwesen auf ca. 34 Milliarden Euro geschitzt, d. h. mehr als 1% des Bruttoinlandpro-
dukts [Bun19].

In Deutschland erhebt, sammelt und analysiert das Statistische Bundesamt statistische Infor-
mationen zu Wirtschaft, Gesellschaft und Umwelt. Unter anderem veroffentlicht es monat-
lich und jéhrlich umfangreiche Daten zur Beurteilung der aktuellen Unfallentwicklung. Es gibt
Zeitreihen heraus, die langfristige Vergleiche und Analysen erméglichen. Die folgenden Statis-
tiken ergeben sich aus den Daten des Deutschen Statistischen Bundesamts®.

Techn. Méngel: < 1% Alkohol: 4%

FuBgénger: 3%

Andere Grunde: 41%

Fahrzeugfihrer: 89%

Vorfahrt: 14%

Abbiegen, Wenden
Ruckwarts,
in- und Ausfahrt: 16%

Abbildung 1.5 Ursachen fir Abbildung 1.6 Fehlverhalten des Fahr-
Unfalle mit Personenschaden 2018. zeugfihrers 2018.

Die héufigste Ursache fiir Unfélle mit Personenschaden war im Jahr 2018 mit 88,7% das Fehl-
verhalten des Fahrzeugfiihrers, gefolgt mit 7,3% allgemeine Ursachen (Witterung, Stralenver-
héltnisse, Wild auf der Fahrbahn), 3,1% Fehlverhalten von Fuffgdngern und 0,9% technische
Maingel [Deul9a]. Diese Aufteilung ist in Abb. 1.5 zu sehen.

Das Fehlverhalten des Fahrzeugfiihrers ldsst sich in folgende Gruppen zusammenfassen: Al-
koholeinfluss (2018: 3,6%), nicht angepasste Geschwindigkeit (2018: 11,4%), nicht angepasster

6 Seit dem 1. Januar 2006 ist die Verwendung der Statistiken des Bundesamtes lizenz-/gebiihrenfrei.
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Abstand (2018: 13,9%), Missachtung der Vorfahrt/Vorranges (2018: 14,3%), Abbiegen, Wenden,
Riickwartsfahren, Ein- und Anfahren (2018: 16,0%), Sonstige Ursachen (2018: 40,8%). Fiir das
Jahr 2018 findet man die prozentuale Aufteilung dieser Fehler in Abb. 1.6.

@ Ubung 1.6

Betrachtet man allerdings das Schadensausmag, so zdhlen erhéhte Geschwindigkeit, die fal-
sche Strallenbenutzung und Alkoholeinfluss zu den hdufigsten Ursachen der Unfille mit Ge-
toteten [Deul9b]. Im Jahr 2018 sind in Deutschland 3275 Getotete (ca. 9 Getdtete pro Tag),
67967 Schwerverletzte und 2,6 Mio. polizeilich erfasste Stralenverkehrsunfille [Deul9b] zu
verzeichnen. In Europa waren es 25100 Getdtete (ca. 69 Getotete pro Tag) [Kom19] und welt-
weit ca. 1,35 Mio. Getotete (ca. 3700 Getotete pro Tag) [WHO18] im Stralenverkehr. In Abb. 1.7
wird die Anzahl der Getodteten in Deutschland seit 1950 dargestellt sowie die Anzahl der ge-
meldeten PKW in Deutschland [DES16, Stal7]. Man sieht in der Abbildung, dass die Anzahl
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Abbildung 1.7 Anzahl Getéteter und Anzahl gemeldeter PKW in Deutschland.
Getoteter im Strallenverkehr sich seit 1970 auf ein Sechstel verringert hat, obwohl die Anzahl

der angemeldeten PKW sich seitdem mehr als verdreifacht hat. Die Griinde fiir diese positive
Entwicklung sind vor allem:

= Verkehrsrechtliche Regelungen wie z.B. die Einfiihrung der Gurtanlege- und Helmtrage-
pflicht oder die Senkung der Hochstgrenze fiir den Blutalkoholkonzentrationswert;

= Verbesserung der technischen Ausstattung von Fahrzeugen;

= Mallnahmen in der Infrastruktur, z. B. bessere Stralengestaltung, Trennung von geschiitz-
ten und ungeschiitzten Verkehrsteilnehmern (Fugiangerzonen, Radwege);

= Bessere Verkehrserziehung;

= Verbesserte medizinische Erstversorgung.
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@ Ubung 1.7

Trotz dieser positiven Tendenz gibt es immer noch téglich ca. 9 Getotete im Straflenverkehr
in Deutschland, und das menschliche Leid, das dadurch verursacht wird, ldsst sich nicht in
Zahlen fassen. Durch die Vermeidung von Fehlern des Fahrzeugfiihrers kann die Sicherheit im
Stralenverkehr durch Fahrzeugsicherheitssysteme noch stark erhoht werden. Allein schon die
Analyse des Bremsverhaltens bei Unfillen zeigt, dass der grof3te Teil der Fahrer vor einer Kol-
lision nicht ausreichend bremst [PS16]. Nur ca. 1% der Fahrer bremst mit einer Verzégerung
von 8 — 10m/s?. Etwa 22% bremsen mit 6 —8m/s?, etwa 16% mit 4 — 6m/s?, etwa 10% mit
2 —4m/s? und der GroRteil von 51 % mit weniger als 2 m/s?. Dies wird in Abb. 1.8 visualisiert.

Bremsung 8...10 m/s?: 1% FuBgénger: 3%

Fahrréder: 14%

Bremsung < 2 m/s?:

51%

Abbildung 1.8 Bremsverhalten bei Abbildung 1.9 Hauptverursacher von Unfallen
Unféllen. mit Personenschaden 2018.

Das Potenzial in der aktiven Sicherheit durch die Umsetzung unfallvermeidender Manahmen
in PKW ldsst sich zusétzlich auch daran erkennen, dass die Hauptverursacher von Unfillen mit
Personenschaden PKW (68%) sind. Eine Visualisierung der Statistik zu den Hauptverursachern
von Unfillen mit Personenschaden in Deutschland fiir das Jahr 2018 ist in Abb. 1.9 dargestellt.
In [FKB*15] wird vorgestellt, dass allein durch die autonome Notbremsung fiir geringe Ge-
schwindigkeiten die Anzahl der Heckaufprallunfille um 38 % verringert wird. Zu einer &hnli-
chen Abschédtzung kommt auch das Insurance Institute for Highway Safety (IIHS) in den USA
und zwar zu einer Reduktion der Heckaufprall-Unfélle um 40 % durch die Einfithrung der au-
tomatischen Notbremsung [Nat17]. Auch das Potenzial, das sich bei autonomen Eingriffen in
die Querdynamik ergibt, ldsst sich in der Veroffentlichung der National Highway Traffic Safety
Administration (NHTSA) ablesen: Nach Einfithrung der ,Autosteer”-Funktionalitdt in Tesla-
Fahrzeugen ist die Anzahl der Unfille, bei der es zu einer Auslésung von Airbags in diesen
Fahrzeugen kam, um fast 40 % gesunken [Nat17].

In der sogenannten Vision Zero [BTV12], zu der sich auch die Europdische Union im EU-
Weilbuch Verkehr [Eurll] bekannt hat, wird das Ziel formuliert die StraBen und Verkehrs-
mittel so sicher zu gestalten, dass trotz menschlicher Fehler, diese nicht zu lebensbedrohli-
chen Verletzungen fiihren diirfen. Die technischen Systeme der aktiven und passiven Sicher-
heit leisten damit auch einen wesentlichen Beitrag zur Erreichung der Vision Zero. Wichti-
ge Entwicklungen der letzten Jahrzehnte in der Fahrzeugsicherheit sind in Tab. 1.1 zu se-
hen [Aut08, Wik19].
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Tabelle 1.1 Wichtige Entwicklungen in der Fahrzeugsicherheit.

Entwicklung in der Fahrzeugsicherheit

1903
1904
1908
1922
1949
1952
1959
1957
1972
1973

1974
1976
1978
1980
1985

1991
1994
1995
1996

1998

2005
2009

2011
2014
2015

2016
2018

Erfindung des Sicherheitsgurts

Einflihrung von Luftreifen mit Profil

Einflihrung der ersten Fahrzeugbeleuchtung

Einflhrung der selbsttragenden Karosserie

Entwicklung der ersten Dummies

EinfUhrung der Knautschzonen

Einfihrung des Dreipunktegurts
Geschwindigkeitsbegrenzung auf 50 km/h innerorts
Geschwindigkeitsbegrenzung auf 100 km/h auf LandstraBen
Festlegung der 0,8-Promille-Grenze (bis 1998)

Einflihrung der Dreipunktegurte auf den Vordersitzen aller neuen PKW
Einflihrung der Anschnallpflicht — wenn Gurte vorhanden sind
Festlegung der Richtgeschwindigkeit von 130 km/h auf Bundesautobahnen
Einflihrung der Helmpflicht flir Motorradfahrer

Pflicht von Sicherheitsgurten fiir Riicksitze in Neuwagen
Vermehrter Einbau von Fahrer-Airbags

Einflhrung des elektronischen Antiblockiersystems (ABS)
Vermehrter Einbau von Beifahrer-Airbags

Einfihrung der ABS-Pflicht fir schwere Nutzfahrzeuge
Einfihrung von Seitenairbag fiir Fahrer und Beifahrer
Einflihrung des elektronischen Stabilitatsprogramms (ESP)
Einflihrung des ersten Bremsassistenten (BAS)

Griindung von Euro NCAP fir die herstellerunabhangige Bewertung von
Crashergebnissen

Einfihrung der 0,5-Promille-Grenze
Einflihrung des Abstandsregeltempomaten
Einflihrung von passiven FuBgangerschutzmaBnahmen

Pflicht von Bremsassistenten fiir alle neuen PKW-Typen und leichten Nutzfahrzeuge
(Bremsunterstiitzung beim ruckartigen Tritt auf die Bremse)

Verpflichtende Einfiihrung von ESP bei PKW
Vergabe von Punkten durch Euro NCAP fiir die automatische Notbremsung (PKW)

Neue schwere Nutzfahrzeuge (NFZ) missen mit vorausschauenden Notbrems- und
Spurhalteassistentsystemen ausgerlstet werden.

Vergabe von Punkten durch Euro NCAP fiir die automatische Notbremsung (FuBganger)

Alle neuen Automodelle mit EU-Typgenehmigung miissen mit dem automatischen
Notrufsystem eCall ausgestattet sein.

Alle neuen Nutzfahrzeuge ab 3,5t zulassiges Gesamtgewicht miissen mit einem
Notbremssystem ausgeristet sein.



1.3 Schltssel zur Wertschépfung: Elektronikkomponenten und Signalverarbeitung 21

Entwicklung in der Fahrzeugsicherheit

2019 Der européische Rat beschlieBBt neue Vorschriften zur Fahrzeugsicherheit. Diese sehen
vor, dass ab 2022 alle neu konstruierten Kraftfahrzeuge (inklusive Lastkraftwagen,
Busse und Lieferwagen) mit den folgenden Sicherheitsmerkmalen ausgestattet sein
missen: intelligenter Geschwindigkeitsassistent; Vorrichtung zum Einbau einer
alkoholempfindlichen Wegfahrsperre; Fahrer-Miidigkeitserkennung und-,
Aufmerksamkeitswarnsystem; fortgeschrittene Ablenkungserkennung; Notbremslichter;
Systeme fiir die Erkennung beim Rlckwartsfahren; Unfalldatenspeicher; prazise
Reifendruckiberwachung. Zusatzlich sind fur fir PKW und Lieferwagen vorgesehen:
Notbremsassistenzsysteme; Spurhalteassistenzsysteme; erweiterte
Kopfaufprallschutzbereiche, um potenzielle Verletzungen von ungeschlitzten
Verkehrsteilnehmern wie FuBgéangern und Radfahrern zu mindern.

B 1.3 Schlissel zur Wertschoépfung:
Elektronikkomponenten und
Signalverarbeitung

Dieses Unterkapitel soll zum einen hervorheben, dass sich die automobilen Wertschépfungs-
ketten durch die in Unterkapitel 1.1 genannten ,Megatrends“ der Mobilitdt im Wandel befin-
den und dabei den Elektronikkomponenten und der Signalverarbeitung in diesen Komponen-
ten eine Schliisselrolle zukommt. Das Unterkapitel soll zum anderen einen Uberblick zur ak-
tuellen Komplexitit der Elektronikkomponenten und der Signalverarbeitungsalgorithmen, die
zur Umsetzung von Fahrzeugfunktionen der Fahrzeugsicherheit und des automatisierten Fah-
rens notwendig sind, geben.

Wihrend der Automobilbau bis in die 1980-er Jahre hauptsdchlich durch mechanische Sys-
teme geprégt war, hat die Elektronik im Fahrzeug seither einen Aufschwung erlebt. Ein gro-
Ber Teil der Wertsch6pfung im Fahrzeug ist ohne Elektronikkomponenten und der darin im-
plementierten Signalverarbeitung nicht realisierbar. Wahrend sich in den 1950-er Jahren die
Elektronikkomponenten auf Lichtmaschine, Batterie, Lampen, Blinker, Ziindung und Autora-
dio beschriankten und 40 Kupferkabel fiir ein gesamtes Fahrzeug ausreichend waren, hatten
Anfang der 2000-er Jahre Oberklassefahrzeuge bereits {iber 80 Steuergerite und bendtigten
zur Vernetzung dieser ca. 4 km Kupferkabel. Ein grofer Teil der Fahrzeugfunktionen, die den
Komfort und die Sicherheit beim Fahren gewihrleisten, z. B. Regelung der Aggregate, ESP, Fah-
rerassistenzsysteme, Schutz durch Airbags etc., sind ohne den Einzug der Steuergeréte ins Au-
tomobil nicht denkbar. Steuergeréte sind eingebettete Systeme, die im Allgemeinen die Steue-
rung oder Regelung eines Fahrzeugsubsystems iibernehmen. Sie arbeiten nach dem Eingabe-
Verarbeitung-Ausgabe (EVA)-Prinzip und bestehen aus mindestens einem Microcontroller,
Speicher (SRAM, EEPROM, Flash), Eingdngen (Stromversorgung, Analog- und Digitaleingin-
ge) und Ausgédngen (Treiber fiir Aktoren, Analog- und Digitalausgédnge). Steuergerite sind im
Fahrzeug durch Busse (CAN, FlexRay, LIN, LVDS, MOST etc.) miteinander verbunden, um den
Signalfluss zwischen den einzelnen Subsystemen zu gewahrleisten. Die Eingabesignale kom-
men im Allgemeinen entweder von Sensoren oder von anderen Steuergeréten, die Verarbei-
tung wird auf den Microcontrollern durchgefiihrt, und die Ausgangssignale gehen entweder
direkt an Aktoren, um diese zu steuern, oder zu anderen Steuergerédten. Mit dem Einzug der
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Steuergerite in die Fahrzeuge steigt der Anteil an Software kontinuierlich und damit die An-
forderungen an Methoden und Prozesse, die fiir die Wertschépfung im Bereich der Mobilitat
erforderlich sind. Prognosen, die aufzeigen, welche Komplexitit im Forschungs- und Entwick-
lungsaufwand (FuE-Auwand) fiir softwarebasierte Fahrzeugfunktionen steckt [VDI04, Ric09],
bewahrheiten sich, und es ist zu erwarten, dass beim Ubergang von der Intra- zur Inter-
Kommunikation dieser FuE-Auwand erneut zunimmt. Zur Verdeutlichung dieser Komplexi-
tat sollen im Folgenden anhand von zwei Beispielen fiir Oberklassenfahrzeuge elektronische
Komponenten vorgestellt werden, die notwendig sind, um Fahrarassistenz- und aktive Sicher-
heitssysteme umzusetzen.

Die im Jahr 2013 auf den Markt gekommene Mercedes S-Klasse hat zur Realisierung von Fahr-
zeugfunktionen wie Adaptive Cruise Control with Steering Assist, Adaptive Headlights, Self-
Parking, Night Vision, Bird's Eye View, Pedestrian Detection, Collision Avoidance, Collision Pre-
paration und Lane Keeping and Traffic Monitoring folgende vorausschauende Sensoren in-
tegriert [How13, TP13]: 2 Nahbereichsradare vorne (Reichweite 80 m, Offnungswinkel 80°), 1
Fernbereichsradar vorne (Reichweite 200 m, Offnungswinkel 18°) mit Mittelbereichserfassung
(Reichweite 60 m, Offnungswinkel 60°), 2 Nahbereichsradare seitlich hinten (Reichweite 30 m,
Offnungswinkel 80°), 1 Multi-Mode-Radar hinten (Reichweite 30 m, Offnungswinkel 80° bzw.
80 m und 16°), Stereokamera hinter der Frontscheibe (Reichweite 500 m, davon 50 m 3D-f4hig,
Offnungswinkel 45°), 12 Ultraschall-Sensoren (4 vorne, 4 hinten, je 1 links und rechts vorne
und hinten) und 4 Kameras als 360°-Kamerasystem (1 vorne in der Kiithlermaske, 1 hinten in
der Griffmulde, je 1 links und rechts im Seitenspiegelgehiuse; Offnungswinkel vertikal ca. 130°
und horizontal tiber 180°).

Berticksichtigt man, dass eine einfache Monovideo-Kamera mit 640 x 480 Pixeln und 8 Bit pro
Pixel bei einer Frame-Rate von 25 Hz zu einer Datenrate von 60 MBit/s fiihrt, so wird ersicht-
lich, dass die Verarbeitung der vorausschauenden Sensordaten eine grof3e Herausforderung
darstellt, sowohl was die Hardware betrifft als auch die erforderlichen Algorithmen.

@ Ubung 1.8

Aus diesem Grund wurde im Audi A8, der im Jahr 2017 auf den Markt gekommen ist,
zur Vereinfachung der Systemarchitektur fiir automatisierte Fahrfunktionen ein zentrales
Fahrerassistenz-Steuergerit eingefiihrt. Dieses errechnet aus den Sensordaten stdndig ein um-
fassendes Abbild der Umgebung fiir eine Vielzahl an Assistenzfunktionen. Es besteht aus vier
leistungsfahigen Prozessoren [Aud17b]: Nvidia Tegra K1, Mobilye EyeQ3, Altera Cyclone Vund
Infineon Aurix. Wahrend der Nvidia Tegra K1 Prozessor hauptséchlich fiir die Verarbeitung der
Kameradaten fiir eine 360°-Sicht zustdndig ist, finden die Bildverarbeitung fiir die Frontkame-
ra im Mobilye EyeQ3-Prozessor, die Sensordatenvorverarbeitung und -fusion auf dem Altera
Cyclone V-Prozessor und die Entscheidungsfindung einiger Fahrzeugfunktionen des automa-
tisierten Fahrens auf dem Infineon Aurix-Prozessor statt. Folgende vorausschauenden Senso-
ren werden im zentralen Fahrerassistenz-Steuergerit zu einem zentralen Umfeldmodell zu-
sammengefiihrt [Aud17c]: 1 Laserscanner (vorne), 1 Frontkamera (hinter der Frontscheibe),
1 Fernbereichsradar (vorne), 1 Infrarot-Kamera (vorne), 4 Mittelbereichsradare (an den Ecken
des Fahrzeugs), 12 Ultraschallsensoren (vorne, hinten und auf den Seiten), 4 Kameras als 360°-
Kamerasystem (vorne, hinten und auf den Seiten) und 1 Sensor fiir die Fahrerverfiigbarkeit
(im Innenraum). Betrachtet man die Fahrerassistenzsysteme im Audi A8, werden zusitzlich
zu den Sensoren folgende Steuergeréte vernetzt [Aud17a]: Safety Computer, ESP-Steuergerit,
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Lenkungssteuergerit, Motorsteuergerdt, Getriebesteuergerit, Bodycomputer, Gateway, elek-
tronische Fahrwerksplattform, Kombiinstrument und MMI.

Es wird ersichtlich, dass die Umsetzung automatisierter Eingriffe in die Fahrdynamik das Fahr-
zeug zu einem ,Roboterauto” mit komplexer Sensorik, Signalverarbeitung und Aktoransteue-
rung verwandelt. Die Algorithmen und Methoden, die in den nédchsten Kapiteln vorgestellt
werden, sind entsprechend dem EVA-Prinzip dem Schritt ,Verarbeitung” zuzuordnen. Es han-
delt sich dabei um Verfahren zur Aufbereitung der Sensordaten, zur Schitzung und Klassi-
fikation von Gréen, die in Funktionsalgorithmen fiir die Regelung bzw. Steuerung von Ak-
toren benotigt werden, sowie um die Entscheidungsfindung in den Funktionsalgorithmen.
Abb. 1.10 zeigt eine allgemeine Systemdiibersicht fiir Fahrzeugfunktionen des automatisierten

Umfeldsensoren
z. B. Videokamera,

(%))
S
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Abbildung 1.10 Systemubersicht.

Fahrens und der integralen Fahrzeugsicherheit. In den einzelnen Modulen des Blockschalt-
bilds finden unterschiedliche Methoden der Signalverarbeitung Verwendung. Zum einen miis-
sen in der Kategorie ,Sensoren“ grundlegende Signalverarbeitungsschritte wie Verstarkung,
A/D-Wandlung oder Tiefpassfilterung, zum anderen aber auch komplexe Schritte wie z. B. die
Klassifikation von Objekten aus den Rohdaten mittels maschinellen Lernverfahren durchge-
fiihrt werden. In der Kategorie ,Algorithmen® in Abb. 1.10 finden sich haufig Schitzverfahren,
um den Zustand von Objekten im Fahrzeugumfeld aus Beobachtungen iiber der Zeit zu be-
stimmen (Tracking) oder um den Zustand des eigenen Fahrzeugs sowie des Fahrers zu be-
rechnen. Ein grofer Teil der Methoden, die hier Anwendung finden, kann unter dem Begriff
statistische Filterung zusammengefasst werden. In dem Block ,Funktionsalgorithmus* ste-
cken héufig Signalverarbeitungsalgorithmen, in denen Entscheidungen iiber das Verhalten des
Fahrzeugs gefillt werden. Entsprechend komplex sind hier die Pradiktions- und Schitzalgo-
rithmen, die eine Interpretation der Verkehrssituation erfordern, z. B. um Ausweichmanéver
in kritischen Verkehrssituationen zu planen und sich fiir das richtige Manéver zu entscheiden.
Insbesondere bei Fahrzeugfunktionen, die auf vorausschauenden Sensoren basieren und bei
denen eine vollstdndige Spezifikation aufgrund der Komplexitdt méglicher Objekte und Ereig-
nisse im Fahrzeugumfeld nicht mehr mdglich ist, nehmen datenbasierte Verfahren, also das
maschinelle Lernen, verstarkt an Bedeutung zu. Das maschinelle Lernen wird nicht nur fiir die
Klassifikation von Objekten aus den Sensorrohdaten, sondern auch fiir den Schritt der Ent-
scheidungsfindung in Fahrzeugfunktionsalgorithmen als Schliisseltechnologie gesehen, um
es Fahrzeugen zu ermdoglichen, in hochkomplexen Situationen angemessen zu reagieren.
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@ Ubung 1.9

B 1.4 Ubungen und Lésungen zu Kapitel 1

Ubungen
Ubung 1.1

Zdhlen Sie vier Vorteile auf, die man sich vom autonomen Fahren erhofft.

Ubung 1.2

Zu welcher Automatisierungsstufe wiirden Sie folgende Fahrzeugfunktionen z&hlen: Tempo-
mat, Adaptive Cruise Control (ACC), Automatische Notbremsung (AEB), Valet Parking und
Staupilot?

Ubung 1.3

Nennen Sie drei ethische Regeln fiir den automatisierten und vernetzten Fahrzeugverkehr.

Ubung 1.4

In dieser Aufgabe wird eine Unfallsituation betrachtet, bei der angenommen wird, dass es kei-
nen Personenschaden, sondern nur Sachschaden gibt. Ca. 700 ms vor einer drohenden Kolli-
sion zweier Fahrzeuge soll das Gesamtrisiko berechnet werden. Fiir eine spezielle Verkehrs-
situation erhélt man folgende Werte: Wenn die Kollisionspartner, ohne zu bremsen, genauso
weiterfahren, kommt es zu einer Kollision mit hohem Schaden fiir beide Fahrzeuge. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir dieses Ereignis #7 betragt P(#7) = 0.75 und die Kosten liegen bei 60.000 €.
Wenn die Kollisionspartner beide bremsen, kommt es zu einem Schaden von 30.000€. Die
Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis #>, betragt P(#>,) = 0.2. Wenn allerdings beide Fahrer
bremsen und gleichzeitig ausweichend lenken, kann der Unfall vermieden werden, und der
Schaden betrigt 0€. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis #3 betrdgt P(#3) = 0.05. Be-
rechnen Sie das Gesamtrisiko.

Ubung 1.5
Was versteht man unter dem Begriff , Integrale Fahrzeugsicherheit“?

Ubung 1.6
Suchen Sie auf der Webseite https://destatis.de die aktuellsten Statistiken zu den Ursachen fiir
Unfille mit Personenschaden in Deutschland sowie fiir das Fehlverhalten der Fahrzeugfiihrer

und erstellen Sie in Matlab Tortendiagramme entsprechend der Darstellungen in den Abb. 1.5
und Abb. 1.6.

Ubung 1.7

Suchen Sie auf der Webseite https://destatis.de die aktuellsten Statistiken fiir die Anzahl der Ge-
toteten im Strallenverkehr sowie die Anzahl der gemeldeten PKW in Deutschland und erstellen
Sie in Matlab eine aktualisierte Darstellung von Abb. 1.7.
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Ubung 1.8

Berechnen Sie die Datenrate in MBit/s, die sich bei einer Farbkamera mit 1280 x 800 Pixeln
ergibt, wenn diese pro Farbe (rot, griin, blau) 8 Bit pro Pixel und eine Frame-Rate von 30 Hz
hat.

Ubung 1.9

Zahlen Sie fiinf Signalverarbeitungsschritte auf, die fiir Fahrzeugfunktionen des automatisier-
ten Fahrens und der integralen Fahrzeugsicherheit benétigt werden.

Lésungen

Die Matlab-Skripte zu Ubungsaufgaben, bei denen eine Implementierung gefordert wird, sind unter
http://lwww.fahrzeugsicherheitundautomatisiertesfahren.de (Kennwort: FSUAF_SVuML!) zu finden.

Losung zu Ubung 1.1
Mehr Komfort (anderen Tétigkeiten beim Fahren nachgehen); mehr Sicherheit; h6here Verkehrseffizi-
enz; Mobilitét fiir Menschen mit eingeschrankten Fahrféhigkeiten.

Lésung zu Ubung 1.2
Tempomat: Stufe 0; ACC: Stufe 1; AEB: Stufe 1; Valet Parking: Stufe 4; Staupilot: Stufe 3.

Lésung zu Ubung 1.3

In Gefahrensituationen hat der Schutz menschlichen Lebens immer hochste Prioritit; jede Qualifizie-
rung von Menschen nach personlichen Merkmalen ist bei unausweichlichen Unfallsituationen unzu-
lassig; in jeder Fahrsituation muss klar geregelt und erkennbar sein, wer fiir die Fahraufgabe zustdndig
ist.

Losung zu Ubung 1.4

Das Gesamtrisiko dieser Situation ldsst sich mit Gl. (1.2) berechnen

Rgys = ZR(%) =0.75-60.000€+0.2-30.000€ +0.05-0 = 51.000€.
vi

Lésung zu Ubung 1.5
Integrale Fahrzeugsicherheit: gesamtheitliche Betrachtung von passiver und aktiver Fahrzeugsicher-
heit mit dem Ziel, den Schutz aller Verkehrsteilnehmer zu steigern.

Lésung zu Ubung 1.6

Das Matlab-Skript zu dieser Ubung ist unter
http://lwww.fahrzeugsicherheitundautomatisiertesfahren.de
zu finden.

Lésung zu Ubung 1.7

Das Matlab-Skript zu dieser Ubung ist unter
http://lwww.fahrzeugsicherheitundautomatisiertesfahren.de
zu finden.

Losung zu Ubung 1.8
Die Datenrate fiir diese Kamera betragt

1
30 3 -3-8Bit-1280-800 = 737,28 MBit/s.

Lésung zu Ubung 1.9
Tiefpassfilterung; A/D-Wandlung; Objektklassifikation mittels maschinellem Lernen; Schétzer mittels
statistischer Filterung, z. B. Tracking; Entscheidungsfindung mittels maschinellem Lernen.
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Grundlagen der
Signalverarbeitung

Unter Signalverarbeitung versteht man das Gebiet der Ingenieurwissenschaften und der an-
gewandten Mathematik, das sich mit der Verarbeitung und Analyse von Signalen beschif-
tigt. Signale stellen im Allgemeinen eine physikalische Groe dar, sollen aber in diesem Buch
abstrakt als Funktionen von unabhingigen Variablen (z. B. Zeit oder Ort) verstanden werden.
Gebiete der Mathematik, die in der Signalverarbeitung besonders hdufig Anwendung finden,
sind: Lineare Algebra, Integral- und Differentialrechnung, Wahrscheinlichkeitstheorie und sto-
chastische Prozesse, Statistik (Schitz- und Entscheidungstheorie), Optimierung sowie die Nu-
merik.

In diesem Kapitel soll eine kompakte Zusammenfassung einiger ,Werkzeuge der Signalver-
arbeitung” gegeben werden. Tatsédchlich steht nur die Anwendung der Werkzeuge, soweit sie
fiir die folgenden Kapitel benétigt wird, im Vordergrund. Dies bedeutet, dass sich die im Fol-
genden behandelten mathematischen Vektorraume ausschliefflich auf endlichdimensiona-
le Vektorrdume mit einer gegebenen Metrik, Norm und Innenprodukt beschréanken und da-
her keine Hinweise auf die in der Signalverarbeitung im Allgemeinen unerldsslichen Aspekte
der Funktionalanalysis erfolgen, dass im Abschnitt iiber die Optimierung mittels Lagrange-
Multiplikatoren auf fortgeschrittene Themen der konvexen Analysis verzichtet und auf Aspek-
te der Dualitédtstheorie nicht eingegangen wird und dass lediglich die wichtigsten Grundlagen
der Wahrscheinlichkeitstheorie und stochastischer Prozesse vermittelt werden.

Lernziele in Kapitel 2
Der Lernende....
= frischt sein Grundlagenwissen zur linearen Algebra auf;

= versteht das Losen von Optimierungsaufgaben mit Nebenbedingungen mittels Lagrange-
Multiplikatoren und kann dieses Wissen anwenden;

= frischt sein Grundlagenwissen zur Wahrscheinlichkeitstheorie auf;
= frischt sein Grundlagenwissen zu linearen Systemen auf;

= kann die zeitkontinuierliche Zustandsdarstellung von linearen zeitinvarianten Systemen
diskretisieren;

= frischt sein Grundlagenwissen zur Filterung von Signalen im Frequenzbereich auf;

= kann das aufgefrischte und erworbene Grundlagenwissen zum Losen von Aufgaben nut-
Zen.
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B 2.1 Lineare Algebra

In diesem Unterkapitel werden einige Grundlagen der linearen Algebra kurz wiederholt. Eine
detaillierte Einfithrung in das Gebiet der linearen Algebra kann beispielsweise in [TB97] gefun-
den werden.

2.1.1 Definitionen und Notation

Die Menge der reellen Zahlen wird mit R, die Menge der natiirlichen Zahlen mit N und die
Menge der komplexen Zahlen mit C bezeichnet.

Eine M x N-Matrix A ist ein zweidimensionales Feld
an -+ AN
A=| - @2.1)
ayvi - aMnN
und ein N-dimensionaler Vektor x ein eindimensionales Feld
X1
xX= . R (2.2)

wobei im Folgenden angenommen wird, dass die Elemente der Matrix A und des Vektors x zur
Menge der reellen Zahlen gehoéren. In diesem Buch werden nur Spaltenvektoren verwendet
und Zeilenvektoren mit Hilfe von Spaltenvektoren ausgedriickt. Matrizen werden im gesamten
Buch mit fetten Grof$buchstaben, Vektoren mit fetten Kleinbuchstaben geschrieben.

Die Transponierte der M x N-Matrix A ist die N x M-Matrix AT
a - amn
AT = Lo : . (2.3)
aN -+ 4aMN

Eine quadratische Matrix hei8t symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch, wenn gilt

A=A"T  bzw. A=-AT. (2.4)

Die Determinante ist eine spezielle Funktion, die einer quadratischen Matrix einen Skalar zu-
ordnet. Haufig wird fiir die Determinante der Matrix A neben det{A} auch die Notation |A|
verwendet. Fiir eine 2 x 2-Matrix ist die Determinante

ann  an
azy  aze

det{A} = = ai1az2 — a1 a12. (2.5)

Mit dem Entwicklungssatz von Laplace ldsst sich die Determinante einer N x N-Matrix nach
einer Spalte oder einer Zeile entwickeln:

det{A} = Y (-1 a;;det{A"} bzw. det{A}=) (-1)"*/qa;;det{A")}, (2.6)
i=1 j=1
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wobei A% die (N — 1) x (N — 1) Untermatrix von A ist, die durch Streichen der i-ten Zeile und
Jj-ten Spalte entsteht. Fiir quadratische Matrizen mit reellen Koeffizienten ldsst sich auch eine
geometrische Interpretation fiir die Determinante finden. Der Betrag der Determinanten einer
Matrix A gibt den Skalierungsfaktor an, mit dem die Fldche oder das Volumen durch den Ein-
fluss der linearen Transformation A multipliziert wird, und das Vorzeichen der Determinanten
gibt an, ob die Orientierung beibehalten wird. Zum Beispiel bildet eine zweidimensionale Ma-
trix mit der Determinanten —2 einen Ursprungsraum mit endlicher Fldche auf einen Raum ab,
der doppelt so grof$ ist, und dndert dessen Orientierungsrichtung.

Die Inverse einer quadratischen N x N-Matrix A ist die N x N-Matrix A™!, so dass gilt
A'A=AA"' =1y, 2.7

wobei I'y die N x N-dimensionale Einheitsmatrix (Einsen in der Diagonalen, sonst Nullen)
bezeichnet. Die Inverse einer quadratischen Matrix existiert nur, wenn ihre Spalten a;, i =
1,..., N (oder Zeilen) linear unabhéingig sind, d. h. aus
N
Y aja;=0 folgt a;=0,miti=1,...,N. (2.8)
i=1
Die Inverse einer quadratischen Matrix A erhilt man z. B. mittels ,,GauBschem Eliminations-
verfahren“ bzw. ganz allgemein mit der Formel

Y (2.9)
~ detja; O '

wobei die Matrix adj{A} aus Kofaktoren von A besteht und det{A} die Determinante von A ist.
Der (i, j)-te Kofaktor von A, d. h. der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von adj{A}, ist
die Determinante von A%/, also der Matrix A ohne ihre i-te Zeile und j-te Spalte, multipliziert
mit (-1)7*.

Lineare Unabhingigkeit, wie in Gl. (2.8) beschrieben, ist 4quivalent zu der Aussage, dass die
Determinante von A nicht null ist. Eine invertierbare Matrix wird auch nichtsingulire oder
regulidre Matrix genannt. Hat eine quadratische Matrix keine Inverse, so heil3t sie singulir.

Der Rang einer Matrix ist die Anzahl an linear unabhingigen Zeilen bzw. Spalten.

Weil eine M x N-Matrix A eine lineare Abbildung aus RN nach RM darstellt, bezeichnet man
mit dem Bildbereich der Matrix A den Unterraum von R™, der durch die linear unabhingigen
Spalten von A aufgespannt wird. Der Untervektorraum von RY, der auf den Nullvektor in RM
abgebildet wird, hei$t Kern der Matrix A.

Das Innenprodukt oder Skalarprodukt zweier N-dimensionaler Vektoren x und y in einem
Euklidischen Raum ist

N
(xy)=x"y=3 xiyi. 2.10)

i=1

Die beiden Vektoren x und y heilen orthogonal, wenn ihr Innenprodukt den Wert 0 hat, d. h.
(x,y)=x"y=0. 2.11)

Die quadrierte 2-Norm oder #,-Norm des Vektors x ist das Innenprodukt von x mit sich selber

(x,x) = | x5. (2.12)
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Die #,-Norm |x||, stellt die Lange des Vektors x dar und wird auch Euklidische Norm des
Vektors x genannt. Ein Vektor wird als normiert bezeichnet, wenn er die Lange 1 hat, d.h.
lxl2=1.

@ Ubung 2.1

Die beiden Vektoren x und y heilen orthonormal, wenn sie orthogonal und jeweils normiert
sind.

Die gewichtete Euklidische Norm des Vektors x erhélt man mittels einer symmetrischen
positiv-definiten Matrix W

Ixlw=Vx Wk (2.13)

Der Winkel 0 < 6 < 7 zwischen zwei N-dimensionalen Vektoren x und y ist definiert durch

T

cos(@) = —2 . (2.14)
Iz [ 1,

Man sieht mit Hilfe von Gl. (2.11), dass fiir orthogonale Vektoren cos(f) = 0 gilt.
Das dyadische Produkt zweier Vektoren x, y ist die Matrix

Cc=xy' (2.15)
und das Kreuzprodukt der Vektor

c=Xxy=Xy3=X3Y2, X3Y1-X1Y3, X1 Y= X211 (2.16)
Die Spur (engl. trace) einer N x N-Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente

N
tr{A} =) a;; =tr{A"}. (2.17)

i=1
Eine quadratische Matrix A heil3t nilpotent, wenn eine ihrer Potenzen die Nullmatrix ergibt

A" =0 fiireinneN. (2.18)

Die quadratische Wurzel einer quadratischen Matrix A ist die im Allgemeinen nicht eindeuti-
1
ge Matrix A2, so dass gilt

AZAZ = A. (2.19)

Eine quadratische Form g des Vektors x ist definiert als die skalare Funktion
N N
q=7)_ Y aijxixj, (2.20)
i=1j=1

wobei gelten muss, dass a;; = aj;. Die quadratische Form kann auch als g = x' Ax ausgedriickt
werden, wobei A eine symmetrische N x N-Matrix ist und x = [x3,. .., xn1T. Die Matrix A ist
positiv semidefinit, wenn

x'Ax =0, (2.21)



30 2 Grundlagen der Signalverarbeitung

fiir alle x # 0. Gilt das Groer-Zeichen statt des Groler-Gleich-Zeichens, dann ist A positiv
definit.

Eine quadratische Marix A ist genau dann positiv definit, wenn ihr symmetrischer Teil
1
As =3 (A+A") (2.22)

positiv definit ist. Entsprechendes gilt fiir die Begriffe , positiv semidefinit“, ,negativ definit*
und ,negativ semidefinit“. Eine quadratische, symmetrische Matrix A ist genau dann positiv
definit, wenn alle Eigenwerte grof3er als null sind. Sie ist genau dann positiv semidefinit, wenn
ihre Eigenwerte groBer oder gleich null sind; negativ definit, wenn alle Eigenwerte kleiner als
null sind; und negativ semidefinit, wenn alle Eigenwerte kleiner oder gleich null sind. Sind die
Eigenwerte sowohl positiv als auch negativ, ist die Matrix indefinit.

Eine Diagonalmatrix ist eine quadratische Matrix mit a;; = 0, fiir i # j

an 0 0
0 aso 0

a=| . . (2.23)
0 0 e aNnN

Die Inverse einer Diagonalmatrix erhélt man, indem man die einzelnen Elemente der Diago-
nalen invertiert.

Eine Verallgemeinerung der Diagonalmatrix ist die Blockdiagonalmatrix

A 0 0
0 Ay - 0
A= . . . ) (2.24)
0 0 s Ak

in der alle A;; quadratisch sind, ihre Dimension aber nicht gleich sein muss. Wenn alle A;;
nichtsingulér sind, dann ist die Inverse einer Blockdiagonalmatrix

Al 0o 0
0 A2—21 ... 0
Al= . o (2.25)
-1
0 0 eee Akk
und die Determinante
k
det{A} = [ | det{A;;}. (2.26)
i=1
Eine quadratische Matrix A heif3t orthogonal, wenn
Al=A", (2.27)

Wenn eine Matrix A = [ay,..., ay] orthogonal ist, so sind ihre Spalten (und Zeilen) orthonor-
mal, d. h.

0 wenni#j
(aj,aj)=a;a; { 1 wenni= . (2.28)
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2.1.2 Einige Rechenregeln der linearen Algebra

Die Addition zweier Matrizen oder die Multiplikation mit einem Skalar wird elementweise
durchgefiihrt, d. h. in der Gleichung

C=aA+pB (2.29)

mit den drei M x N-Matrizen A, B und C berechnet sich der Eintragin der i-ten Zeile und j-ten
Spalte in C als

cij:aaij+,3bij. (2.30)
Das Produkt der M x N-Matrix A mit der N x P-Matrix B ergibt die M x P-Matrix C, dessen
Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte sich berechnen ldsst als

N
¢ij= ) aixby;. 2.31)
k=1

Es ist zu beachten, dass die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist.

Das Kronecker-Produkt zwischen der M x N-Matrix A mit der Q x P-Matrix B ergibt die MQ x
NP-Matrix C

anB apB -+ ainB
an B apB -+ anB

C=AeB=| o . 2.32)
aynB appB -+ aynB

Einige niitzliche Rechenregeln im Umgang mit den N x N-Matrizen A und B sind

(AB)' =BTAT (2.33)
(ah) " = (a7 (2.34)
(AB)'=B'a7! (2.35)
det{A"} = det{A} (2.36)
det{a A} = a™Ndet{A} (2.37)
det{AB} = det{A}det{B} (2.38)
1
det{A™'} = il (2.39)
tr{AB} = tr{BA}. (2.40)

Mit Matrizen passender Dimension gilt
tr{ABC} =tr{BCA} =tr {CAB}, (2.41)

d. h. der Spuroperator ist invariant gegeniiber zyklischen Permutationen seiner Argumente.

Die Inverse einer N x N-partitionierten Matrix lidsst sich durch die Inversen der einzelnen
Partitionen ausdriicken. Wenn P;; eine N; x N;-, P13 eine N7 x N»-, P31 eine N, x N7- und P,
eine N, x N,-Matrix sind, mit N7 + N, = N, so erhilt man

-1
[ Py, Py ] :[ Vii Vo ]

(2.42)
Py, Py Vor Vo
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mit
Vi1 =Py} + P{ P12V Py Pyl = (P1) — P12 Py Pop) ! (2.43)
Vi = —P7 P12V = -V 11 P12 P, (2.44)
Va1 ==V Py Pyl =Py Py Vi) (2.45)
Vay = P55 + P;) P21 V11 P1aP5y = (Poy — P21 P11 Py (2.46)

Das Matrix-Inversionslemma besagt, dass
(A+BCB") '=a'-A'B(B"A"'B+C)BTA™". (2.47)

Es kann leicht gezeigt werden, dass sowohl das Matrix-Inversionslemma (2.47) als auch
Gl. (2.43) bis Gl. (2.46) gelten, indem man durch Multiplikation die Einheitsmatrix erhilt.
Gl. (2.43) bis Gl. (2.46) werden bei der Herleitung der Wahrscheinlichkeitsdichten von beding-
ten Gaullschen Zufallsvariablen in Unterkapitel 2.3.4 und das Matrix-Inversionslemma in Un-
terkapitel 4.1 bei der Herleitung des Kalman-Filters benétigt.

Das Matrix-Determinantenlemma fiir die invertierbare N x N-Matrix A, die invertierbare M x
M-Matrix B und die beiden N x M-Matrizen C und D lautet:

det{CBD" + A} = det{D"A"'C+ B!} det{A} det(B}. (2.48)

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung macht eine Aussage tiber das Innenprodukt zweier Vekto-
ren und deren £,-Norm

|(x, ¥)| < =2 ||y, (2.49)

Die Dreiecksungleichung fiir Vektoren macht eine Aussage zu der Norm der Summe zweier
Vektoren

[x+yl,<lxlz+ |y, 2.50)

Eine Abbildung d : RN x RY — R heiRt Metrik auf RY, wenn fiir beliebige Vektoren x, y und z
aus RY folgende Bedingungen gelten

d(xy)=d(yx); (2.51)
d(x,y)=0; (2.52)
d(x,y)=0 nurwennx=y; (2.53)
d(x,y)+d(y,z)zdxz). (2.54)
Die letzte Bedingung ist die Dreiecksungleichung fiir metrische Rdume.
Die orthogonale Projektion von x auf y berechnet sich als
X,
Iy (x) = { y2) y. (2.55)
v

Entsprechend ist der Vektor x — I, (x) orthogonal zu y

((x-T1,(x)),y) =0. (2.56)
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Die orthogonale Projektion kann z. B. verwendet werden, um das optimale lineare statistische
Filter herzuleiten (s. Ubung 5.4).

Ein Operator, der fiir die Herleitung einiger maschineller Lernverfahren verwendet wird, ist der
vec-Operator. Es handelt sich um einen Operator, der aus einer M x N-Matrix A einen Vektor
der Dimension M N macht, indem die Spalten der Matrix untereinander angeordnet werden

T
a=vec{A} = [a11, ap, ..., am, 12, Az, ..., AM2, -.., AIN, G2N, AMN] - (2.57)

Betrachtet man die Verallgemeinerung von Skalaren, Vektoren und Matrizen auf Tensoren, so
kann der vec-Operator auch fiir Tensoren eingefiihrt werden. Tensoren héherer Ordnung kén-
nen, im Gegensatz zu Matrizen, mehr als einen Vektor als Argument haben und sie weisen
fiir jeden dieser Vektoren eine lineare Abbildung auf. Betrachtet man zum Beispiel den Tensor

o
T e RK*M*N 50 erhilt man durch den vec-Operator den Spaltenvektor

o

t=vec{T} =[f111, t211, -, tK11 21, -0 txmn ] € REMV, (2.58)

2.1.3 Ableiten nach Vektoren und Matrizen

Der Gradient- oder Nabla-Operator fiir einen N-dimensionalen Vektor x ist definiert als

v.=|29 o ' (2.59)
* 6x1""’axN ’
Der Gradient einer M-dimensionalen vektorwertigen Funktion f(x) ist
0 0fi1(x) 0fm(x)
dxy 0x1 e 0x1
af (x) ) ) .
gx :vxf(x)T: : [fl(x);n-;fM(x)] = : : . (2.60)
0 i) 0 fu(x)
BXN axN e aJCN
Die Jacobi-Matrix ist die Transponierte dieser Matrix, d. h.
0fi(%) 0fi(x)
0x1 e oxy
ofx) _(0fx)\" T . .
J= fT :( f ) = (Vaf@)") = : : ) (2.61)
ox ox : .
0fm(x) 0fm(x)
0x1 e oxn
Die Hesse-Matrix einer skalarwertigen Funktion g(x) ist
Pex) . g
0x10. 0x10.
B aZg(x) v VT (x) ~ x1. X1 . x1. XN (2 62)
T oxoxl X Vx8W = : . : : '
3 g(x) 0*g(x)
0xNOx) T Gxnoxy

Die Hesse-Matrix ist eine symmetrische N x N-Matrix.

Die Taylor-Reihenentwicklung der skalarwertigen Funktion g(x) um den Punkt x, lautet:

ag(x) 1 0*g(x)
8 (x—x0)+ 5 (x—x0)" 2o
0x" |x=x, 2! 0x0x" | oy
] H

(x—x0)+O(lx—-xl%), (2.63)

0

g(x) = g(xo) +
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wobei das Landau-Symbol O (-) verwendet wurde, um zu zeigen, dass das Restglied nicht we-
sentlich schneller wichst als || x — xo|/3.

Durch komponentenweises Ableiten erhélt man folgende Regeln fiir das Ableiten nach Vekto-
ren

0(Ax)
ax A (2.64)
a(yTx) a(xT
(gx 2 (axY) =Y (2.65)
d(x"Ax) T . a(x" Ax)
- = X ZW. 1alls symmetrisci 1st: —_— = X. .
i (A+A")x bzw.falls A trisch ist i 2A (2.66)

Betrachtet man die M-dimensionalen vektorwertigen Funktionen f(x) und h(x) sowie eine
M x M-symmetrische Matrix A4, gilt fiir die Ableitung nach dem N-dimensionalen Vektor x

d(fx)Th(x))

= = (Vaf @) h(x) + (Vih®)7) f(x) (2.67)
A(fTAf(x)
W =2(Vif0)") Af (). (2.68)

Der Gradient-Operator einer skalarwertigen Funktion der M x N-Matrix A ist die M x N-Matrix

g  og
dan daiN
M — (2.69)
oA . . .
og4) . 0gA)
6ﬂM1 aaMN

Leitet man die Spur der Multiplikation der M x N-Matrix A mit der N x P-Matrix B nach A ab
erhélt man
otr{AB
owiAB} _ pr

A (2.70)

RK*M*N als auch die Aus-

Betrachtet man eine Funktion f, bei der sowohl die Eingénge X €
ginge Y = f| X | € RF*P*Q Tensoren sind, so kann man die Komponenten der ersten Ableitung

dieser Funktion mit Hilfe des vec-Operators und der Jacobi-Matrix ausdriicken

ay11 ayin 0y111 9y oy
0x111 Oxp11 °°° O0xxm Ox;z1 7" OXKkMN
Y211 Y211 Y211 Y211 Y211
0x111 Oxp11  °°° Oxkn Ox12z1  °" OXKkMN
o o
Ovec{f(X)} : : : : :
_ Oyrui Oyrui Oy Oy Oy LPQxKMN
o \T — 0x111 0xp11 77t O0xkm O0x121 77 OXKkMN €R ) (2.71)
dlvecd x 0y121 0y121 0y121 9y121 0y121
0x111 Oxp11 °°° O0xkn Ox121 7" OXKMN
dyrpQ  0yLpQ dyrpQ  0yLpQ 0yLpQ
o0x111 Oxp11 °°° Oxxm Ox121 77 OXKkMN

Die Berechnung der ersten Ableitung spielt bei der Losung von Optimierungsaufgaben und
damit bei maschinellen Lernverfahren eine zentrale Rolle. Die Ableitung aus Gl. (2.71) wird
z.B. im Lernprozess fiir neuronale Netzwerke (s. Unterkapitel 5.2) verwendet.



2.1 Lineare Algebra 35

Es soll im Folgenden auch kurz auf eine geometrische Interpretation eingegangen werden.
Betrachtet man eine Fliche im N-dimensionalen Raum, die implizit durch die Gleichung

ogw) dgx)  dgw T
0x; ’ O0xp ’°""’ Oxn

ein Normalenvektor der Fliche im Punkt [x1, X2, ..., xn]1. Es handelt sich beim Normalenvek-
tor um den Vektor, der senkrecht zur Tangentialebene der Fliche im Punkt (X1, %2,..., xn]7T
steht.

g(x1,x,...,xn) = 0 gegeben ist, so ist der Gradientenvektor V,g(x) =

Betrachtet man hingegen die explizite Beschreibung der Fliache als xx = h(x1, x,...,Xn-1), SO
ist ein Normalenvektor gegeben durch

Oh(x1,Xo,...,XN_1) Oh(x1,X2,...,XN_ Oh(x1,X2,..., XN— T
ne | 2P X2 X)) Oh(x), Xp, ., XN-1) (X1, X2,..., XN 1)’_1 cRV. ©2.72)
6x1 axz

y Yooy

0xN-1

Dies liegt daran, dass geschrieben werden kann g(xi, x2,...,xn) = h(x1, X2,...,XN-1) — XN =0,
was eine implizite Darstellung der Flache und damit der Gradientenvektor ein Normalenvek-
tor ist. Die Gleichung einer Ebene mit dem Normalenvektor n = [y, 1y, ..., nn]', die durch den
Punkt xo = [x1,0, X2,0,-- .,xN,o]T gehen soll, lautet

nT (x—x9)=m (x1 - xl'()) + 1y (JCZ - xZ,()) +...+nN (xN - JCN,()) =0. (2.73)

Es ist zu beachten, dass im (N - 1)-dimensionalen Raum der Gradientenvektor

0h(x1,X2,..,xN-1) Oh(x1,X2,...XN-1) 0h(x1,X2,..,XN-1) T
0x1 ’ 0x2 rec 0XN-1
Xy = h(xy, x2,...,XN-1) zeigt.

@ Ubung 2.2

2.1.4 Eigenwert- und Singulédrwertzerlegung; Normen von Matrizen

in Richtung des steilsten Anstiegs von

Ein Eigenvektor einer N x N quadratischen Matrix A ist ein N x 1 Vektor v, der die Gleichung
Av=2v (2.74)

erfiillt. Dabei ist A der zum Eigenvektor v dazugehorende Eigenwert, der auch komplex sein
kann.! Es wird angenommen, dass der Eigenvektor auf den Wert 1 normiert ist, d. h. vTv=1.
Es gelten folgende Ergebnisse:

a) Ist A symmetrisch, so kann man immer N unabhingige Eigenvektoren finden, auch wenn
diese im Allgemeinen nicht eindeutig sind. Ein Beispiel ist die Einheitsmatrix, fiir die jeder
Vektor (mit Norm 1) ein Eigenvektor mit dem Eigenwert 1 ist.

b) Ist A reell und symmetrisch, so sind die Eigenvektoren, die zu unterschiedlichen Eigenwer-
ten gehoren, orthogonal. Normiert man diese Eigenvektoren, so erhdlt man orthonormale

Die Verallgemeinerung der Eigenwertzerlegung in der Funktionalanalysis ist das Konzept des Spektrums eines
Operators. Jedem linearen Operator A ordnet man in der Funktionalanalysis ein Spektrum zu. Dies besteht aus
allen Werten A, fiir die der Operator A — AT nicht invertierbar ist. Die Menge aller Eigenwerte wird Spektrum
genannt. Die Eigenwertzerlegung wird deswegen gelegentlich auch als Spektralzerlegung bezeichnet.
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Eigenvektoren. Man kann dies schreiben als vlT vj =6;j, wobei §;; das Kronecker-Delta-
Symbol darstellt und dieses definiert ist als

1 fallsi=j
5i,~:{ ]

0 fallsi#j. (2.75)

c) Ist A symmetrisch und positiv definit (semidefinit), so sind die Eigenwerte positiv (nicht-
negativ).

Fasst man die Eigenwerte zur Diagonalmatrix A und die Eigenvektoren zur Matrix V zusam-
men, so kann man Gl. (2.74) auch schreiben als

AV =VA. (2.76)

Fiir die Determinante ergibt sich aus Gl. (2.38), Gl. (2.39) und Gl. (2.76)

det{A} = det{V}det{A}det{V '} = det{A} = H/l (2.77)

Ist A reell und symmetrisch, so kann V nur orthogonal gewihlt werden. Die Inverse von V ist
dann die Matrix V¥, und man erhilt aus Gl. (2.76)

N
A=VAV' =Y Awv). (2.78)
i=1
Die Inverse lidsst sich in diesem Fall berechnen als

N
1
Al =viIATly T = yATivT = le—iv,-v}. (2.79)
1

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
p(A) =det{A Iy — A}. (2.80)

Der Grund dafiir liegt in der Definition der Eigenwerte durch Av = Av. Daraus ergibt sich
(AN — A)v =0, also die Tatsache, dass eine Linearkombination der Spalten der Matrix (A y —
A), realisiert durch die Multiplikation mit », null ergibt. Dies ist nur der Fall, wenn die Spalten
von (AIy — A) linear abhingig sind, oder anders ausgedriickt, wenn (AIy — A) singuldr ist. In
diesem Fall gilt dann det{(AI — A)} = 0, was der Nullsuche des charakteristischen Polynoms
entspricht.

Wihrend die Eigenwertzerlegung nur fiir quadratische Matrizen anwendbar ist, kann man die
M x N-Matrix A in das Produkt dreier spezieller Matrizen zerlegen, die den linearen Operator
charakterisieren

A=UzV". (2.81)
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Diese Zerlegung wird Singuldrwertzerlegung genannt, wenn U eine orthonormale M x M-
Matrix, V eine orthonormale N x N-Matrix und X eine M x N-Blockdiagonalmatrix ist

01

3= Or : , wobei 0;>0, i=1,...,r. (2.82)

Dabei hat die Matrix A den Rang r, und die positiven Diagonalelemente von X heiflen Sin-
gulirwerte. Die Singuldrwerte werden im oberen linken Block von X so angeordnet, dass gilt
01 2032 = ... 2 0,. Die zu nichtverschwindenden Singuldrwerten gehérenden Spalten von U
nennt man linke Singulédrvektoren und die entsprechenden Spalten von V rechte Singulér-
vektoren. Durch die Matrix A wird damit der rechte Singuldrvektor v; auf ou; abgebildet
(gestreckter/gestauchter linker Singularvektor u;), der rechte Singulédrvektor v, auf o, uy, usw.
Aquivalent gilt auch ATu; =o;v; furi=1,...,r.

Man kann die Singuldrwertzerlegung fiir folgende Interpretation des linearen Operators A, an-
gewandt auf einen Vektor x, verwenden: Zunichst wird der Vektor x in der orthonormalen Ba-
sis dargestellt, die von den Spalten von V aufgespannt wird (evtl. nur Rotation). Dann werden
die Elemente des sich ergebenden Vektors mit den Singuldrwerten gewichtet, und zuletzt wird
der sich daraus ergebende Vektor in der Basis dargestellt, die von den Spaltenvektoren der Ma-
trix U aufgespannt wird (evtl. nur Rotation).

Durch die Eigenwertzerlegung der Matrix ATA = VZ?VT erhilt man die von null verschiede-
nen Eigenwerte U%, ...,02. Diese sind die quadrierten Singulirwerte von A, und die dazuge-
horigen Eigenvektoren sind die rechten Singuldrvektoren vy, ..., v,. Aquivalent dazu fiihrt die
Eigenwertzerlegung von AA" zu den quadrierten Singularwerten 0'%, ...,02 von A, und die da-

zugehorigen Eigenvektoren sind die linken Singuldrvektoren uy, ..., u,.

@ Ubung 2.3; Ubung 2.4

Die Spektralnorm der Matrix A entspricht ihrem maximalen Singuldrwert
IAll, =0;. (2.83)

Die Singuldrwertzerlegung kann verwendet werden, um eine rangreduzierte Matrix A, zu fin-
den, die A am besten approximiert. Da man die Matrix A aus einer Summe von Matrizen mit
dem Rang 1 schreiben kann

.
A=Y oiuv; (2.84)
i=1

und die Singuldrwerte in fallender Reihenfolge in X aufgetragen sind, kann man eine Matrix
Ay, mit ¢ < r einfiithren als

4
A= Zaiuiv?. (2.85)
i=1
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Diese Matrix ist die beste Rang-¢-Approximation von A im Sinne der Minimierung der Spek-
tralnorm von A — Ay. Dieses Ergebnis (Theorem von Schmidt-Mirsky) ergibt sich aus der Defi-
nition der Spektralnorm und durch die Anordnung der Singuldrwerte in X.

Die Konditionszahl einer Matrix A beziiglich der Spektralnorm spielt eine wichtige Rolle in
der Numerik und ist definiert als

x(A) = Al A7, (2.86)

also als Division des grof3ten durch den kleinsten Singuldrwert. Grol3e Konditionszahlen deu-
ten darauf hin, dass die Matrix fast singulédr ist. Man sagt in diesem Fall, dass die Matrix
schlecht konditioniert ist.

Zusitzlich zur Spektralnorm einer Matrix wird haufig die Frobenius-Norm fiir die M x N-
Matrix A verwendet

M N 2
TAlg =] Y. Y |aijl|" (2.87)
i=1j=1

Sie ist die Wurzel aus der Summe der Betragsquadrate aller Matrixelemente a; j. Die Frobenius-
Norm ergibt sich auch aus der Spur der Matrix AT A. Es gilt

M N 2
tr{A’a} =YY |a;;| = 1Al%. (2.88)
i=1j=1

Aus Gl. (2.88) und der Singulirwertzerlegung von A = UZVT ergibt sich folgender Zusammen-
hang
;
IAlIZ =tr{A" A} = {VZUTUZV"} =t {VvZ*V'} = {2} = ) 07, (2.89)
i=1
wobei r der Rang von A ist.
Die p-Normen fiir Matrizen sind:

= Fiir p = 1: das Maximum der Summe der Betrége in den einzelnen Spalten
M
All; = max aijl ¢; 2.90
Il ”1 1=j<N ,:le l]l ( )

= Fiir p = 2: die Spektralnorm aus Gl. (2.83);

= Fiir p — oo: das Maximum der Summe der Betrédge in den einzelnen Zeilen

N
Al = e 2.91
I Allo 122’1%4{2'””'} (2.91)

@ Ubung 2.5; Ubung 2.6
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Bl 2.2 Optimierung mittels
Lagrange-Multiplikatoren

Das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren ist eine Methode zur Losung von Optimierungs-
aufgaben mit Nebenbedingungen. Die Aufgabe besteht darin, ein lokales Extremum einer
Funktion in mehreren Verdnderlichen zu finden und dabei die Nebenbedingungen zu erfiil-
len. Die Grundlagen dazu werden in diesem Unterkapitel kurz wiederholt. Eine ausfiihrliche
Behandlung der Grundlagen zur mathematischen Optimierung kann beispielsweise in [BV04]
oder [BSS13] gefunden werden.

2.2.1 Optimierungsaufgaben mit Gleichungsnebenbedingungen

Die Aufgabe, die in diesem Unterkapitel behandelt wird, ist das Finden des Maximums der
Funktion f(x) unter der Nebenbedingung g(x) = 0. Betrachtet man den N-dimensionalen
Vektor x und die Gleichungsnebenbedingung g(x) = 0, so stellt diese Nebenbedingung im N-
dimensionalen Raum eine (IV — 1)-dimensionale Hyperfldche dar. Ein Beispiel ist die Neben-
bedingung w'x+ t = 0. Alle Punkte x, fiir die gilt w'x+ =0, bilden eine (N —1)-dimensionale
Hyperebene. Fiir N = 2 definiert g(x) = 0 eine Kurve, und in diesem 2-dimensionalen Raum
lasst sich die Methode der Lagrange-Multiplikatoren geometrisch mit Hilfe von Abb. 2.1 erkla-
ren. Es soll der Punkt x = [x;, x2]T gefunden werden, der auf der Kurve g(x,x) = 0 liegt und

RY)

Jxnx)=c,

Abbildung 2.1 Geometrische Darstellung des Lagrange-Multiplikatoren-Verfahrens fiir Gleichungs-
nebenbedingungen.

beidem f(x1, x2) den grolten Wert hat. In Abb. 2.1 sind Hohenlinien f(x, x2) = c fiir verschie-
dene Werte von ¢ dargestellt, wobei ¢; < ¢» < c3. Man sieht in der Skizze, dass es sich bei dem
gesuchten Punkt um xz;; handelt.

Der Gradient V,g(x) der Nebenbedingung ist orthogonal zu der (N — 1)-dimensionalen Hy-
perfldche, die von g(x) = 0 bestimmt wird. In Abb. 2.1 sind Gradienten V,g(x, x) durch rote
Pfeile, die senkrecht zur roten Kurve g(x;, x2) = 0 stehen, dargestellt. Die Orthogonalitéit zwi-
schen V, g(x) und der Hyperfliche, die durch g(x) = 0 bestimmt wird, 1dsst sich mit der Taylor-
Reihenentwicklung der Funktion g um einen Punkt x + € erkldren, wobei sowohl x; als auch
der an x, nahe liegende Punkt x, + € auf der Hyperfldche, die durch g(x) = 0 bestimmt wird,
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liegen. Es gilt entsprechend Gl. (2.63)

T T
g(x0+€):g(x0)+(ng(x)|x=xO) €=gxo)+e (ng(x)|x:x0). 2.92)

Weil sowohl g(xy) als auch g(xo + €) auf der Hyperfldche, die durch g(x) = 0 bestimmt wird,
liegen, d. h. g(xp) =0 und g(xo + €) =0, ergibt sich aus Gl. (2.92)

€' (Vg (®)] oy = 0. (2.93)

X=X0
Falls |le]l gegen null geht, so gilt e’ (V x8(x) | = xo) =0, und weil die Richtung von € in diesem
Fall tangential zu der Hyperflache, die durch g(x) = 0 bestimmt wird, ist, gilt mit Gl. (2.11), dass
(ng(x) | = xo) senkrecht zu dieser Hyperfldche ist. Deswegen sind die roten Pfeile in Abb. 2.1
senkrecht zu der Kurve g(x;, x2) = 0.

Sucht man nun einen Punkt auf der Hyperflache der Nebenbedingung g(x) = 0, so dass f(x)
maximal wird, so muss in diesem Punkt der Gradient V f (x) auch orthogonal zu der Hyperfla-
che der Nebenbedingung sein. In Abb. 2.1 heif3t dies, dass im gesuchten Punkt xy;¢ der blaue
Pfeil auch senkrecht zur roten Kurve g(xi, x2) = 0 ist. Dies liegt daran, dass der Gradient immer
in Richtung des steilsten Anstiegs zeigt, und daran, dass man, falls V, f(x) nicht orthogonal
zu der Hyperfldche der Nebenbedingung wire, den Wert von f(x) durch Vorwirts- oder Riick-
wirtsbewegung auf dieser Hyperfldche vergrofern konnte.

Deswegen gilt, dass im gesuchten Punkt x| die beiden Gradienten V,g(x) und V, f(x) par-
allele oder anti-parallele Vektoren sind. Damit muss es im gesuchten Punkt einen Parameter 1
geben, so dass

Vi f(%zie1) + AVxg(Xzie1) =0, (2.94)

wobei A Lagrange-Multiplikator genannt wird. Der Lagrange-Multiplikator kann sowohl po-
sitiv als auch negativ sein.

Um den gesuchten Punkt xz;c; zu finden, der f(x) maximiert und die Gleichungsnebenbedin-
gung g(x) = 0 erfiillt, kann man die Lagrange-Funktion

L(x,A) = f(x)+1g(x) (2.95)

einfithren. Setzt man die Ableitung L(x, 1) nach x zu null, d.h. VyL(x,1) = 0, so ergibt sich
Gl. (2.94), und wenn man L(x, A) nach A ableitet und zu null setzt, d. h. % =0, so erhdlt man
die Nebenbedingung g(x) = 0. Damit kann man xz;, und A finden, indem man die stationdren
Punkte von L(x, 1) berechnet. Aus
OL(x,A)

oL
ergeben sich N + 1 Gleichungen, aus denen man sowohl x| als auch A berechnen kann. Falls
nur xzje] bendtigt wird, kann man A aus den Gleichungen eliminieren, und es ist nicht notwen-
dig, den Wert von A zu berechnen.

@ Ubung 2.7

Mochte man beispielsweise ein unterbestimmtes Gleichungssystem Ax = b 16sen, so besteht
ein haufig verwendeter Ansatz darin, die 2-Norm des gesuchten Vektors x zu minimieren unter
der Nebenbedingung Ax = b, d. h.

VxL(x,A)=0 und 0 (2.96)

minimiere {xTx} u.d.N. Ax=b. (2.97)
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Die dazugehdrige Lagrange-Funktion lautet

Lx, ) =x"x+AT(Ax - D). (2.98)
Mit Gl. (2.96) erhélt man daraus

VyL(x,A)=2x+A"A=0 und (2.99)

VaL(x,A)=Ax—-b=0. (2.100)
Setzt man x = —ATA/2 aus Gl. (2.99) in Gl. (2.100) ein, so erhilt man

A=-2(AA")"b (2.101)
und daraus schlielich die Losung

x=A"(4A") b, (2.102)

. . -1 . .
Die Matrix AT (AAT) wird Moore-Penrose-Pseudoinverse von A genannt.

2.2.2 Optimierungsaufgaben mit Ungleichungsnebenbedingungen

Die Aufgabe, die es zu l6sen gilt, ist das Finden des Maximums der Funktion f(x), wobei die
Ungleichungsnebenbedingung g(x) = 0 erfiillt sein muss. Abb. 2.2 visualisiert die Aufgabe fiir
den Fall, dass die Dimension N des Vektors x den Wert 2 hat. Wie dort dargestellt, muss man

X2

8(x1,x)>0

Jtxnx)=c¢, Jxpx)=c,
/ Jtxpx)=c,

/Y___ Jxpx)=c,
- Sx1x)=c;

..... LIS
-- e

8015)>0

X X

Abbildung 2.2 Geometrische Darstellung des Lagrange-Multiplikatoren-Verfahrens fiir Unglei-
chungsnebenbedingungen.

zwischen zwei Fillen unterscheiden, abhingig davon, ob der Punkt xz;e innerhalb der Region
liegt, in der g(x) = 0 gilt, oder ob er auf der Hyperflache g(x) = 0 liegt.

Im ersten Fall (in Abb. 2.2 links dargestellt), spricht man auch davon, dass die Nebenbedin-
gung nicht aktiv ist, weil die Nebenbedingung keine Rolle spielt und der Punkt xz;. allein
durch V, f(x) = 0 berechnet wird. Dies entspricht der Berechnung eines stationdren Punktes
der Lagrange-Funktion aus Gl. (2.95), wobei A = 0 gilt.

Im zweiten Fall (in Abb. 2.2 rechts dargestellt), bei dem xy;e auf der Hyperflaiche g(x) = 0
liegt, spricht man auch davon, dass die Nebenbedingung aktiv ist. Es handelt sich um einen
analogen Fall zu der Optimierung mit Gleichungsnebenbedingungen aus Unterkapitel 2.2.1
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und entspricht der Berechnung eines stationdren Punkts der Lagrange-Funktion aus Gl. (2.95),
wobei A # 0 gilt. Im Gegensatz zu der Optimierung mit Gleichungsnebenbedingungen spielt
das Vorzeichen von A allerdings eine Rolle. Ein Maximum von f(x) wird nur erreicht, wenn
der Gradient Vy f(x) in die entgegengesetzte Richtung der Region, in der g(x) = 0 gilt, zeigt,
so wie dies in Abb. 2.2 rechts visualisiert ist. Die blauen Pfeile stellen dabei die Gradienten-
vektoren der Funktion f(x) in den jeweiligen Punkten dar. In diesem zweiten Fall gilt also
Vif(x) =—-AV,g(x), mit 1 >0.

In beiden Fillen gilt Ag(xz1) = 0. Im ersten Fall, weil A = 0, und im zweiten, weil xz; auf der
Hyperfldache g(x) = 0 liegt. Nutzt man auch hier die Lagrange-Funktion aus Gl. (2.95), L(x, 1) =
f(x)+ Ag(x), so lasst sich fiir ein lokales Minimum xz;e) sagen, dass es ein A* gibt, derart, dass

VxL(xzie, A™) =0 (2.103)
8(xzie1) 20 (2.104)
A" =0 (2.105)
A" 8(xzie1) = 0. (2.106)

Diese Bedingungen nennt man Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-Bedingungen. Sie sind sehr niitz-
lich, weil damit nach Losungen fiir x gesucht wird, fiir die man 1* finden kann.

Mochte man die Funktion f(x) minimieren (statt maximieren) unter der Ungleichungsneben-
bedingung g(x) = 0, so miisste man zur Visualisierung in Abb. 2.2 annehmen, dass ¢3 < ¢, < ]
und damit alle blauen Pfeile in die jeweils entgegengesetzte Richtung einzeichnen. Falls die
Nebenbedingungen aktiv sind, gilt dann, dass die Gradienten Vy f(x) und V,g(x) in die glei-
che Richtung zeigen und damit V, f(x) = AV, g(x) mit A > 0, so dass die Lagrange-Funktion
lautet

L(x,A) = f(x) - Ag(x). (2.107)

Die Aufgabe lautet damit, den stationidren Punkt der Lagrange-Funktion aus Gl. (2.107) beziig-
lich x und A zu bestimmen, mit A = 0.

Mochte man die Methode der Lagrange-Multiplikatoren auf Optimierungsaufgaben mit meh-
reren Gleichheits- und Ungleichungsnebenbedingungen erweitern, so lisst sich dies ent-
sprechend obiger Uberlegungen realisieren. Besteht die Aufgabe darin, die Funktion f(x)
zu maximieren unter den Gleichungsnebenbedingungen gi(x) = 0 mit k = 1,...,K und
den Ungleichungsnebenbedingungen h,,(x) = 0 mit m = 1,..., M, muss man die Lagrange-
Multiplikatoren A = [A4,...,4 1T und n=1I,.. 1 m17T einfithren und die stationidren Punkte
der Lagrange-Funktion

K M
L, A, ) = f(X)+ ) Ae8e@®) + D mhm(x) (2.108)
k=1 m=1

beziiglich x, A und p berechnen mit den Bedingungen y,, = 0 und g, hp,(x) = 0, fiir m =
1,...,M.

@ Ubung 2.8
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B 2.3 Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Stochastik, bestehend aus den zwei Teilgebieten Wahrscheinlichkeitstheorie und Statis-
tik, beschiftigt sich mit der Untersuchung und Modellierung des Zufalls. Wahrend die Wahr-
scheinlichkeitstheorie die Formalisierung der Modellierung des Zufalls im Fokus hat, werden
in der Statistik Beobachtungen zufélliger Ergebnisse aufbereitet und Aussagen tiber das zu-
grunde liegende Modell gemacht.

In diesem Unterkapitel werden einige Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie kurz wie-
derholt. Eine detaillierte Einfithrung in das Gebiet der Stochastik kann beispielsweise in [PP02]
oder [SW11] gefunden werden.

2.3.1 Wahrscheinlichkeitsraume und Zufallsvariablen

Ausgangspunkt fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie ist ein Experiment mit zufélligen Ergebnis-
sen (Zufallsexperiment). Alle moglichen Ergebnisse fasst man in der Ergebnismenge Q) zu-
sammen. Ein FEreignis ist eine Teilmenge von Q, und man sagt, dass ein Ereignis eingetreten
ist, wenn das Ergebnis des Zufallsexperiments in der entsprechenden Teilmenge liegt.

Um Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen, werden sie in einer o-Algebra F iiber Q,
auch Ereignisraum genannt, aufgefiihrt. Falls es sich um eine abzdhlbare Ergebnismenge han-
delt, ist eine o-Algebra ein Mengensystem [ mit F ¢ 2(Q), wobei & (Q2) die Potenzmenge (d. h.
die Menge aller Teilmengen von Q) ist, also eine Menge F von Teilmengen der Ergebnismenge
Q, die folgende Bedingungen erfiillt:

a) QefF

b) Wenn fiir ein Ereignis A gilt A € F, dann ist auch das Komplementirereignis A € F. Damit
ist die leere Menge ¢ immer ein Element von [F.

c) Wenn A;, Ay,...€F,dannistauch U A, €F.

neN
Fiir jede beliebige diskrete Ergebnismenge Q ist {0, 0} die kleinste und die Potenzmenge 9 (Q)
die grofSte mogliche o-Algebra. Auch fiir den Fall nicht abzdhlbarer Ergebnisrdume entspricht
die o-Algebra weiterhin einem Teilmengensystem {iber dem Ergebnisraum Q.
Die Wahrscheinlichkeiten sind die Ergebnisse der Abbildung P der o-Algebra in das Intervall
[0, 1]. Das Tripel (Q, F, P) heif$t Wahrscheinlichkeitsraum. Abb. 2.3 veranschaulicht anhand ei-
nes Beispiels einen Wahrscheinlichkeitsraum. Um ein Wahrscheinlichkeitsmall zu sein, muss
P die Axiome von Kolmogorow erfiillen:
a) Fir jedes Ereignis A aus IF gilt 0 = P(A) < 1.
b) P(Q) =1
¢) Wenn die Ereignisse A und B disjunkt sind, d. h. An B = @, dann ist die Wahrscheinlichkeit
der Vereinigung von A und B die Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignis-
se: P(AU B) =P(A) +P(B).
Eine Zufallsvariable ist eine Funktion, die den Ergebnissen eines Zufallsexperimentes Wer-
te zuordnet. Mit Hilfe von Zufallsvariablen modelliert man die Tatsache, dass die Werte einer
Funktion vom Zufall abhingig sind. Die Werte der Zufallsvariablen werden Realisierungen ge-
nannt. Wahrend die Ergebnisse des Zufallsexperiments sehr unanschaulich sein kdnnen, sind
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>0
e A 3]
----------- - 10,5
{rot, griin}
{rot, gelb} S
{grlin, gelb} -----/ =»10,75
Q-={rot,griin,gelb} rot, griin, gelb}
-l

X ={1,2}
Abbildung 2.3 Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P) und Zufallsvariable x, die von Q nach X abbildet.

die Werte, die die Zufallsvariable annimmt, im Allgemeinen beobachtbar und anschaulich. Aus
der Ergebnismenge Q wird durch die Zufallsvariable der Beobachtungsraum X. Zum Beispiel
sind fiir einen Farbenblinden die Ergebnisse des Zufallsexperiments aus Abb. 2.3 unanschau-
lich. Wenn aber eine Zufallsvariable ,rot“ auf 1, ,griin“ auf 2 und ,,gelb“ auf 3 abbildet, so sind
diese Werte fiir den Farbenblinden anschaulich.

Verwendet man in dem Beispiel aus Abb. 2.3 eine Zufallsvariable

. | 1 fallsw=,rot“ oderw=,griin“
x: Q—-X, w—x, mit x= { 2 fallsw=,gelb”, (2.109)
so erhilt man fiir die Elemente des Beobachtungsraums die Wahrscheinlichkeiten
Px=1)=PweQmitx(w)=1)=0,5 und
P(x=2)=P(we Q mit x(w) =1) =0,5. (2.110)

In Abb. 2.3 ist auch die Abbildung der Zufallsvariable x dargestellt.

Zufallsvariablen, die Elemente der Ergebnismenge eindeutig den Elementen der natiirlichen
Zahlen zuordnen, so dass die Realisierungen x(w) € {x1, X2, ...} abzdhlbar sind, heilen diskrete
Zufallsvariablen. Diese werden durch ihre Wahrscheinlichkeit P(x = x;) beschrieben. Haufig
wird vereinfachend statt P(x = x;) nur P(x;) geschrieben.

Zufallsvariablen, deren Realisierungen x(w) nicht abzdhlbar sind, heilen kontinuierliche Zu-
fallsvariablen. Diese werden durch ihre Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) beschrie-
ben

P(x—%dxsxsx+%dx)
dx )

px=x)= Cllim0 (2.111)
xX—

Unter der WDF einer kontinuierlichen vektorwertigen Zufallsvariablen, bestehend aus N ska-
laren Zufallsvariablen, versteht man

P({xl—% lesx1+d%}m...m{x1\r—dx7}" SXNSxN+d%})

(x=x)= lim
p dx;—0,...,dxy—0 d)C1 d)CN

(2.112)



