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Allgemeines Vorwort

Dieses Lehrbuch beinhaltet den Stoff der Vorlesung
,,Technische Mechanik* im Studium des Maschinenbaus an
Fachhochschulen. Es besteht aus drei selbstindigen Teilen:
Statik — Kinematik, Kinetik, Schwingungen — Festig-
keitslehre. Jeder Teil kann unabhingig vom anderen be-
nutzt werden. Einheitlicher Aufbau, Querverweise und
ein gemeinsamer Anhang fiigen die drei Teile jedoch zu
einem Ganzen zusammen. Der umfangreiche Anhang ist
zum bequemen Nachschlagen in einem Beiheft unterge-
bracht.

Bei der Darstellung liel ich mich vor allem von didak-
tischen Gesichtspunkten leiten: optische Hervorhebung der
Endformeln und Merksitze, 474 Bilder, 275 Fragen zum
Verstdndnis, 104 vollstindig geloste Beispiele, 116 themen-
bezogene Ubungsaufgaben, 43 ,Priifungsaufgaben® (nach
vier Schwierigkeitsgraden geordnet).

Die Antworten zu den Fragen sowie die Ergebnisse der
Ubungs- und Priifungsaufgaben (meist mit Losungshinwei-
sen und Zwischenwerten) befinden sich am Schluss des
jeweiligen Buchteils. Aus Platzgriinden konnten nicht die
vollstindigen Losungen wiedergegeben werden. Lehrende
erhalten sie auf Anfrage.

Weitere themenbezogene Beispiele und Priifungsaufgaben
sind in meinem Ubungsbuch ,Mechanik-Training™ zu-
sammengestellt (mit ausfiihrlichen Losungen).

Der Gepflogenheit im Maschinenbau folgend sind die
Bilder, falls nichts anderes vereinbart ist, in der Einheit
mm bemaft. In den Zahlenwertgleichungen wird fast aus-
schlieBlich mit kohérenten Einheiten gearbeitet, um lang-
wierige Umrechnungen zu vermeiden. Die Berechnungen
werden mit dem Taschenrechner ohne ein Zwischenrunden
ausgefiihrt, das Endergebnis wird meist auf eine praktisch
sinnvolle Stellenzahl gerundet wiedergegeben. Graphische
Losungen werden mit CAD erstellt und sind deshalb so
genau wie analytische Losungen.

Ich mochte allen, die mich bei der Arbeit zu diesem Buch
unterstiitzt haben, ganz herzlich danken.

vl

Hier sind in erster Linie Prof. Ulrich Thalhofer (Nume-
rische Verfahren) und Prof. Ernst Schatz (Maschinenele-
mente, Thermische Stromungsmaschinen) zu nennen.

Wertvolle Unterstiitzung erhielt ich auch von Prof. Helmut
Hiekel (Mechanik), Prof. Dr. Wolfgang Késer und Prof.
Wilhelm Ruckdeschel (beide Fordertechnik, Maschinen-
elemente) sowie Prof. Dr. Peter Tautzenberger (Werkstoff-
technik).

Korrektur lasen Prof. Dr. Werner Drexler (Mechanik, FH
Kempten), Prof. Dr. Johann Fuchs (Mechanik), Prof. Dr.
Frank GieBner (Feinwerktechnik, Mechanik), Dipl.-Ing.
Hubert Keim (Konstruktion, Pfister GmbH Augsburg) und
wiederum Prof. Ernst Schatz.

Ubungsaufgaben und fachlichen Rat steuerten bei Prof. Dr.
Ingo Bolling (Hydraulik-Pneumatik), Dipl.-Ing. Hubert
Breyer (Unfallverhiitung, GUV), Prof. Rudolf Bretzel
(Mechanik, Luft- und Raumfahrt), Prof. Dr. Dieter Jan-
nasch (Maschinenelemente), Prof. Dr. Winfried Kochem
(Konstruktion, FH Koln), Prof. Klaus Martin (Verbren-
nungsmotoren, Maschinendynamik), StD Georg Miihlbauer
(Mathematik, Physik, Max-Reger-Gymnasium Amberg),
Prof. Dr. Franz Obinger (Getriebetechnik, CAD), Prof.
Hans Rebinger (Verbrennungsmotoren, Maschinendyna-
mik), Prof. Dr. Willi R68ner (Werkzeugmaschinen), Prof.
Dr. Joachim Vofliek (Maschinenelemente, Mechanik), Prof.
Dr. Rainer Wieler (Verbrennungsmotoren, Fahrzeugtech-
nik) und Prof. Dr. Rolf Ziegler (Regelungstechnik).

Dipl.-Ing. Daniel Dierig, Dipl.-Ing. Oliver Herrmann,
Dipl.-Ing. Jiirgen Moller, Dipl.-Ing. Marco Vasciarelli,
Dipl.-Ing. Eugen Weber und Dipl.-Ing. Stefan Wolf zeich-
neten mit groBer Sorgfalt die Bilder. Herr Otto Reiser
baute die Modelle, Herr Erber machte die Fotos. Die
schlimmsten sprachlichen Ausrutscher verhinderten meine
Frau Lydia und meine Tochter Andrea.

Mit Informationen unterstiitzten mich die Firmen KUKA,
LIEBHERR, MAN und VON ROLL.

Allen Genannten nochmals herzlichen Dank.



VIII

Vorwort zur 9. Auflage

Der Inhalt der 8. Auflage samt Beiheft wurde sorgfiltig
gepriift. Dabei ergaben sich im Buch nur wenige, unbe-
deutende Korrekturen. Im Beiheft wurden die Profiltafeln
auf den aktuellen Stand gebracht.

Ich danke allen Lesern fiir die wohlwollenden Zuschriften
und wertvollen Anregungen. Dem Carl Hanser Verlag, und
ganz personlich meinem Lektor Volker Herzberg, danke ich
fiir das Interesse an meinem Buch und fiir die &duBerst
angenehme Zusammenarbeit.

Augsburg, Februar 2021 Martin Mayr

Vorwort
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TEIL 1: Statik

1 Begriffe, Grundgesetze,
Grundaufgaben

Kraft, Masse, Gewichtskraft, Gleichgewichtsaxiom, Wechselwirkungs-
gesetz, Verschiebbarkeit der Kraft 1&ngs ihrer Wirkungslinie, Kréafte-
parallelogramm, Krafteck, Hebelgesetz

In Teil 1 beschiftigen wir uns mit den Kriften, die auf einen starren
(d. h. nicht verformbaren) ruhenden oder mit konstanter Geschwin-
digkeit translatorisch bewegten Korper einwirken, den sog. dufleren
Kriften (z. B. Windkrifte, Auftriebskrifte). Von Interesse sind auch
Krifte, die zwischen starren Korpern (Kontaktkrifte) oder zwischen
starren Korpern und deren Lagerungen (Lagerkrifte) wirken. Des
Weiteren werden wir die Kriafte und Momente im Innern eines Kor-
pers bestimmen.

1.1 Die Kraft

Die Kraft ist eine GroBle, die den Bewegungszustand und/oder die
Form eines Korpers dndern kann, s. Teil 2 und 3.

Die Kraft ist allgemein ein sog. gebundener Vektor.

Dieser ist festgelegt durch:

1. Betrag (Zahlenwert einschliellich Einheit)
2. Wirkungslinie

3. Richtungssinn

4. Angriffspunkt

Im Gegensatz zur Kraft ist z. B. die Temperatur ein Skalar. Bei die-
sem geniigt die Angabe des Betrags.

Fiir den Kraftvektor schreiben wir F' (in der Literatur ist auch F iib-
lich) und fiir den Betrag beispielsweise F'= 100 N. N (wie Newton)
ist die Krafteinheit, benannt nach dem beriihmten englischen Physiker
ISAAC NEWTON'.

Anschaulich wird die Kraft in einer Skizze, Bild 1.1. Zur malstib-
lichen Darstellung benédtigen wir den Kréftemalstab my, z. B.

200 N
mE =

' ISAAC NEWTON 1643 — 1727



Wirkungslinie

Angriffspunkt

Bild 1.1 Die 4 Merkmale des gebundenen Kraft-
vektors

AR
0 Fx X

Bild 1.2 Die Kraft im kartesischen
Koordinatensystem

1 Begriffe, Grundgesetze, Grundaufgaben

Der 2 cm lange Pfeil bedeutet damit eine Kraft

200 N
cm

F=2cm-mg =2cm- =400 N.

Oft wird die Pfeillange nicht mafBstéblich gezeichnet, stattdessen der
Betrag neben die Pfeilspitze geschrieben:

F=100N 100 N

oder einfach

Zur analytischen Beschreibung bezieht man die Kraft auf ein kartesi-
sches x,y-Koordinatensystem, Bild 1.2.

Die Kraft F ist analytisch festgelegt
entweder durch die Komponenten

F, =F-cosa

(1.1)

Fy =F-sina

oder durch den Betrag F und den Winkel o zwischen F und der
x-Achse.

1.2 Masse und Gewichtskraft

Die Masse m ist die Materiemenge, die von der Korperoberfliche
eingeschlossen wird. Sie beschreibt die Eigenschaft eines Korpers, die
sich sowohl in Trigheitswirkungen gegeniiber einer Anderung seines
Bewegungszustandes als auch in der Anziehung auf andere Korper
duBlert.

Masse m=p-V  inkg (1.2)

V: Volumen in m’ u. 4.
p: Dichte in kg/m?®, kg/dm’ u. 4.

Zwei Werte fiir p:

Stahl p ~7,85 ke/dm’
Aluminiumlegierung 2,7 kg/dm’®



1.3 Das Gleichgewichtsaxiom

Weitere Werte in A9.3.

Jede Masse wird von der Erde angezogen, und zwar mit der
Gewichtskraft FG =m-g. (1.3a)

g ist die Fallbeschleunigung; sie zeigt zum Erdmittelpunkt hin,
d. h. vertikal oder lotrecht nach unten.

g~ 9,81 m/s? in der Nahe der Erdoberfliche
Betrag der Gewichtskraft:
Fo=m-g=p-g-V in N (1.3b)

Die Gewichtskraft ist eine sog. eingeprigte Kraft. Sie spielt eine gro-
Be Rolle in Statik und Dynamik.

Beispiel 1.1

Welche Masse m und welche Gewichtskraft F; hat eine Stahl-
kugel vom Radius R = 10 mm und der Dichte p = 7,85 kg/dm??

Losung:
A5.1 entnehmen wir:
-6 3
m=p-in-R* =785 kg} 47.10° mm’ w
’ dm” - mm’
m~0,0329 kg
Mit (1.3b) folgt:
Fo=m-g~0,0329kg-9.81 ™ ~0,323 ¥¥M _ 0 323N
s s

mit der Umrechnung gemif3 Al.1:

kg-m

S2

N
*

Die Masse wird vereinfachend meist mit dem Wiagewert, d. h. dem
Ergebnis einer Wagung in Luft (auch Gewicht genannt) gleichgesetzt.
Als Einheiten werden aufler dem Kilogramm auch Gramm und Tonne
verwendet.

1.3 Das Gleichgewichtsaxiom

Bleibt ein Korper unter der Einwirkung beliebiger Krifte in Ruhe, so
befindet er sich im Gleichgewicht.

Das ist ein Axiom, d. h. eine Grunderkenntnis, die nicht mehr bewiesen
werden kann, aber durch jahrhundertelange Erfahrung bestitigt wird.



Bild 1.3 Zwei Krifte im Gleichgewicht

b) Kontaktkréfte

Bild 1.4 Kontaktkrifte
a) zwei Korper in Kontakt
b) Sichtbarmachen der Kontaktkréfte

e

e
7N S “q x\'&&\

Bild 1.5 Kontaktkréfte bei Zahnrdadern
a) Zahnpaar momentan in Kontakt
b) Kontaktkrifte (Zahnkrifte)
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Ein Sonderfall ist das Gleichgewicht von zwei Kriften, Bild 1.3.
Hierfiir gilt:

Zwei Krifte sind im Gleichgewicht, wenn sie

1. die gleiche Wirkungslinie haben,
2. entgegengesetzt gerichtet und
3. gleich groB sind.

Alle 3 Bedingungen lassen sich in einer einzigen Vektorgleichung
zusammenfassen:

+F,= bzw. =—F, (1.4)

"ql

Achtung: Die Vektoren sind entgegengesetzt gleich (Minus!); die
Betrége sind direkt gleich (F| = F,).

1.4 Das Wechselwirkungsgesetz

An der Beriihrstelle zweier Korper treten Kontaktkrifte (Beriihrkraf-
te) auf. Das sind im Gegensatz zu den duBeren Kriften F, und F,
innere Krifte fiir das Gesamtsystem und sie erscheinen somit in
Bild 1.4a nicht. Riickt man die beiden Korper gedanklich auseinan-
der, lassen sich die Kontaktkrifte einzeichnen, Bild 1.4b. Sie werden
zu duBeren Kriften fiir die Einzelkorper oder Teilsysteme. F ist die
Kraft vom Korper 2 auf den Korper 1, F, vom Korper 1 auf den Kor-
per 2.

Das Gleichgewichtsaxiom liefert:
Korper 1: F,=F),

Korper2: F,=F,

Gesamtanordnung, Bild 1.4a: F,=F,

Der Vergleich der drei Zeilen fiihrt auf: F,=F,.

Die Krifte zweier Korper aufeinander sind stets gleich grof3 und
entgegengesetzt gerichtet, kurz: actio = reactio.

Das ist das Dritte Grundgesetz von NEWTON, das sog. Wechselwir-
kungsgesetz.

Beispiele dafiir gibt es beliebig viele: Sie driicken mit IThrem Gewicht
auf den Stuhl, der Stuhl driickt mit gleicher Kraft dagegen. Zwei
Zahnriader kimmen miteinander, Bild 1.5a, die beiden Zahnflanken
driicken mit gleicher Kraft aufeinander, Bild 1.5b, etc. pp.



1.7 Die Zerlegung einer Kraft nach zwei nichtparallelen Wirkungslinien

1.5 Die Verschiebbarkeit der Kraft
langs ihrer Wirkungslinie

Die 3 Situationen in Bild 1.6 sind in ihrer dufleren Wirkung gleich-
wertig, d. h. die Wirkung der Gewichtskraft F; = m - g auf die Lager
ist in allen drei Fillen gleich. Das bedeutet:

Eine Kraft kann ldngs ihrer Wirkungslinie verschoben werden, ohne
dass sich die dulere Wirkung éndert.

Achtung! In der Festigkeitslehre ist der Kraftangriffspunkt im Allge-
meinen zu beachten. Das gilt auch fiir Kap. 10 und 11 von Teil 1 zur
Bestimmung der inneren Krifte.

1.6 Krifteparallelogramm und Krafteck

Die beiden Schlepper in Bild 1.7a ziehen am _Ozeanriesen mit
den Kriften F, und F,. Die resultierende Kraft F, (kurz Resultie-
rende) entspricht der Diagonalen des Krifteparallelogramms. Es gilt
somit der Satz (Axiom vom Krifteparallelogramm):

Zwei Kriften 1’7"l und 17“2 mit gemeinsamem Angriffspunkt ist
eine einzige Kraft 17R statisch gleichwertig, die am selben Punkt
angreift und der Diagonale des von 1’7"1 und 17“2 gebildeten Parallelo-
gramms entspricht.

Zur Konstruktion von ﬁR geniigt auch die Hilfte des Parallelo-
gramms, das sog. Krafteck, Bild 1.7b.

1.7 Die Zerlegung einer Kraft nach zwei
nichtparallelen Wirkungslinien

Das ist die Umkehrung des vorangegangenen Problems.

Hierzu die Situation in Bild 1.8a. Die Gewichtskraft FG =m-g wird
durch die beiden Seilkrifte 1’7"l und I:"2 gehalten. Wie lassen sich die
Seilkrifte zeichnerisch bestimmen?

Die Resultierende ﬁR der Seilkrifte muss der Gewichtskraft das
Gleichgewicht halten. Diese Resultierende ist die Diagonale des Paral-

lelogramms, das von 17"1 und 17"2 gebildet wird, Bild 1.8b. Wir miissen
also Parallelen zu den Seilen an 17"R zeichnen und erhalten damit

il

X
[l
il

122, 75

Bild 1.6 Verschiebung der Kraft ldngs ihrer
Wirkungslinie

Bild 1.7 Die Resultierende von zwei Kriften
a) Krifteparallelogramm
b) Krafteck

a)

Bild 1.8 Zerlegung einer Kraft
a) Gewicht an zwei Seilen
b) Zerlegung von F; mit Hilfe des
Krifteparallelogramms
¢) Zerlegung mit Hilfe des Kraftecks
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Bild 1.9 Kriftezerlegung beim Klettern, Ubung 1.1

/
/

Bild 1.10 Die Resultierende 1'7"R der parallelen

Krifte 131 und Fz
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F, und 17"2. Das Gleiche bekommen wir schneller iiber das Krafteck,

Bild 1.8c.

Eine weitere hdufige Anwendung der Kriftezerlegung ist der Keil.

Ubung 1.1

Ein Kletterer hat gema8 Bild 1.9 in den gezeichneten Abstidnden zwei
Haken geschlagen und sich daran mit Hilfe zweier Schlingen von
50 cm bzw. 60 cm Linge gesichert.

Bestimmen Sie graphisch die Krifte F, und 17"2 der Haken 1 bzw. 2
auf die Schlingen, wenn der Kletterer mit seinem gesamten Gewicht
(Gewichtskraft F;=750N) in der Sicherung hingt. Durch welche
MalBnahme werden die Krifte gleichméBiger?

1.8 Das Hebelgesetz von ARISTOTELES’
und ARCHIMEDES'

Gegeben sind 2 parallele Krifte 131 und 17"2 im Abstand a,+a,,
Bild 1.10. Wo liegt die Wirkungslinie der Resultierenden }T“R? Die
Losung liefert das Hebelgesetz.

Hebelgesetz: Die Hebelarme sind den Kriften umgekehrt proportional.

o _ B (1.5)
a, F '

Fiir die GroBe von Fy, gilt:
Fy=F +F,
Thre Wirkungslinie ist zu ﬁl bzw. 172 parallel.

Auch die umgekehrte Fragestellung lédsst sich iiber das Hebelgesetz
16sen: Die Zerlegung einer Kraft nach zwei Wirkungslinien, die zur
urspriinglichen Kraft parallel sind. Hierzu folgendes Beispiel.

Beispiel 1.2

Der Radlader in Bild 1.11 hat mit Schaufelfiillung eine Gewichtskraft
F5=120kN. Sie wirkt a =0,5m hinter dem Vorderrad. Der Rad-
stand betrigt / = 3 m.

Mit welchen Kriften F, und F), driicken die Vorder- bzw. Hinterrdder
auf den Grund?

2 ARISTOTELES 384 — 322 v. Chr.
3 ARCHIMEDES von SYRAKUS 287 — 212 v. Chr.



1.8 Das Hebelgesetz von ARISTOTELES und ARCHIMEDES

Losung:
Nach dem Hebelgesetz gilt:

v

F,_l-a_25m_|

= = - F,=5F, (*)
F, a 05m "
F,und F; sind zusammen so grof} wie F:

F,+F,=F; (*%

(*) in (**) liefert:

SF,+F,=F,
F; 120kN

L =S = =20 kN
6 6

F,=5F,=100kN

Nennen Sie zwei duBere Kréafte.

Was besagt das Wechselwirkungsgesetz?

ook wp=

kungslinie verschoben werden?

N

8. Wie lautet das Hebelgesetz?

Durch welche Merkmale ist der gebundene Kraftvektor festgelegt?
Wie héngt die Krafteinheit N mit den Basiseinheiten zusammen?
Unter welchen Bedingungen sind 2 Kréfte im Gleichgewicht?

Kann bezlglich der duBeren Wirkung eine Kraft langs ihrer Wir-

Welche Bedeutung hat die Diagonale im Krafteparallelogramm?

a=05m

00

[

o

%'\
=G

/7777777//////F////////////
v

(=30m

S SSSS

3

Bild 1.11 Die Zerlegung der Kraft IT"G in dazu

parallele Krifte ﬁv und I:"h
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Bild 2.1 Konstruktion der Resultierenden
a) Lageplan
b) Krifteplan mit der Zwischen-

resultierenden £,

¢) Kraftecke mit unterschiedlicher
Kriftefolge

2 Die resultierende Kraft eines
zentralen ebenen Kriftesystems

Vektoraddition der Kréafte, algebraische Addition der kartesischen
Kraftkomponenten

Zentrales Kriftesystem heifit: Die Wirkungslinien aller Krifte schnei-
den sich in einem gemeinsamen Punkt.

AuBlerdem sollen vorléufig alle Kriifte in der Zeichenebene liegen.

2.1 Graphische Losung

Wieder nehmen wir das Beispiel Schiff, das diesmal von drei Schlep-
pern gezogen wird, Bild 2.1a. Ndherungsweise wollen wir annehmen,
dass die Taue am selben Schiffspunkt befestigt und horizontal sind.
Gemil Kap. 1.6 zeichnen wir zunéchst im Krifteplan (KP) die Resul-
tierende F, aus den Kriften F| und F,, Bild 2.1b. Die Richtungen
von I:"1 und 1:"2 ergeben sich aus dem Lageplan (LP) durch Parallel-
verschieben. AnschlieBend fassen wir F, mit F; zur Gesamtresultie-
renden ﬁR zusammen. Wenn noch mehr Krifte wirken, setzen wir den
Prozess fort, bis alle Krifte im KP aufgetragen sind.

Es geht auch ohne Zwischenresultierende, Bild 2.1c. Wir hiingen
einfach alle Kraftpfeile aneinander. Die Resultierende liegt zwischen

dem Anfangspunkt der ersten Kraft und der Pfeilspitze der letzten
Kraft. Die Reihenfolge der Krifte spielt hierbei keine Rolle.

Das Aneinandersetzen der Kraftpfeile entspricht einer Vektoraddi-
tion:

Fo=F+ ZF
Aus Bild 2.1 ergibt sich:
F,=52cm — F;~52kN (nach rechts gerichtet)

2.2 Analytische Losung

Jetzt denken wir uns die Krifte in einem kartesischen Koordinaten-
system, Bild 2.2a. Die Kraftpfeile konnen unmaBstiblich sein. Winkel
zdhlen positiv im Gegenuhrzeigersinn, negativ im Uhrzeigersinn.



2.2 Analytische Losung

Gemdil Kap. 1.1 zerlegen wir alle Krifte in ihre Komponenten F; und
F

i
F, =F; -cosa;

F, =F -sina;
F,,, F,, ... zeigen alle in x-Richtung und diirfen deshalb algebra-
isch addiert werden. Das ergibt Fy,. Analog dazu erhalten wir Fy.

AnschlieBend lassen sich Fy (mit Hilfe des Satzes von PYTHAGO-
RAS") und o bestimmen, Bild 2.2b.

GroBe und Richtung der resultierenden Kraft:

n

F=F,+F,+..=/_F, (2.1a)
i=l1
Foy =F,+F,+..= 2 F, (2.1b)
i=1
Fp =\|F& +Fg, (2.1¢)
F,
o = arctan—> (2.1d)

Rx

a legt nur die Richtung der Wirkungslinie fest. Der Richtungssinn
ist anhand der Kraftkomponente Fy, oder Fy  zu kléren.

Zahlenrechnung:
Fr,=[20-cos42° + 15 - cos 8° + 27 - cos (-34°)] kN =~ 52,1 kN
Fry=120-sin 42° + 15 - sin 8° + 27 - sin (-34°)] kN ~ 0,4 kN
Fy =+/52,12 +0,4* kKN ~ 52,1 kN

04kN _

o = arctan ~(0,4°

]

Ubung 2.1

Ein Tanker wird von drei Schleppern in den Hafen bugsiert, Bild 2.3.
Von allen Schleppern sind die Zugrichtungen bekannt, die Zugkrifte
dagegen nur von Schlepper 1 und 2.

Bestimmen Sie F; so, dass die resultierende Kraft ﬁR auf den Tanker
in die gewiinschte Fahrtrichtung zeigt. Wie gro8 ist F? Graphische
und analytische Losung.

1. Was heif3t zentrales Kraftesystem?
2. Welche Vorzeichenregelung gilt fur den Winkel zwischen x-Achse
und Kraftpfeil?

! PYTHAGORAS 6. Jahrh. v. Chr.

Fry = FR
/Y [0 E
b) Fi Rx
Bild 2.2 Analytische Bestimmung der

Resultierenden

a) Krifte im kartesischen Koordinaten-
system

b) Bestimmung von Fy und o aus Fy,
und F

Fy=5kN
(]
S\ 37 Fahrt—
= 10° richtung
mzzmu
/'_32?

Bild 2.3 Zu Ubung 2.1
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Bild 3.1 Kriftepaar
a) Kriftepaar F - a

b) statisch gleichwertiges, gedrehtes

Kriftepaar F* - b

fF

PN
)

Bild 3.2 Beispiele fiir Kriftepaare
a) beidhindiges Lenken

b)

b) Anziehen einer Schraube mit dem

Kreuzschliissel

(links kommt die Kraft aus der
Zeichenebene heraus, rechts geht sie

hinein)

3 Kriftepaar und Moment
einer Kraft

Moment des Kréaftepaares, Gleichgewicht zweier Kraftepaare, Parallel-
verschiebung einer Kraft, Versetzungsmoment, Moment einer Einzel-
kraft, Momentenvektor, Parallelverschiebbarkeit des Momentenvek-
tors, Moment einer Einzelkraft in Bezug auf den Koordinatenursprung

3.1 Das Kriftepaar

Gegeben sind gemdll Bild 3.1a zwei gleich grofle, entgegengesetzt
gerichtete parallele Kréfte im Abstand a.

Wir berechnen das Produkt aus Kraft und Abstand:
F-a=2kN-4m=8kNm

Jetzt nehmen wir zwei gleich grofle Hilfskrifte ﬁH hinzu, Bild 3.1b.
Sie verdndern nichts, da sie sich insgesamt aufheben. Jedoch lassen
sich F und 17"H zur Kraft F'* zusammenfassen.

Wieder berechnen wir das Produkt aus Kraft und Abstand:

F*.b=25kN-32m=8kNm

Die beiden Kriifte F lassen sich nicht zu einer Resultierenden zu-
sammenfassen, sondern nur umwandeln in wiederum gleich gro-
Be, entgegengesetzt gerichtete parallele Krifte F*.

Das Produkt aus Gré8e und dem Abstand der Wirkungslinien ist
konstant.

Zwei Krifte dieser Eigenschaft heilen Kriftepaar.
F-a=F*.-b=M* heilit Moment des Kriftepaars (Einzelmoment).

Bild 3.2 zeigt zwei alltidgliche Beispiele eines Kréftepaars: beidhdndi-
ges Drehen am Lenkrad und Anziehen einer Schraube mit dem
Kreuzschliissel.

Wir machen ein Experiment gemdf Bild 3.3. Eine Platte mit zwei
Sechskantschrauben ist iiber zwei Kraftmessdosen aufgehédngt. Mit
einem Steckschliissel iiben wir zunéchst auf die Schraube A ein Krifte-
paar mit dem Moment M* = F - a = 50 Nm aus. Die rechte Kraftdose
zeigt eine positive Kraft (Zugkraft) und die linke eine negative Kraft
(Druckkraft) von F* =50 N an.



3.4 Das Moment einer Kraft beziiglich eines Punktes

Jetzt wiederholen wir das Experiment mit der Schraube B. Die Kraft-
dosen zeigen wieder 50 N an.

Auch wenn wir zwischen Schraubenkopf und Schliissel ein Verlidnge-
rungsstiick stecken, d. h. die Wirkungsebene des Kriftepaars parallel
verschieben, werden wieder 50 N angezeigt.

Ein Kriftepaar kann beliebig in seiner Ebene gedreht und verscho-
ben werden. Ebenso darf die Wirkungsebene parallel verschoben
werden. Die Wirkung auf den starren Korper dndert sich dadurch
nicht.

3.2 Das Gleichgewicht zweier Kréftepaare

Wir lassen an unserer Vorrichtung in Bild 3.3 bei A und B zwei Kraf-
tepaare gemal Bild 3.4 wirken.

Die beiden Kriftepaare sind im Gleichgewicht, wenn die Kraftmess-
dosen null anzeigen. Dafiir gilt:

Zwei Kriftepaare gleicher Grofe, die in parallelen Ebenen ent-
gegengesetzt zueinander drehen, sind im Gleichgewicht.

F-a =F,-a,

3.3 Parallelverschiebung einer Kraft

Wieder drehen wir an der Lenksiule, jetzt einhindig, Bild 3.5a. Wie
ist diese Drehwirkung bei nur einer Kraft zu erkldren?

GemiB Bild 3.5b bringen wir im Drehpunkt A zwei gleich grofe,
entgegengesetzte Krifte F an, die zur urspriinglichen Kraft parallel
sind. Zwei Krifte lassen sich, wie schraffiert, zu einem Kriftepaar
zusammenfassen. Dieses erzeugt die Drehwirkung. Die iibrigbleiben-
de Einzelkraft beansprucht die Lenkséule als Querkraft.

Verschiebt man eine Kraft in eine parallele Wirkungslinie im Ab-
stand a, so tritt zusitzlich ein Kriftepaar vom Moment F-a (Ver-
setzungsmoment) auf.

3.4 Das Moment einer Kraft
beziiglich eines Punktes

Vorher haben wir gesehen, dass eine Einzelkraft ebenfalls eine Dreh-
wirkung hat. Im Gegensatz zum Kriftepaar miissen wir dabei einen
Bezugspunkt angeben (Punkt A in Bild 3.5b).

11

Bild 3.3 Drehung und Parallelverschiebung des

Kriftepaares

F=0
F=0

F

a

F

Bild 3.5 Parallelverschiebung einer Kraft
a) Kraft allein
b) verschobene Kraft + Kriftepaar
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Bild 3.6 Beispiele fiir das Moment einer Kraft
a) Moment der Pleuelstangenkraft auf
die Kurbelwelle
b) Moment der verschieden grofen
Riemenkrifte auf die Riemenscheibe

¢) Moment der Gewichtskraft F
beziiglich des Radpunktes A
(Kippmoment)

d) Moment einer Kraft auf die Einspan-
nung (Einspannmoment)

[L_

N )

80 &
2\“ a3y Ve

Wi
eéreknuen gs—

Drehsinn
a) b)

Bild 3.7 Darstellung des Moments
a) Vektoreigenschaften
b) Verdeutlichung mit Hilfe der rechten
Hand

3 Kriftepaar und Moment einer Kraft

Moment einer Kraft in Bezug auf den Punkt A:
M, =F-a in N-m=Nm

Moment gleich Kraft mal Hebelarm

Der Hebelarm ist der lotrechte und somit der kiirzeste Abstand zur
Kraft F.
Beispiele fiir das Moment einer Kraft s. Bild 3.6.

3.5 Darstellung und Eigenschaften
des Moments

Das Moment eines Kriftepaares oder einer Kraft in Bezug auf einen
Punkt ist vollstindig bestimmt durch:

1. Betrag (Zahlenwert einschlieBlich Einheit)
2. Wirkungsebene
3. Drehsinn

Bild 3.7a verdeutlicht diese drei Eigenschaften fiir das Kriftepaar
F - a. Zur Unterscheidung von der Kraft hat der Momentenpfeil eine
Doppelspitze. Wirkungsebene (Pfeilrichtung) und Drehsinn kann man
sich leicht mit der rechten Hand klarmachen, Bild 3.7b: Kriimmen Sie
die Finger in der Drehrichtung der Krifte; der Daumen zeigt dabei in
Richtung des Momentenpfeils.

Wegen der genannten drei Eigenschaften ist das Moment ein Vektor.
Wir schreiben es M und den Betrag M, z. B. M = 100 Nm.
Momente konnen vektoriell addiert werden:

Fly = B, + i, + M 4
Die graphische Addition erfolgt gemdf Bild 3.8 analog zum Krafteck.

Das Moment ist ein sog. freier Vektor, d. h. der Momentenpfeil darf
im Raum parallel verschoben werden, ohne dass sich die Wirkung
auf den starren Korper #ndert, s. Bild 3.3.

In der ebenen Statik, mit der wir uns vorlaufig beschiftigen, treten
nur Momente auf, bei denen die Wirkungsebene in der x,y-Ebene oder
parallel dazu liegt. Der Momentenpfeil ist parallel zur z-Achse (L
Zeichenebene). Zur eindeutigen Kennzeichnung des Moments geniigt
somit der Betrag und der Drehsinn (Vorzeichen). Da die z-Achse aus
der Zeichenebene herauskommt, gilt fiir das Vorzeichen:

<G

Die Momente ein und derselben Ebene, also momentan der x,y-
Ebene, konnen algebraisch addiert werden.



3.6 Das Moment einer Kraft in Bezug auf den Koordinatenursprung

3.6 Das Moment einer Kraft in Bezug
auf den Koordinatenursprung

Die Kraft F in Bild 3.9 zerlegen wir in ihre Komponenten £ und F,.
Jede Komponente ergibt ein Moment um die z-Achse, insgesamt:

Moment einer Kraft F in Bezug auf den Koordinatenursprung:

M=M,=F, -xp, —F  yp 3.1

Das Moment einer Kraft ist gleich der Summe der Momente ihrer
Komponenten.

Ubung 3.1

Auf dem schmalen Holzbalkon gemifl Bild 3.10 stehen 2 Personen
der Gewichtskrifte F;, bzw. F,. Die Gewichtskraft der horizontalen
Tragkonstruktion ist Fg; und die der Briistung F,. Der Blumentrog
stiitzt sich mit der Gewichtskraft F; auf die Briistung ab, zusétzlich
entsteht durch die exzentrische Befestigung ein Kriftepaar (Einzel-
moment) M*. Wie grof3 ist das resultierende Moment M, an der Ein-
spannstelle A der Tragkonstruktion im Mauerwerk (analytische Lo-
sung)?

Zahlenwerte: Fg, =750N; Fg,=400N; Fg,=1500N; F;,=400N;
F;s=500 N; M* = 10" Ncm

1. Was ist ein Kraftepaar?

2. Wann sind zwei Kréftepaare im Gleichgewicht? _

3. Was ist bei der Parallelverschiebung einer Kraft F um den lotrech-
ten Abstand a zu beachten?

4. Welche Merkmale kennzeichnen den Momentenvektor?

5. Welchen Einfluss auf den starren Kérper hat eine Parallelverschie-

bung des Momentenvektors?
M*

50cm
100cm 1
FGa
% y Fo1 Fe2
£ Bild 3.10 Resultierendes
75cm - 3 Moment auf das
Mauerwerk,
150cm Ubung 3.1

13
My
M,
\A"WB
a)
Ve ¥ M
1
1(C
»| o [l
a
b) y 1|
a
C) MR Mb

Bild 3.8 Vektorielle Addition der Momente
a) allgemein
b) Beispiel Kegelradgetriebe:
Antriebsmoment M, Abtriebs-
moment M,
¢) resultierendes Moment M r (wird vom
Fundament aufgenommen)

Xp

Bild 3.9 Moment der Kraft F , berechnet iiber die
Momente der Komponenten F, und F,
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Bild 4.1 Gewichtskrifte auf eine Geschossdecke,
Beispiel 4.1

4 Die resultierende Kraft
eines nicht zentralen
ebenen Kriftesystems

Analytische Lésung flr parallele Krafte, Seileckverfahren

Bei der Belastung von Gebduden, Maschinen usw. ist es zuweilen von
Vorteil, statt vieler Einzelkrifte die resultierende Kraft zu kennen.

4.1 Parallele Krifte

Das ist ein sehr haufiger Fall. Denken Sie nur an die Deckenbelastun-
gen durch die Gewichte von Maschinen und Einrichtungen. Bei paral-
lelen Kriften kann man die resultierende Kraft sehr einfach analytisch
bestimmen.

Die Resultierende IT"R von n parallelen Kriften IT“1 muf} die beiden
Bedingungen erfiillen:

1. FR:ZE (GroBe) (4.1a)
i=1

2. M,=F-a=) F-a (- Lage) (4.1b)

i=1

A ist ein beliebiger Bezugspunkt;
a ist der lotrechte Abstand der Wirkungslinie von Fy zu A.

Beispiel 4.1

Die Geschossdecke einer Fertigungshalle wird zwischen zwei Stiitz-
mauern gemiB Bild 4.1 belastet (F, = 10 kN; F, = 15 kN; F, = 20 kN;
F,=12kN;a,=5m;a,=11 m; a,=21 m; a, =27 m).

Wie grof} ist die resultierende Kraft I:"R? Welchen Abstand a hat ihre
Wirkungslinie vom Punkt A?

Losung:
Mit (4.1a) und (4.1b) folgt:
Fr=F, +F,+F,+F,=5TkN

azFL(Fl-a,+]:2-a2+173-a3+1ﬂ~a4)~16,8m
R



4.2 Beliebige Krifte
4.2 Beliebige Krifte

In diesem Fall eignet sich die graphische Methode besser, und zwar
wenden wir das sog. Seileckverfahren an.

Beispiel 4.2

Auf den Briickentrdger in Bild 4.2a iiben drei Lastwagen folgende
Krifte aus: F,=200kN, F,=280kN (Gewichtskraft und Brems-
kraft), F,=180 kN. Wie groB ist die resultierende Kraft F, (Grofe
und Wirkungslinie)?

Graphische Losung mit dem Seileckverfahren:
Das Seileckverfahren lauft wie folgt ab:

1. Einen malBstiblichen Lageplan zeichnen, Bild 4.2b. Man hitte in
diesem Fall auch die Angabenskizze nehmen konnen.

2. AuBere Krifte im Krifteplan maBstiblich antragen, Bild 4.2c.
Die vektorielle Addition ergibt F (hier F}, =~ 640 kN).

3. Einen Pol P wihlen, Bild4.2c. Die Verbindungslinien (Pol-
strahlen) von P zu den Anfangs- bzw. Endpunkten der Krifte zie-
hen. Im vorliegenden Fall die Polstrahlen O bis 3. Der Pol P ist
zwar beliebig, er sollte jedoch eine giinstige Polfigur ergeben,
d. h. es sind Winkel zwischen den Kriften und den Polstrahlen
von nahe 0° oder 180° zu vermeiden.

4. Im Lageplan Parallelen zu den Polstrahlen ziehen, das ergibt die
Seilstrahlen. Die Wirkungslinie der Resultierenden F, geht durch
den Schnittpunkt der Seilstrahlen O und 3.

Das Seileckverfahren heifit deshalb so, weil ein Seil unter den Krif-
ten F, bis F eine Form annimmt wie der Linienzug der Seilstrahlen O
bis n. Die Polfigur ist die Aneinanderreihung von Kraftecken. Zu
jedem Schnittpunkt dreier Wirkungslinien in der Seilfigur gehort ein
Krafteck in der Polfigur.

Ubung 4.1

Bestimmen Sie fiir das Kriftesystem von Beispiel 4.1 die resultieren-
de Kraft F, (GroBe und Wirkungslinie) mit dem Seileckverfahren.

1. Welche Bedingungen muss die resultierende Kraft eines ebenen
parallelen Kréaftesystems erflllen?

2. Durch welchen Schnittpunkt geht die Resultierende beim Seileck-
verfahren?

15

50
40
30 |

AN I
VE 2 "3

IEJ MaBe in m
a) m=10 m/cm

N B
S

b) ‘h;

m:=100 kN/cm

kY

c)

Bild 4.2 Bestimmung der Resultierenden mit dem
Seileckverfahren
a) Anordnung
b) Lageplan (Seilfigur)
c) Krifteplan (Polfigur)



16

7

.
a) Belastungs—
krdfte
F
]
JVFG
b) Lagerreaktionen

Bild 5.1 Briickentriger

a) Triger auf Pfeilern gelagert

b) freigemachter Triger

Y
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Bild 5.2 Bewegungsmoglichkeiten eines Korpers

in der Ebene

5 Lagerung von Korpern

Freimachen, Lagerreaktionen, Lagerungsarten ebener Kérper, Bewe-
gungsmdglichkeiten (Freiheitsgrade), Wertigkeit einer Lagerung, ent-
artete Lagerung, statisch bestimmt oder unbestimmt, Mechanismus

Fast alle Bauteile sind ganz oder zumindest teilweise gelagert, d. h.
mit dem Fundament oder dem Nachbarbauteil verbunden. Ausnah-
men sind schwimmende und fliegende Bauteile.

Die Lagerungen haben 2 Aufgaben:

1. das Bauteil in einer gewiinschten Lage zu halten (kinematisches
Problem),

2. Krifte zu iibertragen (Problem der Statik).

5.1 Freimachen eines Korpers

Um zu erkennen, welche Krifte die Lagerstellen auf den Korper aus-
iiben, wird dieser aus seiner Verbindung gelost (freigemacht oder
freigeschnitten). Dabei werden die Lagerkrifte, die vorher innere
Krifte waren und folglich nicht in Erscheinung traten, zu dufleren
Kriften; Beispiel Briickentrdger in Bild 5.1.

Die Krifte von den Lagern auf den Korper nennen wir Reaktions-
krifte oder Lagerreaktionen. Es sind sog. Zwangskrifte.

Belastungskrifte und Lagerreaktionen bilden zusammen das Krifte-
system am Korper. Kriftepaare (Einzelmomente) sind hierin einge-
schlossen. Dieses Kriftesystem muss im Gleichgewicht sein (hierzu
Kap. 6 bis 8).

Ein Korper kann auch aus einem System von Teilkorpern bestehen,
die in diskreten Punkten miteinander verbunden sind. In diesem Falle
kann man einzelne Teilkorper aus dem System herauslosen, wobei die
Krifte in den Verbindungsstellen wie Lagerreaktionen zu behandeln
sind. Auch das Kriftesystem fiir jeden beliebigen Teilkorper muss im
Gleichgewicht sein.

Wurde der Richtungssinn einer Lagerreaktion falsch eingezeichnet,
ergibt sich in der Losung fiir diese Lagerreaktion ein negativer Wert.

5.2 Lagerungsarten ebener Korper

Ein vollkommen freier Korper hat in der Ebene 3 Bewegungsmog-
lichkeiten (man sagt auch Freiheitsgrade), Bild 5.2:

Verschiebung in x-Richtung
Verschiebung in y-Richtung
Drehung in der x,y-Ebene (um die z-Achse)
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Lager—
Lagerungsart reaktionen
Clrmwa rtima | Amnar
Einwertige Lager
Bezeichnung: Rollen— bzw. Loslager
Symbol: -&bzw.-&bzw. D
— —
W SIS SIS
Rollenlager, Abstlitzung auf Pendelstlitze,
Loslager glatter Unterlage Zweigelenkstab
@
— — — reibungsfreie Hilse mit Gelenk
Zweiwertige Lager
Bezeichnung: Gelenk bzw. Festlager
Symbol: 8 bzw. R bzw. A

I =

Gelenk, zwei nichtparal—
Festlager lele Pendelstiitzen

kurzes Lager

Dreiwertige Lager
Bezeichnung: Einspannung
Symbol:

.

Einspannung

H

Gelenk und Rollenlager zusammen

ne

Spezielle Lager

Moment und 1 Kraft

s deed]

Y /fj—(\
/
Z = W

Schiebehlilse Befestigung mit zwei

Pendelstiitzen

(I\@‘

)

Bild 5.3 Lagerungsarten und Lagerreaktionen ebener Korper
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Bild 5.4 Entartete Lagerung

statisch

% bestimmt

R Mechanismus

1fach statisch

77_% unbestimmt

2fach statisch

A
\,

- 2
\

2 \,-F

7

/ \F

2

A, unbestimmt

Bild 5.5 Verschiedene Lagerungen eines Balkens

5 Lagerung von Korpern

Die Lager iiben einen Zwang auf den Korper aus. Je nachdem, wie-
viele Freiheitsgrade behindert werden, spricht man von ein-, zwei-
oder dreiwertigen Lagern. In Bild 5.3 sind hidufige Lagerungsarten
mit den zugehorigen Symbolen sowie spezielle Konstruktionen wie-
dergegeben.

Rollenlager und Abstiitzung wirken gemif} Bild 5.3 nur auf Druck; es
gibt jedoch auch Ausfiihrungen, die sich fiir Druck und Zug eignen.

Einige Lager konnen auch im rdumlichen Fall eingesetzt werden
(Kap. 8.4).

Entartete Fille wie in Bild 5.4 sind zu vermeiden. Die Wirkungslinien
der drei Pendelstiitzen treffen sich in einem Punkt. Um diesen Punkt
kann der Korper sich drehen, wenn auch nur wenig. Die Lagerung ist
somit kinematisch nicht bestimmt. Auflerdem lassen sich die Lager-
kréfte statisch nicht bestimmen. Ein entarteter Fall liegt auch vor,
wenn die drei Pendelstiitzen zueinander parallel angeordnet sind.

Ein Bauteil, das in einer Ebene belastet ist, ist statisch bestimmt
gelagert, wenn durch die Lager genau 3 Freiheitsgrade einge-
schrinkt werden, ndmlich 2 Verschiebungen und 1 Drehung.

Statisch bestimmt heiflt ferner, dass die Lagerreaktionen allein mit
den Gesetzen der Statik bestimmt werden konnen.

Sind weniger als 3 Freiheitsgrade eingeschrinkt, handelt es sich um
einen Mechanismus (Getriebe, Auto, s. Teil 2).

Sind mehr als 3 Freiheitsgrade eingeschrinkt, nennen wir es sta-
tisch unbestimmt (in der Literatur manchmal auch iiberbestimmt).
Zur Bestimmung der Lagerreaktionen ist zusétzlich die Verformung
heranzuziehen. Das ist eine Aufgabe der Festigkeitslehre.

Bild 5.5 soll obiges verdeutlichen.

Die statische Bestimmtheit eines Bauteils hingt nur von der Lagerung
und nicht von der Belastung ab.

1. Welche Aufgaben erfullen Lagerungen?

2. Welche Freiheitsgrade hat ein Korper in der Ebene?

3. In welchem Fall ist ein Bauteil, das in der Ebene belastet ist, sta-
tisch bestimmt gelagert?



6 Ebene Kriftesysteme
im Gleichgewicht

Gleichgewichtsbedingungen fiir ebene Probleme, graphisches Verfah-
ren fir 3 Krafte, CULMANNSsche Gerade, Seileckverfahren

Ein Korper befindet sich im Gleichgewicht, wenn die folgende Be-
dingung erfiillt ist:
F,=0 und M,=0. (6.1)

In Worten: Resultierende Kraft gleich null, resultierendes Moment
beziiglich eines beliebigen Punktes A gleich null.

Mit den kartesischen Komponenten: Symbolisch:
Fou =Y F;=0 -
Fpy =) F,=0 T (6.2)

M, =Y (F-x,~F,-3)+ 2. M =0 o

Die Summationsindizes i und j laufen von 1 bis zur Anzahl der
Krifte bzw. Einzelmomente. Koordinatenursprung ist der Bezugs-
punkt A. Die Momente drehen um die z-Achse. x; und y, sind die
Koordinaten der Kraftangriffspunkte.

Die Gleichgewichtsbedingungen gelten auch fiir einzelne Teile des
gesamten Korpers.

Anstelle der Kriftegleichgewichtsbedingungen Fy, =0 und Fp =0
konnen auch zusitzliche Momentenbedingungen My=0 und M.=0
verwendet werden. Die Bezugspunkte A, B und C diirfen nicht auf
einer Geraden liegen.

Mit der nicht verwendeten Kriftegleichgewichtsbedingung kann eine
Ergebniskontrolle durchgefiihrt werden.

In den beiden folgenden Unterkapiteln wollen wir zunéchst Krifte-
systeme mit 3 bzw. 4 Kriften behandeln. Dabei bevorzuge ich die
graphischen Losungsverfahren, weil sie meist einfacher und iiber-
sichtlicher als die Rechnung sind. Die allgemeinen Kriftesysteme im
dritten Unterkapitel bestimmen wir dagegen in der Regel analytisch.

Einheitlich in allen drei Fillen gilt: I:“R =0 bedeutet graphisch, dass
sich das Krafteck schliefen muss (aus Bild 2.1 direkt ersichtlich).

6.1 Drei nichtparallele Krifte

Wir bringen die Wirkungslinien von zwei Kriften zum Schnitt. Das
Moment um den Schnittpunkt kann nur dann null sein, wenn auch die
dritte Wirkungslinie durch diesen Punkt geht.
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b=3,75m

\

3m

O:
LK

F=20kN

a)

b)

d)

Bild 6.1 Wanddrehkran aus Beispiel 6.1
a) Anordnung
b) freigemachter Kran
c¢) Krifteplan
d) Skizze fiir die analytische Losung
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Wirkungslinie

500mm

a=

Die Punkte A, B, C, D
sind reibungsfreie Gelenke

a

by
zu Bild 6.2

6 Ebene Kriftesysteme im Gleichgewicht

Drei Krifte sind im Gleichgewicht, wenn ihre Wirkungslinien sich
in einem Punkt schneiden und das Krafteck sich schlief3t.

Beispiel 6.1

Welche Krifte miissen die Lager A und B auf den Wanddrehkran in
Bild 6.1a ausiiben, damit er sich im Gleichgewicht befindet?

Losung:
Zunichst der graphische Losungsweg:

Der Kran wird von den Lagern gelost (freigeschnitten), um die Lager-
reaktionen einzeichnen zu konnen, Bild 6.1b. B ist ein Loslager; die
Wirkungslinie der Kraft Fj liegt horizontal. Sie schneidet sich mit der
Wirkungslinie von F im Punkt C. Die Wirkungslinie der Zapfenla-
gerkraft F, muss ebenfalls durch C gehen.

Den Krafteplan in Bild 6.1 ¢ beginnen wir mit der bekannten Kraft F
(F = 2 cm). Dann zeichnen wir an F Parallelen zu den Wirkungs-
linien von F und F und erhalten daraus das Krafteck. Die Pfeile
miissen einen einheitlichen Umlaufsinn ergeben, im vorliegenden Fall
den Uhrzeigersinn. In den Lageplan iibertragen machen die Pfeile
deutlich: Lager B zieht am Kran, Lager A {ibt eine schrige Druckkraft
aus.

Analytischer Losungsweg, hierzu Bild 6.1d:

Wir wenden die 3 Gleichgewichtsbedingungen an; die Reihenfolge
spielt hierbei keine Rolle.
@ F-b 20kN-3,75m

Fp-a-F-b=0 > F= = =25kN
a 3m

—> F,-F,=0—> F_ =F,=25kN

1+ F,-F=0 - F,=F=20kN

Fy =\F2 +F} =257 +20> kN ~ 32 kN

F 20 kN
o = arctan A arctan ~ 39°
25 kN

Ax

Beispiel 6.2

Bild 6.2a zeigt eine Teleskop-Gartenschere. Wir nehmen folgenden
Fall an: Die Schere wird durch die Handkraft F' = 50 N zusammenge-
driickt. Dadurch entsteht an der Schneide eine resultierende Kraft F}
mit einer zu F parallelen Wirkungslinie.



6.1 Drei nichtparallele Krifte

Man ermittle:
1. analytisch die Gelenkkraft F; in C,
2. graphisch die Kraft FS und die Gelenkkraft FB in B.

Losung:

1. Bild 6.2b zeigt den freigemachten linken Hebel L mit den Kriften
F und F_. sowie den nicht gefragten Kraftkomponenenten in A.
Das Zwischenglied mit den Gelenken C und D stellt einen Zwei-
gelenkstab dar, damit liegt die Wirkungslinie von F. auf der Ver-
bindungslinie C-D.

Wir stellen das Gleichgewicht der Momente um A auf:

D F.q—F.sin57° b=0

p— F.a p—
" b-sin57°

50 N - 500 mm
32 mm - sin 57°

~0932 N

Dabei lduft es gemélB Bild 6.2c auf das Gleiche hinaus, ob wir
Fo,-b=F-sin57°-b (Normalkraft mal Abstand R‘) rechnen,
oder F.- b - sin 57° (Kraft mal Hebelarm, wobei fiir den Hebelarm
das Lot vom Bezugspunkt A auf die Wirkungslinie zu nehmen
ist).

2. Jetzt wird das Schneideteil M frelgemacht und ins Gle1chgew1cht
gesetzt, Bild 6.2d. Die Gelenkkraft F ist so grof} wie FC, jedoch
entgegengesetzt gerichtet. Wir schneiden die erkungshmen von
F und F die Wirkungslinie der Gelenkkraft F muss eben-
falls durch diesen Schnittpunkt gehen. Damit ldsst sich das Kraft-
eck gemif Bild 6.2e zeichnen.

Ubung 6.1

Mit dem Hakenschliissel gemif3 Bild 6.3 soll das Moment 40 Nm auf
die Welle ausgeiibt werden. Die resultierende Kraft am Haken gehe
durch den Punkt A; der Kontakt bei B sei reibungsfrei.

Wie grof} sind die Krifte an den Punkten A und B auf den Schliissel?
(Losung graphisch und analytisch)

Ubung 6.2

Ein Mast von F; =5 kN Gewichtskraft wird gemdf Bild 6.4 mittels

Greifzug aufgerichtet (o = 19°; = 11°).

1. Welche Gesamtkraft zerrt am Pfosten P? (Losung graphisch und
analytisch)

2. Welche Kraft F muss der Greifzug ausiiben?
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mg=200N[cm D

Fsms470N
e) Fgr1320N

fo

Bild 6.2 Gartenschere aus Beispiel 6.2
a) Anordnung
b) freigemachter linker Hebel
¢) zwei Moglichkeiten der Berechnung
des Moments
d) freigemachtes Schneideteil M
e) Krafteck fiir Schneideteil M
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Bild 6.3 Hakenschliissel aus Ubung 6.1

9 ""‘-’7 NN Y PN N N N N N N0 NI
ARG

Bild 6.4 Aufrichten eines Mastes mittels Greifzug,
Ubung 6.2
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650

7

Bild 6.6 Geriist aus Ubung 6.4

6 Ebene Kriftesysteme im Gleichgewicht
Ubung 6.3

Mit dem Hebel in Bild 6.5 wird iiber die Stange S ein Kolben K
bewegt. Alle Gelenke sind reibungsfrei.

Ermitteln Sie graphisch:

1. die Kraft Fy in der Stange S

2. die Lagerreaktion F, in A

3. die Krifte auf den Kolben, FKH und FKt, d. h. normal und tangen-
tial zur Kolbenachse.

Ubung 6.4

An dem Geriist gemil3 Bild 6.6 wird iiber eine reibungsfrei ange-
nommene Rolle die Masse m der Gewichtskraft F;=1kN hoch-
gezogen. Das Geriist besteht aus den Stében 1 und 2 in der Zeichen-
ebene und einer horizontalen Abstiitzung normal zur Zeichenebene.

Ermitteln Sie graphisch und analytisch die Krifte ', und F, in den
beiden Stiben (mit Angabe ob Zug oder Druck).

Ubung 6.5

Die Lokomotivbremse in Bild 6.7 wird durch Druckluft von 10 bar
tiber einen Kolben von 160 mm betitigt. Uber die Spreizhebel S
werden die an den Hebeln B-D und C-E befestigten Bremsklotze auf
die Krinze zweier benachbarter Rader gedriickt.

Unter Vernachlissigung der Reibungskrifte sind zu bestimmen:

1. die Kolbenkraft F

2. die Kraft Fyin den Spreizhebeln §

3. die Normalkraft Fy, mit der jeder Bremsklotz auf den Radkranz
driickt.

6.2 Zerlegung einer Kraft
nach drei Wirkungslinien

Die drei Wirkungslinien diirfen sich nicht in einem Punkt schneiden.

Selbstverstindlich kann dieser Aufgabentyp immer auch analytisch
gelost werden. Das folgende graphische Verfahren ist jedoch an-
schaulicher.

In Bild 6.8a wirken vier Krifte auf einen ebenen Korper. Gleich-
gewicht kann nur herrschen, wenn die Resultierenden von je zwei
Kriften auf derselben Wirkungslinie liegen und entgegengesetzt
gleich sind:

F1,2= F3,4



6.2 Zerlegung einer Kraft nach drei Wirkungslinien

Praktisches Vorgehen:

Gegeben seien die Kraft Fl sowie die Wirkungslinien von Fz, F3 und

F,.

Gesucht sind die Betrige F,, F,, F, und die Richtungen.

Losung:

1. Man bringt Fl mit irgendeiner Wirkungslinie zum Schnitt, z. B.
mit der Wirkungslinie von Fz (Schnittpunkt I).

2. Man zeichnet den Schnittpunkt II der beiden verbleibenden Wir-

kungslinien.
3. Die Verbindungslinie I-1I heiBt CULMANNsche' Gerade C.

4. Man zeichnet das Krafteck mit Fl, F und FC, also mit den Kriften,
deren Wirkungslinien sich in I schneiden, Bild 6.8b (Krafteck I).
5. Man schlieft das Krafteck des Punktes Il mit den Kriiften — F., F

und F4 unmittelbar an das erste Krafteck an.
6. Die Pfeile folgen in einem einheitlichen Umfahrungssinn aufei-
nander.

Beispiel 6.3

Fiir den Stabverband in Bild 6.9a sind die Krifte in den Stében 1 bis
3 sowie die Lagerreaktionen in A und B zu bestimmen. Alle Stabver-
bindungen seien reibungsfreie Gelenke.

Losung:

Wir schneiden ein Teil gemal Bild 6.9b heraus. Die Stabachsen sind
gleichzeitig Wirkungslinien der Stabkrifte (Zweigelenkstibe).
Die duBeren Krifte F, und F, lassen sich zu einer resultierenden
Kraft F zusammenfassen, Bild 6.9c. Diese zerlegen wir mittels
CULMANNSscher Geraden in die drei Wirkungslinien der Stabkrifte.

Hierzu schneiden wir F und F (Punkt I) sowie Fl und F (Punkt
II). Zwischen den beiden Schmttpunkten liegt die CULMANNsche
Gerade C. Fiir den Punkt I kénnen wir das Krafteck aus F, F und F
Zelchnen Bild 6.9¢c. Daran schlieBen wir das Krafteck aus —FC , F und
F fiir Punkt IT an. Die Pfeilrichtung ergibt sich aus der Bedingung,
dass die Pfeile einen einheitlichen Umlaufsinn ergeben miissen (hier
rechts herum). Fiir FC kann die Pfeilspitze auch weggelassen werden,
da F im Weiteren nicht mehr interessiert. Die Richtungen von F1 , F

und F tibertragen wir in den Lageplan und erkennen so, ob es sich
um einen Zug- oder Druckstab handelt. Lagerreaktion FA ist gleich
der Stabkraft F|. F; ist die Resultierende aus F, und F;.

' CARL CULMANN 1821 - 1881
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Bild 6.7 Lokomotivbremse aus Ubung 6.5

b) /-‘3\\/

Bild 6.8 Zerlegung einer Kraft nach drei
Wirkungslinien
a) Konstruktion der CULMANNSschen
Geraden
b) Krifteplan
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b)

£=1000 N

500N

A4
1N

1 s

e

! U,o U,4

MaBe in m

mg=400 N/cm

Bild 6.9 Stabverband aus Beispiel 6.3

a) Anordnung

b) herausgeschnittener Teil
c) Krifteplan

Bild 6.10 TellerstoBel aus Ubung 6.6

6 Ebene Kriftesysteme im Gleichgewicht

Ergebnisse:

F,= 1010 N (Zugstab); F, ~ 1170 N (Druckstab); F; = 720 N (Druck-
stab); F, = 1010 N; F; = 1740 N.

Ubrigens, auch F, F, und F, ergeben ein geschlossenes Krafteck.
Das entspricht dem Gleichgewicht von 3 Kriften gemidfl Kap. 6.1.
Dieser Fall liegt vor, wenn wir das Stabwerk in den Lagerpunkten A
und B freimachen.

Ubung 6.6

Der Tellerstoflel in Bild 6.10 soll eine Kraft vom Betrag F =60 N
ausiiben.

1. Mit welcher Kraft I:”N muss der Kreisbogennocken auf den Teller
driicken? - ~
2. Bestimmen Sie auch die Lagerreaktionen F, und F;.

Hinweis: Reibung ist zu vernachldssigen; graphische Losung.

Ubung 6.7

Der Wagen in Bild 6.11 wird durch die Pendelstiitze D-E am Weg-
rollen gehindert. Die Gewichtskraft F; von Wagen und Ladung be-
triagt 50 kN.

Bestimmen Sie graphisch die Lagerreaktionen der Rider und die
Kraft F; in der Pendelstiitze.

Ubung 6.8

Ein Boot ist gemidl Bild 6.12 mittels der Seile S, und S, sowie des
Pfahls P am Flussufer festgemacht. Die Stromung iibt auf das Boot
eine Kraft der Grofle F = 1 kN aus.

1. Bestimmen Sie graphisch die Seilkrifte F51 und Fsz sowie die

Kraft 17“1, mit der der Pfahl auf das Boot driickt.
2. Wiirde das Boot bei Stromungsumkehr in der gezeichneten Lage
bleiben (mit Begriindung)?

6.3 Beliebiges ebenes Kriftesystem
(einschlieBlich Einzelmomente)

Diesen Fall 16sen wir meist analytisch mit den Gleichgewichtsbedin-
gungen (6.1) bzw. (6.2). In Einzelfillen, wo die Rechnung sehr auf-
wendig wire, wenden wir das graphische Seileckverfahren an.

Es folgen je ein Beispiel fiir die analytische und die graphische Losung
sowie Ubungen.
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Beispiel 6.4

Bild 6.13a zeigt schematisch Kraftwirkung und Lagerung einer An-
triebseinheit. Das Antriebsmoment, das nach auflen abgegeben wird,
hat ein Gegenmoment M* = 100 Nm zur Folge, das auf die Aufhin-
gung (Lagerung) wirkt. Gleichzeitig ist auch die Gewichtskraft der
Antriebseinheit F; =4000 N und eine Trigheitskraft F =2000 N
aufzunehmen. MaBle: a =0,2m; »=0,3m; ¢c=0,1 m.

MaBe in m
Bild 6.11 Wagen aus Ubung 6.7

Welche Lagerreaktionen treten in A und B auf?

Losung:

Bild 6.13b stellt das an den Lagern freigemachte System dar. A ist
ein Festlager mit den Lagerreaktionen F,, und F,, (horizontal bzw.
vqertikal). Im Loslager B kann nur eine vertikale Kraft auftreten, kurz
F; genannt. Den Richtungssinn einer Lagerreaktion darf man beliebig

einzeichnen. Stimmen eingezeichnete und wirkliche Richtung nicht B N _ _ ~ F=1kN
iiberein, ergibt sich ein negativer Wert fiir die Lagerreaktion. -
Zunichst das Momentengleichgewicht um A: St 'P N o2
O F.(a+b)-M*—F,-a+F-c=0
! 11 2 3 2,5
— % .a—F -
—>FB—a+b(M +Fy-a—F-c) MaBe in m
1 Bild 6.12 Festmachen eines Boots, Ubung 6.8
F=——-om (100 + 4000 - 0,2 -2000 - 0,1) Nm =1400 N
0,5m
Wir schreiben zusitzlich das Momentengleichgewicht um B an. Die
nichtverwendete Kraftbedingung ermoglicht am Schluss eine Kon-
trolle.
a b
B _F (a+b)-M*+F, - b+F-c=0
1 Nl
—>F, = -M*+F.-b+F-c + ) %
Av a+ b ( G ) M* ﬁ Q
1
F,, :—(—100+4000-0,3+2000~O,1) Nm = 2600 N g g
0,5m a) A B
Horizontales Gleichgewicht: 5—
ﬂb M* |
—> F,-F=0 - F,,= F=2000 N '1/_;\\/ */__ 1/—'8
G
Kontrolle mit Hilfe des vertikalen Gleichgewichtes: b) I I
1 F.-F;+F,=2600N-4000N + 1400 N =0 Bild 6.13 Antriebseinheit aus Beispiel 6.4

. . a) Kraftwirkung und Lagerung
Die Rechnung stimmt. b) mit Lagerreaktionen
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o) BW me= 100 kN/cm
Bild 6.14 Briicktentriger aus Beispiel 6.5
a) Anordnung
b) Lageplan (Seilfigur)
c) Krifteplan (Polfigur)

6 Ebene Kriftesysteme im Gleichgewicht

Resultierende und Winkel bei A:

Fy =+/F2 + F2, =/20002 + 26002 N ~3280 N

F,, 2600 N
o = arctan —— = arcta

n ~52°
Fyp 2000 N

Beispiel 6.5

Der Briickentriger in Bild 6.14a wird durch drei Fahrzeuge mit den
Kriften F; =200 kN, F,=280 kN und F,= 180 kN belastet.

Uber das Seileckverfahren sind die Lagerreaktionen in A und B zu
bestimmen.

Losung:

In Beispiel 4.2 haben wir fiir den gleichen Tréiger mit Hilfe des Seil-
eckverfahrens die Resultierende bestimmt. Jetzt werden wir dieses
Verfahren erweitern.

Wir schneiden gemif3 Bild 6.14b den Briickentriager von den Lagern
frei. Das Rollenlager B kann nur eine vertikale Kraft iibertragen. Am
Gelenk A (Festlager) kennen wir die Wirkungslinie nicht.

Wiirde nur eine duflere Kraft wirken, konnten wir graphisch wie in
Kap. 6.1 vorgehen. Bei mehr als einer duBleren Kraft kommt man
graphisch mit dem Seileckverfahren weiter. Dieses lduft wie folgt ab
(hierzu Bild 6.14b und c¢):

1. AuBere Krifte im Krifteplan (Polfigur) mafstéblich antragen.

2. Einen Pol P wihlen. Die Verbindungslinien (Polstrahlen) von P zu
den Anfangs- bzw. Endpunkten der Krifte ziehen. Im vorliegen-
den Fall die Polstrahlen O bis 3.

3. Im Lageplan gemif Bild 6.14b Parallelen zu den Polstrahlen zie-
hen, das ergibt die Seilstrahlen. Der Seilstrahl 0 muss durch das
zweiwertige Gelenk A gehen, fiir welches die Wirkungslinie der
Lagerreaktion nicht bekannt ist.

4. Schlusslinie s vom Gelenkpunkt A zum Schnittpunkt des Seil-
strahls 3 mit der Wirkungslinie von Fj ziehen.

5. In der Polfigur teilt die Schlusslinie s die Resultierende aus F, bis
F, in die Lagerreaktionen F; und F, auf. D.h. zunichst kann
das Krafteck aus Schlusslinie s, Polstrahl 3 und F; gezeichnet
werden. F, muss das Kriftepolygon schlieBen. Die Pfeilspit-
zen der Lagerreaktionen ergeben sich aus dem einheitlichen Um-

laufsinn im Kriftepolygon.
Ergebnis: F, ~ 325 kN; F =330 kN

Das Seileckverfahren ist der Handrechnung iiberlegen, wenn viele
dufere Krifte wirken und die Hebelarme schwierig zu berechnen
sind. Das vorgefiihrte Beispiel erfiillt diese Kriterien nicht, ist jedoch
leicht nachvollziehbar.
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Bild 6.15 Vertikal verfahrbare Arbeitsbiihne,
Ubung 6.9
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Bild 6.16 Klapptisch aus Ubung 6.10
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Bild 6.17 Seilumlenkung eines Skiliftes,
Ubung 6.11
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Bild 6.18 Tragmast fiir den Fahrdraht, Ubung 6.12
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6 Ebene Kriftesysteme im Gleichgewicht

Ubung 6.9

Die Arbeitsbiihne in Bild 6.15 hat die Eigengewichtskraft F; =1 kN.
Die duBlere Kraft betrigt F'= 5 kN. Mit Hilfe der Hubstange kann die
Biihne an der vertikalen Fiihrung nach oben und unten gefahren wer-
den.

Berechnen Sie die Hubkraft F}; und die Krifte an den Rollen A
und B. Reibungskrifte sind zu vernachléssigen.

Ubung 6.10

Fiir den Klapptisch in Bild 6.16 sind zu berechnen:
1. die Krifte auf die Beine bei A, B, C und D

2. die Seilkraft Fg

3. die Kraft vom Bein 1 auf Bein 2 im Gelenk E.

F, =400 N; F,= 100 N; Reibungskrifte sind zu vernachlissigen.

Ubung 6.11

Fiir die Seilumlenkung eines Skiliftes, Bild 6.17, sind die Hebelver-
hiltnisse a/b und c/d so festzulegen, dass jede der 10 Rollen (theo-
retisch) gleich belastet wird. Die schwach gekriimmte Seilkurve kann
vereinfachend als gerade Linie angenommen werden, sodass alle
Hebel zueinander parallel sind. AuBer a, b, ¢ und d sind die Hebel
immer symmetrisch angeordnet.

Ubung 6.12

Der Mast in Bild 6.18 trdgt den Fahrdraht an einer Bahnstrecke. An-
teilige Drahtlast ;=800 N. Der homogene Tridger T hat die Ge-
wichtskraft F'.= 600 N. Er wird iiber die drei Seilstiicke zwischen den
Punkten A, B, C und D sowie den Pendelstiitzen P, und P, gehalten.
Seile und Pendelstiitzen werden gewichtslos angenommen. Der Git-
termast selbst hat die Gewichtskraft Fy;= 3000 N.

Uber das Seileckverfahren oder analytisch sind zu bestimmen:

1. Seilkraft 1:"3 und Gelenkkraft 1’7“E (Reaktionskraft des Mastes)
2. die Lagerreaktionen in K und L.

—_

. Unter welchen Bedingungen ist ein Kraftesystem im Gleichgewicht?

2. Was bedeutet es graphisch, wenn 3 Kréfte im Gleichgewicht sein
sollen?

3. In welchem Fall kann man die CULMANNsche Gerade verwen-
den?

4. Wie erhdlt man beim Seileckverfahren die Schlusslinie? Durch
welchen Punkt im Lageplan muss diese stets gehen?

5. Welche Bedeutung hat die Schlusslinie in der Polfigur?



7 Lagerreaktionen von
typischen ebenen Tragwerken

Balken auf zwei Stitzen, eingespannter Balken, GERBER-Trager,
Dreigelenkbogen

Im Folgenden behandeln wir vier hiaufig verwendete Tragwerke.

7.1 Balken auf zwei Stiitzen

Dieser ist uns bereits friiher begegnet. Bild 7.1 zeigt vier typische
Ausfithrungen. Als Belastungen treten auf: Einzelkrifte F, Strecken-
lasten g und Einzelmomente (Kréftepaare) M*.

Die Lagerreaktionen ergeben sich analytisch mit den Gleichungen
(6.1) bzw. (6.2).

Fiir den Fall M* =0 konnen wir auch die bekannten graphischen
Verfahren anwenden, und zwar:

1. Die Wirkungslinien von 3 Kriften schneiden sich in einem Punkt.
2. Seileckverfahren (bei mehr als einer dulleren Kraft).

Ubung 7.1

Bild 7.2 zeigt eine Arbeitsbiihne, die bei A und B gelenkig gelagert
und durch die Krifte F; bis F, belastet wird. Die rechte Stiitze ist bei
C gelenkig angeschlossen.

Ermitteln Sie die Lagerreaktionen I:”A und IT“B (analytisch und mit
Hilfe des Seileckverfahrens).

Zahlenwerte: F,=2,5kN; F,=15kN; F;,=3kN; F,=1kN

7.2 Der eingespannte Balken

Die einfachste Form zeigt Bild 7.3. Dariiber hinaus gibt es die ver-
schiedenartigsten Ausfiihrungen, dhnlich denen in Bild 7.1.

Den eingespannten Balken wollen wir nur analytisch mit den Glei-
chungen (6.1) bzw. (6.2) behandeln.

Ubung 7.2

Fiir den Balken aus Ubung 3.1 sind die Lagerreaktionen im Einspann-
punkt A zu bestimmen.
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Bild 7.2 Arbeitsbiihne aus Ubung 7.1
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Bild 7.4 GERBER-Triger
a) Anordnung
b) an den Lagern freigemacht und am
Gelenk durchgetrennt
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Bild 7.5 Erweiterung des GERBER-Trégers durch
je ein Loslager und ein Gelenk
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Bild 7.6 GERBER-Triger mit Einspannung A,
Loslager B und Gelenk G

7 Lagerreaktionen von typischen ebenen Tragwerken

7.3 GERBER'-Triger

Die prinzipielle Anordnung gibt Bild 7.4a wieder: Der Triger
wire mit einem Festlager und zwei Loslagern 1-fach statisch unbe-
stimmt gelagert, wenn er nicht zusitzlich eine Gelenkverbindung G
besile.

Trennen wir den Triager gemal Bild 7.4b am Gelenk durch, kénnen
wir auBer den 4 Lagerreaktionen F,,, F,, Fy, F, die beiden Gelenk-
krifte Fg, und Fg, einzeichnen. Zusammen sind das 6 unbekannte
Krifte. Zur Losung stehen an jedem Balkenteil 3, insgesamt somit 6
Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung. Statt eines Teilsystems
kann auch der Gesamttriger ins Gleichgewicht gesetzt werden.

Interessieren die Gelenkkrifte F;, und F nicht, vereinfacht sich die
Rechnung, wenn wir folgendermaf3en vorgehen:
1. M;=0 fiir den linken oder rechten Trédgerabschnitt.

2. YF, =0; YF,=0; M=0 (fiir das Gesamtsystem.

Der GERBER-Tréger ldsst sich gemidfl Bild 7.5 beliebig erweitern,
wenn wir fiir jedes zusitzliche Rollenlager je ein Gelenk anbringen.

Bild 7.6 stellt ebenfalls einen GERBER-Tréger dar.

Beispiel 7.1

Bild 7.7 a zeigt eine Zugbriicke iiber einen schmalen Kanal. Die Fahr-
bahn ist am Festlager A sowie an den Loslagern B und C gelagert. Der
Teil G-C kann iiber Seil und Winde hochgezogen werden. Drehpunkt
ist das Gelenk G. Im heruntergelassenen Zustand hingt das Seil
schlaff.

Die Belastung besteht aus den Gewichtskriften der beiden Briicken-
teile F,=400kN und F,=160 kN sowie den Verkehrslasten F,=
200 kN, F,=250kN und F;=90kN (am Teil G-C wirkend, z. B.
Bremskraft).

Zu berechnen sind die Lagerreaktionen in A, B und C sowie die Krif-
te im Gelenk G.

Losung:

Wir schneiden den Briickentriger an den Lagern und am Gelenk frei
und tragen Lagerreaktionen und Gelenkkrifte ein, Bild 7.7b. An-
schlieBend stellen wir je 3 Gleichgewichtsbedingungen am rechten
und linken Teilsystem auf:

' GOTTFRIED HEINRICH GERBER 1832 — 1912



7.3 GERBER-Triger

Rechtes Teilsystem:
& F,-8m+F-2m-F,-2m-F,-4m=0

Fcy:%(—F5-2+F4-2+F2-4)
Fcy=%(—90-2+250-2+160.4)kN=120kN
— F,-F,=0 - F,=F,=90kN
O _F - 8m+F-2m+F, 6m+F,-4m=0
1
FGy:g(FS-2+F4-6+F2'4)
FGy=é(90-2+250~6+160-4)kN=290kN
Kontrolle:

T Fo—F,=F,+ F,=(290 - 250 - 160 + 120) kN =0
Linkes Teilsystem:

“ F

By~14m—F305m—Fl -7m—FGy~ 16m=0

1
Fy, :a(ﬂ -5+ F,-7+Fg,-16)

Fyy = (200-5+400-7+290- 16) KN ~ 603 kN
Y 14

- F,-F,=0 —> F,=F,=90kN
B _F,  4m+F, 9m+F, Tm-Fg-2m=0
1
FAY:H(F3-9+FI-7—FGY-2)
F :i(200-9+400~7—290-2)kNz287kN
M 14
Kontrolle:

0 F., —F,— F,+ Fy,— Fg,= (287 - 200 — 400 + 603 —290) kN = 0

Ubung 7.3

Bild 7.8 zeigt ein Pkw-Wohnwagen-Gespann. Fiir den Fall, dass es
auf horizontaler Strecke steht, sind die Radlasten bei A, B und C so-
wie die Kraft in der Kupplung K zu berechnen.

Gewichtskrifte: F;; =20 900 N; F;,=11 800 N
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MaBe in m

b)

Bild 7.7 Zugbriicke aus Beispiel 7.1
a) Anordnung
b) die freigemachten Teilsysteme

1200, 132
i (TTE ; -
G2
_— = i lf
&) O
A E, B 5
2800 1250 3965 |

Bild 7.8 Pkw-Wohnwagen-Gespann aus Ubung 7.3
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G R 7.4 Dreigelenkbogen

M*

Der Dreigelenkbogen (Dreigelenkrahmen) besteht aus zwei beliebig
geformten Tragern mit drei Gelenken, die nicht auf einer Linie liegen,
symbolische Darstellung Bild 7.9.

Die analytische Losung zur Bestimmung der Lagerreaktionen und
Gelenkkrifte 14uft genauso ab wie beim GERBER-Tréger.

Ubung 7.4

Fiir den Dachtriger gemifl Bild 7.10 sind die Lagerreaktionen in den
Lagern A und B und die Gelenkkréfte in G zu bestimmen.

Die Resultierenden der verteilten Lasten: Gewichtskrifte F,=F,=
60 kN; Windlast F;=30 kN.

b)

Bild 7.9 Dreigelenkbogen
a) Anordnung
b) an den Lagern freigemacht

! - |
R
; 16m | 1. Nennen Sie vier typische ebene Tragwerke.

‘ ' 2. Welche LastgréBen kénnen auftreten?
) 3. Wie lasst sich ein GERBER-Trager, bestehend aus Festlager,
Bild 7.10 Dachtriger aus Ubung 7.4 2 Loslagern und einem Gelenk erweitern?




8 Das rdumliche Kriftesystem

Kartesische Komponenten des Kraft- und Momentenvektors, resultie-
rende Kraft, resultierendes Moment, Lagerungsarten und Lagerreakti-
onen, Gleichgewicht

Nun erweitern wir die Beziehungen des ebenen Falls um eine Dimen-
sion.

8.1 Komponenten einer Kraft
im kartesischen Koordinatensystem

Die Kraft F konnen wir uns als Raumdiagonale eines Quaders mit
den Kantenldngen F, Fy und F, vorstellen, Bild 8.1. Es gelten somit
folgende Zusammenhénge:

F.: Komponente von F in x-Richtung

F,: Komponente von F in y-Richtung

F,: Komponente von F in z-Richtung

a,: Winkel zwischen der positiven x-Achse und F

a,,: Winkel zwischen der positiven y-Achse und F
a,: Winkel zwischen der positiven z-Achse und F

Die Kraft ist analytisch festgelegt entweder durch die Komponenten
FE=F-cos a,
F,=F-cosa, (CRY

F,=F-cosa,

oder durch den Betrag F und die Winkel o, o, und o,

Hiufig sind nicht die Winkel o, a, und o, abekannt, sondern ein
Punkt A (x,, y,, z,) auf der Wirkungslinie von F, Bild 8.2.

Mit

I=0A=\/x; +y:+7: (8.2)
COS O, :xTA; cos o, :y—A; COSs a., N (8.3)

folgt fiir die Kraftkomponenten alternativ
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Bild 8.1 Die Kraft F und ihre kartesischen Kom-

ponenten
Y
D
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} fA(XA YarZp)
|
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Yl “
|
| |
% |
| 0 '
: ' v X
| v
/
7 2A

Bild 8.2 Festlegung der Wirkungslinie mit Hilfe
des Punktes A
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Bild 8.3 Zwei Zerlegungen nacheinander
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Bild 8.4 Komponenten des Momentenvektors

8 Das rdumliche Kriftesystem

F =F22

l
Fy:F.yTA (8.4)
FZ=F~Z—A

l

Gut bewihrt, weil anschaulicher, hat sich folgendes Verfahren: Wir zer-

legen F gemdl Bild 8.3 zunidchst in 2 Komponenten, z. B. in F| und
F,,. Letztere teilen wir anschlieBend in F, und F, auf.

Bestimmung der Kraftkomponenten mit zwei aufeinanderfolgenden
Zerlegungen:

F, = F-sina

F_=F-cosa

iz 8.5

F,=F, -cosp=F-cosa-cosf (8-5)

F,=F, -sinff=F-cosa-sinf

Hierbei liegt o zwischen F und IT“XZ, B zwischen IT“XZ und der x-Achse.
Das Vorzeichen einer Kraftkomponente kldrt man am einfachsten
anschaulich.

Die Bezeichnungen in (8.5) und Bild 8.3 sind der jeweiligen Situation
anzupassen.

8.2 Das Moment einer Kraft und
seine kartesischen Komponenten

Im ebenen Fall wurde definiert:
Moment gleich Kraft mal Hebelarm
Dieses Moment dreht in der x,y-Ebene bzw. um die z-Achse.

Im rdumlichen Fall gilt die Definition nach wie vor, jedoch gibt es
jetzt um alle drei Koordinatenachsen Momente. Hiufig ist der lotrechte
Abstand vom Bezugspunkt auf die Kraftwirkungslinie nicht einfach
zu finden. Dann rechnen wir die kartesischen Komponenten des Mo-
mentenvektors iiber die kartesischen Kraftkomponenten aus, Bild 8.4.

Komponenten des Momentenvektors:
M,=F, y,~F, 2
M,=F -z, —F,-x (8.6)
M,=F -xp— F -y,



8.2 Das Moment einer Kraft und seine kartesischen Komponenten

Die letzte Zeile kennen wir bereits vom ebenen Fall, Gleichung (3.1).

Ubrigens braucht nur eine der drei Zeilen hergeleitet zu werden; die
anderen folgen direkt durch zyklisches Vertauschen der Indizes.

Beispiel 8.1

Ein schwergewichtiger Patient zieht sich mit =400 N von seinem

Krankenlager hoch, Bild 8.5.

Wie grof} sind die kartesischen Komponenten des Momentenvektors

im Punkt O der Haltestangenbefestigung?

Die Bestimmung der kartesischen Kraftkomponenten soll auf zweier-

lei Art erfolgen:

1. iiber den Punkt A (x* = -134 mm; y* = 500 mm; z* = 88 mm) auf

der Wirkungslinie von Fx* st parallel zu x usw.

2. iiber die Winkel y = 17,78° und 3 = 33,3°.

Losung:
Kraftkomponenten:
1. Mit Hilfe von A:
Mit (8.2) und (8.4) erhalten wir:

[=PA= xf2+yf2+zf2 =

* —
E(:F.xiA=400N.mz_102N

l 525 mm

* —
Fy=F~y—A=400N'Mz—381N

l 525 mm

*k
F = F- 2 —400N. S3MM _ 67N

l 525 mm

2. Mit Hilfe der Winkel y und f:

1342 +500” +88* mm ~ 525 mm

Die Zerlegung in der grau markierten Ebene fiihrt mit (8.5) auf:
F,=—F-sina=—F-cosy=—-400N- cos17,78°~ -381 N

F,=F-cosa=F-siny=400N-sin17,78°~ 122 N
F,=-F, -cos=-122N-cos 33,3°~ -102 N

F,=F, -sinB=122N-sin33,3°~67 N
Komponenten des Momentenvektors (mit
(x =1050 mm; y = 1100 mm; z = 0)):

Gl

(8.6) und P

M,=F,-y, ~F, -z, =[ 67-1100~(~381)-0 | Nmm ~ 74 Nm

M,=F, -z, —F, x, =[-102-0-67-1050] Nmm ~ —70 Nm

M,=F,-x, —F, -y, =[-381:1050— (~102)-1100] Nmm

~—288 Nm

Bild 8.5 Riumliche Kraft F, Beispiel 8.1
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8 Das rdumliche Kriftesystem

Da haufig nicht alle Kraftkomponenten auftreten oder Hebelarme null
sind, werden wir im Folgenden die Momente meist direkt mit Hilfe
der Angabenskizze bestimmen, d. h. ohne Gl. (8.6) zu benutzen.

8.3 Resultierende Kraft und resultierendes
Moment

Zentrales Kriftesystem:

(Die Wirkungslinien aller Krifte schneiden sich in einem gemeinsa-
men Punkt.)

Die resultierende Kraft ﬁR von n Kriften folgt aus der Vektoraddition

1

FRZZ i
i=1

Fiir das praktische Arbeiten rechnen wir mit den kartesischen Kompo-
nenten.

GroBe und Richtung der resultierenden Kraft I:"R:
FRXZZin; FRy:szi; FRZ:zFZi (873)

(Summation iiber alle Einzelkrifte)

Fy =\ F& +F3 +F} (8.7b)

F,
cos o, =% cosol, =

R

ey

Y. cosa, e (8.7¢)
F

|
~

Einzelmomente:

Einzelmomente (Kriftepaare) lassen sich zum resultierenden Moment
wie die Krifte zusammenfassen. Die Momentenvektoren diirfen hier-
bei beliebig in einen gemeinsamen Punkt parallelverschoben werden.
Das haben wir schon in Kap. 3.1 festgestellt.

Beliebiges riumliches Kriiftesystem
(einschlieBlich Einzelmomente):

(Die Wirkungslinien der Krifte schneiden sich nicht alle in einem
Punkt.)

Jede Kraft wird in einen gemeinsamen Bezugspunkt parallelverscho-
ben. Mit (8.7) ergibt sich GroBe und Richtung der resultierenden
Kraft.



8.5 Réumliche Kriftesysteme im Gleichgewicht

Beim Parallelverschieben der Krifte tritt je ein Versetzungsmoment
.Kraft mal lotrechter Verschiebeweg® auf. Die Versetzungsmomente
fassen wir mit den Einzelmomenten zum resultierenden Moment zu-
sammen.

Ubung 8.1

An dem Strommast in Bild 8.6 bilden die Drihte einen Winkel von
150°. In einer kalten Winternacht trete in jedem Draht eine Zugkraft
von 2 kN auf. Welche resultierende Kraft F, und welches Moment
M, wirken dabei am FuB3punkt A?

8.4 Lagerung raumlicher Korper

Ein vollkommen freier Korper hat im Raum 6 Bewegungsmdoglichkei-
ten (Freiheitsgrade):

— jeeine Verschiebung (Translation) in x-, y- und z-Richtung

— je eine Drehung (Rotation) um die x-, y- und z-Achse

Die Lager verhindern einzelne oder alle Freiheitsgrade; sie iiben einen
Zwang auf den Korper aus.

Bild 8.7 zeigt verschiedene Lagerungsarten mit den moglichen Lager-
reaktionen.

Einen rdumlichen Korper statisch bestimmt richtig zu lagern, fallt
nicht immer leicht. Bild 8.8 zeigt eine statisch bestimmte Lagerung
mit 3 einwertigen Lagern und einem Kugelgelenk (dreiwertig).

8.5 Riumliche Kriftesysteme
im Gleichgewicht

Ein Korper befindet sich im Gleichgewicht, wenn
F,=0 und M, =0. (8.8)

In Worten: Resultierende Kraft gleich null, resultierendes Moment
beziiglich eines beliebigen Punktes A gleich null.

Mit den kartesischen Komponenten: Symbolisch:
FRx:zinZO ZFXZO
Fpy =2 F,; =0 2> F, =0
Fy,, =Y F, =0 >F, =0 (3.9

MxA:Z(Ei'yi_F;i'Zi)+ZME:0 ZMXAZO
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X
Q je 4 Drdhte

Bild 8.6 Strommast aus Ubung 8.1
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Lager— 4|
Bauart z)i.x reaktionen

~ =
1/ N A
A Y A4

Kugel reibungsfreie Stab (mit Kugelge—
Unterlage lenken ungeschlossen)
@ @ i ‘,,
auf ruuher in Fihrung 2 Stdbe kurzes
Unterlage Radiallager
— N
Kugelgelenk rauhe kurzes Festluger
Unterlage (radial u. axial)
Kardangelenk 4 Stdbe

Gleithiilse

A
V

(Schornier
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Einspannung /
6 Stibe
e nach Bauart in "+" oder "=" oder "+" und "-" Koordinatenrichtung Bild 8.7 Verschiedene Lagerungsarten mit Lagerreaktionen



