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Vorwort

Vorlesungen zur Linearen Algebra gehoren zu den Pflichtveranstaltungen der mathema-
tischen Grundausbildung von allen Studierenden der ingenieurwissenschaftlichen, wirt-
schaftswissenschaftlichen, naturwissenschaftlichen, mathematischen sowie informations-
und kommunikationstechnischen Fachrichtungen an Fachhochschulen, Hochschulen und
Universitéten.

Die Lineare Algebra hat sich aus zwei unterschiedlichen Teilgebieten entwickelt: der
Analytischen Geometrie und dem Studium linearer Gleichungssysteme. Die Lineare
Algebra ist ein faszinierendes Gebiet innerhalb der Mathematik mit grolem Anwen-
dungspotenzial. Sie ldsst sich aus drei Blickpunkten betrachten. Erstens: Geometrischer
Blickpunkt. Die Analytische Geometrie modelliert geometrische Objekte mithilfe der
Linearen Algebra. Zweitens: Arithmetischer Blickpunkt. Modellieren und rechnen mit
linearen Gleichungen, Vektoren und Matrizen sind fiir praktische Probleme, fiir Com-
putermathematik (Numerische Mathematik) und fiir Computersimulationen von grofler
Bedeutung. Drittens: Algebraischer Blickpunkt. In der strukturbetonten Theorie der
Vektorrdume tritt das Wesen der Mathematik als Strukturwissenschaft besonders her-
vor. Ich habe mich bemiht, in dieser Einfithrung alle drei Blickpunkte zur Geltung
kommen zu lassen.

Das Thnen vorliegende Buch zur Linearen Algebra gibt eine konzentrierte Darstellung
wesentlicher Begriffe, Ergebnisse und Methoden und stellt das Uben, Trainieren und
Verstandnis dieser anhand vieler Beispiele mit Losungen in den Mittelpunkt. Das Buch
eignet sich daher insbesondere auch zum Selbststudium, zur Priifungsvorbereitung und
zur Klausurvorbereitung.

Matrizen, lineare Gleichungssysteme, Vektorrdume und lineare Abbildungen sind wich-
tige Begriffe der Linearen Algebra. Zentrale Gleichungen der Linearen Algebra sind
lineare Gleichungen und Eigenwertgleichungen. Es ist faszinierend, wie viel man iiber
diese beiden Gleichungstypen sagen (und lernen) kann. Viele Anwendungen sind diskret
und nicht kontinuierlich, digital anstatt analog und linearisierbar anstatt unberechenbar
und chaotisch. Dann aber sind Matrizen und Vektoren die geeigneten Objekte und die
Lineare Algebra die richtige Sprache; an die Stelle von kontinuierlichen Funktionen
treten Vektoren.

Das Buch ist so angelegt, dass es in der vorgegebenen Reihenfolge, sicher aber mit
héufigem Zuriickblattern, bearbeitet werden kann. Die mathematischen Sétze sind
durchnummeriert. Eine Definition erkennt man nicht daran, dass davor das Schliisselwort
Definition steht, sondern daran, dass der zu definierende Begriff fett gedruckt ist. An
vielen Beispielen und Aufgaben kénnen Sie Begriffe und Methoden der Linearen Algebra
trainieren. Losungen von Beispielen und Aufgaben sind immer Musterlosungen, das



heifit, auch andere Losungen oder Losungswege sind moglich. Bei den Aufgaben ich
mich bemiiht, keine unnétigen Tricks einzubauen, sondern Thnen Erfolgserlebnisse zu
ermoglichen. Das Sachwortverzeichnis ist recht ausfiihrlich angelegt, um das Auffinden
von Definitionen und Erlduterungen beim Zuriickbldttern oder bei der spiteren Arbeit
mit dem Buch zu erleichtern. Beweise habe ich gefiihrt, wenn sie zum Verstdndnis der
betrachteten Zusammenhénge beitragen. Oft werden mathematische Sétze jedoch nur
formuliert und ihre Bedeutung wird an Beispielen aufgezeigt. Sind Sie an Beweisen
interessiert, die ich nicht gefiihrt habe, so verweise ich Sie auf die angegebene Literatur.
In diesem Sinn kann das vorliegende Buch die mathematisch und logisch formal
préizise und umfangreiche Literatur aus dem Bereich der Linearen Algebra nicht an
jeder Stelle ersetzen, und will es auch gar nicht. Wo immer es moglich ist, habe ich
versucht, Definitionen und Sétze mit Beispielen zu motivieren und Querbeziige in ihren
sachlichen Kontext einzuordnen. Auch méchte ich die Schonheit, Eleganz, Faszination
und Nitzlichkeit {ibertragen, die dieses Teilgebiet der Mathematik ausstrahlt.

Die Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3, ...} wird mit N bezeichnet und die Menge
der reellen Zahlen heifit R. Beweise, Beispiele und Algorithmen habe ich mit dem nicht
ausgefiillten Quadratzeichen o abgeschlossen. Statt 1,2, ..., n schreibe ich auch gerne
1:n.

In den ersten beiden Kapiteln machen wir uns mit reellen geordneten Tupel und Matrizen
vertraut. Das néchste Kapitel behandelt lineare Gleichungssysteme. Vektorraume, Basen
und Dimensionen sind zentrale Begriffe der Linearen Algebra; sie werden allgemein
eingefiihrt und definiert (Vektorraumaxiome). Ansonsten arbeite ich meistens mit dem
endlich dimensionalen Vektorraum-Prototyp R™ und dem natiirlichen Skalarprodukt.
Mit den vier Fundamentalrdumen einer Matrix lassen sich die grundlegenden Begriffe der
Linearen Algebra gut verstehen. Lineare Abbildungen, Eigenwerte und Eigenvektoren
sind klassische Themen; diesen sind jeweils eigene Kapitel gewidmet.

Das vorliegende Buch habe ich vollsténdig in I TEX mit der Hauptklasse scrbook des
KOMA-Script Pakets erstellt, das Literaturverzeichnis mit biblatex, den Index mit
Makelndex, und alle Bilder mit PSTricks. Ohne diese schénen Tools wére dies alles viel
schwieriger oder gar unmoglich gewesen.

Ich danke allen Studenten, Kollegen und Interessierten, die durch Hinweise auf Druck-
oder Denkfehler, oder einfach durch ihr fachliches oder didaktisches Interesse an diesem
Buch und seinem Inhalt, zur Verbesserung des Textes beigetragen haben. Danke an
das professionelle Team vom CARL HANSER Verlag Frau SILAKOVA-HERZBERG, Frau
KuBIAK und Frau KURTH fiir Hinweise zur Gestaltung des Buches.

Fir jede Anregung, niitzlichen Hinweis oder Verbesserungsvorschlag bin ich dankbar.
Sie konnen mich iber Post oder E-Mail Guenter.Gramlich@thu.de erreichen.

In dieser iiberarbeiteten Auflage habe ich an zahlreichen Stellen Anderungen, Glittun-
gen, Verbesserungen, Erweiterungen und Neubearbeitungen vorgenommen.

Ulm, im Sommer 2021 Giinter M. Gramlich
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1 Reelle geordnete Tupel

Wir erinnern an die Begriffe Produktmenge und geordnete Tupel. Ist n € N und sind
Ay, ..., A, Mengen, so heifit die Menge A x ---x A, = {(a1,...,an) | a1 € A1,...,a, €
Ay} Produktmenge (kartesisches Produkt, Kreuzmenge, Mengenprodukt) der Mengen
Ay bis A,,. Die Elemente der Menge A x - - - X A,, heifien geordnete Tupel oder kurz Tupel.
Bei Tupel kommt es auf die Reihenfolge an. Zwei Tupel (aq,...,a,) und (by,...,by)
sind genau dann gleich, wenn a; = by,...,a, = b, gilt. Es kommt auch vor, dass Tupel
als Listen bezeichnet werden.

Von besonderer Bedeutung ist nun der Fall, wenn A; fiir jedes j € {1,...,n} gleich der
Menge der reellen Zahlen R ist. In diesem Fall schreibt man fiir R x --- x R kurz R™.
Somit gilt

R™ = {(a1,...,a,) | a1 €R,... a, € R}

Die Elemente von R™ sind reelle geordnete Tupel. Ist (aq,...,a,) € R" ein reelles
Tupel, so heiflen die Zahlen ay, ..., a, Koordinaten (Eintrige, Komponenten) von
(a1,...,an). Je nach Wahl von n € N haben diese Tupel eigene Namen: Fiir n = 2:
reelles Paar oder reelles Dupel, fiir n = 3 reelles Tripel, fiir n = 4 reelles Quadrupel, fir
n = 5 reelles Quintupel, usw. Verwenden wir einen Buchstaben fiir ein Element aus R™,
dann verwenden wir oft denselben Buchstaben mit einem Index, wenn die Koordinaten
angezeigt werden sollen. Zwei reelle n-Tupel a = (a1, ...,a,) und b = (by,...,b,) sind
genau dann gleich, wenn die entsprechenden Koordinaten gleich sind, also a; = b; fiir
alle j =1,2,...,n ist.

Beispiel 1.1 Hier sind ein paar Elemente aus der Produktmenge R?: (3,2), (1,—1),
(1,0), (0,1), (m,e), (cos(m/4),sin(m/4)). Bitte beachten Sie: Es ist {1,2} = {2,1}, aber
(1,2) # (2,1), und {3,3} = {3}, aber (3,3) # (3). o

1.1 Rechnen mit reellen Tupeln
Sind a = (a1,...,a,) und b = (by,...,b,) reelle Tupel aus R™, so definiert man
a®b= (a1 +b1,...,an +by).

Dies ist die Tupeladdition von reellen Tupeln in R™. Das Symbol @ kennzeichnet
die neue Verkniipfung Addition in der Menge R"™. Es wird nur hier in der Definition
verwendet, damit der Unterschied zur gew6hnlichen Addition + in den reellen Zahlen
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1 Reelle geordnete Tupel

R deutlich wird. Statt @ schreiben wir in Zukunft einfach +. Die Tupeladdition ist eine
mathematische Abbildung von R™ x R™ nach R™ mit (a,b) — a + b. Das Nulltupel
in R™ ist o = (0,...,0). Das Nulltupel o hat die Eigenschaft, dass es beziiglich der
Addition neutral ist, denn es ist a + o = a, wobei a irgendein Element aus R™ ist. Aus
diesem Grund wird das Nulltupel auch neutrales Element oder neutrales Tupel der
Tupeladdition genannt. Das zu a = (a1, . .., a,) negative Tupel oder Gegentupel ist
das Tupel —a = (—ay, ..., —ay) und es ist a+(—a) = o. Das Nulltupel aus R™ schreiben
wir auch als o,,, um anzudeuten, dass es n Nullkoordinaten hat. Die Tupelsubtraktion
in R™ lasst sich auf die reelle Tupeladdition zurtickfithren; es ist a ©b = a + (—b). Statt
© schreibt man —. Es ist also a—b = (a1 — b1, ..., a, —by), das heifit das Differenztupel
a — b erhdlt man durch Subtraktion der Koordinaten in b von den entsprechenden
Koordinaten in a. Die Tupelsubtraktion ist eine Abbildung von R™ x R™ — R"™ mit
(a,b) — a—b.

Die Multiplikation einer reellen Zahl r mit einem reellen Tupel a = (ay,...,a,) € R™,
also r ® a, ist das Tupel, das durch Multiplikation jeder Koordinate von a mit r
gewonnen wird:

rOQa=(r-ay,...,7ay).

Man nennt es reelle Multiplikation (skalare Multiplikation). Statt ® schreibt
man -. Den Punkt zwischen einer reellen Zahl und einem Tupel ldsst man oft weg, also
gilt r - a = ra. Die reelle Multiplikation ist eine Abbildung von R x R™ — R™ mit
(r,a) — ra. Die Reihenfolge der Operationen ist -, +, — (Punkt vor Strich).

Beispiel 1.2 Es sind die Tupel a = (1,2) € R? und b = (3, —4) € R? gegeben. Ferner ist
r = 2. Bestimmen Sie das Tupel a + b, das Tupel ra und das Tupel a — b.

Lisung: Die Summe ist a+b = (1,2) + (3,—4) = (1+3,2+(—4)) = (4, —2) € R?. Das
skalare Produkt ist ra = 2(1,2) = ((2)(1),(2)(2)) = (2,4) € R? und die Subtraktion
ergibt a — b = (—2,6) € R2. o

Fiir reelle Tupel lassen sich grundlegende und niitzliche Rechenregeln aufstellen.

Satz 1.1 Es sindne N, r,se R, o€ R” das Nulltupel und a,b,c € R™. Dann gelten
die folgenden acht Rechenregeln:

(a) a+b=b+a (e) r-(a+b)=(r-a)+(r-b)
(b)) a+(b+c)=(a+b)+c (f) r+s)-a=(r-a)+(s-a)
(¢c) ato=a (9) r(s-a) =(rs)-a

(d) a+(—a)=o0 (h) 1-a

Aufgrund der Vereinbarung Punkt- vor Strichrechnung diirfen wir zum Beispiel (e)
auch schreiben als - (a +b) =r-a+7r-b.
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1.1 Rechnen mit reellen Tupeln

Beweis: Wir beweisen die Kommutativregel a + b = b+ a. Sind a = (ay, ..., ay,) und
b= (b1,...,b,) zwei (beliebige) Tupel aus R™ so gilt:
a+b=(ay,...,an)+ (b1,...,bp) = (a1 +b1,...,an +by)
= (bl +a1,...,bn+an) = (bl,...,bn)—F (al,...,an)
=b+a.

Man erkennt: Die Kommutativregel gilt, weil sie bei den reellen Zahlen R gilt; die Regel
ibertrégt sich. Die anderen sieben Rechenregeln beweist man analog. o

Wir werden spéter weitere Rechenregeln und Eigenschaften von reellen Tupel kennen-
lernen.

Gegeben sind die reellen Tupel ay, asg, ..., a, aus R™ und reelle Zahlen s, so, ..., S;.
Dann heifit das reelle Tupel

$1Q1 + S2a9 + -+ + SpQp

Linearkombination (lineare Kombination) von a4, as, ..., a,. Die reellen Zahlen
s; heiflen Koeffizienten. Das reelle Tupel a ist eine Linearkombination der reellen
Tupel ay, ao, ..., ar, wenn gilt a = sya; + ssas + - -+ + s.a, flir irgendwelche reelle
Zahlen sq,s9,..., 5.

Beispiel 1.3 Fiir (2,—3,4,5) und (0,2,7,—1) aus R* ist

2(2,-3,4,5) + (—1)(0,2,7,—1) = (4,-8,1,11)

eine Linearkombination mit den Koeffizienten 2 und —1. o
Gegeben sind r € N und reelle Tupel aq, ag, ..., a, aus R™. Dann heifit die Menge aller
Linearkombinationen

{s1a1 + sgag + -+ + spa, | $1,82,...,8 € R}
lineare Hiille der Tupel aq, ag, ..., a,. Man schreibt Lin(aq,as,...,a,) fiir diese
Menge.

Beispiel 1.4 Fiir (2,1) aus R? ist Lin(2,1) = {s(2,1) | s € R} die Menge der Linear-
kombinationen des Tupels (2,1). Zum Beispiel sind (4,2) € Lin(2,1) und (—8,—4) €
Lin(2,1), aber (1,1) ¢ Lin(2, 1). o

Satz 1.2 Sindr € N und reelle Tupel ay, as, ..., a, aus R™ gegeben. Dann ist die lineare
Hiille Lin(aq, ag, . .., a,) eine Teilmenge von R™, es ist also Lin(aq,as,...,a,) € R™.

Beweis: Sind ay, ag, ..., a, aus R™, dann auch jedes Vielfache und auch die Summe.o
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1 Reelle geordnete Tupel

1.2 Visualisierungen von reellen Tupeln

Die reellen Zahlen R kénnen wir uns als Punkte auf einer Geraden vorstellen. Hierzu legt
man fest, wo 0 und 1 liegen, dann entspricht jeder reellen Zahl x € R ein Punkt auf dieser
Geraden. (Zwischen R und R! besteht nur ein formaler Unterschied.) Ganz &hnlich
kénnen wir uns reelle Zahlenpaare (z,7y) € R? als Punkte in einer Ebene vorstellen. Die
waagrechte Gerade spielt dabei die Rolle von R x {0} = R?, die senkrechte Gerade die
von {0} x R, siehe Bild 1.1. Zur Veranschaulichung von R? zeichnet man &hnlich wie

{0} xR

(0,9) §oommmeeee * (2,)

R : R x {0}

Bild 1.1: Die Menge R (links) und die Menge R? (rechts) visualisiert.

bei R? sie Achsen R x {0} x {0}, {0} x R x {0} und {0} x {0} x R, aber zweckmiBiger
nur halb, sonst wird das Bild uniibersichtlich.

Somit kénnen wir uns die Menge R? als Punkte in der Ebene vorstellen. Jede Menge von
reellen Zahlenpaaren kann also als Menge von Punkten der Ebene aufgefasst werden.
Umgekehrt kann man jeder Punktmenge der Ebene (geometrische Figur) als Menge von
reellen Zahlenpaaren auffassen und rechnerisch behandeln. Das ist der Grundgedanke
der Analytischen Geometrie.

In Bild 1.2 haben wir die Addition zweier reeller Paare und in Bild 1.2 die Multiplikation
eines reellen Paares mit einer reellen Zahl dargestellt. Durch die Addition entsteht
ein Parallelogramm mit den Eckpunkten zu den Paaren (0,0), (a1, a2), (b1,b2) und
(a1 + by, a2 + ba). Durch die reelle Multiplikation wird der Punkt zu (a1, as) mit der
reellen Zahl r gestreckt (gestaucht).

Ist 03 # a € R?, so entsprechen den reellen Paaren ra mit » € R die Punkte auf der
Geraden in der Ebene, die durch die Punkte zu 0, und a geht. Der linearen Hiille Lin(a)
entspricht eine Ursprungsgerade in der Ebene, siehe Bild 1.3 links. Sind 0, # a € R?,
02 # b e R? und ist a kein reelles Vielfaches von b, so entsprechen den reellen Paaren
ra + sb mit r, s € R alle Punkte der Ebene. Der linearen Hiille Lin(a, b) entspricht also
die ganze Ebene.

Ist 03 # a € R3, so entsprechen den reellen Tripeln ra mit r € R die Punkte auf der
Geraden im Raum, die durch die Punkte zu o3 und a geht. Der linearen Hiille Lin(a)
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1.3 Weitere Bemerkungen und Hinweise

{0} xR ((ll + b1,a9 + bz) {O} xR
(0,(12 +I)2) /,”/’
(broby) =" , (0,7az) freeeeeee s (ra1,ray)
(0,2) " )/ :
/ /
/ /
(0’ a2) // /,"((117@2) (07(12) .............. . ((L]7a2)
/ - :
= R x {0} — R x {0}
(0,0) (b1,0) (a1,0) (a1,0) (ra1,0)
((L1 + b1,0)

Bild 1.2: Addition (links) und reelle Multiplikation (rechts) in R? visualisiert.

entspricht eine Ursprungsgerade im Raum. Ist 03 # a,b € R? und ist a kein reelles
Vielfaches von b, so entsprechen den reellen Tripeln ra + sb mit 7, s € R die Punkte auf
der Ebene im Raum, die durch die drei Punkte zu o3, a und b geht. Der linearen Hiille
Lin(a, b) entspricht eine Ursprungsebene im Raum.

Eine andere Moglichkeit ein reelles Tupel zu visualisieren besteht darin, dass wir eine
gerichtete Strecke (Pfeil) vom Koordinatenursprung zum Punkt zeichnen. In diesem
Fall haben die Punkte auf der gerichteten Strecke keine spezielle Bedeutung, siehe Bild
1.3 (rechts).

2a 2t (22)
Za
a 1+
1

1@ | | LA / / /
T T —% T T T
-3 -2 -1 2 3

—a 1 4

(3771)
—2a -2 +
(72772)

Bild 1.3: Lin(a) visualisiert (links). (2,2), (=2, —2), (3, —1) als Pfeil visualisiert (rechts).

1.3 Weitere Bemerkungen und Hinweise

Bitte beachten Sie, dass wir das Pluszeichen (Summenzeichen, Additionszeichen) + in
zwei verschiedenen Bedeutungen verwendet haben und auch noch verwenden werden:
reelle Zahl plus reelle Zahl, reelles Tupel plus reelles Tupel. Bitte beachten Sie, dass
wir das Malzeichen (Produktzeichen, Multiplikationszeichen) - in zwei verschiedenen
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1 Reelle geordnete Tupel

Bedeutungen verwendet haben und auch noch verwenden werden: reelle Zahl mal reelle
Zahl, reelle Zahl mal reelles Tupel.

Oft wird ein reelles geordnetes Tupel reeller Vektor genannt. In moderner Mathematik
ist ein Vektor ein Element eines Vektorraumes. Vektorrdume werden wir in Kapitel
4 studieren. In Kapitel 4 werden wir zeigen, dass die Menge R™ mit den beiden
gewohnlichen Verkniipfungen + und - aus diesem Kapitel ein reeller Vektorraum ist.
Dann ist es gerechtfertigt eine reelles geordnetes Tupel einen reellen Vektor aus R™
zu nennen. In Kapitel 4 werden wir noch mehr sehen: Die Menge R” ist ein reeller
Vektorraum der Dimension n, ja noch mehr, er ist der Prototyp der reellen Vektorrdume
der Dimension n.

Es ist M eine beliebige Menge. Jede Abbildung ¢ : M x M — M heiit innere
Verkniipfung auf M. Somit ist die Tupeladdition eine innere Verkniipfung auf R"™. Es
sind M, N beliebige Mengen mit M # N. Jede Abbildung ¢ : N x M — M heifit
auflere Verkniipfung von M mit N. Somit ist die reelle Multiplikation eine duflere
Verkniipfung von R™ mit R.

Bitte beachten Sie: Bilder haben oft nur eine symbolische Bedeutung; sie geben die
Situation stark vereinfacht wieder. Trotzdem sind solche Bilder als Denk- und Anschau-
ungshilfe nicht zu verachten.

Jetzt mochte ich Thnen noch ein paar Literaturhinweise geben. Zur Linearen Algebra gibt
es viele Biicher, zumal in fast jedem Buch {iber Mathematik ein Kapitel zur Linearen
Algebra enthalten ist. Tiefer gehende theoretische Ergebnisse, weitere Anwendungen,
Modelle und Aufgaben zur Linearen Algebra finden Sie in [5, 4, 6, 10, 12, 15, 16, 20,
21, 22]. Die Renner unter den deutschsprachigen Biichern sind [3, 7, 11, 15]. Doch jetzt
viel Erfolg bei den Aufgaben!

1.4 Aufgaben

1.1 Kreuzen Sie die wahre(n) Aussage(n) an. Es ist n € N. Dann besteht R™ aus

] n reellen Zahlen. [ n-Tupeln natiirlicher Zahlen.
[] n-Tupeln reeller Zahlen. [] Keine Aussage ist wahr.

Lésung: | [ x [ | | (Spaltenweise)

1.2 Kreuzen Sie die wahre(n) Aussage(n) an. Es ist Lin((1,0), (0,1)) gleich

O R2

O {r(1,0) | r e R}.

O {r(0,1) | re R}.

O {r(1,0) +7(0,1) | r e R}.

O {r1(1,0) + r2(0,1) | 1,72 € R}.
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1.4 Aufgaben

O {r1(1,0) + r2(2,0) | 71,72 € R}.
O {r1(2,0) + r2(0,—2) | r1, 72 € R}.
O {Tl(0,0) + 7’2(1,0) + 7’3(0, 1) ‘ T1,72,T3 € R}

[0 Keine Aussage ist wahr.

pisng: [T T T T* [ Tx <]

1.3 Kreuzen Sie die wahre(n) Aussage(n) an. Der Menge Lin((1, 1), (2,2)) entspricht
geometrisch

] eine Strecke. [ eine Ellipse.

] eine Gerade. ] eine Ebene.

[] eine Halbgerade. [] einem Parallelogramm.
(] ein Kreis. ] Keine Aussage ist wahr.
Losung: | [ x [ | | [ | | |(Spaltenweise)

1.4 Gegeben sind a = (2,1) und b = (—1,1) aus R?. Bestimmen Sie a + b und
visualisieren Sie die reellen Zahlenpaare.

Lésung: Esist a+b=(2,1) + (—1,1) = (1,2). Fiir eine Visualisierung siehe Bild 1.4
(links).

2l eatb=(1,2 2 |
b=(-1,1)e 1 4 ea=(2,1) 11 Lin(3,1)
| | | 0o | | | | | | ya) | | |
T T T 4 T T T T T T \ T T T
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
14 /4
—9 1 2 L

Bild 1.4: Zu Aufgabe 1.4 (links) und Aufgabe 1.5 (rechts).

1.5 Geben Sie die Menge Lin(1,3) = R? an. Welcher geometrischen Figur entspricht
diese Menge?

Losung: Esist Lin(1,3) = {r(1,3) | r € R}. Die dazugehdrige geometrische Figur ist
eine Ursprungsgerade mit der Steigung 3 in der Ebene. Siche Bild 1.4 (rechts).

17



1 Reelle geordnete Tupel

1.6 Gegeben sind a = (—1,2) und b = (—3,—1) aus R?. Berechnen Sie a + b und
a — 2b.

Lésung: E51sta+b—(— ,2)+(=3,-1)=(-1-3,2—-1)=(—4,1) und a — 2b =
(—1,2) —2(=3,-1) = (-1 ) (—6,—2) = (—1+6,2+2) = (5,4).

1.7 Es sind u = (1,-1,0,2) € R*, v = (—1,2,1,0) € R* und r = 2 € R. Berechnen Sie
u 4+ v, ru und u — v.

Lésung: Essind u+v = (1,-1,0,2)+(-1,2,1,0) = (1+(-1),(-1)+2,04+1,240) =
(0,1,1,2), ru =2(1,-1,0, 2) (2,-2,0,4) und v —v = (2,-3,—1,2).

1.8 Gegeben sind a = (1,—3,2,4) und b = (3,5, —1, —2) aus R*. Berechnen Sie a + b,
5a und 2a — 3b.

Losung: Esista+b=(1+3,-3+5,2—1,4—2)=(4,2,1,2), 5a = ((5)(1), (5)(-3),
(5)(2), (5)(4)) = (5, —15, 10, 20) und 2a—3b = (2, —6,4,8)+ (=9, —15,3,6) = (—7, —21,
7,14).

1.9 Geben Sie die Mengen Lin((1,0,0,0),(0,1,0,0)) < R* und Lin((1,0,0,0,0)
(0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)) < R® an.

Lésung: Es ist Lin((1,0,0,0),(0,1,0,0)) = {(r,s,0,0) | r,s € R} und Lin((1,0,0, 0, 0)
(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)) = R®.

1.10 Esist o = (0,0,0,0) € R%. Beweisen Sie die Rechenregel a + o = a fiir alle a € R*.

Losung: Esist a + o0 = (a1,a2,as,a4) + (0,0,0,0) = (a1 + 0,az + 0,a3 + 0,a4 + 0) =
(a1, a2,a3,a4) = a fiir jedes a = (a1, as,as,as) aus R (Bitte beachten Sie. Wir haben
im Beweis aufler der Definition der Tupeladdition aus diesem Kapitel die Rechenregel
r 4+ 0 = r fir jede reelle Zahl r verwendet haben. Auflerdem ist das Zeichen + in
zweifacher Bedeutung verwendet worden, als Tupeladdition in R* und als gewhnliche
Addition zweier reeller Zahl.)

Sie sollten nun mit folgenden Begriffen umgehen kdonnen

Tupel, R", Linearkombination, lineare Hiille.
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2 Reelle Matrizen

Es sind m und n aus N. Ein n-Tupel von m-Tupeln von Elementen aus R

((a117-"7am1)a"'7(a1n7~"7amn)> eR™x ... xR"
—_—

n

geschrieben in der Form

air - Qin

Gm1 ctt Gmn

heiit reelle Matrix der Ordnung (m,n). Die reellen Zahlen a;; sind die Eintrége
oder Komponenten der Matrix. Das reelle n-Tupel (a;1,...,a:,) € R™ ist die i-te
Zeile der Matrix fiir ¢ = 1 : m und das reelle m-Tupel (a1;, ..., am;) € R™ ist die j-te
Spalte der Matrix fiir j = 1 : n. Der erste Index ¢ von a;; wird Zeilenindex und
der zweite Index j wird Spaltenindex genannt. Der Matrixeintrag a;; steht in der
i-ten Zeile und j-ten Spalte. Die natiirliche Zahl m gibt die Anzahl der Zeilen und die
natiirliche Zahl n gibt die Anzahl der Spalten der Matrix an.

Beispiel 2.1 Die reelle Matrix ((1,7), (v2,—3), (=2, 7)) € R? x R? x R? geschrieben in
der Form

Rt

hat m = 2 Zeilen, n = 3 Spalten und 2 - 3 = 6 Eintréige. Es ist a;; = 1, a12 = V/2,
a1z = —2, az; = 7, azy = —3 und a3 = 7. Zum Beispiel ist (1,/2, —2) die erste Zeile
und (—2, ) die dritte Spalte der Matrix. Die Ordnung der Matrix ist (2, 3). o

Die Matrixeintrége a;; sind in diesem Buch fast immer reelle Zahlen, also a;; € R (oder
natiirlich Variablen, die fiir reelle Zahlen stehen). Gelegentlich ist es jedoch erforderlich,
fir die Matrixeintrdge auch andere mathematische Objekte zuzulassen, zum Beispiel
komplexe Zahlen, Funktionsterme oder Matrizen selbst.

Matrizen bezeichnen wir gewohnlich mit groflen lateinischen Buchstaben, zum Beispiel
A, B, C, usw. Ist A eine reelle Matrix der Ordnung (m, n), so schreiben wir dafiir auch
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2 Reelle Matrizen

[a;;] mit ¢ = 1:m und j = 1: n. Die Menge aller reellen (m, n)-Matrizen bezeichnen
wir mit R™*™; es gilt also
R™ ™ ={[a;;] | aij€R,i=1:mund j =1:n}.

Beispiel 2.2 Konstruieren Sie die Matrix A = [a;;] mit a;; = 3i — j° fiir i = 1: 2 und
j=1:3.

Losung: Ist a;; = 3i — j2, dann ist a3 = (3)(1) =12 =3—1=2, ajp = —1, a3 = —6,
as1 =5, age = 2 und asy = —3. Also ist

o 2 -1 -6 2%3
A= [ 5 9 _3 ] e R“*°.
Satz 2.1 Sind A = [a;;] und B = [b;;] aus R"™*", so gilt A = B genau dann, wenn
aj; =by; firi=1,2,... mundj=1,2,...,n ist

Beweis: Aus der Mengenlehre ist bekannt, dass zwei n-Tupel genau dann gleich sind,
wenn ihre entsprechenden Koordinaten (Komponenten) gleich sind. Damit gelten
folgende Uberlegungen. Es ist A = B genau dann, wenn

((alla-- -7am1);-~-7(a1n7--~7amn)) = ((b117~-~7bm1)a-'-7(b1'n;-~-7bmn)>

genau dann, wenn (aij,...,8m;) = (bij,...,bm;) fiir j = 1 : n genau dann, wenn
aij=bijfﬁri=1:m,j=1:n. o

Beispiel 2.8 Die beiden Matrizen

1 =z 1 -1
IR ]
sind genau dann gleich, wenn x = —1 und y = 2 ist. o

Besteht eine Matrix aus einer einzigen Spalte, so heifit sie Spaltenmatrix, analog wird
eine Matrix mit nur einer Zeile als Zeilenmatrix bezeichnet. Eine (1, 1)-Matrix ist
sowohl Zeilen- als auch Spaltenmatrix und damit einfach eine reelle Zahl; man schreibt
dann statt [a] auch einfach a (Abschnitt 2.3). Fiir Spaltenmatrizen verwenden wir auch
kleine lateinische Buchstaben a, u, v, z, y, usw. Da es nicht notwendig ist, ihre Eintrége
doppelt zu indizieren, konnen wir die Spaltenmatrix a mit m Eintrdgen auch als

ay
as

am

schreiben. Mit R™*! bezeichnet man die Menge der Spaltenmatrizen mit m reellen
Eintragen, und mit R'*™ die Menge der Zeilenmatrizen mit n reellen Eintrégen.
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2.1 Spezielle Matrizen

2.1 Spezielle Matrizen

Vertauscht man Zeilen und Spalten einer Matrix A = [a;;] € R™*™, so erhélt man die
transponierte Matrix A” € R"*™ mit n Zeilen und m Spalten: AT = [a;;]. Hierbei
isti=1:mund j=1:n.

Beispiel 2.4 Die Matrix

a= [ ; ] e R**! st eine Spaltenmatrix und o’ = [ 1 2 ] e R1*2

ist ihre Transponierte, sie ist eine Zeilenmatrix. Die Transponierte der Matrix

e R3*? st die Matrix BT = [ é i 2 ] € R?*3,

Sy

|
SIRIC
o

Eine Matrix A mit n Zeilen und n Spalten heifit quadratische Matrix der Ordnung
n. Ist eine quadratische Matrix A € R"*" gegeben, dann bilden die Eintrige a1, a2,
..., Gnp die Hauptdiagonale von A.

Die Matrix
0 0 0
00 --- 0
OTYL’I’L = . . . € Rmxna
0 0 0

deren sdmtliche Eintrdge Null sind, heiit Nullmatrix. Fiir die Nullmatrix aus R®*"
schreibt man statt O,,, oft kurz O,,. Die Indizes kann man auch weglassen, wenn die
Grofie klar ist.

Eine Matrix D = [d;;] € R™*™ ist eine Diagonalmatrix, wenn d;; = 0 fur ¢ # j gilt.
Ist n = m, so hat eine Diagonalmatrix die folgende Struktur

dll
d22

dnn

Vereinbarung: Schreiben wir in einer Matrix die Eintrdge nicht explizit, so steht dafiir
die Zahl Null.
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2 Reelle Matrizen

Beispiel 2.5 Welche der folgenden sechs Matrizen sind Diagonalmatrizen?

O =

100 00 0
A=lo0o 20|, B=l0o o0 o0]|, C=
00 3 00 0

o

D=[100], E=[00O0], F=[1 1 0].
Lésung: Bis auf die letzte Matrix F' sind alle Matrizen Digonalmatrizen. o

Eine quadratische Diagonalmatrix E € R™*™ deren Diagonaleintriage alle gleich 1 sind,
heifit Einheitsmatrix:

1

Um die Ordnung der Einheitsmatrix aus R™*™ zu deutlich hervorzuheben, schreiben
wir oft FE,, statt E.

Beispiel 2.6 Fiir n = 2 und n = 3 sind
1 0 1 0 0
E2=[1 . ]eRm und  E3=| 0 1 0 |eR>?
0 0 1
die Einheitsmatrizen. £y = [1] = 1 ist die Einheitsmatrix aus R**1. (Zur Gleichung

[1] = 1, siehe Abschnitt 2.3) o

Eine Matrix A € R™*™ ist symmetrisch, wenn sie gleich ihrer Transponierten ist
AT = A

Beispiel 2.7 Zeigen Sie, dass die Matrix
1 2
e
symmetrisch ist.

Losung: Es ist

r |1 2| _
a3 ]-a

also ist die Matrix A symmetrisch. o
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2.2 Rechnen mit Matrizen

Eine Matrix U = [u;;] € R™*" ist eine obere Dreiecksmatrix, wenn gilt u;; = 0
fiar ¢ > j. Eine Matrix L = [[;;] € R™*™ ist eine untere Dreiecksmatrix, wenn gilt

Beispiel 2.8 Welche der folgenden drei Matrizen sind obere Dreiecksmatrizen?

1 2 3 0 0 O 01 2
A=]108 -9|, B=]00O0|, C=]00 3
0 0 -3 0 0 0 0 0 O
Lésung: Alle drei Matrizen sind obere Dreiecksmatrizen. o

2.2 Rechnen mit Matrizen
Es sind m,ne N, A = [a;;] € R™*™ und B = [b;;] € R™*". Dann ist

ain +bin 0 aip + by
A®B =

Am1 +bm1 0 Gmn + bn
die Summe der Matrizen A und B. Die Verkniipfung oder Operation @ heifit Matri-
zenaddition (Addition von Matrizen).

Sind A und B also zwei Matrizen gleicher Ordnung, so ist ihre Summe diejenige Matrix,
die durch Addition der einander entprechenden Eintrdge entsteht. Fiir das Matrizenad-
ditionszeichen @ verwendet man gewohnlich das Additionszeichen + der reellen Zahlen.
Analog verfahrt man fiir die anderen Zeichen der Matrizenverkniipfungen.

Beispiel 2.9 Berechnen Sie die Summe der Matrizen

12 3 02 —4
A:[—1 4 2] und B:[—Q 1 3]'

Lésung: Die Summe ist

A+B_[ 1+0 242 3+(—4)]_[ 1 4 —1].

—1+(-2) 4+1 2+3 -3 5 b

Die Matrizenaddition ist eine Abbildung von R™*" x R™*™ nach R™*" mit (4, B)
A + B. Eine (m,n)-Matrix plus eine (m,n)-Matrix ergibt eine (m,n)-Matrix.
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