Claudia Albertini
Martin Huber

Grundbegriffe
der Mathematik

Logik — Mengen — Relationen und
Funktionen — Zahlbegriff

1 1 2 3 _5 8 138palyris

.

//
///
//

101051
1~ 6" 15 20 15 6 1

=7 21 35 3 21 7 1

1~ 8 28 56 70 56 28 8 1

3., uberarbeitete und erweiterte Auflage = HANSER






Albertini, Huber
Grundbegriffe der Mathematik

lhr Plus - digitale Zusatzinhalte!

Auf unserem Download-Portal finden Sie zu
diesem Titel kostenloses Zusatzmaterial.
Geben Sie dazu einfach diesen Code ein:

plus-vrspa-9697h

plus.hanser-fachbuch.de

Bleiben Sie auf dem Laufenden!

Hanser Newsletter informieren Sie regelméaBig
Uber neue Biicher und Termine aus den ver-
schiedenen Bereichen der Technik. Profitieren
Sie auch von Gewinnspielen und exklusiven
Leseproben. Gleich anmelden unter

www.hanser-fachbuch.de /newsletter






Claudia Albertini, Martin Huber

Grundbegriffe der Mathematik

Logik — Mengen — Relationen und Funktionen — Zahlbegriff

3., Uberarbeitete und erweiterte Auflage

HANSER



Die ersten beiden Auflagen sind unter dem Titel “EAGLE-STARTHILFE. Grundbegriffe der
Mathematik.” beim Verlag Edition am Gutenbergplatz Leipzig erschienen.

Die Autoren:
Dr. Claudia Albertini, PH Zirich und Universitat Zirich
Dr. Martin Huber, FH Winterthur und Universitat Ziirich

®
MIX
Papier aus verantwortungs-

vollen Quellen
EWYSCW FSC® C083411

Alle in diesem Buch enthaltenen Informationen wurden nach bestem Wissen zusammengestellt
und mit Sorgfalt geprift und getestet. Dennoch sind Fehler nicht ganz auszuschlieBen. Aus diesem
Grund sind die im vorliegenden Buch enthaltenen Informationen mit keiner Verpflichtung oder
Garantie irgendeiner Art verbunden. Autor(en, Herausgeber) und Verlag libernehmen infolgedessen
keine Verantwortung und werden keine daraus folgende oder sonstige Haftung Gibernehmen, die auf
irgendeine Weise aus der Benutzung dieser Informationen - oder Teilen davon - entsteht.

Ebenso wenig Gbernehmen Autor(en, Herausgeber) und Verlag die Gewahr dafir, dass die be-
schriebenen Verfahren usw. frei von Schutzrechten Dritter sind. Die Wiedergabe von Gebrauchs-
namen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem Werk berechtigt auch ohne besondere
Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche Namen im Sinne der Warenzeichen- und
Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten wéren und daher von jedermann benutzt werden
dirften.

Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek:
Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbibliografie;
detaillierte bibliografische Daten sind im Internet tber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt.

Alle Rechte, auch die der Ubersetzung, des Nachdruckes und der Vervielfaltigung des Buches, oder
Teilen daraus, sind vorbehalten. Kein Teil des Werkes darf ohne schriftliche Genehmigung des Verlages
in irgendeiner Form (Fotokopie, Mikrofilm oder ein anderes Verfahren) - auch nicht fiir Zwecke der
Unterrichtsgestaltung - reproduziert oder unter Verwendung elektronischer Systeme verarbeitet,
vervielfaltigt oder verbreitet werden.

© 2023 Carl Hanser Verlag Miinchen
Internet: www.hanser-fachbuch.de

Lektorat: Dipl.-Ing. Natalia Silakova-Herzberg

Covergestaltung: Max Kostopoulos

Coverkonzept: Marc Miller-Bremer, www.rebranding.de, Miinchen
Hintergrund Titelmotiv: © shutterstock.com/BK_graphic
Grafiken: Claudia Albertini, Martin Huber

Satz: le-tex publishing services, Leipzig

Druck und Bindung: CPI books GmbH, Leck

Printed in Germany

Print-ISBN 978-3-446-47563-2
E-Book-ISBN 978-3-446-47723-0



Vorwort

B Vorwort zur dritten Auflage

Wir freuen uns sehr, dass wir eine dritte {iberarbeitete und erweiterte Auflage dieses Buches
beim Hanser Verlag publizieren kdnnen. Der groflere Umfang gibt uns Gelegenheit, jedes
Kapitel mit Aufgaben zu versehen. Zudem haben wir den Text um mehrere kleine Exkurse
bereichert, die als ,,Wissenswert“ gekennzeichnet sind.

Bedanken mdéchten wir uns bei Frau Natalia Silakova vom Hanser Verlag fiir die begeisterte
Aufnahme der ,Grundbegriffe“, sowie bei den Assistierenden der UZH Violetta Weger und
Zouhair Ouaggag fiir ihre wertvollen Beitrdge zu den Aufgaben.

Uster und Ziirich, im November 2022 Claudia Albertini / Martin Huber

B Vorwort zur zweiten Auflage

Der Erfolg der ersten Auflage 2014 ermoglicht bereits jetzt eine zweite, bearbeitete und er-
weiterte Auflage 2015. Die zweite Auflage enthélt zusétzlich einen Abschnitt tiber die sym-
metrische Differenz von Mengen. Zudem wurden einige Aktualisierungen und Korrekturen
vorgenommen.

Ziirich, im Januar 2015 Martin Huber / Claudia Albertini

B Vorwort zur ersten Auflage

Das vorliegende Buch ist aus der Vorlesung ,,Grundbegriffe der Mathematik“ entstanden,
welche seit vielen Jahren an der Universitdt Ziirich fiir Studierende des Sekundarlehram-
tes gehalten wird. Es wendet sich nicht nur an zukiinftige Lehrpersonen, sondern auch an
Studierende der Informatik und anderer technisch orientierter Studiengénge.



Vi Vorwort

In den ersten beiden Kapiteln geht es um den sprachlichen Aspekt der Mathematik. In der
Logik, dem Thema des ersten Kapitels, werden formale Sprachen betrachtet, welche zwar
ein Optimum an Prézision bieten, jedoch eher unanschaulich sind. In diesem einfiihren-
den Buch wird bewusst nicht zwischen Syntax und Semantik unterschieden. Das zweite
Kapitel ist den Mengen gewidmet. Mit der Mengensprache hat sich ein Werkzeug heraus-
gebildet, welches ebenso prizis ist wie die Sprache der Priadikatlogik, ohne dass bei dessen
Verwendung auf Anschaulichkeit verzichtet werden muss. Die meisten mathematischen
Grundbegriffe basieren deshalb heute, sowohl in der Theorie als auch in ihren Anwendun-
gen, auf dem Mengenbegriff. Letzteres gilt insbesondere fiir Relationen und Funktionen,
welches die Themen des zentralen dritten Kapitels sind. Funktionen werden hier als spe-
zielle Relationen definiert. Ein separater Abschnitt ist den Aquivalenz- und Ordnungsrela-
tionen gewidmet.

In den Kapiteln 1 bis 3 geben Zahlen und Zahlmengen immer wieder Beispiele ab, mit de-
ren Hilfe Grundbegriffe der Mathematik illustriert werden. Umgekehrt werden im vierten
Kapitel die eingefiihrten Grundbegriffe zum Aufbau der Zahlen verwendet. Die Menge der
natiirlichen Zahlen wird hier axiomatisch eingefiihrt. Der Fokus liegt dabei auf Induktion
und Rekursion. Fiir die Erweiterung zu den Mengen der ganzen bzw. rationalen Zahlen
werden dann geeignete Modelle konstruiert. Im letzten Kapitel geht es schlieflich um die
Maichtigkeit endlicher Mengen, mit einem Ausblick in die Kombinatorik und einer Herlei-
tung des Binomischen Lehrsatzes.

Danken moéchten wir dem ehemaligen Direktor der Sekundar- und Fachlehrerausbildung
an der Universitit Ziirich, Herrn Walter Hohl, der die Vorlesung zunéchst gehalten und
spiter mit groBem Wohlwollen begleitet hat. Ein besonderer Dank geht an die beiden As-
sistenten an der Universitdt Ziirich Tobias Berner und Marko Seric fiir die kompetente Hilfe
beim Erstellen der Druckvorlage des Manuskripts.

Auflerdem danken wir Herrn Jiirgen Weif§ vom unabhéngigen Wissenschaftsverlag , Edition
am Gutenbergplatz Leipzig“ fiir die gute und effiziente Zusammenarbeit.

Ziirich, im Januar 2014 Martin Huber / Claudia Albertini
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Es geht zunédchst um die Frage, welche Sprache fiir den prazisen Ausdruck mathematischer
Sachverhalte geeignet sei. Die Umgangssprache ist anschaulich und handlich, jedoch sind
viele ihrer Ausdriicke und Wendungen unscharf oder mehrdeutig. Deshalb ist sie fiir unse-
re Zwecke nicht immer geeignet. In der Mathematischen Logik werden formale Sprachen
betrachtet. Eine solche Sprache bietet das Maximum an Prézision, sie ist jedoch eher un-
anschaulich und unhandlich.

B 1.1 Sprachliche Grundelemente

In jeder wissenschaftlichen Theorie werden Erfahrungsbereiche in Begriffe gefasst. Begriffe
werden in einer Sprache formuliert, und diese Sprache ist aus gewissen Grundelementen
aufgebaut. In der Mathematik sind diese Grundelemente die Konstanten und die Variablen.

Beispiel 1 (aus der Arithmetik):

= Konstante: ,Zahl, 0, 1, +, & (Kreiszahl), e (Eulersche Zahl)

= Variable: a, b,c,...,x,y,%; A,B,C,... (lateinische Buchstaben)

Die Konstanten haben eine genau festgelegte Bedeutung, die im Laufe der Uberlegungen
unverdndert bleibt. Die Variablen haben keine selbstindige Bedeutung; sie stehen fiir ge-
wisse Objekte (in der Arithmetik meist fiir Zahlen) - sie sind Platzhalter, Leerstellen (wie
bei einem Formular).

Zur Illustration des Unterschieds zwischen Konstanten und Variablen: Die Frage, ob 0 eine

ganze Zahl sei, ist sinnvoll; sie kann mit ja oder nein beantwortet werden. Hingegen macht
die Frage: ,Ist x eine ganze Zahl?“ keinen Sinn.
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Aussagen und Aussageformen

Eine Aussage (im Sinne von Aristoteles!) ist ein sprachliches Gebilde (im weitesten Sinne),
von dem prinzipiell feststeht, ob es wahr oder falsch ist.

Bild 1.1 Aristoteles

Beispiel 2

a) Zirich ist die Hauptstadt der Schweiz.

b) 2+3=5.

c) Die Gleichung x> + y® = z3 besitzt auRer der trivialen keine ganzzahligen Losungen.
d) Tycho Brahe wurde 1601 von J. Kepler vergiftet.

e) x+3=5

Nach der obigen Umschreibung sind die Beispiele a) bis d) Aussagen: a) ist falsch, b) ist
wabhr. Bei ¢) und d) sind wir zwar {iberzeugt, dass sie entweder wahr oder falsch sind; wir
sind jedoch nicht in der Lage, dies zu entscheiden. Dass Aussage c¢) wahr ist, hat schon
Leonhard Euler’ bewiesen. Diesen Beweis nachzuvollziehen erfordert jedoch mathema-
tische Kenntnisse, die tiber das hinausgehen, was man am Gymnasium tiblicherweise ge-
lernt hat. Der Beweis, dass c) wahr ist, war ein erster Schritt zur Losung des beriihmten Fer-
matschen Problems (vgl. Kapitel 2, S. 30). Zu d): Seit kurzem weilf man, dass Tycho Brahe
an einer Bleivergiftung gestorben ist. Diese Tatsache hat zu wilden Spekulationen gefiihrt.
Beispiel e) ist keine Aussage: Da x eine Variable ist, kann nicht entschieden werden, ob dies
wahr oder falsch ist.

»X+3 =5 isteine Aussageform, d. h. ein sprachliches Gebilde mit mindestens einer Varia-
blen, welches nach Einsetzen von Konstanten fiir die Variablen in eine Aussage {ibergeht.
Hierist z.B. ,2+3 =5 eine wahre, ,,0 +3 = 5“ hingegen eine falsche Aussage.

1 Aristoteles (384-322 v. Chr.), bedeutender griechischer Philosoph
2 Leonhard Euler (1707-1783), bedeutender Schweizer Mathematiker, Naturwissenschaftler und Ingenieur
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Begriff der Lésung

Eine gegebene Aussageform wird von einer Konstanten erfiillt, falls durch Einsetzen dieser
Konstanten eine wahre Aussage entsteht. Man sagt, diese Konstante sei eine Losung der
betreffenden Aussageform.

Beispiel 3
a) ,x+3 =5 2istLosung; 0, 1 sind keine Losungen.
b) ,x+y =5 die Paare (2,3), (1,4) sind Losungen.

¢ ,x<3"“ 1,2sind Losungen; 3, 4 sind keine Losungen.

Begriff des Terms

,x% —5x +6“ ist keine Aussageform, sondern ein (arithmetischer) Term.
Terme konnen iterativ (d. h. schrittweise) wie folgt definiert werden:

1. Konstante und Variable sind Terme.

2. Ersetzen einer Variablen durch einen Term ergibt wieder einen Term.

3. Ausiiben der im betrachteten Bereich definierten Operationen auf Terme liefert wieder
Terme.

Beispiel 4 (aus der Arithmetik):
Ty :=x*-5x+6 Tp:=2"+1 T-—ﬂ
1-= » 2= » 3~—a2+b2-

Die Terme T7, T, T3 sind aus Konstanten und Variablen mittels mehrfacher Anwendung
von 3. gebildet worden.

Zur Anwendung von Regel 2.:

= Einsetzen von 4 in den Term T; liefert den Term 4% —5-4 + 6.

= Einsetzen von T in Tj liefert (2" + 1)2 —5(2" + 1) + 6 =: Ty. Durch Umformung erhalten
wir 22" —3.2" +2 =: T5.
Beachte, dass die Terme T, und T5 verschieden sind. Da das Einsetzen einer beliebigen
Konstanten stets dasselbe Ergebnis liefert, nennt man sie dquivalent (deutsch: gleich-
wertig).

Generelle und existentielle Aussagen

1. Die Aussageform ,x+ y = y+ x“ ist im Bereich der (ganzen) Zahlen allgemeingiiltig
oder eine Identitit; d. h. sie wird von jeder Zahl erfiillt. Dies kann auch so ausgedriickt
werden:

,Fiir beliebige Zahlen x, y gilt: x+ y = y + x.“
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Damit ist die gegebene allgemeingiiltige Aussageform in eine wahre Aussage iiberge-
gangen. Kiirzer schreiben wir:
Vx,y(x+y=y+x)  oderpriziser: VxVy(x+y=y+x).

Dies ist eine generelle Aussage; sie wird eingeleitet durch den Allquantor ,Vx, y“ (in
Worten: ,fiir alle x, y“). Durch Voransetzen des Quantors ,Vx, y“ sind die urspriing-
lich freien Variablen x, y gebunden worden. Durch Binden der freien Variablen geht eine
Aussageform in eine Aussage iiber.

2. Die Aussageform ,x > y+1“ ist nicht allgemeingtiltig. Durch Voransetzen des Allquan-
tors ,Vx, y“ geht sie demzufolge in eine falsche Aussage iiber. (Beachte, dass ein Gegen-
beispiel gentigt!) Hingegen ist folgende Aussage wahr:

»Es gibt eine Zahl x und es gibt eine Zahl y so, dass x> y + 1.“
Setzt man ndmlich x = 4 und y = 2 ein, so ist die Ungleichung erfiillt. (Beachte, dass eine
Losung gentigt!)
Fiir die obige Aussage schreiben wir kiirzer:

3x,y (x>y+1)  oderpréziser:  IxTy (x>y+1).

Dies ist eine existentielle Aussage ; sie wird eingeleitet durch den Existenzquantor
»3x,y“ (in Worten: ,.es gibt x, y“). Wiederum bindet der Quantor ,3x, y“ die urspriing-
lich freien Variablen x, y.

3. Inder Formel Vx, y 3z (x = y + z) sind alle drei Variablen x, y, z durch Quantoren gebun-
den. Es handelt sich also um eine (wahre) Aussage; es ist dies eine sog. bedingt existen-
tielle Aussage.

Hingegen ist die Formel 3z (x = y + z) eine (allgemeingiiltige) Aussageform mit den frei-
en Variablen x, y.

Bemerkung Auch in anderen Bereichen der Mathematik kénnen Variable gebunden wer-
den, beispielsweise

n
. Z K2 n ist eine freie, k eine gebundene Variable.
k=1

b
. f fx)dx: f,a,bsind freie, x ist eine gebundene Variable.
a

Zur Bedeutung der Variablen

Die Verwendung von Variablen kann das Formulieren und Beweisen von mathematischen
Lehrsatzen wesentlich erleichtern.

Beispiel 5 [lar77,S.26/27]
Viy [ -y =@-p (P +xy+y%)]

Formulierung ohne Variable:

»Die Differenz der dritten Potenzen zweier beliebiger Zahlen ist gleich dem Produkt der Dif-
ferenz dieser Zahlen und der Summe dreier Summanden, von denen der erste das Quadrat
der ersten Zahl, der zweite das Produkt der beiden Zahlen und der dritte das Quadrat der
zweiten Zahl ist.“



