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Vorwort

Die vorliegende Formelsammlung soll dem Ingenieur in knapp gefasster,
klarer und Ubersichtlicher Form die wichtigsten physikalischen und tech-
nischen Formeln, einschlieBlich dem dazugehdrigen mathematischen Riist-
zeug, treffsicher aufzeigen. Dabei will sie durch zusammengefasste Begriffs-
erlauterungen auch dann unterstiitzend eingreifen, wenn sich der Benutzer
nur gelegentlich in ein ihm nicht mehr so geldufiges Gebiet begeben muss.

Um dem Benutzer die Moglichkeit zu geben, evtl. Ergénzungen und sonstige
Bemerkungen aus seinem Spezialgebiet aufzeichnen zu kénnen, sind die
meisten Blatter nur einseitig bedruckt.

Jedes Sachgebiet ist unter einem g r o B e n Buchstaben zusammengefasst.
Die einzelnen Formeln jedes Sachgebietes sind unter dem jeweils gleichen,
jedoch kleinen Buchstaben fortlaufend nummeriert. Dies gestattet, die
angewandten Formeln eines Rechnungsvorganges zu kennzeichnen.

Vorwort zur 34. Auflage

Neben der Erweiterung des Kapitels O ,Warme” durch die Anwendungen
,HLK" (Heizungs-, Liftungs- und Klimaanlagen) wurde das Kapitel W ,Um-
welttechnik” Uberarbeitet und ergénzt.

Unser Dank gilt Frau Prof. Dr.-Ing. K. Kuchta sowie den Herren Prof. Dr.-Ing.
M. Gewerke und Dipl.-Ing. B. Kuchta, die bei der Uberarbeitung mitgewirkt
haben.

Fur Vorschldge zur Verbesserung und Weiterentwicklung der Technischen
Formelsammlung sind Verfasser und Verlag stets dankbar. Beitrage
kénnen direkt an Reiner Gieck, Nimrodstr. 26, 82110 Germering (E-Mail:
RGieck@aol.com) gerichtet werden.

R. Gieck
Germering, Sommer 2019



Erlauterungen
zur Benutzung der Technischen Formelsammlung

Die Bestandteile der Gleichungen

Gr6Ben und ihre Bestandteile: Zahlenwert und Einheit

Der Zahlenwert einer Gr63e ist das Verhaltnis der GroBe zur gewahlten
Einheit. Der Zahlenwert ist also die Zahl, mit der man die Einheit vervielfachen
muss, um die GréBe zu erhalten:

GroBe = Zahlenwert X Einheit

Wahlt man eine n-mal so gro3e Einheit, so verkleinert sich der Zahlenwert auf
den n-ten Teil. Das Produkt aus Zahlenwert und Einheit bleibt konstant: die
GroBe ist invariant gegenuber einem Wechsel der Einheit, z. B.

Tm=10mm=10"3km

Die Werte der GroBen werden als Produkt von Zahlenwert und Einheit
geschrieben, z. B.

I=3mA;, [/=12mm

Dabei ist die Zweckbestimmung des Formelzeichens der GréRe streng von
derjenigen der Einheit zu trennen. Nur das Formelzeichen gibt an, welche
GréBe gemeint ist. Zahlenwert und Einheit geben nur an, welchen Wert
die GréBe hat. Die Einheit darf also keinen Hinweis darauf enthalten, welche
GroBe gemeint ist.

Beispiele hierzu:

falsch richtig
p =2,7 atu pu ~ 2,7 bar
U =220V Uggs =220V

Weitere deswegen in der Bundesrepublik nicht mehr zuléssige Einheiten
(Auswahl): ata, N m3 = m3, BW = W,,, AWdg, Vss.

Ausnahmen: °C, var, rad, sr.



Die Arten von Gleichungen

GroBengleichungen

In GroBengleichungen bedeuten die Formelzeichen physikalische GroBen.
GroBengleichungen gelten unabhédngig von der Wahl der Einheiten. Aus
ihnen lasst sich der zugrunde liegende physikalische Zusammenhang leicht
erkennen. Bei der Auswertung von GréBengleichungen sind fiir die Formel-
zeichen der GroBen die Produkte aus Zahlenwert und Einheit einzusetzen.
Dabei konnen Zahlenwerte und Einheiten in beliebiger (also auch bunter)
Reihenfolge geschrieben und in Briichen auch beliebig gekirzt werden, z.B.
Formel 123:

t_25_2-80m_2~80ms_
v m  8m
s

20s
8

Zugeschnittene Gréengleichungen

GroBengleichungen, in denen jede GroBe durch eine zugehérige Einheit
dividiert erscheint, heilen ,Zugeschnittene GréBengleichungen”, z.B. For-
mel s88:

Fn B\? A 0,9T\?2 5cm?
M40 =) =— =40 =162
N T) cm? T cm?

oder:
B\? A 0,9T\? 5cm?
Fn~40( =] —N=40 N=162N
T) cm? T cm?

In diesen Gleichungen stellen die Verhéltnisse von GroBe und Einheit unmit-
telbar die Zahlenwerte bei den angegebenen Einheiten dar. Diese Gleichun-
gen sind darum fur haufig wiederkehrende Auswertungen (Tabellenrechnen)
besonders geeignet.

Einheitengleichungen

Einheitengleichungen geben die zahlenméaBigen Beziehungen zwischen Ein-
heiten an. In ihnen treten also nur Einheiten und Zahlenwerte auf, z. B.

Tm=100cm; 1N=1 kgm/s2

Sie werden mit Vorteil so geschrieben, dass auf ihrer linken Seite nur die Zahl
1 steht, z.B.

~Tm  100cm _1kgm_1st
T 100cm 1Tm © 1Ns2  1kgm

Sollen GréBen in Darstellungen mit anderer Einheit umgerechnet werden,
so werden diese GroBen oder eine Seite der gesamten Gréfengleichung
mit den jeweils erforderlichen besonderen Darstellungen der 1 multipliziert.



Dadurch dndert sich ihr Wert ja nicht. Die Darstellungen der 1 werden wie
oben angegeben gebildet, z. B. Formel m1:

F=ma

1Ns2 cm Im
Tkgm ~ s2 100cm

’

F=3okg4?=3okg
S

Zahlenwertgleichungen

In Zahlenwertgleichungen bedeuten die Formelzeichen Zahlenwerte. Diese
Gleichungen lassen sich stets auch als ,Zugeschnittene Gréengleichungen”
darstellen. Um ein standiges Umdenken zu vermeiden, enthélt die Technische
Formelsammlung keine Zahlenwertgleichungen.

Basisgro3en und Basiseinheiten im
Internationalen Einheitensystem

Sl-Basisgrofe Sl-Basiseinheit
Formel- Ein-
Benennung zeichen Benennung heiten
(kursive (senkr.
Schrift) Schrift)
Lange i Meter m
Masse m Kilogramm kg
Zeit t Sekunde s
Elektrische Stromstarke 1 Ampere A
Thermodynamische T Kelvin K
Temperatur
Stoffmenge n Mol mol
Lichtstarke Iy Candela cd

Beispiel-Einheiten
Die gelegentlich verwendete Bezeichnung BE bedeutet ,Beispiel-Einheit”
(also nicht Basiseinheit).

Bei vielen aufgefiihrten Formeln sind Beispiel-Einheiten angegeben. Dabei
ist stets die zuerst angegebene Einheit die gesetzlich vorgeschriebene des
Internationalen Einheitensystems. Diese Einheiten sollte man vorzugsweise
benutzen, da dadurch die Umrechnungen am einfachsten werden bzw. tber-
haupt entfallen. Die zusatzlich angegebenen Einheiten sind andere Schreib-
weisen oder dezimale Vielfache der ersten Einheit.

Ausgelaufene Einheiten und/oder gesetzlich nicht mehr zugelassene - je-
doch gelegentlich noch verwendete - Einheiten sind in runden () Klammern
aufgefiihrt.



Griechisches Alphabet

o B % 5 € 4
A B r A E V4
Alpha Beta Gamma Delta Epsilon Zeta
v é 0 T 0 o
N ) o P z

Ny Xi  Omikron Pi Rho  Sigma

Benutzte Formelzeichen
(weitgehend nach DIN 1304)

Raum und Zeit

arﬁ
0

li

b

h
rR
d,D
s

7V

. Winkel

Raumwinkel

Lange

Breite

Hohe

Radius, Halbmesser, Fahrstrahl
Durchmesser

Lange, Weglange

Dicke

Umfang

Flache, Querschnitt
Mantelflache eines Korpers
Oberflache eines Korpers
Volumen

Zeit, Zeitspanne
Winkelgeschwindigkeit
Winkelbeschleunigung
Geschwindigkeit
Beschleunigung
Fallbeschleunigung

Periodische und verwandte
Erscheinungen

T
f
n

| >

Periodendauer

Frequenz
Umdrehungsfrequenz,
Drehzahl

Kreisfrequenz

Wellenldnge

Vor- oder Nacheilwinkel,
Phasenverschiebungswinkel

n ¥ 1 » A u
H © 1 K A M
Eta Theta Jota Kappa Lambda My
T v [ x 174 [}
T Y & X vy o Q
Tau Ypsilon Phi Chi Psi  Omega

Mechanik

m  Masse

o Dichte

v Spezifisches Volumen

p  Impuls

J  Tragheitsmoment

F Kraft

Fc Gewichtskraft (friiher Gewicht)

M Kraftmoment

Mg Reibungsmoment

T  Drehmoment

p  Druck (Kraft durch Flache)

o Zug- oder Druckspannung,

Normalspannung
7 Schubspannung,
Scherspannung

e Dehnung

y  Schiebung

E  Elastizitatsmodul

G Schubmodul

/ Flachenmoment 2. Grades

W  Widerstandsmoment

H  Flachenmoment 1. Grades

S Schwerpunkt

1 Reibungszahl der Gleitreibung

Lo Reibungszahl der Haftreibung

uq Querlagerreibungszahl

1 Langslagerreibungszahl

n  Dynamische Viskositat

v Kinematische Viskositat

W Arbeit, Energie

P Leistung

n  Wirkungsgrad



Warme

T  Temperatur in Kelvin

t, % Temperatur in Celsius

a Langenausdehnungskoeffizient

y  Volumenausdehnungskoeffi-
zient

@ Warmestrom

¢  Warmestromdichte

Q Waiarme

cp Spezifische Warmekapazitat bei
konstantem Druck

cy Spezifische Warmekapazitat bei
konstantem Volumen

g  Warme, spezifische

A Warmeleitfahigkeit

»  Verhdltnis der spezifischen
Warmekapazitaten

R spezifische Gaskonstante

Iy Verdampfungswarme, latent,
massebezogen

lr Schmelzwédrme, latent,
massebezogen

Is  Sublimationswarme, latent,
massebezogen

U  Waérmedurchgangskoeffizient

Vn  Normvolumen

v spezifisches Volumen

Elektrizitat und Magnetismus

Q

wemoﬁo

(G

Elektrische Stromstarke
Elektrische Stromdichte
Elektrische Spannung
Elektrische Quellenspannung
Elektrischer Widerstand,
Wirkwiderstand
Elektrischer Leitwert,
Wirkleitwert
Elektrizitatsmenge, Ladung
Elektrische Kapazitat
Elektrische Flussdichte
Elektrische Feldstarke
Magnetischer Fluss
Magnetische Flussdichte,
Induktion

Induktivitat

Magnetische Feldstarke
Elektrische Durchflutung

Magnetische Spannung

Magnetischer Widerstand

Magnetischer Leitwert

Luftspaltlange

Temperatur-Koeffizient des

elektrischen Widerstandes

y  Elektrische Leitfahigkeit

o Spezifischer elektrischer
Widerstand

& Permittivitat

&o Elektrische Feldkonstante

& Permittivitatszahl

N Windungszahl

u Permeabilitat (4 = uo - ur)

Ho Magnetische Feldkonstante
Uy Permeabilitdtszahl

p  Polpaarzahl

z  Leiterzahl

Q Gute

6  Verlustwinkel

Y  Scheinleitwert

Z  Scheinwiderstand

X Blindwiderstand

S Scheinleistung

P Wirkleistung

Q Blindleistung

Cv Momentenkonstante

Optische und verwandte
elektromagnetische Strahlung

le  Strahlstarke

Iy Lichtstarke
Strahlungsleistung
Lichtstrom
Strahlungsmenge, -energie
Lichtmenge

Ee Bestrahlungsstarke
Ey Beleuchtungsstarke
Bestrahlung
Belichtung

Le Strahldichte

Ly Leuchtdichte

¢ Lichtgeschwindigkeit
n  Brechzahl

f  Brennweite

D  Brechwert



Einheiten

Flachen

Korper

Arithmetik
Kreisfunktionen
Analytische Geometrie
Statistik
Differenzial-Rechnung
Integral-Rechnung
Differenzial-Gleichungen
Statik

Kinematik

Dynamik

Hydraulik

Warme

Festigkeit
Maschinen-Elemente
Fertigung
Elektrotechnik
Regelungstechnik
Chemie
Strahlungsphysik
Umwelttechnik
Tabellen

NS<C-HWwWIPDVIVO0OZ2rX-=-IQOTMTmMmOoOUNwW?>



Einheiten

A

Vorsatze und Vorsatzzeichen

da = Deka = 10" d =Dezi =10"
h = Hekto = 102 c =Zenti =102
k =Kilo =103 m=Mili =10"3
M = Mega = 10° u = Mikro =107°
G =Giga =10° n =Nano =10"°
T =Tera =102 p =Piko =102
P =Peta =10'° f =Femto=10"12
E =Exa =108 a =Atto =10"18
Z =Zetta = 10% z =Zepto = 10721
Y =Yotta =10%* y = Yocto = 102
Langen-Einheiten
m um mm cm dm km
al [1m = 1 100 103 102 10 1073
a2 [tpm =| 10°° 1 1073 1074 107> 10792
a3 [1mm =| 1073 103 1 1077 1072 1076
a4 [1em =| 1072 104 10 1 107! 107°
a5 [1dm =| 107! 10° 102 10 1 10~4
a6 [ 1km =| 103 10° 100 10° 10% 1
Langen-Einheiten (Fortsetzung)
mm um nm R pm (mA)?
a7 [1mm =| 1 103 100 107 10° 1010
a8 | 1um =| 1073 1 103 10% 106 107
a9 [1nm =| 107°¢ 1073 1 10 103 10%
alo |MA) =] 1077 10~4 1077 1 102 103
all |[1pm =| 107° 1076 1073 1072 1 10
al2 | (1mhA) =| 10710 1077 1074 1073 107! 1
Flachen-Einheiten
m?2 umz mm? cm? dm? km?
al3 [1m2  =| 1 1012 100 10% 102 1076
al4 [ 1pm? =| 10712 1 1076 10-8 10710 | 10778
als | 1mm?2 =| 107 100 1 1072 1074 1012
al6 | 1em? =| 1074 108 102 1 1072 10710
al7 | 1dm? =| 1072 1010 10% 102 1 108
al8 | 1km?2 =| 10° 1018 1012 1010 108 1

VA= Angstrom 2) 1 mA =1XE = 1 X-Einheit






Einheiten
Volumen-Einheiten
m3 mm?3 cm3 dm3 1 km?3
al9 | 1m3 = 1 10° 100 103 10792
a20 | 1mm3 =| 107° 1 1073 1076 10718
a21 | 1em? =| 10°° 103 1 1073 10715
a22 | 1dm? =| 1073 100 103 1 10712
a23 | 1km3 =| 10° 1018 1012 1012 1
Massen-Einheiten
kg mg g dt t=Mg
a24 | 1kg = 1 106 103 1072 1073
a25 | 1mg =| 10°¢ 1 1073 108 1079
a26 | 1g =| 1073 103 1 1072 1076
a27 | 1dt =| 102 108 10° 1 1077
a28 | 1t=1Mg =| 103 10° 100 10 1
Zeit-Einheiten
S ns us ms min
a29 | 1s = 1 10° 106 103 16,66-1073
a30 | 1ns =| 107? 1 1073 107 |16,66-10712
a3l | 1ps =| 10°¢ 103 1 1073 [16,66-107°
a32 | 1ms =| 1073 10° 103 1 16,66-10~6
a33 | 1min = 60 60-10° | 60-10° | 60-103 1
a34 | 1h =| 3600 |36-102| 36-10° | 3,6-10° 60
a35 | 1d =|864-10% [864-10'2| 86,4 -10° | 86,4 - 10° 1440
Kraft-(Gewichtskraft-)Einheiten
N 2 kN MN (kp) (dyn)
a36 | 1N = 1 1073 1076 0,102 10°
a37 | 1kN = 103 1 1073 |0,102-103 108
a38 | 1MN = 100 103 1 0,102-10° 10"
(1kp) =| 9,80665 1 0,98 - 10°
(1dyn) =| 1072 1,02:1076 1
0 1dm3 =11=1 Liter 2) IN=1 kgm/52:1 Newton






a39
a40
a41
a42
a43

a44
a45
a46
a47
a48

a49
a50
a51
a52
a53

a54

a55
a56

a57

a58

a59

a60

Einheiten

Druck-Einheiten

Pa N/mm? bar (kp cm?) (Torr)
1Pa=N/m? = 1 1076 107 |~1,02:107°| ~0,0075
TN/mm =| 108 1 10 ~102 |~7,510°
1 bar =| 10° 0,1 1 ~1,02 ~ 750
(1kp/cm?=1at) ~|98100|9,81-1072| 0,981 1 736
(1Torn " ~| 133 [0,133-1073(1,33-1073| 1,36 - 1073 1

Arbeits-Einheiten
J kW h (kp m) (kcal) (PS h)
1J2 = 1 ~0,278-1076| 0,102 |~0,239-1073|~0,378-10~6
1kW-h =|3,60-10° 1 367 - 10° 860 ~1,36
(Tkp-m)=| 981 | 2,72-107° 1 2,345-1073 |~3,70-107°
(Tkeal) =| 4186,8 | 1,16-1073 | 426,9 1 ~1,58-103
(1PS-h) =|2,65-106| 0,735  |0,27-10° 632 1
Leistungs-Einheiten
w kw (kpm/s) (kcal /h) (PS)
1w 3 = 1 1073 0,102 0,860 [1,36-1073
1kW =| 1000 1 102 860 1,36
(kp-m/s) =| 9,81 |9,81-1073 1 843 [133-1073
(1keal/h) =| 1,96 |1,96-1073| 0,119 1 1,58-1073
(1PS) =| 735 0,735 75 632 1

Massen-Einheit fiir Edelsteine
1 Metrisches Karat (Kt) =200mg=0,2 - 1073 kg = 1/5000 kg

Feingehalt-Einheit fiir Edelmetalle

24 Karat = 1000,00 %o \ 18 Karat = 750,00 %o
14 Karat = 583,33 %o | 8 Karat = 333,33 %o
Temperatur-Einheiten
[t -~ 5 T Kl °C °F | °R
T= (Q + 273'15) ~9 °R K Oedepunkt 373,154 100 2121671,67

°R  Espunkt 273,150 ——--—--- 321491,67

v o
==

1
= (% + 459,67) °R=

5/t T
t=2 (—F 732)°c: (f 7273,15)°c
9 \°F K

9 t o R o
tr= (5 et 32) F= (OR 459,67) F
T, Tr, t und t¢ sind die Temperaturen in der Kelvin-, Rankine-, Celsius- und
Fahrenheit-Skala
1 Torr = 1/760 atm = 1,333 22 mbar = 1 mm Hg (mm QS) bei t =0°C

D1 =1Nm=1Ws=1Joule ) 1W=1J/s=1Nm/s=1Watt

Absol
Noipunke 0 ]-273,15 -459,67)|0







Einheiten

As

Gegeniiberstellung
anglo-amerikanischer und metrischer Einheiten

Langen-Einheiten

in ft yd mm m km
a61 | 1in = 1 0,08333 | 0,02778 | 254 | 0,0254 —
a62 | 1ft = 12 1 03333 | 304,8 | 0,3048 —
a63 [1yd = 36 3 1 914,4 | 09144 —
a64 | 1mm =| 0,03937 [3281-107°(1094-1076| 1 0,001 1076
a65 | 1m  =| 3937 3,281 1,004 1000 1 0,001
a66 | Tkm =| 39370 3281 1094 100 1000 1
Flachen-Einheiten
sqin sq ft sqyd cm? dm? m?2
a67 | 1sqin = 1 6,944-1073/0,772-1073| 6,452 | 0,06452 [64,5-107°
a68 | 1sqft =| 144 1 0,111 929 9,29 0,0929
a69 | 1sqyd =| 1296 9 1 8361 | 83,61 0,8361
a70 | 1em? =| 0,155 [1,076:1073|1,197-107%| 1 0,01 0,0001
a7l | 1dm?2 =| 155 0,1076 | 0,01196 | 100 1 0,001
a72 | 1m?2  =| 1550 10,76 1,196 | 10000 | 100 1
Volumen-Einheiten
cuin cuft cuyd cm? dm? m3
a73 | 1Tcuin = 1 5,786-1074|2,144.107°| 16,39 [0,01639|1,64-107>
a74 | 1ecuft =| 1728 1 0,037 |28316| 2832 | 0,0283
a75 | 1cuyd =| 46656 27 1 764555| 764,55 | 0,7646
a76 [ 1em3 =/ 0,06102 |3532-1078[1,31-107%| 1 0,001 1076
a77 | 1dm3 =| 61,02 | 003532 | 0,00131 | 1000 1 0,001
a78 | 1m3  =| 61023 35,32 1,307 100 1000 1
Massen-Einheiten
dram oz 19] g kg Mg
a79 | 1dram = 1 0,0625 | 0,003906 | 1,772 |0,00177 [1,77-10°6
a80 |10z =| 16 1 0,0625 | 2835 |0,02835(28,3-107°
a8l |1lb  =| 256 16 1 453,6 | 0,4536 (4,53-107%
a82 | 1g =| 0,5643 | 0,03527 | 0,002205 1 0,001 1076
a83 | 1kg =| 5643 35,27 2,205 1000 1 0,001
a84 | 1Mg =[564,3-103| 35270 2205 106 1000 1

Fortsetzung siehe A5






Einheiten

As

Fortsetzung von A4

Arbeits-(Energie-)Einheiten

ftlb kpm | J=Ws kW h keal Btu
ags | 1ftlb = 01383 | 1,356 376,8-107°| 324-107° [1,286-1073
a86 | Tkpm =| 7233 1 9,807 2,725-1076|2,344.1073|9,301-1073
a87 | 1J=1Ws =| 07376 | 0,02 1 |2778-107°| 239-1076 |948,4-1076
a88 | TkW-h  =[2,655-10°|367,1-10%| 3,6-10° 1 860 3413
a89 | 1kcal =|3,087- 103 426,9 4187 (1,163 1073 1 3,968
290 | 1Btu =| 7786 107,6 1055 | 2931070 0,252 1
Leistungs-Einheiten
hp kpm/s | J/s=wW kw keal/s Btu/s
a9l | 1hp = 1 76,04 745,7 0,7457 0,1782 0,7073
a%2 | tkpm/s  =[13,15-1073| 1 9,807 [9,807-1073|2,344-1073|9,296-1073
a93 [ 1)/s=1w =|1,341-1073| 0,102 1 1073 | 239-1076 |948,4-107°
a%4 | 1kw = 1,341 102 1000 1 0,239 0,9484
a9 |1 kcal/s = 5614 426,9 4187 4,187 1 3,968
a9%6 | 1Btu/s = 1,415 107,6 1055 1,055 0,252 1
Sonstige Einheiten

a97 | 1mil=10"3in = 0,0254mm
a98 | 1sqmil=10"%sqin = 645,2 umz
a99 | 1 englische Meile = 1609 m

al00 | 1internationale Seemeile = 1852m

al01 | 1 geographische Meile = 7420 m

a102 | 1rod, pole oder perch =5,5yd = 5,092 m

a103 | 1sqchain =16sqrods = 404,7 m?

a104 | 1Imp.gallon (Imperial gallon) = 4,546 dm?

al05 | 1US.gallon (United States gallon) E 3,785dm3

al06 | 1Feinunze (oztr) = 31,1035g

al07 | 1stone (GB)=141b = 6,35kg

a108 | 1short quarter (US) = 11,34 kg

a109 | 1long quarter (GB, US) = 12,70kg

al10 | 1 short cwt (US) = 4 short quarter = 45,36 kg

al11 | 1long cwt (GB, US) = 4long quarter = 50,80 kg

al12 | 1 short ton (US) = 0,9072 Mg

al13 | 1long ton (GB, US) = 1,0160 Mg

al14 | 1Btu/cu ft = 8,9046 kcal /m3 =37284Nm/m?3

al15 | 1Btu/lb = 0,556 kcal /kg = 2327Nm/kg

al16 | 11b/sq ft = 4,882 kp/m? = 47,8924N/m?

a117 | 11b/sqin (=1 psi) = 0,0703 kp/cm? = 0,6896N/cm?






b1
b2
b3

b4
b5

b6
b7
b8

b9

b10

b11/1

b11/2

b12

b13/1
b13/2
b13/3
b13/4

Flachen

B1

Quadrat
A=a? .
=VA S e}///
=av2 ,’/
Rechteck
A=a-b N -
d=VZ TR <
a
Parallelogramm
A=a-h=a-b-sina ~ d\/
dy =+/(a+ h - cot a)? + h? < \d
dy =+/(a—h-cota)? + h?
Trapez
b
A=l
2
_a+b <
2
a-h Dreieck
A=——=r-5s
2
+
=/s(s — a)(s — b)(s — 0) C =
, h b-c < ) N ) N
= i =55 R - ~
2s 2h R
s—a >
y=s—b 4 z
a
z=s—¢

s=(@+b+09)/2







b14

b15

b16

b17

b18

b19
b20
b21

b22

b23
b24
b25
b26

b27

b28
b29

b29a

Flachen

B:

Gleichseitiges Dreieck

e

RegelmaBiges Fiinfeck

5

Azng\/10+2\/§
1

a=-r \/10 =25
1

0= \6+2V5

Konstruktion: AB=0,5r, BC=BD, CD=CE

3 se .‘
A=2a*/3 RegelmaBiges Sechseck
d=2a

2 o
=—=s~ 1,1555 S| s =

V3 -

3
s =34 ~ 08664
2
A=2as ~ 0,83 s> RegelmiBiges Achteck
=2s5yd? — 52
a=s-tan22,5° ~ 0,415s o
s =d-cos22,5° ~ 0,924d TS A S
N
=——— =~ 1,083s

cos 22,5°
A=A +A)+ A3 Vieleck

a-hy+b-hy+b-h; P4(X4,Y4) P3(x3,y3)

= - Pa(n,

2
Wenn Koordinaten der Eckpunkte
P, bis P4 bekannt:
1
A=> [ 1 =x)y14y2) + (2 —x3)ly2+y3) +

+ (x3—xa)y3+ya) + (n—x1)(yn+y1)] Pi(x1,y1)
Hinweis: Werden Eckpunkte gegen den Uhrzeiger durchlaufen, wird A > 0,
sonstA <0






Flachen

11: Kreis
b30 A= Zdz —qr?
b31 ~ 0,785d* - Q -
b32 U=2nr=nd ‘

Kreisring
_T (2 _ 2

b33 A=2 (D —d ) 4
b34 |  =mld+ bl g @ a

D—d
b35 b=——

2
o Kreisausschnitt

b36 =T 2, %2

360° 2

b37 :% A <
T
b38 =—ra
187':0 . -

b39 o= wa (' im Bogenmal, « in Grad)

S

b40 s =2r-sin % Kreisabschnitt

r2 ~ h 5 5 l‘Z r
b41 A :7(a75ina)z—<3h +4s) PR

2 65

h s?
b42 =4

r 2+8h \_/‘\‘I
b43 h :r<17cosg):£tang b
~ 2/ 7277

b44 o = siehe Formel b39
b4s | A="pd=rnab Ellipse

4 a
b46 U“§{3(a+b)72\/ab] S

N L, /1 1\, ©

b47 = b) 1 —) .2 .2}

nla+ ){ +<2) +<2 4) +

2 2
113\ ¢, (113 s D
..... 2 212, 2
+<2 4 6) +<2 46 > *
2







cl
c2
c3

c4
c5
c6

c7

c8

c9

c10

Korper

Wiirfel
V=d®
Ao = 6a°
d=+3-a
V =abc

Ao =2(ab + ac + bc)
d=vVa?+b2+c2

V=Ah
(Prinzip von Cavalieri) < /
L /
Aq
Pyramide
Arh 7
v ="
3 <
4’ A]

h
V== (A] + Ay + VA -Az)

3
A A
zh1+2
2

(wenn A7 = A,)

Pyramidenstumpf







cll

c12
c13

c14

c15

c16
c17
c18
c19

c20

c21

c22

c23

c24
c25

Korper

Cz

v =Zd%
4
Am =2nrh
Ao =2mr(r + h)

Zylinder

v="h (DZ - dz)
4

T
vV =Zr’h
3
Am =7rm

Ao =mr(r +m)

m =vVh2+r2
A21A1 :XZIhZ

v :%h(D2+D-d+d2)

Am = gm(D + d) =2npm

D—d\?
= - h2
m ( 3 >+

4 1
V=-n-r=-n.d°
3 6

~ 4,189

Ao = anr? =nd?







c26

c27
c28

c29

c30
c31

c32

c33

c34

c35/1
c35/2
c35/3

c36

c37/1

c37/2

Korper

Cs

v = gh (3a2 +3b6% + h2)
Am =2nrh (Kugelzone)

Ao =T <2rh + a? + b2>

Kugelschicht

Am =2nrh (Kugelkappe)
T2 2)
=— 4h
7 (s +

Kugelausschnitt

vV =Znr?h

3
Ao = Er(4h +s)
v ="p3

6

Ao =41/ (R+13(R—1)
=2rh(R+r)
h =2VR2 —r2

2
vV =ZnR’h
3

h2
Ao =27R <h+\/R24>

h =2VR? —r?







Korper

Cs

Kreisring
38 v —n—2Dd2 N D
¢ =3 < D oV
39| Ao =n?Dd D

Schief abgeschnittener Zylinder
a0 | v o=Za?h
4

c40/2 Am = ndh
c40/3 Ao :nr{m +hy +r+

+4/r2 + (hy — h2)2/4}

c41
c42
c43
c44
Prismatoid

45| v ="l 1Ay a8 A
C =—

cMt+ A iy

< A

/\ )
Nach dieser Formel lassen sich die auf '
C1 ... C3 aufgeflihrten Korper — dem-
nach auch die Kugel und ihre Teile — A

berechnen.







d1
d2
d3
d4
d5

dé

d7
d8

do

d10
d11
di12

di13

di4

d15

d16

Arithmetik

Potenzen, Wurzeln

D1

Regeln fiir Potenz- und Wurzel-Rechnungen

Allgemein

Zahlenbeispiele

p-d"tq-a"=(p£q)a”

3q* + ag* =74*

am.aniaern 084(14:(112
am/an —gm—n as/az — 0872 — aé
(am)n _ (an)m _amn (03)2 — (02)3 :az~3 :06
a "=1/d" at=1/a*
n a3

5

pVatq{a=(p+tq¥a 4Yx+7Yx=11x
Va-b=a- Vb V16-81=V16- V81
Ua a a\ 8
-G %:ﬂzz b
Nam = {/am Vat = Vat 3
Va™ = (Ya)" =ah ¥ Vad = (Ya) = a
V—-a=iva;, i=v—1 V=9=iv/9=i-3

*) Gilt nicht in Sonderfallen, z.B. /(—2)2 = v = +2; (v—=2)* = —2.

Exponenten von Potenzen und Wurzeln missen stets dimensionslos sein.

Quadratische Gleichung (Gleichung 2ten Grades)

Normalform X2+ px+qg=0
2
= 14 14
Lésungen =——£4\/—-
9 X1,2 5 \/ 2 q
Satz von Vieta p=—(1+x2; g=x1-x2

Arithmetische Bestimmung einer beliebigen Wurzel

1 A
Wenn x:(’/Z, dann ist x|:(n1)x0+n1}
n X,

0

Xo ist der zundchst geschatzte Wert von x. Mehrmals wiederholtes Einsetzen
des erhaltenen x als xg erhoht immer mehr die Genauigkeit von x.







di7
d18

d19

d20
d21
d22
d23
d24
d25

d26

d27

d28

d29

d30

d3

d32

Arithmetik
Umformung algebraischer Ausdriicke, Binome Dz

Umformung gewohnlicher algebraischer Ausdriicke
(a+ b)? = a® + 2ab + b*
(a+ b =a® +3a°b + 3ab® + b°
-1
@b =a 4 "1 0D
n(n —1)(n — 2)an,3b3

a"2b? +

+...0"

2 2 1-2- 2 2

(@4 b+ c)*=a° + 2ab + 2ac + b° + 2bc + ¢

(afb+c)2*a — 2ab + 2ac + b% — 2bc +
a?—b*=(a+b)- (a—b)

a’ 3403 =(a+b)- (a —ab+ b?)

a®—b>=(a—b) (@®+ab+b?)

a"—b"=(a—b)- (@ "+a"2b+a" 3% +...+ab" 2+ b"")

Binomischer Satz

(a+b)n:(g)an+(q)anf1.b+(g)an72_b2+(’37)an73.b3+.“1)

<n>_n(n—1)(n—2)...(n—k+1) " ") Dabei muss n eine

k)~ 1-2-3...k ganze Zahl sein.

4 4.3 4.3.2

(a+b)4:1a4+Ta b ——g*? b2+ma4_3-b3+b4

= d*+4 b + 640 + 4q - b° +b*
Schematische Auflésung
Die Koeffizienten nach dem Pascal’schen Dreieck

(a+b)° 1

(a+b)! 1 1

(a + b)? 1 2 1
(a+0b)3 1 3 3 1

(a+b)* 1 4 [6 | 4] 1

(a+b)° 1 0 5 1

(a+b)® 1 6 15 20 15 6 1
Fortsetzung so, dass jede Zeile mit 1 beginnt und endet. Zweite und vor-
letzte Zahl entspricht dem Exponenten. Ubrige Zahlen sind die Summen
der jeweils rechts und links dartiber stehenden Zahlen.

Exponenten: Die Summe der Exponenten von a und b jedes Gliedes ist
gleich dem Binom-Exponenten n. Mit fallenden Potenzen von a steigen
die Potenzen von b.

Vorzeichen: Bei (a + b) stets positiv. Bei (a — b) mit + beginnend, dann von
Glied zu Glied wechselnde Vorzeichen.

Beispiele:

(a+0b)° = @ +5a*b 4 10a6? + 10a%6> 4 5ab* + b°
(@ —b)> =+ a°® — 5a* + 10a36% — 10a2b3 + 5ab* — b°







d33

d34

d35

d3e

Arithmetik
Gebrochen rationale Funktion - Partialbruchzerlegung D3

Gebrochen rationale Funktion
()7P(x)7ao+a1x+a2x2+...+amx’" n>m
Y= Q00 T by + bix + box® 1 ... + bpx" n und m ganzzahlig
Die Koeffizienten ay, b, kénnen reell oder komplex sein. Sind n; die
Nullstellen von Q(x), so erhilt man die faktorisierte Form.
= _ PL
yeo= Q) a-(x—n)K - (x—ny)k2 - (x — nq)kq
Dabei kénnen k1, kjy, ..., kg-fache Nullstellen von Q(x) auftreten, die
reell oder komplex sein konnen; a ist ein konstanter Faktor.

Partialbruchzerlegung
Zur einfacheren Behandlung von y(x), z. B. zur Integration, ist es oft zweckma-
Big, y(x) in Teilbriche zu zerlegen.

P(x) A A2 Atk
)= X ot
YI=00 “x—m T m? (= m)f
Az Az Azk2
+ +... + +...+
x—ny (x—ny)? (x — ny)k2
A A Ay
e o PR L
X—nqg (x—ng) (x — ng)ka

Bei reellen Koeffizienten von Q(x) treten komplexe Nullstellen paarweise (konjugiert
komplex) auf. Zur Zerlegung werden diese Paare zu reellen Teilbriichen zusammen-
gefasst. Sind in d33 die Nullstellen n, =nj (konjugiert komplex zu n1) und wird
wegen ihres paarweisen Auftretens k1 = ky = k, so lassen sich die Teilbrliche von
d34 mit den Konstanten Ay ... Ay, zu folgenden Teilbriichen zusammenfassen:
Brix+Cin Bipx+Cip Byyx + Cik
X+ax+b (2+ax+b2 T (2+ax+ bk
Die Konstanten von Aqq bis Agkq bzw. Bq1, Cy1 bis Byy, Cyi erhdlt man durch
Koeffizienten-Vergleich gleicher Potenzen in x zwischen linker und rechter Seite der
Gleichung, nachdem man die rechte in Teilbriiche zerlegte Seite auf den Hauptnen-
ner Q(x) gebracht hat.

Beispiel:
y(x)

_ 2x—1 _2x—=1_ Bux+0GCpg Aq1 Aq2
=201 H2)E)2 T Q) x242x 5 xFT 0 (xH1)2
=1 Brx(x1)? + Gy +1)2 4 Agy (x+1) (2 4 2x+5) +Agp (X 4 2x+5)
Qx) s Qlx) 5
2x—1 = (Aq] + Bi)x” + (3Aq1 +Aq2 + 2B11 + Cip)x
+ (7Aq1 +2Aq + B + 2C1)x + 5Agq1 + 5Aq2 + Cq
Koeffizienten-Vergleich zwischen linker und rechter Seite ergibt:
Bi1=-1/2 C1=1/4% Ag1 = 1/2; Ap= —3/4
Bei einfachen Nullstellen n; lassen sich die Konstanten Ay, A ... Agq von Gleichung
d34 wie folgt berechnen:
A1 =P(n1)/Q'(n); A =Pny)/Q () ... Aq=Plng)/Q'(ng)







d37
d38
d39
d40

da1
d42

d43
da4

das

d46

da7
d48

d49

d50
ds51
ds52
ds3
d54

Arithmetik

Logarithmen D4
Allgemeines
System Logarithmus Bezeichnung
mit der Basis
log, a Logarithmus zur Basis a
logqo=Ig 10 Zehner-Logarithmus
loge =In e Natdirlicher Logarithmus
log, =1Ib 2 Zweier-Logarithmus

Jnlogzx=>b heiBt aBasis
x Numerus
b Logarithmus

Regeln fiir logarithmische Rechnungen
log,(x - y) =logg x + loggy
log, ; =loggx —loggy
loggx"  =n-log,x
logg U/x :% -loggy x

Exponential-Gleichung

P=d= x~|nb
_lo
hieraus: % b=Vd
Ioga b
Umrechnung von Logarithmen
lgx =Ige-Inx =0,434294 - Inx
lgx
Inx =— =2,302585 - Igx
Ige

Ibx =1,442695 - Inx =3,321928 - Ilgx
Basis der natirlichen Logarithmen e = 2,718 281 828 459 ...

Kennziffern des Zehner-Logarithmus einer Zahl

190,01 = —2 oder 8....—10
Ig0,1 =—1 oder 9....—10
Ig1 = 0

Ig10 = 1

Ig100 = 2 usw.

Bemerkung: Der Numerus eines Logarithmus muss stets dimensionslos sein.






d55

d56

d57

d58

Arithmetik

Permutationen, Variationen, Kombinationen DS

Permutationen oder Vertauschungen
Anzahl Vertauschungen von n Elementen (mit Beriicksichtigung ihrer Anord-
nung):
Ph=nl=1-2-3-...-n"
Beispiel: Die n = 3 Elemente g, b, c lassen sich auf folgende 6 Arten unterein-
ander vertauschen:
abc bac cab
acb bca cba
P; =31=1"-2-3=6Permutationen

Sonderfall: Sind bei Vertauschung von n Elementen n; gleiche Elemente
einer Art, n; gleiche Elemente einer 2. Art usw. und ny gleiche Elemente
einer k-ten Art, so gibt es:

n!
Permutationen

pPp=—"
nk nlonpl-.o-ny!

Beispiel: Die n =3 Elemente g, g, b lassen sich auf folgende Arten vertauschen:
aab aba baa
Hierinist n=3, ny =2, np =1, also
3! 1-2-3
20 1-2-1
Variationen und Kombinationen
Die Anzahl der verschiedenen Arten, auf welche man von n Elementen k

Elemente mit Berticksichtigung ihrer Anordnung herausgreifen kann, heif3t
die Anzahl Variationen der n Elemente.

= 3 Permutationen

Psp=

Vi=nlh—1)n—-2)...n—k+1)= n>k

n!
(n— k)
Ohne Beriicksichtigung der Anordnung der k Elemente spricht man von

Kombinationen
o n! (M2
K= kon—it— \k

Zusatzlich wird noch unterschieden, ob sich die einzelnen Elemente wieder-
holen oder nicht (Schreibweise WV/:' bzw. WC,'; bei Wiederholung).

Die Tabelle auf Seite D6 zeigt die Gegentiberstellung von Variationen und
Kombinationen mit und ohne Wiederholung der Elemente.

N nl sprich ,n Fakultat”
2 Berechnung gemaB d27







De

Arithmeti

Kombinationen, Variationen

Kombinationen und Variationen

(Erlauterungen siehe D5)
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d62






Arithmetik
Determinanten und lineare Gleichungssysteme D7

Zweireihige Determinanten

a;, a
a1 x+ap-y=r 11 912
de3 n + 12 }’71 D= =day1 - axy; —dpyy -dyp -
ay -X+axy-y=n ay; Uy
/ \
= +
r-Spalte einsetzen anstelle der
x-Spalte ‘ y-Spalte
f_ap 5’15<’1
de4 D= S [TnazTrian Dy= oS, | TrranTneay
2 92 21 N
/ N\ /
= + = +
D1 Dy
X=— ==
D y D

Dreireihige Determinanten (Regel nach Sarrus)
an -x+ap-ytaiz-z=n

dé6s a1 X+axy-y+ay3-z=n

asy-X+dasp-y+a3z-z=r3

Ayq Ay Gy3|dqq Ay

d66 b= “21/"22><“23 ‘721\"22 = an -axp-ds+ap-ax;-ads
+aq3-ay-azp; —ajz3-ax-a
as; asj as3az; as, 13+ 021 * 032 13+ d22 - 431
VA AN NERAN — d11 023 A3 — dqp - d1 - 433
= 2 2+ o+ o+

x-Spalte durch r-Spalte ersetzen:
N G di3| 1 9o

de7 D= ’2/“22%’23 ’2\“22 = n -a3-d33+a12-d3-13
+aiz-rp -asy—ayz-axp-r
ry s as3'rs as, 13712 +d33—0d13°022°13
7R —nh -d3-a3;—ayip-r -0d33

T

Dy bzw. D3 ebenso entwickeln durch Ersetzen der y- bzw. z- Spalte durch
die r- Spalte, dann wird:
D D D
des X= —1; y= —2; z= =3
D D D

Fortsetzung siehe D8






Arithmetik
Determinanten und lineare Gleichungssysteme D8

Mehr als zweireihige Determinanten
(Bei einer 3-reihigen Determinante kann auch die Sarrus'sche Regel nach
D7 angewendet werden.)

Matrix bilden und durch Addition oder Subtraktion zweier oder mehrerer
Zeilen, die vorher evtl. durch Multiplikation oder Division umgeformt
wurden, Nullen erzeugen.

Determinante nach der Zeile oder Spalte mit den meisten Nullstellen
entwickeln, dabei abwechselnde Vorzeichen (bei a;; mit + beginnend)
einsetzen.

Beispiel:

G317 033 G337 34

i
d41 Gy da3 O

Entwicklung nach der 4. Spalte ergibt:

+ - + + - +
a7 iz di3 a7 iz di3
@24 | d37 A3y O33| —034| 0y Gy Oy
dq1 9z 943 dq1 9z 9g3

Sofern sich nicht wie oben weitere Nullen erreichen lassen, ergibt sich
folgende Entwicklung z. B. nach den ersten Zeilen von d70:

d69 D:(124<a11 32 d33 >7034(...>

a4 a43
Fir die Unterdeterminanten Dy, D,, ... die r-Spalten entsprechend Blatt
D7 einsetzen und dann Entwicklung wie bei der Determinante D.

asy as
as1 Az

5 as1 ds3
a4 a43

+a13

Ermittlung der n Unbekannten uq_, nach den Formeln:
D, D, Dp
d70 ug=—; U, =—; el Unp=—
D 27D "D
Anmerkung: Fur die n-reihige Determinante Entwicklung so lange fortset-
zen, bis mindestens 3-reihige Determinanten erreicht sind.







d71

d72

d73

d74

d75

d76

d77

Arithmetik
Algebraische Gleichungen beliebigen Grades D9

Definition einer algebraischen Gleichung

Eine algebraische Gleichung hat die Form:

fa)=an X"+ apn_1- X" +... +a3- x> +ay-x+ag
Dabei kénnen einzelne Glieder fehlen, bei denen die Koeffizienten a,, =0 sind
mity <n.
Unter der Losung einer algebraischen Gleichung versteht man die Ermittlung
von Nullstellen — auch Wurzeln genannt - dieser Gleichung, fir die fo(x) =0
wird.

Eigenschaften:
1. Die algebraische Gleichung fy(x) = 0 vom Grade n besitzt genau n
Nullstellen (Wurzeln).
. Sind alle Koeffizienten ay reell, so kénnen nur reelle oder konjugiert
komplexe Nullstellen als Losungen vorkommen.
. Sind alle Koeffizienten a, = 0, so gibt es keine Lésungen, deren
Realteil > 0 ist.
4. Bei ungeradem Grad von n ist mindestens eine Nullstelle reell, voraus-
gesetzt, alle Koeffizienten ay, sind reell.

N

w

5. Die Zusammenhénge zwischen den Nullstellen x;, und den Koeffizien-
ten sind folgende:
Zx, =—ap—1/an fur i=12...,n
Zx,~xj = ap_y/an—1 fur Lj=12...,n
wobei  i#j
Zx,-'xj~x,,:—a,,,3/an,2 fir i, jk=12,...,n
wobei i#j#k
X1:X3 X3 e - Xp=(=1)"-ag/ay
6. Die Anzahl der positiv reellen Wurzeln der gesuchten Gleichung ist

gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel der Koeffizientenfolge
ap, Ap—1, Gpn—2, ..., Az, A1, dg oder

um eine gerade Zahl kleiner als diese (Satz von Descartes).

Beispiel: f3(x) = 2 -x3 —15-x%2 + 16 - x + 12 = 0 hat die Vorzeichen
+ - + +
und damit wegen der 2 Vorzeichenwechsel entweder
2 oder 0 positiv reelle Wurzeln.
Fortsetzung siehe D10
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Fortsetzung von D9

7. Die Anzahl der negativ reellen Wurzeln der gesuchten Gleichung wird

durch Substitution x = —z ermittelt:

Dabel ist die Zahl der Vorzelchenwechsel der Koeffizientenfolge

a,,, a; 1 an or e az, a1, aO gleich der Zahl der negativ reellen

Wurzeln oder um eine gerade Zahl kleiner als diese. Angewendet auf

das Beispiel von D9, Punkt 6:

f3(2)= —22> — 1522 — 162+ 12 =0

hat die Vorzeichen - - -+

und damit Gleichung d77 wegen nur einem Vorzeichenwechsel nur

eine negativ reelle Wurzel.

Allgemeine Lésung
Ist x1 Nullstelle einer algebraischen Gleichung n-ten Grades fj,(x) =0, lasst
sich bei Division von f,(x) durch (x — x7) die Gleichung um einen Grad auf
fn—1(x) = 0 erniedrigen. Ist x; als weitere Nullstelle bekannt, so ldsst sich
die Gleichung bei Division mit (x—x,) um einen weiteren Grad erniedrigen,
USW.

fr(x) =apX"+ ap_ X"+ ap_oxX" T2+ .+ apxP+ arx + ag
fo/x —x1)  =fo 1) =an’ X" Fan_1 X"+ .. +a x+a’

" n— " on— " "
X172 "SBh L +a x4+ a

fo—1/x —x2) = () =ap +ap_2 X

fo_2/(x —x3) = ... usw.

f1/(x — xn) = folx) = a,f")
Sind die Nullstellen im speziellen Fall konjugiert komplex, so wird nach
Division der Grad der Gleichung um 2 reduziert. Die Division der algebrai-
schen Gleichung fp(x) durch (x — x,,) kann auf einfache Weise mit dem
Horner-Schema (siehe D11) durchgefiihrt werden.
Horner-Schema
Das Horner-Schema ist ein Rechenschema, das auf das Polynom P n-ten
Grades
Py(x) = anX" + ap_1x"" 1 +... + a1x + ag
fur folgende Aufgaben verwendet werden kann:
o Berechnung des Wertes von Py (x) an der Stelle x = xo
e Berechnung der Werte der Ableitungen von P, ’(x) " (x) usw. bis P( )( )
an der Stelle x = xo.
e Reduzierung des Grades von P,(x) bei bekannten Nullstellen (Wurzeln).

o Ermittlung von Nullstellen (Wurzeln).
Fortsetzung siehe D11
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Horner-Schema (siehe untenstehendes Schema)
Man setzt die Koeffizienten a, = av(o) und schreibt die Koeffizienten des
Polynoms P,(x) — mit dem Koeffizienten der hochsten Potenz beginnend -
in die 1. Zeile. Nicht belegte Potenzen werden mit 0 eingetragen!

Zeile Schema
1 4,29 a,5%. & a9 a° dss
2 XoGp 1" Xoap 2. X905 %002 %00, " dge
3 A a0 a a " | aV=by=Pylxe) | 87
4 X xoan(z’ xoan,,(z) xoa,,,z(z)... x0a3(2)xoaz(2) dss
5 Tan‘z’t‘an:1‘2"”"?1,1,2‘2’ a, 3P a? | aP=b=111-P(x) | d89
6 | X xoanm xoa,HG) xoan,ze)... xoa3<3) doo
a® a, ¥ a, P a, ’ a,¥ = b, = 1/21- P, (x,) don
Xo  Xoa,™ do2
a, " a, M =b, = 1/(n-1)1-P, " Vixy) do3
Xo do4
a,"=a, =b,="1/n-P,(x,) dos

Beispiel 1 zum Horner-Schema
Berechnung der Werte P, (x), P, (x), B, (x), und P, (x) an der Stelle x = xo;
Xo=4:

P(x)= x* —6x*+11x — 6 do6
a® a0 40 g0 d97

1T -6 11 -6 dog
Xo=4~_ _4 -8 12 d99
72737 6=P,4) d100

4. 4 .8 d101
PR ) a0z
4 4 d103

e 6=P,(4)-1/2; P/(4)=1-2-6=12 d104

1=P,"(4)-1/3}; P"(4)=1-2-3-1=6 d105
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Erlduterung zum Horner-Schema
Der Wert eines Polynoms und seiner Ableitungen an der festen Stelle x =xq
sollen berechnet werden.

In die 2. Zeile werden dazu die Ergebnisse von Multiplikationen von xo mit
den Multiplikanten a,", an—1 M usw. gemal gerasterter Linien eingetragen
(z.B.xg - a,,(” =Xp a,,“)).
Die 3. Zeile stellt Ergebnisse der Addition von Zeile 1 und 2 dar:

2B ap1M=a,_19 +x5-a,V;  dabei a,V=a,

an72(1) = an—z(o) +Xo - an71(1)
Dabei bedeutet speziell:
a0 = a0 + x0 - 1" = by = Po(x0)
den Wert des Polynoms an der Stelle xq.

Fuhrt man nach dem gleichen Schema - von Zeile 3 ausgehend - die
Multiplikationen und Additionen durch, so erhdlt man in Zeile 5 mit

a1? = b, =P, (xo)
den Wert der ersten Ableitung von P,(x) an der Stelle x = xg.

Dieses Schema ldsst sich n-mal durchfiihren, da ein Polynom vom Grad n
genau n Ableitungen besitzt.

Nach dieser Entwicklung gilt:
Pa(x) = ap" + a1@x—xg) + a2 (x—x0)2 + ...
4.0+ an_1(")(x—x0)"71 + a,,(”)(x—xo)”
= Pylxo) +1/11- P (x0) - (x—x) +1/2! - P (xo) - (x—x0)% + ...
o 10 = DR (g) - (x—x0)™ T 4 1/n1- B (xg) - (x—x0)"
Beispiel 2 zum Horner-Schema

Reduzierung des Grades bei bekannter Nullstelle (Wurzel) xg, d. h. Bestim-
mung von P,_1(x) gemaB:

Pa(x)/(x — xg) = Pr—1(x)
Gegeben: P,(x) =x3—6x2+11x— 6 mit Wurzel xg = 1.

Schema: a3@ @, @ 0@ g,©@
1 —6 1" —6
Xo = 1 1 -5 6

1 -5 6 | 0=pr1)

Ergebnis  P,(1) = 0 beweist, dass xo = 1 eine Nullstelle von P, (x) ist.
Damit ist P,_1(x) = 1x2 — 5x + 6.
Aus letzter Gleichung lassen sich die Wurzeln zu x; =2 und x3 =3 nachd14
sehr einfach bestimmen.
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Allgemeines

Nachdem die genaue Bestimmung der Nullstellen — auch Wurzeln genannt —
von algebraischen oder gar transzendenten Gleichungen analytisch nur be-
dingt moglich ist, werden unter D14... D16 fiir Ndherungsldsungen folgende
Verfahren erldutert:

e Newton'sches Verfahren
e Sekantenverfahren
e Lineare Interpolation (Regula falsi)

Ausgehend von einer ersten groben Ndherung wird durch Iteration deren
Genauigkeit beliebig erhoht.

Beispiel fur eine algebraische Gleichung (Polynom):
x*—3x2+7x—5=0

Beispiel fiir eine transzendente Gleichung:
x-lglx) —1=0

Vorgehensweise:
e Ersten Naherungswert durch Grobschatzung oder durch Aufzeichnen der
Kurve nach Wertetabelle bestimmen.

e Auswahl eines der obigen 3 Verfahren. Dabei ist zu berticksichtigen,
dass das Verfahren ,Lineare Interpolation” immer konvergiert. Bei den
beiden anderen Verfahren ist eine Konvergenz nur unter den in D14 und
D15 genannten Bedingungen garantiert. Der Nachteil dieser zusatzlichen
Uberpriifung auf Einhaltung der Bedingungen wird beim Newton'schen
und Sekantenverfahren im Allgemeinen durch wesentlich raschere Kon-
vergenz dieser Verfahren wieder ausgeglichen.

e Zur schnelleren Konvergenz ist es oft besser, zunachst mit einem geeigne-
ten Verfahren zu beginnen und mit einem anderen fortzufahren. Dies gilt
besonders dann, wenn sich mit dem anfénglich ausgewahlten Verfahren
nach einigen Iterationen keine besseren Ergebnisse erzielen lassen.
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Newton’sches Ndaherungsverfahren
Man wabhlt xg als ersten Néherungswert fur y
die Wurzel ng der Gleichung f(x) =0, legt
im Punkt y = f(xg) die Tangente an und be-

rechnet den Schnittpunkt dieser Tangente f(xo),

mit der x-Achse. Man erhélt damit einen bes- |

seren Naherungswert x7 durch die folgende [ / X‘o X
Vorschrift:

x| =Xxg9 — f(xo)/f/(xo)
Eine weitere Verbesserung x; ergibt sich, wenn der Wert x; entsprechend
verwendet wird:
Xy =x1 — f(x1)/ f'(x1)  usw.
Durch héaufiges Wiederholen dieses Verfahrens lasst sich eine Wurzel mit
beliebiger Genauigkeit bestimmen.
Allgemeine Vorschrift:
X1 =xg — f0a)/ )i k=0,1,2, ...
Voraussetzung fur die Konvergenz dieses Verfahrens:
e ng ist eine einfache Wurzel (f/(xg) # 0).
e Zwischen xg und ng keine Extremwerte der Funktion f(x) zulassig.
Konvergenz: lokal konvergent.
Hinweis: Die beim Newton'schen Verfahren benétigten Werte f(x,) und f’(x;)
kénnen mithilfe des unter D11 angegebenen Horner-Schemas auf einfa-
che Weise berechnet werden.

Beispiel: f(x) =x - lgx — 1. Der erste Naherungswert fur eine Wurzel sei

Xo = 3, mitdem f(x) = 0 erfullt wird.

1. Schritt: Da nach Gleichung d121 der Wert der Ableitung f’(x) zur Nahe-
rung bengtigt wird, wird f’(x) ermittelt:

f'(x) =1g(x) + Ig(e) = Ig(x) + 0,434 294

2. Schritt:  Ermittlung eines verbesserten Wertes x1:
Nach Gleichung d121 ergibt sich fir xg = 3, f(xg) = 0,431 364
und f’(xo) =0,911 415 der verbesserte Wert x; = 2,526 710.

3. Schritt: Ermittlung eines verbesserten Wertes x,:
Nach Gleichung d122 ergibt sich fir x; = 2,526 710,
f(x1) = 0,017 141 und f’(x;) = 0,836 849 der verbesserte Wert
X5 =2,506 227; Fehler 4+-0,000 036. Mit dem Wert von x, wird die
Nullstelle bis auf einen Fehler von 0,000 036 genau erreicht.

4. Schritt: st die Genauigkeit noch nicht ausreichend, mussen weitere
Néherungsschritte ausgeftihrt werden.
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Sekantenverfahren

Die Ableitung f’(x) der Newton'schen Nihe- y
rung wird durch den Differenzialquotienten
ersetzt. Durch 2 benachbarte Punkte f(xq)
und f(xq) wird eine Gerade gelegt und der
Schnittpunkt x, dieser Geraden mit der x-
Achse berechnet. Dieser Wert ist die erste
Néherung fir die gesuchte Nullstelle ng.

Y _X1—X
X2 =X1 f()q)f(x]) ~ Fixg)

Im néchsten Schritt wird f(xq) mit f(xy) verbunden. Der Schnittpunkt dieser
Geraden mit der x-Achse ist die ndchste Naherung.
Allgemeine Iterationsvorschrift:
Xea1 =Xg — f(Xk)M'
flxi) — flg—1)
Bemerkung: Eine besonders schnelle Konvergenz kann haufig erreicht
werden, wenn zwischen Sekanten- und Newton'schem Verfahren abge-
wechselt wird.

k=1,2,...; FlxQ)# flxe_q)

Konvergenz: lokal konvergent.
Beispiel: f(x)=x-lgx —1; xo=4; x=3.
f(xo) = 1,408 240;  f(xq) =0,431364
1. Naherungswert: x, =3 — 0,431364 - (3 — 4)/(0,431 364 — 1,408 240)
=2,558425.
Fehler: f(xp) = 0,043 768.
2. Naherungswert mit xq, X, f(x7) und f(x;) berechnet
X3 =2,558425 — 0,043 768 - (2,558 425 — 3) /(0,043 768 — 0,431 364)
X3 = 2,508 562
Fehler: f(x3) = 0,001 982.
Anstelle mit dem Sekantenverfahren fortzufahren, kann man bereits mit
x, das Newton’sche Verfahren anwenden:

Dazu ist f(x) zu berechnen: f/(x) =Igx + Ig(e)
f'(x5) =19(2,558 425) 4 0,434 294
=0,842267.

x3* =Xy — fx)/ f/(x,) = 2,558 425 — 0,043 768/0,842 267 = 2,506 460.

Fehler: f(x3*) = 0,000 230. x3™ fithrt demnach zu einem kleineren Fehler
als der Wert x3, der allein nach dem Sekantenverfahren gewonnen
wurde.
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Lineare Interpolation (Regula falsi)

Man wahlt 2 Werte xo und xq so, dass f(xo) y f(x7)
und f(x1) verschiedene Vorzeichen haben. Zwi-

schen diesen beiden Werten liegt mindestens |
eine Wurzel ng. Schnittpunkt x, der Geraden |
durch f(xg) und f(x;) mit der x-Achse ist eine g i
erste Néherung fir ng. | Xo/)/xz )‘q X
Zur Ermittlung des nichstbesseren Naherungs- f(xo0)

wertes x3 wird von f(x;) wiederum eine Gerade zu einem der zuletzt benutz-
ten Punkte gezogen und erneut der Schnittpunkt mit der x-Achse berechnet.
Dabei wird immer der Punkt verwendet, der gegenuiber f(x,) verschiedenes
Vorzeichen hat, damit

f(xp) - f(x7) <0 oder f(xy)- f(xg) <0 erfullt wird.
Allgemeine Vorschrift:
Xk+1 =Xk— f(Xk)'

X=X .
fxe) — f(xj)'

Dabeiiist j die groBtmagliche Zahl, kleiner als k, fiir die f(x,) - f(x;) <0 gilt.
Konvergenz: stets konvergent.

Beispiel: f(x) =x - Igx — 1; Wahl von xg =1 mit f(xg) = —1 und x; = 3 mit
f(x1) = +0,431 364

k=1,2,...; 0Z jSk—=1; flx) # flx))

Damit ist f(xg) - f(x1) <0 erfullt.
xo=x1— )X 3 0431364 > 5307269
2 fla) — flxg)  ~ 04313641
f(x2) = 2,397 269 - 19 2,397 269 — 1 = —0,089 717. Dieser Wert stellt glei-
chermalen die Genauigkeit dar, mit der x; die Nullstelle annéhert.

f(x,) - f(x1) < 0. Damit wird die Gerade durch f(x,) und f(x7) gelegt. Der
Schnittpunkt dieser Geraden mit der x-Achse ist:
Xs=x3 — flg) - ——2 X1 _ 5501044 flx3) = —0,004 281
fixa) — flx7)
f(x3) - f(xo) > 0; f(x3) - f(x7) < 0. Damit wird die Gerade durch f(x3) und
f(x1) gelegt. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der x-Achse ist:
X3 — X1
X4 =x3 — f(x3) - —————— =12,505 947
T ) — )
f(x4) = —0,000197 5

Zur weiteren Erhhung der Genauigkeit muss der Schnittpunkt der Geraden
durch die Punkte f(x4) und f(x;) mit der x-Achse berechnet werden, da
wegen f(x4) - f(x3) >0 und f(xs) - f(x;) > 0 die Werte f(x3) und f(x;) nicht
verwendet werden kénnen.
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Arithmetische Reihe
Eine arithmetische Reihe ist die Summe der Glieder einer arithmetischen Folge
(Differenz d zweier aufeinanderfolgender Glieder ist konstant, z.B. 1, 4, 7, 10).

n n(n—1)d )
sn:7(01+an):a1n+f mitd =ap — an—1q
ap=a;+(n—1)d

Arithmetisches Mittel: Jedes Glied einer arithmetischen Reihe ist das arithmetische
Mittel am seiner beiden Nachbarglieder ap,—1 und apm4-1.

_ am—1+ 4 ,
Fur das m-te Glied ist: ~ am _ m—1 + dm1) furt<m<n

. 2
+10 _ 2

2
Geometrische Reihe

Eine geometrische Reihe ist die Summe der Glieder einer geometrischen Folge
(Quotient g zweier aufeinanderfolgender Glieder ist konstant, z.B. 1, 2, 4, 8).

(z.B.istin obiger Reihe: a3 =

n
-1 -dp—a a
sn=ay- 2 =3h=q mitq ==
q *11 q-—1 an—1
an=ar-q""
Fiir unendliche geometrische Reihen (n — oo; |g| < 1) wird 1
an= lim ap=0; sp= lim sp=a7 - ——
n—o00 n—oo 1—q

Geometrisches Mittel: Jedes Glied einer geometrischen Reihe ist das geometrische
Mittel am seiner beiden Nachbarglieder ap,—q und am4-1.

Furdas m-te Gliedist:  am = \/dm—1 - Am+1 furt<m<n
(z.B.istin obiger Reihe: a3 =+/2-8=4)
Dezimal-geometrische Reihe
Anwendung zur Ermittlung von Normzahl-Reihen
Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder heif3t ,Stufensprung ¢”.
0= Y10 b =1, ganzzahlig
b gibt an, wie viele Glieder bzw. Normzahlen eine Reihe innerhalb einer Dekade
enthalten soll. Die noch zu rundenden Werte der Glieder errechnen sich gemaf d158:
1

an:a1(\b/10)"71:an(10b)" T, n=1,...,b
Dabei beginnend mit a; = 1 oder a; = 10 oder a; = 100 oder ...

Beispiele: b Bezeichnung Anmerkung
6,12,24, ... E6,E12,E24,... internat. E-Reihe, siehe 722
5,10,20, ... R5,R10, R20,... DIN-Reihe, siehe R1

a1 Anfangsglied n Anzahl der Glieder

an Endglied sp Summe aller Glieder

d Differenz zweier aufeinanderfolgen- | g Quotient zweier aufeinanderfolgen-
der Glieder der Glieder
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Binomische Reihe

F=0+x0%=1+ (T)” <‘;>x2i (‘;‘>x3 T

Dabei a beliebig, also sowohl positiv oder negativ als auch
ganz- oder nichtganzzahlig.
Auflésung des Binomial-Koeffizienten:

<a> ale —Na—2)(a—3)...(a —n+1)

n 1-2-3...:n
Beispiele: fiir:
] N L L
=020 =1Fx+2FX5 ... [x]<1
1£x
1 1T 15,1 5 T .
V1Ex=(1+x)2 :1:|:Ex7§x :I:Ex —... [x]<1
1 _1 1 3, 54 T
=01+ 2=1F—- - — 1
— (1£x) :sz+8x :F16X + | [x|<
Taylor'sche Reihe
f'(a) " (a)
f0) = fla) + =~ —a) + —, x—a)?+...
Hieraus Mac Laurin’sche Form, also wenn a =0 ist
(0 (0
=0+ s T
Beispiele: | far:
x 14X x2 X3 ’
e’ = +i+j+§+m alle x
2 3 T
Y x-lna (x-Ina) (x-Ina)
a =1+ I + by + 3 +... alle x
2|1 x—13+1 x—15Jr N o
nx=2|——+- - X
x+1 3\x+1 5\x+1
2 3 4 5 T
X X Xt x <x
In(1 =X——+—=———+——... '
n(1+x) =x 2+3 4+5 X< 11
In2=1 1+1 1+1 a
n2=1—-—+-——+-
2 3 4 5

Fortsetzung siehe D19
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D19

Taylor’sche Reihe

X X

artanhx—x+—+f+ +f+

arcothx = — + — 4
X

9

ot
3x3 5x5 7x7

Beispiele:
P B
smx_x—§+f!_;+
: P I B
COsX = —§+E—a+...
2 17
3 5 7
tanx:x+fx + =X+ —=x" +...
3 15 315
1 1 1 2
Otx=-— — -x— —x3 — x> _
x 3 45 945
Arcsi +1x3+1-3 x5+1--5 X’
resinx =x+ -+ — 4+ — - — 2
2 3 2:4 5 2:4-6 7
T
Arccosx = 3 Arcsin x
Arct X3+X5 x7+x9
rctanx =x — — + — — — + — —
3 5 7 9
n
Arccotx = 3= Arctan x
B x5 KO
5|nhx—x+—+ +*+E+ .
2 X4 6 X8
coshx71+—+—+f+§+”
1 2 17
tanhx =x — =x> + —x° — —x’ +...
3 +15 315 *
1 2
cothx =— + —x — —x3 + —x°
3 45 945
) 1T X 13 ¥ 1:3-5 X
arsilhx=x— -+ — + —+ — — R
2 3 2- 5 2:4-6 7
1 1 1-3 1 1-3-
arcoshx=In2x — -+ — — — « —
2 22 2-4 4x* 2.4
3 5 7 9

Fortsetzung von D18

far:

alle x

<3
2

x| <1

— — | x>0

x| <1

x| >1

0< |x;
x| <=
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Fourier-Reihen

D2o

Fourier-Reihen

Allgemein: Jede periodische Funktion f(x),

deren Periodizitétsintervall -1 S x < n
sich derart in endlich viele Teilintervalle
zerlegen ldsst, dass f(x) in jedem dieser
Teilintervalle durch ein glattes Kurven-
stick dargestellt wird, lasst sich in die-
sem Intervall in konvergente Reihen fol-
gender Form zerlegen (x = wt):

f()_ao Y (nx) + bp sin(nx)
x7?+n;1 [an cos(nx) + by sin(nx)]

Die einzelnen Koeffizienten errechnen sich dabei zu:

T 4
1 1
a = - / f(x) cos(kx) dx; b= - / f(x) sin(kx) dx
—T —T

jeweils furk=0,1,2, ...

Gerade Funktion: f(x) = f(—x)

s
ay = %/ f(x) cos(kx) dx

Vereinfachung der Koeffizienten-Berechnung bei Symmetrie:

VAAVAS

0
furk=0,1,2, ... ' ' ! !
by =0 -t 0 n 2r 3n X
Ungerade Funktion: f(x) = — f(—x) y
ag = 0
2 T
b=~ [ £(x)sinkn) dx er 0 w\ /2 3w\ x
™o
furk=0,1,2,...
Gerade Vollsymmetrie Ungerade Vollsymmetrie
Falls f(x) = f(—x) und Falls f(x) = — f(—x) und
f(f—i-x):—f(E—x)werden f(E—i-x):f(E—x)werden
2 2 2 2
4 n/2 4 n/2
o=~ 0/ £(x) cos(kx) dx bk:; 0/ f(x) sin(kx) dx
furk=1,3,5, ... furk=1,3,5, ...
a=0 furk=0,24,... a=0 furk=0,1,2,...
by=0 furk=1,2,3,... by=0 furk=24,6, ...




