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Vorwort

Mit der Entwicklung und dem massenhaften Einsatz des Computers hat die Mathema-
tik einen tiefgreifenden Wandel erfahren. Diese Veränderungen zeichnen sich durch 
eine stärkere Betonung diskreter und algebraischer Methoden der Mathematik aus. 
Gleichzeitig erfordern moderne technische Entwicklungen wie Computer- und Kom-
munikationsnetze, Mobilfunksysteme, automatische Systeme im Logistikbereich und 
in der Gentechnologie zunehmend Methoden aus der Diskreten Mathematik. Dazu 
zählen insbesondere Graphentheorie, Kombinatorik, Kombinatorische Optimierung, 
Kodierungstheorie, Algorithmenanalyse und Computeralgebra.

Dieses Buch liefert eine Einführung in die Graphentheorie – ein Lehrgebiet, das heute 
nicht nur in der Mathematikausbildung eine große Rolle spielt. Die vielfältigen An-
wendungen der Graphentheorie erlangten auch für Informatiker, Wirtschaftler, Che-
miker und Ingenieure eine große Bedeutung. Graphen finden überall dort Anwendung, 
wo netzartige Strukturen zu analysieren sind. Das können Computernetze, Energie-
leitungssysteme, elektronische Schaltungen, chemische Verbindungen, wirtschaftli-
che Verflechtungsbeziehungen, Programmablaufpläne oder soziale Netze sein. Das 
Gemeinsame an all diesen Erscheinungsformen von Netzen ist die abstrakte Grund-
struktur, die mathematisch durch einen Graphen dargestellt werden kann.
Für den Lernenden besitzt die Graphentheorie einen Vorteil gegenüber anderen Lehr-
gebieten: Für das Verständnis der Graphentheorie sind nur geringe Vorkenntnisse aus 
anderen Gebieten der Mathematik erforderlich. Im Wesentlichen genügen mathemati-
sche Schulkenntnisse. Lediglich im zweiten und neunten Kapitel werden die Grundbe-
griffe der linearen Algebra vorausgesetzt. Dafür wird aber vom Leser die Bereitschaft 
zum Mitdenken erwartet.
Um selbst Kenntnisse der Graphentheorie für die Analyse von Netzwerken oder für 
die Entwicklung von Algorithmen einsetzen zu können, ist das Verstehen der Denkwei-
se der Graphentheorie wichtig. Eine große Zahl von Übungsaufgaben und zahlreiche 
Abbildungen sollen dem Leser helfen, dieses Verständnis zu erlangen. Zunächst muss 
jedoch das umfangreiche Vokabular der Graphentheorie erlernt werden. Aus diesem 
Grunde hat dieses Buch einen etwas stärkeren Lehrbuchcharakter als die anderen Bän-
de dieser Reihe. Ein umfangreiches Sachwortverzeichnis und ein Symbolverzeichnis 
am Ende des Buches erleichtern das schnelle Wiederfinden der Definitionen.



VI Vorwort

Die hier vorliegende Einführung in die Graphentheorie entstand aus einer Vorlesungs-
reihe zur Graphentheorie für Studenten der Angewandten Mathematik und der Com-
putertechnologie an der Hochschule Mittweida.

Die ersten acht Kapitel dieses Buches behandeln die Grundlagen der Theorie ungerich-
teter Graphen. Nach einer Einführung in den Sprachgebrauch der Graphentheorie im 
ersten Kapitel sind planare Graphen, Unabhängigkeit, Färbungsprobleme, der Zusam-
menhang von Graphen sowie Bäume und Kreise weitere Schwerpunkte. Das neunte Ka-
pitel liefert eine kurze Einführung zum Thema gerichtete Graphen und Flussnetzwer-
ke. Im zehnten Kapitel werden weiterführende Themen aus der Theorie ungerichteter 
Graphen behandelt, die wahlweise als Ergänzungen entsprechend dem Anwendungs-
oder Interessengebiet studiert werden können. Das elfte Kapitel über Graphenalgorith-
men liefert die Grundlagen für die Lösung graphentheoretischer Probleme mit dem 
Computer.

Für die Aufnahme dieses Textes in die Mathematik-Studienhilfen danke ich dem Her-
ausgeber dieser Reihe, Herrn Prof. Dr. Bernd Engelmann. Besonders herzlich möchte 
ich mich bei Frau Christine Fritzsch, Frau Natalia Silakova und Frau Christina Kubiak 
vom Carl Hanser Verlag für die stets sehr gute Zusammenarbeit und Unterstützung 
bedanken.

Ich bedanke mich bei jenen aufmerksamen Lesern des Buches, die mir Hinweise, Kom-
mentare und Anfragen schickten, die zu Verbesserungen und Korrekturen des Buches 
führten. Ich freue mich über die gute Resonanz, die nun bereits eine fünfte Auflage 
ermöglicht, die das neue Kapitel 10, zahlreiche neue Aufgaben und einige Korrekturen 
enthält.

Mittweida, Februar 2025 Peter Tittmann
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   (    𝑣  2   ,    𝑤  2   ) 


$(v_2, w_2)$


$G\,\square \,H$


     𝑣  1   =    𝑣  2  


$v_1 = v_2$


     𝑤  1  


$w_1$


     𝑤  2  


$w_2$


$H$


     𝑤  1   =    𝑤  2  


$w_1 = w_2$


$v_1$


     𝑣  2  


$v_2$


$G$


     𝐾  𝑛  


$K_n$


$n$


$n$


   𝑛  −  1 


$n-1$


             ∑    𝑣  ∈  𝑉     deg     𝑣  =    ∑    𝑣  ∈  𝑉    (  𝑛  −  1  )  =  𝑛  (  𝑛  −  1  )  =  2  𝑚    


\begin {equation*}\sum _{v\in V}\deg v=\sum _{v\in V}(n-1)=n(n-1)=2m\end {equation*}


           𝑚  =      𝑛  (  𝑛  −  1  )   2   =          (                𝑛  2           )               


\begin {equation*}m=\frac {n(n-1)}{2}=\binom {n}{2}\end {equation*}


         (                𝑛  2           )           


$\binom {n}{2}$


   2 


$2$


$n$


$n$


$\binom {n}{2}$


     𝐾  ¯  


$\bar {K}_n$


$n$


$n$


$\bar {K}_n$


   𝑛  >  1 


$n>1$


$n$


     𝑃  𝑛  


$P_n$


   {  1  ,  …  ,  𝑛  } 


$\{1,\ldots , n\}$


           {  {  1  ,  2  }  ,  {  2  ,  3  }  ,  …  ,  {  𝑛  −  1  ,  𝑛  }  }    


\begin {equation*}\{\{1,2\}, \{2,3\}, \ldots , \{n-1,n\}\}\end {equation*}


     𝑃  5  


$P_5$


$P_5$


$P_n$


$P_n$


     𝐶  𝑛  


$C_n$


     𝐶  6  


$C_6$


$C_6$


$n$


     𝑇  𝑛  


$T_n$


$n$


$n-1$


$n$


     𝑇    𝑛  +  1   


$T_{n+1}$


   𝑛  +  1 


$n+1$


$e$


$e$


     𝑇    𝑛  +  1    −  𝑒 


$T_{n+1}-e$


$G$


$H$


$G$


$H$


   𝑔 


$g$


   ℎ 


$h$


           𝑔  +  ℎ  =  𝑛  +  1    


\begin {equation*}g+h=n+1\end {equation*}


$G$


   𝑔  −  1 


$g-1$


$H$


   ℎ  −  1 


$h-1$


           𝑔  +  ℎ  −  2  =  𝑛  −  1    


\begin {equation*}g+h-2=n-1\end {equation*}


$T_{n+1}$


$e$


$T_{n+1}$


$n$


$T_{n+1}$


$G$


   𝑉  (  𝐺  )  =  𝑈  ∪  𝑊 


$V(G) = U\cup W$


   𝑈 


$U$


$W$


$U$


$W$


$G$


$G$


$G$


$U$


$W$


$E(G)$


$U$


$W$


   𝐶 


$C$


$G$


$C$


$U$


$W$


$U$


$U$


$G$


$V(G)$


$U$


$W$


$v\in V(G)$


   𝑈  =  {  𝑣  } 


$U= \{v\}$


$v$


$W$


$U$


$W$


$W$


$G$


$e\in E$


$W$


$U$


$W$


$U$


$U$


$G$


$U$


$W$


     𝐾    𝑝  ,  𝑞   


$K_{p,q}$


   𝑉  ∪  𝑊 


$V\cup W$


   𝑝  +  𝑞 


$p+q$


   𝑝 


$p$


$V$


   𝑞 


$q$


$W$


$K_{p,q}$


   𝑝  𝑞 


$pq$


     𝐾    1  ,  𝑞   


$K_{1,q}$


     𝐾    3  ,  4   


$K_{3,4}$


     𝐾    1  ,  7   


$K_{1,7}$


   𝑟 


$r$


$r$


$r$


$r$


$n$


   𝑟  𝑛  /  2 


$rn/2$


$r$


           𝛿  (  𝐺  )  =  Δ  (  𝐺  )  =  𝑟    


\begin {equation*}\delta (G) = \Delta (G) = r\end {equation*}


     𝑄  𝑑  


$Q_d$


$d$


     𝑃  2  


$P_2$


$d$


             𝑄  𝑑   =          𝑃  2     �      𝑃  2     �    ⋯    �      𝑃  2    ⏟     𝑑   mal     =    𝑃  2  𝑑     


\begin {equation*}Q_d = \underset {d\text {-mal}}{\underbrace {P_2\,\square \,P_2\,\square \,\cdots \,\square \,P_2}} = P_2^d\end {equation*}


     𝑄  1  


$Q_1$


     𝑄  4  


$Q_4$


$Q_d$


$d$


$G$


$H$


   𝜙      ∶    𝑉  (  𝐺  )  →  𝑉  (  𝐻  ) 


$\phi \colon V(G)\rightarrow V(H)$


   𝑣  ,  𝑤  ∈  𝑉  (  𝐺  ) 


$v,w\in V(G)$


$v$


   𝑤 


$w$


$G$


   𝜙  (  𝑣  ) 


$\phi (v)$


   𝜙  (  𝑤  ) 


$\phi (w)$


$H$


$G$


$H$


$H$


$G$


           (    𝑑  1   ,  …  ,    𝑑  𝑛   )  =  (   deg       𝑣  1   ,  …  ,   deg       𝑣  𝑛   )    


\begin {equation*}(d_1,\ldots ,d_n) = (\deg v_1, \ldots , \deg v_n)\end {equation*}


     𝑑  𝑖  


$d_i$


           𝛿  (  𝐺  )  =    𝑑  1   ≤    𝑑  2   ≤  ⋯  ≤    𝑑  𝑛   =  Δ  (  𝐺  )    


\begin {equation*}\delta (G) = d_1 \leq d_2 \leq \cdots \leq d_n = \Delta (G)\end {equation*}


$T_n$


   𝑛  ≥  2 


$n\geq 2$


     𝑑  1   =    𝑑  2   =  1 


$d_1=d_2=1$


             ∑    𝑖  =  1   𝑛     𝑑  𝑖   =  2  𝑚    


\begin {equation*}\sum _{i=1}^n d_i = 2m\end {equation*}


$m$


$T_n$


$n-1$


             ∑    𝑖  =  1   𝑛     𝑑  𝑖   =  2  𝑛  −  2    


\begin {equation*}\sum _{i=1}^nd_i=2n-2\end {equation*}


     𝑑  𝑖   >  0 


$d_i>0$


   𝑖  =  1  ,  …  ,  𝑛 


$i=1, \ldots ,n$


     𝑑  𝑖   ≥  2 


$d_i\geq 2$


   2  𝑛 


$2n$


   𝑘 


$k$


$K_n$


$G$


$e$


   Δ  (  𝐺  /  𝑒  )  >  Δ  (  𝐺  ) 


$\Delta (G/e)>\Delta (G)$


$u$


$v$


$G$


$u$


$v$


   (  1  ,  2  ,  3  ,  4  ,  5  ,  6  ,  7  ) 


$(1,2,3,4,5,6,7)$


     𝐶  3     �      𝑃  4  


$C_3\,\square \,P_4$


     𝑃  2     �      𝑃  3     �      𝑃  4  


$P_2\,\square \,P_3\,\square \,P_4$


     𝐺  1     �      𝐺  2  


$G_1\,\square \,G_2$


     𝐺  𝑖  


$G_i$


     𝑛  𝑖  


$n_i$


     𝑚  𝑖  


$m_i$


   𝑖  =  1  ,  2 


$i=1,2$


$n$


$n$


$m$


$G$


$G$


$u$


$v$


$G$


$G$


$u$


$v$


$G$


$\bar {G}$


$G$


$G$


$n$


$G$


   {  1  ,  …  ,  𝑛  } 


$\{1,\ldots ,n\}$


   𝐴  (  𝐺  ) 


$A(G)$


   𝐴 


$A$


$G$


   𝑛  ×  𝑛 


$n\times n$


             𝑎    𝑖  𝑗    =   Anzahl der Kanten zwischen    𝑖    und    𝑗    


\begin {equation*}a_{ij}=\text {Anzahl der Kanten zwischen }i\text { und }j\end {equation*}


           𝐴  =    (          0     1     1     0     0        1     0     2     1     0        1     2     0     0     0        0     1     0     0     1        0     0     0     1     0      )     


\begin {equation*}A=\left ( \begin {array}[c]{ccccc} 0 & 1 & 1 & 0 & 0 \\ 1 & 0 & 2 & 1 & 0 \\ 1 & 2 & 0 & 0 & 0 \\ 0 & 1 & 0 & 0 & 1 \\ 0 & 0 & 0 & 1 & 0 \end {array} \right )\end {equation*}


$G$


             ∑    𝑖  =  1   𝑛     𝑎    𝑖  𝑘    =    ∑    𝑗  =  1   𝑛     𝑎    𝑘  𝑗    =   deg     𝑘    


\begin {equation*}\sum _{i=1}^na_{ik}=\sum _{j=1}^na_{kj}=\deg k\end {equation*}


$m$


   2  𝑚 


$2m$


$G$


$H$


   𝐴  (  𝐺  )  =  𝐴  (  𝐻  ) 


$A(G)=A(H)$


     𝑎    𝑖  𝑗     (  2  )   


$a_{ij}^{(2)}$


     𝐴  2  


$A^2$


             𝑎    𝑖  𝑘     (  2  )    =    ∑    𝑗  =  1   𝑛     𝑎    𝑖  𝑗      𝑎    𝑗  𝑘      


\begin {equation*}a_{ik}^{(2)}=\sum _{j=1}^na_{ij}a_{jk}\end {equation*}


     𝑎    𝑖  𝑗      𝑎    𝑗  𝑘   


$a_{ij}a_{jk}$


   𝑖 


$i$


   𝑗 


$j$


$j$


$k$


$i$


$k$


$j$


$i$


$k$


$r$


$i$


$j$


$s$


$j$


$k$


     𝑎    𝑖  𝑗      𝑎    𝑗  𝑘    =  𝑟  ⋅  𝑠 


$a_{ij}a_{jk}=r\cdot s$


$i$


$k$


$j$


     𝑎    𝑖  𝑘     (  2  )   


$a_{ik}^{(2)}$


$i$


$k$


     𝑎    𝑖  𝑘     (  𝑝  )   


$a_{ik}^{(p)}$


     𝐴  𝑝  


$A^p$


   𝑝  ≥  0 


$p\geq 0$


$p$


$i$


$k$


             𝐴  2   =    (            2     2     2     1     0        2     6     1     0     1        2     1     5     2     0        1     0     2     2     0        0     1     0     0     1        )     


\begin {equation*}A^2 = \begin {pmatrix} 2 & 2 & 2 & 1 & 0\\ 2 & 6 & 1 & 0 & 1\\ 2 & 1 & 5 & 2 & 0\\ 1 & 0 & 2 & 2 & 0\\ 0 & 1 & 0 & 0 & 1 \end {pmatrix}\end {equation*}


             𝐴  3   =    (            4     7     6     2     1        7     4      14      7     0        6      14      4     1     2        2     7     1     0     2        1     0     2     2     0        )     


\begin {equation*}A^3 = \begin {pmatrix} 4 & 7 & 6 & 2 & 1\\ 7 & 4 & 14 & 7 & 0\\ 6 & 14 & 4 & 1 & 2\\ 2 & 7 & 1 & 0 & 2\\ 1 & 0 & 2 & 2 & 0 \end {pmatrix}\end {equation*}


   𝑀 


$M$


           𝑀  =    (            𝐵     0        𝐷     𝐶        )     


\begin {equation*}M = \begin {pmatrix} B & \mathbf {0}\\ D & C \end {pmatrix}\end {equation*}


   0 


$\mathbf {0}$


           𝑀  =    (            𝐵     0        0     𝐶        )     


\begin {equation*}M = \begin {pmatrix} B & \mathbf {0}\\ \mathbf {0} & C \end {pmatrix}\end {equation*}


$A$


$G$


$G$


           𝐴  =    (          𝐵     0        0     𝐶      )     


\begin {equation*}A=\left ( \begin {array}[c]{cc} B & \mathbf {0} \\ \mathbf {0} & C \end {array} \right )\end {equation*}


   𝐵 


$B$


   𝑘  ×  𝑘 


$k\times k$


$C$


   (  𝑛  −  𝑘  )  ×  (  𝑛  −  𝑘  ) 


$(n-k)\times (n-k)$


$k$


   𝑘  +  1  ,  …  ,  𝑛 


$k+1,\ldots ,n$


$G$


$G$


$\{1,\ldots ,n\}$


   {  1  ,  …  ,  𝑚  } 


$\{1,\ldots ,m\}$


   𝐵  =  (    𝑏    𝑖  𝑗    ) 


$B=(b_{ij})$


   (  𝑛  ×  𝑚  ) 


$(n\times m)$


             𝑏    𝑖  𝑗    =    {          1    ,           falls Knoten    𝑖    und Kante    𝑗    inzident sind,         0    ,           sonst            


\begin {equation*}b_{ij}=\begin {cases} 1\:,&\text {falls Knoten }i\text { und Kante }j\text { inzident sind,} \\ 0\:,&\text {sonst} \end {cases}\end {equation*}


           𝐵  =    (            1     1     0     0     0     0        1     0     1     1     1     0        0     1     1     1     0     0        0     0     0     0     1     1        0     0     0     0     0     1        )     


\begin {equation*}B = \begin {pmatrix} 1 & 1 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 1 & 0 & 1 & 1 & 1 & 0\\ 0 & 1 & 1 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 1 & 1\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0 & 1 \end {pmatrix}\end {equation*}


   𝐷 


$D$


$G$


   (  𝑛  ×  𝑛  ) 


$(n\times n)$


$G$


           𝐷  =    (            2     0     0     0     0        0     4     0     0     0        0     0     3     0     0        0     0     0     2     0        0     0     0     0     1        )     


\begin {equation*}D = \begin {pmatrix} 2 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 4 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 3 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 2 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 1 \end {pmatrix}\end {equation*}


$A$


$B$


$D$


           𝐵    𝐵  ⊺   =  𝐴  +  𝐷    


\begin {equation*}BB^{\intercal } = A + D\end {equation*}


     𝐵  ⊺  


$B^{\intercal }$


$B$


   𝐵    𝐵  ⊺  


$BB^{\intercal }$


$i$


$j$


   𝑖  ≠  𝑗 


$i\neq j$


$B$


$k$


$i$


$j$


$k$


   (  𝑖  ,  𝑗  ) 


$(i,j)$


$BB^{\intercal }$


$i$


$j$


$BB^{\intercal }$


$B$


$B$


   𝑑  (  𝑢  ,  𝑣  ) 


$d(u,v)$


   𝑢  ∈  𝑉  (  𝐺  ) 


$u\in V(G)$


$v\in V(G)$


$G$


$u$


$v$


   𝑑  (  𝑢  ,  𝑣  )  =  ∞ 


$d(u,v)=\infty $


   𝑑  (  𝑣  ,  𝑣  ) 


$d(v,v)$


   𝑢  ,  𝑣  ,  𝑤 


$u,v,w$


           𝑑  (  𝑢  ,  𝑤  )  ≤  𝑑  (  𝑢  ,  𝑣  )  +  𝑑  (  𝑣  ,  𝑤  )    (2.1)  


\begin {equation}d(u,w)\leq d(u,v) + d(v,w)\label {dreieckugl}\end {equation}


$u$


$v$


$d(u,v)$


$v$


$w$


   𝑑  (  𝑣  ,  𝑤  ) 


$d(v,w)$


$v$


   𝑑  (  𝑢  ,  𝑣  )  +  𝑑  (  𝑣  ,  𝑤  ) 


$d(u,v)+d(v,w)$


$u$


$w$


$d(u,v)+d(v,w)$


$u$


$w$


$u$


$w$


$u$


$w$


$v\in V(G)$


$G$


           𝑒  (  𝑣  )  =   max   {  𝑑  (  𝑢  ,  𝑣  )      ∶    𝑢  ∈  𝑉  (  𝐺  )  }    


\begin {equation*}e(v) = \max \{d(u,v) \colon u\in V(G)\}\end {equation*}


$v$


$v$


   𝑟  (  𝐺  ) 


$r(G)$


$G$


           𝑟  (  𝐺  )  =   min   {  𝑒  (  𝑣  )      ∶    𝑣  ∈  𝑉  (  𝐺  )  }    


\begin {equation*}r(G) = \min \{e(v)\colon v\in V(G)\}\end {equation*}


$v\in V(G)$


   𝑒  (  𝑣  )  =  𝑟  (  𝐺  ) 


$e(v)=r(G)$


   𝑑  (  𝐺  ) 


$d(G)$


                 𝑑  (  𝐺  )     =   max   {  𝑒  (  𝑣  )      ∶    𝑣  ∈  𝑉  (  𝐺  )  }                =     max     𝑢  ,  𝑣  ∈  𝑉    {  𝑑  (  𝑢  ,  𝑣  )  }       


\begin {equation*}\begin {split} d(G) & =\max \{e(v)\colon v\in V(G)\} \\ & = \max _{u,v\in V} \{d(u,v)\} \end {split}\end {equation*}


           𝑟  (  𝐺  )  ≤  𝑑  (  𝐺  )  ≤  2  𝑟  (  𝐺  )    


\begin {equation*}r(G) \leq d(G) \leq 2r(G)\end {equation*}


$u$


$G$


$v$


   𝑑  (  𝑢  ,  𝑣  )  ≤  𝑟  (  𝐺  ) 


$d(u,v)\leq r(G)$


$v$


$w$


   𝑑  (  𝑣  ,  𝑤  )  =  𝑑  (  𝐺  ) 


$d(v,w)=d(G)$


           𝑑  (  𝐺  )  =  𝑑  (  𝑣  ,  𝑤  )  ≤  𝑑  (  𝑢  ,  𝑣  )  +  𝑑  (  𝑢  ,  𝑤  )  ≤  2  𝑟  (  𝐺  )    


\begin {equation*}d(G) = d(v,w) \leq d(u,v) + d(u,w) \leq 2 r(G)\end {equation*}


     𝐶    2  𝑛   


$C_{2n}$


   𝑟  (    𝐶    2  𝑛    )  =  𝑑  (    𝐶    2  𝑛    )  =  𝑛 


$r(C_{2n})=d(C_{2n})=n$


$G$


$\bar {G}$


   𝑑  (  𝐺  )  ≥  3 


$d(G) \geq 3$


   𝑑  (    𝐺  ¯   )  ≤  3 


$d(\bar {G}) \leq 3$


$G$


   𝑑  (  𝐺  )  ≥  3 


$d(G)\geq 3$


$G$


$u$


$v$


     𝑑  𝐺   (  𝑢  ,  𝑣  )  ≥  3 


$d_G(u,v)\geq 3$


     𝑑  𝐺   (  𝑢  ,  𝑣  ) 


$d_G(u,v)$


$G$


$\bar {G}$


     𝑑    𝐺  ¯    (  𝑢  ,  𝑣  )  =  1 


$d_{\bar {G}}(u,v)=1$


   𝑤  ∈  𝑉  (  𝐺  ) 


$w\in V(G)$


$u$


$v$


$G$


     𝑑  𝐺   (  𝑢  ,  𝑣  )  ≤  2 


$d_G(u,v)\leq 2$


     𝑑    𝐺  ¯    (  𝑢  ,  𝑤  )  =  1 


$d_{\bar {G}}(u,w)=1$


     𝑑    𝐺  ¯    (  𝑣  ,  𝑤  )  =  1 


$d_{\bar {G}}(v,w)=1$


$\bar {G}$


   𝑀  =    (    𝑚    𝑖  𝑗    )  


$M=\left (m_{ij}\right )$


     𝑚    𝑖  𝑗    =  𝑑  (  𝑖  ,  𝑗  ) 


$m_{ij}=d(i,j)$


     𝑎    𝑖  𝑗     (  𝑘  )   


$a_{ij}^{(k)}$


$k$


$k$


$i$


$j$


     𝑎    𝑖  𝑗     (  𝑘  )    =  0 


$a_{ij}^{(k)}=0$


   𝑘  =  0  ,  …  ,  𝑙  −  1 


$k=0,\ldots ,l-1$


     𝑎    𝑖  𝑗     (  𝑙  )    >  0 


$a_{ij}^{(l)}>0$


   𝑙 


$l$


$l$


$i$


$j$


   𝑑  (  𝑖  ,  𝑗  )  =  𝑙 


$d(i,j)=l$


             𝑚    𝑖  𝑗    =  𝑑  (  𝑖  ,  𝑗  )  =   min       {  𝑘      ∶    𝑘  ∈  ℕ  ,    𝑎    𝑖  𝑗     (  𝑘  )    >  0  }     


\begin {equation*}m_{ij}=d(i,j)=\min \left \{k\colon k\in \mathbb {N},a_{ij}^{(k)}>0\right \}\end {equation*}


   𝑖  ,  𝑗  ∈  𝑉  (  𝐺  )  =  {  1  ,  …  ,  𝑛  } 


$i,j\in V(G) = \{1,\ldots ,n\}$


           𝑀  =    (            0     1     1     2     3        1     0     1     1     2        1     1     0     2     3        2     1     2     0     1        3     2     3     1     0        )     


\begin {equation*}M = \begin {pmatrix} 0 & 1 & 1 & 2 & 3\\ 1 & 0 & 1 & 1 & 2\\ 1 & 1 & 0 & 2 & 3\\ 2 & 1 & 2 & 0 & 1\\ 3 & 2 & 3 & 1 & 0 \end {pmatrix}\end {equation*}


           𝑑  (  𝐺  )  =     max     𝑖  ,  𝑗    {    𝑚    𝑖  𝑗    }  =  3    


\begin {equation*}d(G) = \max _{i,j}\{m_{ij}\} = 3\end {equation*}


           𝑟  (  𝐺  )  =     min   𝑖       {     max   𝑗   {    𝑚    𝑖  𝑗    }  }   =  2    


\begin {equation*}r(G) = \min _i\left \{\max _j\{m_{ij}\}\right \} = 2\end {equation*}


$G$


$G$


$V(G)$


$G$


$C_n$


$C_n$


$n$


$G$


   𝑡  (  𝐺  ) 


$t(G)$


$e\in E$


$G$


$G$


$G$


$e$


$G$


$e$


$e$


     𝐺  𝑒  


$G_e$


$G$


$G_e$


$G/e$


$G_e$


$G$


$G_e$


$e$


$G$


$G$


$e$


$G_e$


   𝑡  (    𝐺  𝑒   ) 


$t(G_e)$


$e$


   𝐺  −  𝑒 


$G-e$


$G-e$


$G$


   𝑡  (  𝐺  −  𝑒  ) 


$t(G-e)$


           𝑡  (  𝐺  )  =  𝑡  (    𝐺  𝑒   )  +  𝑡  (  𝐺  −  𝑒  )    (2.2)  


\begin {equation}t(G) = t(G_e) + t(G-e)\label {geruestdecom}\end {equation}


           𝑡      (  �  )   =  𝑡      (  �  )   +  𝑡      (  �  )     


\begin {equation*}t\left (\raisebox {-6mm}{\includegraphics [scale=0.8,alt={Das Bild zeigt den Diamantgraphen (K4-e).}]{epsbild/bruecke2}} \right ) = t\left (\raisebox {-0.5mm}{\includegraphics [scale=0.8,alt={Kontraktion des vorhergehenden Graphen (G/e).}]{epsbild/ge2}} \right ) + t\left (\raisebox {-6mm}{\includegraphics [scale=0.8,alt={Der erste Graph, jedoch ohne die Kante e (G-e).}]{epsbild/c4a}} \right )\end {equation*}


$e$


   +  𝑒 


$+e$


$e$


   −  𝑒 


$-e$


   𝐿 


$L$


           𝐿  =  𝐷  −  𝐴    


\begin {equation*}L=D-A\end {equation*}


   𝑖  ∈  𝑉  =  {  1  ,  …  ,  𝑛  } 


$i\in V=\{1,\ldots ,n\}$


     𝐿  𝑖  


$L_i$


$i$


$L$


$G$


   𝑣  ∈  𝑉  (  𝐺  ) 


$v \in V(G)$


$L$


   𝑡  (  𝐺  )  =   det       𝐿  𝑣  


$t(G)= \det L_v$


   𝑀  =  (    x  1  ∗   ,    x  2   ,  …  ,    x  𝑛   ) 


$M=(\mathbf {x}_1^{\ast },\mathbf {x}_2,\ldots ,\mathbf {x}_n)$


   𝑁  =  (    x  1    ∗  ∗    ,    x  2   ,  …  ,    x  𝑛   ) 


$N=(\mathbf {x}_1^{\ast \ast },\mathbf {x}_2,\ldots ,\mathbf {x}_n)$


     x  1  ∗   ,    x  1    ∗  ∗    ,    x  2   ,  …  ,    x  𝑛  


$\mathbf {x}_1^{\ast },\mathbf {x}_1^{\ast \ast },\mathbf {x}_2,\ldots ,\mathbf {x}_n$


   𝑃  =  (    x  1  ∗   +    x  1    ∗  ∗    ,    x  2   ,  …  ,    x  𝑛   ) 


$P=(\mathbf {x}_1^{\ast }+\mathbf {x}_1^{\ast \ast },\mathbf {x}_2, \ldots ,\mathbf {x}_n)$


            det     𝑃  =   det     𝑀  +   det     𝑁    


\begin {equation*}\det P = \det M + \det N\end {equation*}


$G$


$G_e$


$G-e$


   𝑃 


$P$


$M$


   𝑁 


$N$


           𝐿  =    (                −    2     −  1     −  1         −    0        −  1         −    3     −  1     −  1        −  1     −  1         −    3     −  1            −    0     −  1     −  1         −    2        )     


\begin {equation*}\def \1{\hphantom {-}} L = \begin {pmatrix} \12 & -1 & -1 & \10 \\ -1 & \13 & -1 & -1 \\ -1 & -1 & \13 & -1 \\ \10 & -1 & -1 & \12 \end {pmatrix}\end {equation*}


           𝑡  (  𝐺  )  =   det       𝐿  1   =    |                −    3     −  1     −  1        −  1         −    3     −  1        −  1     −  1         −    2        |   =  8    


\begin {equation*}\def \1{\hphantom {-}} t(G) = \det L_1 = \begin {vmatrix} \13 & -1 & -1\\ -1 & \13 & -1\\ -1 & -1 & \12 \end {vmatrix} = 8\end {equation*}


     𝑎   𝑖𝑖     (  2  )   


$a_{ii}^{(2)}$


$A^2$


$A$


     𝑎   𝑖𝑖     (  3  )   


$a_{ii}^{(3)}$


$H$


$G$


$n$


     𝑄  𝑛  


$Q_n$


     𝐾    𝑚  ,  𝑛   


$K_{m,n}$


   𝑚  ,  𝑛  ≥  2 


$m,n\geq 2$


$P_n$


$k$


$l$


$K_n$


             (            0     1     1     0        1     0     1     1        1     1     0     0        0     1     0     0        )       und        (            0     1     1     1        1     0     0     0        1     0     0     1        1     0     1     0        )       isomorph?     


\begin {equation*}\begin {pmatrix} 0 & 1 & 1 & 0\\ 1 & 0 & 1 & 1\\ 1 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0 & 0 \end {pmatrix} \text { und } \begin {pmatrix} 0 & 1 & 1 & 1\\ 1 & 0 & 0 & 0\\ 1 & 0 & 0 & 1\\ 1 & 0 & 1 & 0 \end {pmatrix} \text { isomorph?}\end {equation*}


           𝑡  (  𝐺  )     =  𝑡  (  𝐺  −  𝑒  )  +  𝑡  (    𝐺  𝑒   )    und           𝑡  (  𝐺  )     =  𝑡  (  𝐺  −  𝑒  )  +  𝑡  (  𝐺  /  𝑒  )    


\begin {align*}t(G) &= t(G-e) + t(G_e) \text { und}\\ t(G) &= t(G-e) + t(G/e)\end {align*}


$G/e$


$e$


$G$


$G_e$


$G/e$


$A$


$G$


             1  ⊺   𝐴  1  =  2  |  𝐸  |    


\begin {equation*}\mathbf {1}^\intercal A \mathbf {1} = 2|E|\end {equation*}


             1  ⊺     𝐴  2   1  =    ∑    𝑣  ∈  𝑉    (   deg     𝑣    )  2     


\begin {equation*}\mathbf {1}^\intercal A^2 \mathbf {1} = \sum _{v\in V}(\deg v)^2\end {equation*}
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$\mathbf {1}$


$G$


$A$


   𝑇  (  𝐺  ) 


$T(G)$


$G$


           𝑇  (  𝐺  )  =    1  6      tr   (    𝐴  3   )    


\begin {equation*}T(G) = \frac {1}{6}\tr (A^3)\end {equation*}
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$\phi \colon V(G)\rightarrow \mathbb {R}^2$
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$G$


$\mathcal {K}$


$\mathcal {E}$


$N$
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   𝜅  (  𝐺  ) 
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   𝜅  (    𝐾  𝑛   )  =  𝑛  −  1 


$\kappa (K_n)=n-1$


   𝜅  (  𝐺  )  =  1 


$\kappa (G)=1$
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   𝑋  ⊆  𝑉  (  𝐺  )  ∖  {  𝑠  ,  𝑡  } 
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   𝐺  =  (  𝑉  ∪  𝑊  ,  𝐸  ) 


$G=(V\cup W,E)$
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$X\subseteq V\cup W$
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     |  𝑋  |   ≥    |  𝐹  |  


$\left \vert X\right \vert \geq \left \vert F\right \vert $


$G$


$F$


$G$
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   𝑒  =  {  𝑣  ,  𝑤  } 
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   𝑤  ∈  𝑋 


$w\in X$


   𝑣  ∈  𝑋 


$v\in X$


   𝑒  =  {  𝑠  ,  𝑡  } 
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   𝑒  ∉  𝐹 


$e\notin F$


$F$


$s$


$t$


$F$


$e$
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   𝑡  ∈  𝑋 


$t\in X$
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$s$


   𝑓  =  {  𝑠  ,  𝑦  } 


$f=\{s,y\}$


$F$


   𝑠  ∉  𝑋 


$s\notin X$


   𝑦 
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$t\in X$
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$G$


   𝐹  ⊆  𝐸  (  𝐺  ) 


$F \subseteq E(G)$


$G$
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$F$


$v\in V(G)$


$G$


$F\subseteq E(G)$


$F$


$G$


$F\subseteq E(G)$


$P$


$G$


   𝐸  (  𝐺  )  ∖  𝐹 


$E(G)\setminus F$


$F$


$F$


$F$


$G$


$G$


$F$


   𝐴  =  {    𝑎  1   ,  …  ,    𝑎  𝑛   } 


$A=\{a_1, \ldots ,a_n\}$


     𝑅  𝑖  


$R_i$


   𝑅 


$R$


$A$


     𝑎  𝑖  


$a_i$


     𝑎  𝑗  


$a_j$


     𝑅  𝑖   ∩    𝑅  𝑗   ≠  ∅ 


$R_i\cap R_j\neq \emptyset $


   𝐾  =  {    𝑘  1   ,  …  ,    𝑘  𝑛   } 


$K = \{k_1,\ldots ,k_n\}$


   𝑅  =  {    𝑟  1   ,  …  ,    𝑟  𝑚   } 


$R = \{r_1,\ldots , r_m\}$


   𝐾 


$K$


$R$


     𝑘  𝑖  


$k_i$


     𝑟  𝑗  


$r_j$


$r_j$
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$R$
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$X\subseteq V(G)$
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$X$


$G$


$Y$


$G$


$X$


$G$


           𝛼  (  𝐺  )  =    ∑    𝑖  =  1   𝑘   𝛼  (    𝐺  𝑖   )    


\begin {equation*}\alpha (G) = \sum _{i=1}^k\alpha (G_i)\end {equation*}


           𝛼  (    𝑃  𝑛   )  =    ⌈    𝑛  2   ⌉   =    {              𝑛  2      ,           falls    𝑛    gerade ist               𝑛  +  1   2      ,           falls    𝑛    ungerade ist            


\begin {equation*}\alpha (P_n) =\left \lceil \frac {n}{2}\right \rceil =\begin {cases} \dfrac {n}{2}\:,&\text {falls }n\text { gerade ist}\\[1.5ex] \dfrac {n+1}{2}\:,&\text {falls }n\text { ungerade ist} \end {cases}\end {equation*}


           𝛼  (    𝐶  𝑛   )  =    ⌊    𝑛  2   ⌋     


\begin {equation*}\alpha (C_n)=\left \lfloor \frac {n}{2}\right \rfloor \end {equation*}


           𝛼  (  𝐺  −  𝑣  )  =  𝛼  (    𝑃  3   )  +  𝛼  (    𝑆  3   )  =  5    


\begin {equation*}\alpha (G-v)=\alpha (P_3) + \alpha (S_3)=5\end {equation*}


                 𝛼  (  𝐺  )     =   max   {  𝛼  (  𝐺  −  𝑣  )  ,  𝛼  (  𝐺  −  𝑁  [  𝑣  ]  )  +  1  }                =   max   {  5  ,  4  +  1  }           =  5       


\begin {equation*}\begin {split} \alpha (G) & =\max \{\alpha (G-v), \alpha (G-N[v])+1\} \\ & =\max \{5, 4+1\} \\ & =5 \end {split}\end {equation*}


           𝜔  (  𝐺  )  =  𝛼  (    𝐺  ¯   )    


\begin {equation*}\omega (G)=\alpha (\bar {G})\end {equation*}


           𝛼  (  𝐺  )  +  𝛽  (  𝐺  )  =  𝑛    


\begin {equation*}\alpha (G) + \beta (G) = n\end {equation*}
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   𝑋  ⊆  𝑉  (  𝐺  ) 


$X \subseteq V(G)$


           𝜕  𝑋  =  {  {  𝑢  ,  𝑣  }  ∈  𝐸  (  𝐺  )  ∣  𝑢  ∈  𝑋  ,  𝑣  ∈  𝑉  (  𝐺  )  ∖  𝑋  }    


\begin {equation*}\partial X = \{\{u,v\}\in E(G) \mid u\in X, v\in V(G)\setminus X\}\end {equation*}


$G$


$X$


$X$


$V(G)$


           𝜕  𝑋  =  𝜕  (  𝑉  (  𝐺  )  ∖  𝑋  )    


\begin {equation*}\partial X = \partial (V(G) \setminus X)\end {equation*}


$X\subseteq V(G)$


   𝜕  𝑋 


$\partial X$


$G$


   𝜕  ∅  =  𝜕  𝑉  (  𝐺  )  =  ∅ 


$\partial \emptyset = \partial V(G) = \emptyset $
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$X\subset V$
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$\partial X$
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   𝜆  (    𝐶  𝑛   )  =  2 


$\lambda (C_n)=2$
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           𝜆  (  𝐺  )  =  |  𝐹  |  ≥   max   {  |    𝑉  1   |  ,  |    𝑉  2   |  }  ≥  𝜅  (  𝐺  )    


\begin {equation*}\lambda (G) = |F| \geq \max \{|V_1|, |V_2|\} \geq \kappa (G)\end {equation*}
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   |  𝐹  | 


$\left \vert F\right \vert $


$G$


           𝜅  (  𝐺  )  ≤  𝜆  (  𝐺  )    


\begin {equation*}\kappa (G)\leq \lambda (G)\end {equation*}


$v\in V(G)$


           𝜆  (  𝐺  )  ≤  𝛿  (  𝐺  )    


\begin {equation*}\lambda (G) \leq \delta (G)\end {equation*}


$\alpha (G)$


$G$


$G$


$G$


$v\in V(G)$


$v$


$G$


$v$


   𝑁  [  𝑣  ] 


$N[v]$


           𝛼  (  𝐺  )  =   max   {  𝛼  (  𝐺  −  𝑣  )  ,  𝛼  (  𝐺  −  𝑁  [  𝑣  ]  )  +  1  }    


\begin {equation*}\alpha (G)=\max \{\alpha (G-v), \alpha (G-N[v])+1\}\end {equation*}


$n$


     2  𝑛  


$2^n$


$G$


   𝑈  =  {  𝑢  ,  𝑣  ,  𝑤  } 


$U= \{u,v,w\}$


$K$
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$U$


$G$
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$U$
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   𝐻  −  𝑈 
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   𝐻  −  (  𝑁  [  𝑢  ]  ∪  {  𝑣  ,  𝑤  }  ) 


$H-(N[u]\cup \{v,w\})$


   𝐾  −  (  𝑁  [  𝑢  ]  ∪  {  𝑣  ,  𝑤  }  ) 


$K - (N[u]\cup \{v,w\})$


   𝑁  [  𝑢  ] 


$N[u]$


$u$


$u$


$N[u]$


$u$


$G$


$X$


$G$


           𝛼  (  𝐺  )  =  𝛼  (  𝐻  −  (  𝑁  [  𝑢  ]  ∪  {  𝑣  ,  𝑤  }  )  )  +  𝛼  (  𝐾  −  (  𝑁  [  𝑢  ]  ∪  {  𝑣  ,  𝑤  }  )  )  +  1    


\begin {equation*}\alpha (G) = \alpha (H - (N[u]\cup \{v,w\})) + \alpha (K-(N[u]\cup \{v,w\})) + 1\end {equation*}


   𝑋  ⊆  𝑈 


$X\subseteq U$


   𝐻  (  𝑋  ) 


$H(X)$


$H$


$U$


$X$


   𝐾  (  𝑋  ) 


$K(X)$


           𝛼  (  𝐺  )  =       max     𝑋  ⊆  𝑈      𝑋    unabh.     {  𝛼  (  𝐻  (  𝑋  )  )  +  𝛼  (  𝐾  (  𝑋  )  )  +  |  𝑋  |  }    (6.1)  


\begin {equation}\alpha (G)= \underset {X\text { unabh.}}{\max _{X\subseteq U}} \{\alpha (H(X)) + \alpha (K(X)) + |X|\}\label {gltrenn}\end {equation}


$U$


   |  𝑈  |  =  3 


$|U| = 3$


$H$


$K$


     2  3   =  8 


$2^3 = 8$


$K$


$H$


$G$


$U$


$H$


$K$


   𝐻  (  ∅  ) 


$H(\emptyset )$


$H(\emptyset )$


$H$


   𝛼  (  𝐻  (  ∅  )  )  =  2 


$\alpha (H(\emptyset ))=2$


$H(X)$


$X\subseteq U$


   𝛼  (  𝐻  (  𝑋  )  )  =  2 


$\alpha (H(X))=2$


$K$


                 𝛼  (  𝐺  )     =  𝛼  (  𝐻  (  𝑈  )  )  +  𝛼  (  𝐾  (  𝑈  )  )  +    |  𝑈  |                 =  2  +  2  +  2           =  6       


\begin {equation*}\begin {split} \alpha (G) &= \alpha (H(U))+\alpha (K(U))+\left \vert U\right \vert \\ & =2+2+2 \\ & =6 \end {split}\end {equation*}


$G$


   𝑈  =  {    𝑢  1   ,  …  ,    𝑢  𝑟   } 


$U = \{u_1,\ldots ,u_r\}$


$H$


   𝐽 


$J$


$U$


$H$


$J$


$U$


$G$


   Π  (  𝑈  ) 


$\Pi (U)$


$\Pi (U)$


   𝜋  =    𝑢  1   |  ⋯  |    𝑢  𝑟  


$\pi = u_1|\cdots |u_r$


$U$


$G$


$U$


$G$


   𝐺  [  𝑈  ] 


$G[U]$


$G$


   𝐺  [  𝑈  ]  ≅    𝐾  𝑟  


$G[U] \cong K_r$


           𝐻  ∪  𝐽     =  𝐺          𝐻  ∩  𝐽     =    𝐾  𝑟     


\begin {align*}H\cup J &= G\\ H\cap J &= K_r\end {align*}


$G$


   𝑈  =  𝑉  (    𝐾  𝑟   ) 


$U = V(K_r)$


$H$


$x$


   𝑃  (  𝐻  ,  𝑥  ) 


$P(H,x)$


$J$


   𝑃  (  𝐽  ,  𝑋  ) 


$P(J,X)$


$G$


$U$


           𝑥  (  𝑥  −  1  )  ⋯  (  𝑥  −  𝑟  +  1  )  =    𝑥    𝑟  _    =  𝑃  (    𝐾  𝑟   ,  𝑥  )    


\begin {equation*}x(x-1)\cdots (x-r+1) = x^{\underline {r}} = P(K_r,x)\end {equation*}


$U$


$J$


$H$


$H$


$J$


   𝐻  ∩  𝐽  =    𝐾  𝑟  


$H\cap J =K_r$


$r$


           𝑃  (  𝐻  ∪  𝐽  ,  𝑥  )  =    1    𝑥    𝑟  _     𝑃  (  𝐻  ,  𝑥  )  𝑃  (  𝐽  ,  𝑥  )    


\begin {equation*}P(H\cup J, x) = \frac {1}{x^{\underline {r}}} P(H,x) P(J, x)\end {equation*}


   𝜋  ∈  Π  (  𝑈  ) 


$\pi \in \Pi (U)$


     𝐻  𝜋  


$H_{\pi }$


$G$


   𝜋 


$\pi $


$H$


$\pi $


$H$


     𝐻     14   /  2  /   35    


$H_{14/2/35}$


    14   /  2  /   35  


$14/2/35$


   {  {  1  ,  4  }  ,  {  2  }  ,  {  3  ,  5  }  } 


$\{\{1,4\}, \{2\}, \{3,5\}\}$


   𝑈  =  {  1  ,  2  ,  3  ,  4  ,  5  } 


$U=\{1,2,3,4,5\}$


$J$


     𝐽  𝜋  


$J_{\pi }$


$G$


           𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =    ∑    𝜋  ∈  Π  (  𝑈  )      1    𝑥      |  𝜋  |   _     𝑃  (    𝐻  𝜋   ,  𝑥  )  𝑃  (    𝐽  𝜋   ,  𝑥  )    (6.2)  


\begin {equation}P(G,x) = \sum _{\pi \in \Pi (U)} \frac {1}{x^{\underline {|\pi |}}}P(H_{\pi },x)P(J_{\pi },x)\label {chtgl}\end {equation}


   𝐺  =  𝐻  ∪  𝐽 


$G=H\cup J$


   𝑈  =  {  𝑢  ,  𝑣  } 


$U = \{u,v\}$


$U$


   {  {  𝑢  ,  𝑣  }  } 


$\{\{u,v\}\}$


   {  {  𝑢  }  ,  {  𝑣  }  } 


$\{\{u\}, \{v\}\}$


     𝐻    𝑢  𝑣   


$H_{uv}$


     𝐽    𝑢  𝑣   


$J_{uv}$


     𝐾  3  


$K_3$


     𝑥    3  _   


$x^{\underline {3}}$


     𝐻    𝑢  /  𝑣   


$H_{u/v}$


     𝐽    𝑢  /  𝑣   


$J_{u/v}$


     𝐾  4  


$K_4$


     𝑥    4  _   


$x^{\underline {4}}$


                 𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )     =    1    𝑥    1  _           (    𝑥    3  _    )   2   +    1    𝑥    2  _           (    𝑥    4  _    )   2                 =  𝑥  (  𝑥  −  1    )  2   (  𝑥  −  2    )  2   +  𝑥  (  𝑥  −  1  )  (  𝑥  −  2    )  2   (  𝑥  −  3    )  2            =    𝑥  6   −   10     𝑥  5   +   41     𝑥  4   −   84     𝑥  3   +   84     𝑥  2   −   32   𝑥       


\begin {equation*}\begin {split} P(G,x) & = \frac {1}{x^{\underline {1}}}\left (x^{\underline {3}}\right )^2 + \frac {1}{x^{\underline {2}}}\left (x^{\underline {4}}\right )^2 \\ & = x (x-1)^2 (x-2)^2 + x(x-1)(x-2)^2(x-3)^2 \\ & = x^6 - 10x^5 + 41x^4 - 84x^3 + 84x^2 - 32x \end {split}\end {equation*}


$k$


$k$


$k$


   𝑘  +  1 


$k+1$


$k$


$G$


$k$


$k$


   {    𝑣  1   ,  …  ,    𝑣  𝑘   } 


$\{v_1, \ldots , v_k\}$


$G$


$v$


$k$


   {  𝑣  ,    𝑣  1   }  ,  …  ,  {  𝑣  ,    𝑣  𝑘   } 


$\{v,v_1\}, \ldots , \{v,v_k\}$


$k$


$k$


$k$


$k$


$k+1$


$k$


$k$


$k$


$k$


$k$


$k$


$k$


$G$


$k$


   𝛿  (  𝐺  )  ≤  𝑘 


$\delta (G)\leq k$


$k$


$k$


$\kappa (G)$


   𝜅  (  𝐺  )  ≤  𝑘 


$\kappa (G)\leq k$


$n$


         𝑛      (  𝑛  −  1  )    2   


$\dfrac {n\left (n-1\right )}{2}$


$K_n$


$k$


$k$


   𝑛  >  𝑘 


$n>k$


            𝑘𝑛   −      𝑘  (  𝑘  +  1  )   2     


\begin {equation*}kn-\frac {k(k+1)}{2}\end {equation*}


$k$


$k$


$k$


$k+1$


$k+1$


               𝑘  (  𝑘  +  1  )   2   =  𝑘  (  𝑘  +  1  )  −      𝑘  (  𝑘  +  1  )   2   ,    


\begin {equation*}\frac {k(k+1)}{2}=k(k+1)-\frac {k(k+1)}{2}\text {,}\end {equation*}


$k$


   𝑛  >  𝑘  +  1 


$n>k+1$


$k$


$k+1$


   𝑛  −  (  𝑘  +  1  ) 


$n-(k+1)$


$k$


               𝑘  (  𝑘  +  1  )   2   +  𝑘      (  𝑛  −  𝑘  −  1  )   =   𝑘𝑛   −      𝑘  (  𝑘  +  1  )   2     


\begin {equation*}\frac {k(k+1)}{2}+k\left (n-k-1\right ) =kn-\frac {k(k+1)}{2}\end {equation*}


$G$


$v$


$G$


$v$


$G$


$e = \{u,v\}$


   𝑓  =  {  𝑢  ,  𝑣  } 


$f = \{u,v\}$


   𝑔  =  {  𝑢  ,  𝑣  } 


$g = \{u,v\}$


$k$


           𝑖  (  𝐺  )  =   min       {      |  𝜕  𝑊  |     |  𝑊  |    ∣  𝑊  ⊆  𝑉  (  𝐺  )  ,  𝑊  ≠  ∅  ,  |  𝑊  |  ≤    1  2   |  𝑉  (  𝐺  )  |  }     


\begin {equation*}i(G) = \min \left \lbrace \frac {|\partial W|}{|W|} \mid W\subseteq V(G), W\neq \emptyset , |W|\leq \frac {1}{2}|V(G)| \right \rbrace \end {equation*}


               |  𝜕  𝑊  |     |  𝑊  |      


\begin {equation*}\frac {|\partial W|}{|W|}\end {equation*}


   𝑊  ⊆  𝑉  (  𝐺  ) 


$W \subseteq V(G)$


$G$


   𝜕  𝑊 


$\partial W$


$W$


$W$


$W$


   |  𝜕  𝑊  | 


$|\partial W|$


   |  𝑊  | 


$|W|$


   𝜕  𝑊  =  𝜕  (  𝑉  (  𝐺  )  ∖  𝑊  ) 


$\partial W = \partial (V(G)\setminus W)$


$\partial W$


$W$


           |  𝑊  |  ≤    1  2   |  𝑉  (  𝐺  )  |    


\begin {equation*}|W|\leq \frac {1}{2}|V(G)|\end {equation*}


   𝑖  (  𝐺  ) 


$i(G)$


$G$


   𝑖  (  𝐺  )  =  1  /  6 


$i(G) = 1/6$


$H$


$K_n$


                 𝑖  (    𝐾  𝑛   )     =   min       {      |  𝜕  𝑊  |     |  𝑊  |    ∣  𝑊  ⊆  𝑉  (    𝐾  𝑛   )  ,  𝑊  ≠  ∅  ,  |  𝑊  |  ≤    1  2   |  𝑉  (    𝐾  𝑛   )  |  }                 =   min       {      𝑘  (  𝑛  −  𝑘  )   𝑘   ∣  0  <  𝑘  ≤    𝑛  2   }            =    ⌈    𝑛  2   ⌉        


\begin {equation*}\begin {split} i(K_n) &= \min \left \lbrace \frac {|\partial W|}{|W|} \mid W\subseteq V(K_n), W\neq \emptyset , |W|\leq \frac {1}{2}|V(K_n)| \right \rbrace \\ &= \min \left \lbrace \frac {k(n-k)}{k} \mid 0<k\leq \frac {n}{2} \right \rbrace \\ &= \left \lceil \frac {n}{2} \right \rceil \end {split}\end {equation*}


$G$


$i(G)$


$G$


           𝑖  (  𝐺  )  ≤  𝛿  (  𝐺  )    


\begin {equation*}i(G) \leq \delta (G)\end {equation*}


$v$


$G$


               |  𝜕  {  𝑣  }  |     |  {  𝑣  }  |    =   deg     𝑣    


\begin {equation*}\frac {|\partial \{v\}|}{|\{v\}|} = \deg v\end {equation*}


$t$


$G$


$t$


$t$


   𝑘  ≥  2 


$k\geq 2$


$X\subseteq V(G)$


   |  𝑋  |  <  𝑡  𝑘 


$|X|<tk$


$G-X$


$k$


   𝑘  (  𝐺  ) 


$k(G)$


$G$


$G$


$t$


           𝑡  ⋅  𝑘  (  𝐺  −  𝑋  )  ≤  |  𝑋  |    


\begin {equation*}t\cdot k(G-X) \leq |X|\end {equation*}


$X$


$G$


$G$


$t$


$G$


$t$


           𝜏  (  𝐺  )  =   min       {      |  𝑋  |     𝑘  (  𝐺  −  𝑋  )    ∣  𝑆  ⊆  𝑉  (  𝐺  )  ,  𝑘  (  𝐺  −  𝑋  )  >  1  }     (6.3)  


\begin {equation}\tau (G) = \min \left \lbrace \frac {|X|}{k(G-X)} \mid S\subseteq V(G), k(G-X)>1\right \rbrace \label {eq_tough}\end {equation}


   𝜏  (    𝐾  𝑛   )  =  ∞ 


$\tau (K_n)=\infty $


$G$


           𝜏  (  𝐺  )  ≤    1  2     


\begin {equation*}\tau (G)\leq \frac {1}{2}\end {equation*}


$H$


$G$


           𝜏  (  𝐻  )  ≤  𝜏  (  𝐺  )    


\begin {equation*}\tau (H)\leq \tau (G)\end {equation*}


$G$


$X\subseteq V(G)$


   |  𝑋  |  =  𝜅  (  𝐺  ) 


$|X|=\kappa (G)$


   𝑘  (  𝐺  −  𝑋  )  ≥  2 


$k(G-X)\geq 2$


           𝜏  (  𝐺  )  ≤    1  2   𝜅  (  𝐺  )    


\begin {equation*}\tau (G) \leq \frac {1}{2}\kappa (G)\end {equation*}


$G$


$e$


$G$


$G$


$G-e$


     𝐶  4     �      𝐶  4  


$C_4\,\square \,C_4$


$G$


   𝑇 


$T$


$G$


$G$


$T$


$C_n$


     𝐾    8  ,  8   


$K_{8,8}$


$n$


     𝐾  7  


$K_7$


     𝐾  5  


$K_5$


   𝜈  (  𝐺  ) 


$\nu (G)$


$G$


   𝜃  (  𝐺  ) 


$\theta (G)$


$G$


$G$


$G$


$n$


   𝑛  ≠  9 


$n\neq 9$


   𝑛  ≠   10  


$n\neq 10$


           𝜃  (    𝐾  𝑛   )  =    ⌊      𝑛  +  7   6   ⌋     


\begin {equation*}\theta (K_n)=\left \lfloor \frac {n+7}{6}\right \rfloor \end {equation*}


   𝜃  (    𝐾  9   )  =  𝜃  (    𝐾   10    )  =  3 


$\theta (K_9)=\theta (K_{10})=3$


   𝑥  ∈  ℝ 


$x\in \mathbb {R}$


   ⌊  𝑥  ⌋ 


$\left \lfloor x\right \rfloor $


$x$


$G$


$G$


$n$


$m$


$f$


           𝑛  +  𝑓  =  𝑚  +  2    (3.1)  


\begin {equation}n+f=m+2\label {euler}\end {equation}


   𝑛  =  1 


$n=1$


   𝑓  =  1 


$f=1$


   𝑚  =  0 


$m=0$


$G$


$n$


$m$


$G$


   8  +  6  =   12   +  2 


$8+6=12+2$


$G$


$c$


   𝑐  −  1 


$c-1$


           𝑛  +  𝑓  −  (  𝑐  −  1  )  =  𝑚  +  2    


\begin {equation*}n+f-(c-1)=m+2\end {equation*}


           𝑛  +  𝑓  −  𝑐  −  𝑚  =  1    


\begin {equation*}n+f-c-m=1\end {equation*}


$K_5$


$K_5$


           𝑓  =  𝑚  +  2  −  𝑛  =   10   +  2  −  5  =  7    


\begin {equation*}f=m+2-n=10+2-5=7\end {equation*}


           3  𝑓  ≤  2  𝑚    


\begin {equation*}3f\leq 2m\end {equation*}


   𝑚  =   10  


$m=10$


   𝑓  =  7 


$f=7$


$K_5$


     𝐾  5   −  𝑒 


$K_5-e$


$K_5$


$K_5-e$


$K_5$


$e$


     𝐾    3  ,  3   


$K_{3,3}$


$K_5$


$K_{3,3}$


$K_{3,3}$


$K_{3,3}$


$K_{3,3}$


$K_5$


$K_{3,3}$


$K_5$


$G$


$K_5$


$K_{3,3}$


$G$


$G$


$K_5$


$K_{3,3}$


$G$


$G$


$K_5$


$K_{3,3}$


$K_5$


$K_5$


$K_5$


$K_5$


$K_{3,3}$


   𝑛  ≥  3 


$n\geq 3$


   3  𝑛  −  6 


$3n-6$


$G$


$n\geq 3$


$G$


$F$


   3  𝑓  =  2  𝑚 


$3f=2m$


   𝑓  =      2  3    𝑚 


$f=\dfrac {2}{3}m$


   𝑚  =  3  𝑛  −  6 


$m=3n-6$


$G$


$n\geq 3$


$G$


   3  𝑛 


$3n$


$3n-6$


$v$


    deg     𝑣  ≤  5 


$\deg v\leq 5$


$G$


    deg     𝑣  =  𝑘 


$\deg v=k$


$v\in V(G)$


$G$


$r$


           𝑘  𝑛  =  2  𝑚    


\begin {equation*}kn=2m\end {equation*}


           𝑟  𝑓  =  2  𝑚    


\begin {equation*}rf=2m\end {equation*}


               2  𝑚   𝑘   +      2  𝑚   𝑟   =  𝑚  +  2    


\begin {equation*}\frac {2m}{k}+\frac {2m}{r} = m + 2\end {equation*}


$2m$


             1  𝑘   +    1  𝑟   =    1  2   +    1  𝑚     


\begin {equation*}\frac {1}{k}+\frac {1}{r} = \frac {1}{2}+\frac {1}{m}\end {equation*}


$n$


$m$


$k$


$r$


$f$


$k$


$r$


$m$


   𝑘  =  3 


$k=3$


$r$


$m$


   𝑟  =  3 


$r=3$


   𝑘  =  4 


$k=4$


   𝑘  =  5 


$k=5$


$k$


$r$


$G$


     𝐺  ∗  


$G^{\ast }$


$G$


$G$


$G$


$G^{\ast }$


$G^{\ast }$


$G$


     𝑛  ∗  


$n^{\ast }$


     𝑚  ∗  


$m^{\ast }$


     𝑓  ∗  


$f^{\ast }$


$G^{\ast }$


             𝑛  ∗      =  𝑓            𝑚  ∗      =  𝑚            𝑓  ∗      =  𝑛    


\begin {align*}n^{\ast } & =f\\ m^{\ast } & =m\\ f^{\ast } & =n\end {align*}


$G$


$G^{\ast }$


$G$


$G^{\ast }$


$G$


$G^{\ast }$


$K_4$


   (    𝐺  ∗     )  ∗   =  𝐺 


$(G^{\ast })^{\ast }=G$


$n$


$G$


   𝛿  (  𝐺  )  =  3 


$\delta (G)=3$


$f$


$n$


$m$


           3  𝑓     ≤  2  𝑚          𝑚     ≤  3  𝑓  −  6          𝑛  +  4     ≤  2  𝑓    


\begin {align*}3f & \leq 2m\\ m & \leq 3f-6\\ n+4 & \leq 2f\end {align*}


     𝑇    3  ,  3    =    𝐶  3     �      𝐶  3  


$T_{3,3}=C_3\,\square \,C_3$


$G$


$V$


$E$


$G$


$x$


$x$


$x$


   𝜙      ∶    𝑉  (  𝐺  )  →  {  1  ,  …  ,  𝑥  } 


$\phi \colon V(G) \rightarrow \{1,\ldots ,x\}$


   𝜙  (  𝑣  )  ≠  𝜙  (  𝑤  ) 


$\phi (v)\neq \phi (w)$


$v$


$w$


$G$


$G$


$x$


$G$


$G$


$G$


$G$


   𝜒  (  𝐺  ) 


$\chi (G)$


$n$


           1  ≤  𝜒  (  𝐺  )  ≤  𝑛    


\begin {equation*}1 \leq \chi (G) \leq n\end {equation*}


$G$


     𝐺  1   ,  …  ,    𝐺  𝑐  


$G_1,\ldots , G_c$


           𝜒  (  𝐺  )  =     max     1  ≤  𝑘  ≤  𝑐      𝜒  (    𝐺  𝑘   )    


\begin {equation*}\chi (G) = \max _{1\leq k \leq c}\chi (G_k)\end {equation*}


$K_n$


   𝜒  (    𝐾  𝑛   )  =  𝑛 


$\chi (K_n) = n$


$T$


   𝜒  (  𝑇  )  =  2 


$\chi (T) = 2$


           𝜒  (    𝐶  𝑛   )  =    {          2    ,           falls    𝑛    gerade ist         3    ,           falls    𝑛    ungerade ist            


\begin {equation*}\chi (C_n) = \begin {cases} 2\:,&\text {falls }n\text { gerade ist} \\ 3\:,&\text {falls }n\text { ungerade ist} \end {cases}\end {equation*}


$G$


   𝜒  (  𝐺  )  =  2 


$\chi (G) = 2$


$G$


   𝛿  (  𝐺  )  =   min   {   deg     𝑣      ∶    𝑣  ∈  𝑉  (  𝐺  )  } 


$\delta (G)=\min \{\deg v\colon v\in V(G)\}$


$H$


$G$


   𝜒  (  𝐻  )  ≤  𝜒  (  𝐺  ) 


$\chi (H)\leq \chi (G)$


$G$


           𝜒  (  𝐺  )  ≤  1  +   max   {  𝛿  (  𝐻  )      ∶    𝐻  ⊆  𝐺  }    


\begin {equation*}\chi (G)\leq 1+\max \{\delta (H)\colon H\subseteq G\}\end {equation*}


   𝐻  ⊆  𝐺 


$H\subseteq G$


$H$


$G$


$G$


   𝜒  (  𝐺  )  >  1 


$\chi (G)>1$


$H$


$G$


   𝜒  (  𝐻  )  =  𝜒  (  𝐺  ) 


$\chi (H)=\chi (G)$


   𝜒  (  𝐻  −  𝑣  )  =  𝜒  (  𝐺  )  −  1 


$\chi (H-v)=\chi (G)-1$


$H$


$\chi (G)$


$H$


   𝜒  (  𝐺  )  −  1 


$\chi (G)-1$


   𝛿  (  𝐻  )  ≥  𝜒  (  𝐺  )  −  1 


$\delta (H)\geq \chi (G)-1$


$G$


   𝛿  (  𝐻  ) 


$\delta (H)$


   𝜒  (  𝐺  )  −  1  ≤   max   {  𝛿  (  𝐻  )      ∶    𝐻  ⊆  𝐺  } 


$\chi (G)-1\leq \max \{\delta (H)\colon H\subseteq G\}$


   Δ  (  𝐺  ) 


$\Delta (G)$


$G$


           𝜒  (  𝐺  )  ≤  Δ  (  𝐺  )  +  1    


\begin {equation*}\chi (G)\leq \Delta (G)+1\end {equation*}


   +  1 


$+ 1$


$G$


           𝜒  (  𝐺  )  ≤  Δ  (  𝐺  )    


\begin {equation*}\chi (G)\leq \Delta (G)\end {equation*}


$\omega (G)$


$G$


$n$


$n$


           𝜒  (  𝐺  )  ≥  𝜔  (  𝐺  )    


\begin {equation*}\chi (G)\geq \omega (G)\end {equation*}


   𝜔  (  𝐺  )  =  2 


$\omega (G)=2$


$\omega (G)=2$


   𝜒  (  𝐺  )  =  4 


$\chi (G)=4$


$G$


$X$


$G$


$X$


$G$


   𝑘  =  𝜒  (  𝐺  ) 


$k=\chi (G)$


$i$


     𝑋  𝑖   ⊆  𝑉 


$X_i\subseteq V$


$i$


     𝑋  1   ,  …  ,    𝑋  𝑘  


$X_1,\ldots ,X_k$


   𝑖  =  1  ,  …  ,  𝑘 


$i=1,\ldots ,k$


   |    𝑋  𝑖   |  ≤  𝛼  (  𝐺  ) 


$|X_i|\leq \alpha (G)$


           𝑛  =    ∑    𝑖  =  1   𝑘   |    𝑋  𝑖   |  ≤  𝛼  (  𝐺  )  𝜒  (  𝐺  )    


\begin {equation*}n = \sum _{i=1}^k |X_i| \leq \alpha (G)\chi (G)\end {equation*}


           𝜒  (  𝐺  )  ≥    𝑛    𝛼  (  𝐺  )      


\begin {equation*}\chi (G)\geq \frac {n}{\alpha (G)}\end {equation*}


   𝜒  (  𝐺  )  ≤  𝑛  −  𝛼  (  𝐺  )  +  1 


$\chi (G)\leq n-\alpha (G)+1$


$G$


$G$


$k$


$n$


$G$


$n+1$


$v$


   5 


$5$


$v$


$G$


$n$


$v$


$G$


$v$


$G$


$n$


$G$


$n+1$


$G$


$v$


$\deg v\leq 5$


$G-v$


$v$


    deg     𝑣  <  5 


$\deg v<5$


$v$


$v$


$q$


$t$


$H$


$G$


$q$


$t$


$H$


$q$


$G$


   𝑞  ,  𝑟  ,  𝑠  ,  𝑡  ,  𝑢 


$q,r,s,t,u$


$v$


$q$


$t$


$H$


   𝐺  −  𝐻 


$G-H$


$H$


$G$


$G-H$


$u$


   𝑟  ,  𝑠 


$r,s$


    𝑞𝑡  


$qt$


$u$


$u$


$r$


$s$


$v$


$v$


   𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  ) 


$P(G,x)$


$G$


   𝑥  ∈  ℕ 


$x\in \mathbb {N}$


$G$


$x$


$G$


$n$


   𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =    𝑥  𝑛  


$P(G,x) = x^n$


$x$


$n$


$K_n$


   𝑃  (    𝐾  𝑛   ,  𝑥  )  =    𝑥    𝑛  _   


$P(K_n,x) = x^{\underline {n}}$


     𝑥    𝑛  _   


$x^{\underline {n}}$


             𝑥    𝑛  _    =  𝑥  ⋅  (  𝑥  −  1  )  ⋅  (  𝑥  −  2  )  ⋯  (  𝑥  −  𝑛  +  1  )    


\begin {equation*}x^{\underline {n}} = x \cdot (x-1) \cdot (x-2) \cdots (x-n+1)\end {equation*}


$x$


   𝑥  −  1 


$x-1$


$n$


   𝑥  −  𝑛  +  1 


$x-n+1$


$T_n$


$n$


$x$


$x-1$


           𝑃  (    𝑇  𝑛   ,  𝑥  )  =  𝑥  (  𝑥  −  1    )    𝑛  −  1      (5.1)  


\begin {equation}P(T_n, x) = x(x-1)^{n-1}\label {baumchp}\end {equation}


$G$


     𝐺  1   ,  …  ,    𝐺  𝑐  


$G_1,\ldots ,G_c$


           𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =    ∏    𝑖  =  1   𝑐   𝑃  (    𝐺  𝑖   ,  𝑥  )    


\begin {equation*}P(G,x) = \prod _{i=1}^c P(G_i,x)\end {equation*}


$G/e$


$G$


$e$


$G/e$


$G$


$e = \{u,v\}$


$G-e$


$u$


$v$


$u$


$v$


$G$


$G/e$


$G-e$


           𝑃  (  𝐺  −  𝑒  ,  𝑥  )  =  𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  +  𝑃  (  𝐺  /  𝑒  ,  𝑥  )    (5.2)  


\begin {equation}P(G-e,x) = P(G,x) + P(G/e,x)\label {chrdecom1}\end {equation}


$G$


           𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )     =  𝑃  (    𝐾  4   ,  𝑥  )  +  𝑃  (    𝐾  3   ,  𝑥  )             =    𝑥    4  _    +    𝑥    3  _               =  𝑥  (  𝑥  −  1  )  (  𝑥  −  2    )  2              =    𝑥  4   −  5    𝑥  3   +  8    𝑥  2   −  4  𝑥    


\begin {align}P(G,x) & = P(K_4,x) + P(K_3,x) \nonumber \\ &= x^{\underline {4}} + x^{\underline {3}}\label {bchp0}\\ &= x(x-1)(x-2)^2 \nonumber \\ &= x^4 - 5x^3 + 8x^2 - 4x\label {bchp}\end {align}


$e = \{u,v\}$


$K_4$


$x$


   0  ,  1  ,  2  ,  3 


$0,1,2,3$


           𝑃  (  𝐺  ,  0  )     =  0          𝑃  (  𝐺  ,  1  )     =  0          𝑃  (  𝐺  ,  2  )     =  0          𝑃  (  𝐺  ,  3  )     =  6    


\begin {align*}P(G,0) & =0\\ P(G,1) & =0\\ P(G,2) & =0\\ P(G,3) & =6\end {align*}


           𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =  𝑃  (  𝐺  −  𝑒  ,  𝑥  )  −  𝑃  (  𝐺  /  𝑒  ,  𝑥  )    (5.5)  


\begin {equation}P(G,x) = P(G-e,x) - P(G/e,x)\label {chrdecom}\end {equation}


$P(G,x)$


$x$


   𝑛  =  |  𝑉  (  𝐺  )  | 


$n = |V(G)|$


     𝑥  𝑛  


$x^n$


$n$


   𝑃  (      𝐾  𝑛   ‾   ,  𝑥  )  =    𝑥  𝑛  


$P(\overline {K_n},x)=x^n$


$G/e$


$C_n$


           𝑃      (    𝐶  2   ,  𝑥  )   =  𝑥      (  𝑥  −  1  )     


\begin {equation*}P\left (C_2,x\right ) =x\left (x-1\right )\end {equation*}


$C_n$


$P_n$


$C_n$


     𝐶    𝑛  −  1   


$C_{n-1}$


                 𝑃      (    𝐶  𝑛   ,  𝑥  )      =  𝑃      (    𝑃  𝑛   ,  𝑥  )   −  𝑃      (    𝐶    𝑛  −  1    ,  𝑥  )                 =  𝑥        (  𝑥  −  1  )     𝑛  −  1    −  𝑃      (    𝐶    𝑛  −  1    ,  𝑥  )   ,    𝑛  ≥  3       (5.6)  


\begin {equation}\begin {split} P\left (C_n,x\right ) & =P\left (P_n,x\right ) -P\left (C_{n-1},x\right ) \\ & =x\left (x-1\right )^{n-1}-P\left (C_{n-1},x\right ),\;n\geq 3\label {creku} \end {split}\end {equation}


   𝑛  =  2 


$n=2$


   𝑃  (    𝐶  1   ,  𝑥  )  =  0 


$P(C_1,x)=0$


     𝐶  1  


$C_1$


                 𝑃  (    𝐶  𝑛   ,  𝑥  )     =  𝑥  (  𝑥  −  1    )    𝑛  −  1    −  𝑃  (    𝐶    𝑛  −  1    ,  𝑥  )                =  𝑥  (  𝑥  −  1    )    𝑛  −  1    −    [  𝑥  (  𝑥  −  1    )    𝑛  −  2    −  𝑃  (    𝐶    𝑛  −  2    ,  𝑥  )  ]            =  𝑥  (  𝑥  −  1    )    𝑛  −  1    −  𝑥  (  𝑥  −  1    )    𝑛  −  2               +    [  𝑥  (  𝑥  −  1    )    𝑛  −  3    −  𝑃  (    𝐶    𝑛  −  3    ,  𝑥  )  ]            ⋯           =  𝑥  (  𝑥  −  1    )    𝑛  −  1    −  𝑥  (  𝑥  −  1    )    𝑛  −  2    +  ⋯  +  (  −  1    )    𝑛  −  2    𝑥  (  𝑥  −  1  )           =  𝑥    ∑    𝑖  =  1     𝑛  −  1    (  −  1    )    𝑛  −  𝑖  +  1    (  𝑥  −  1    )  𝑖        


\begin {equation*}\begin {split} P(C_n,x) & = x(x-1)^{n-1} - P(C_{n-1}, x) \\ & = x(x-1)^{n-1} - \left [x(x-1)^{n-2} - P(C_{n-2},x)\right ] \\ & = x(x-1)^{n-1} - x(x-1)^{n-2} \\ & \quad + \left [x(x-1)^{n-3} - P(C_{n-3}, x) \right ] \\ & \cdots \\ & = x(x-1)^{n-1} - x(x-1)^{n-2} + \cdots + (-1)^{n-2}x(x-1) \\ & = x\sum _{i=1}^{n-1}(-1)^{n-i+1}(x-1)^i \end {split}\end {equation*}


                 𝑃  (    𝐶  𝑛   ,  𝑥  )     =  𝑥  (  −  1    )    𝑛  +  1      [    ∑    𝑖  =  0     𝑛  −  1    (  1  −  𝑥    )  𝑖   −  1  ]                 =  𝑥  (  −  1    )    𝑛  +  1      (      (  1  −  𝑥    )  𝑛   −  1     (  1  −  𝑥  )  −  1    −  1  )            =  (  −  1    )  𝑛   (  1  −  𝑥    )  𝑛   +  (  −  1    )  𝑛   (  𝑥  −  1  )           =  (  𝑥  −  1    )  𝑛   +  (  −  1    )  𝑛   (  𝑥  −  1  )       


\begin {equation*}\begin {split} P(C_n, x) &= x(-1)^{n+1}\left [\sum _{i=0}^{n-1} (1-x)^i - 1 \right ] \\ &= x(-1)^{n+1} \left (\frac {(1-x)^n - 1}{(1-x) - 1} - 1\right ) \\ &= (-1)^n(1-x)^n + (-1)^n(x-1) \\ &= (x-1)^n +(-1)^n(x-1) \end {split}\end {equation*}


$G$


$G$


$G$


$k$


   𝑗  <  𝑘 


$j<k$


   𝑃  (  𝐺  ,  𝑗  )  =  0 


$P(G,j)=0$


           𝜒  (  𝐺  )  =   min   {  𝑛  ∈  ℕ      ∶    𝑃  (  𝐺  ,  𝑛  )  >  0  }    


\begin {equation*}\chi (G)=\min \{n\in \mathbb {N}\colon P(G,n)>0\}\end {equation*}


$G$


$V(G)$


$V(G)$


$V(G)$


           {  {  1  ,  2  ,  4  }  ,  {  3  ,  7  }  ,  {  5  ,  6  ,  8  }  ,  {  9  }  }    


\begin {equation*}\{\{1,2,4\}, \{3,7\}, \{5,6,8\}, \{9\}\}\end {equation*}


   {  1  ,  …  ,  9  } 


$\{1,\ldots , 9\}$


$G$


$G$


$V(G)$


$\pi $


$G$


$k$


$x$


$\pi $


     𝑥    𝑘  _   


$x^{\underline {k}}$


$G$


$x$


$x-1$


$k$


   𝑥  −  𝑘  +  1 


$x-k+1$


$\pi $


           𝑥  (  𝑥  −  1  )  (  𝑥  −  2  )  ⋅  ⋅  ⋅  (  𝑥  −  𝑘  +  1  )  =    𝑥    𝑘  _      


\begin {equation*}x(x-1)(x-2)\cdot \cdot \cdot (x-k+1)=x^{\underline {k}}\end {equation*}


$\pi $


   Π  (  𝐺  ) 


$\Pi (G)$


$G$


   𝜋  ∈  Π  (  𝐺  ) 


$\pi \in \Pi (G)$


   |  𝜋  | 


$\left \vert \pi \right \vert $


$G$


$G$


           𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =    ∑    𝜋  ∈  Π  (  𝐺  )      𝑥      |  𝜋  |   _      


\begin {equation*}P(G,x) = \sum _{\pi \in \Pi (G)} x^{\underline {|\pi |}}\end {equation*}


           Π  (  𝐺  )  =  {  {  {  1  }  ,  {  2  }  ,  {  3  }  ,  {  4  }  }  ,  {  {  1  ,  4  }  ,  {  2  }  ,  {  3  }  }  }    


\begin {equation*}\Pi (G) = \{\{\{1\}, \{2\}, \{3\}, \{4\}\}, \{\{1,4\}, \{2\}, \{3\}\}\}\end {equation*}


           𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =    𝑥    4  _    +    𝑥    3  _      


\begin {equation*}P(G,x) = x^{\underline {4}} + x^{\underline {3}}\end {equation*}


$B$


$E$


   {  1  ,  2  ,  3  ,  4  } 


$\left \{1,2,3,4\right \}$


                 𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )     =   21240   𝑥  −   109848     𝑥  2   +   259310     𝑥  3   −   371064     𝑥  4                   +   359412     𝑥  5   −   248592     𝑥  6   +   125972     𝑥  7   −   47126     𝑥  8              +   12914     𝑥  9   −   2527     𝑥   10    +   335     𝑥   11    −   27     𝑥   12    +    𝑥   13         


\begin {equation*}\begin {split} P(G,x) & =21240x-109848x^2+259310x^3-371064x^4\\ & \quad +359412x^5-248592x^6+125972x^7-47126x^8\\ & \quad +12914x^9-2527x^{10}+335x^{11}-27x^{12}+x^{13} \end {split}\end {equation*}


   𝑃  (  𝐺  ,  4  )  =   3552  


$P(G,4)=3552$


$G$


     𝐾  𝑝  


$K_p$


     𝐾  𝑟  


$K_r$


$G$


           𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =    ∑    𝑖  =  0   𝑛     𝑎  𝑖     𝑥  𝑖     


\begin {equation*}P(G,x)=\sum _{i=0}^n a_i x^i\end {equation*}


$k$


   |    𝑎  1   | 


$|a_1|$


   (  𝑘  −  1  )  ! 


$(k-1)!$


     𝑥  4   −    𝑥  3   +    𝑥  2  


$x^4-x^3+x^2$


   {  1  ,  2  ,  3  ,  4  } 


$\{1,2,3,4\}$


           {  {  1  ,  2  }  ,  {  3  ,  4  }  }    und    {  {  1  ,  3  }  ,  {  2  ,  4  }  }    


\begin {equation*}\{\{1,2\}, \{3,4\}\} \text { und } \{\{1,3\}, \{2,4\}\}\end {equation*}


   {    𝐴  1   ,  …  ,    𝐴  8   } 


$\{A_1, \ldots , A_8\}$


   {    𝑀  1   ,  …  ,    𝑀  6   } 


$\{M_1, \ldots , M_6\}$


$M_1$


$M_2$


$M_3$


$M_4$


$M_5$


$M_6$


$A_1$


$\times $


$\times $


$\times $


$A_2$


$\times $


$\times $


$A_3$


$\times $


$\times $


$A_4$


$\times $


$A_5$


$\times $


$A_6$


$\times $


$\times $


$A_7$


$\times $


$\times $


$A_8$


$\times $


$\times $


$G$


$H$


   𝐺  ∨  𝐻 


$G \vee H$


   𝐺  ⊎  𝐻 


$G \uplus H$


$G$


$H$


$G \vee H$


$G$


$G$


$G$


   𝜙      ∶    𝐸  (  𝐺  )  →  {  1  ,  …  ,  𝑘  } 


$\phi \colon E(G)\rightarrow \{1,\ldots ,k\}$


$k$


   𝑒  ,  𝑓  ∈  𝐸  (  𝐺  ) 


$e,f\in E(G)$


   𝜙  (  𝑒  )  ≠  𝜙  (  𝑓  ) 


$\phi (e)\neq \phi (f)$


     𝜒  ′   (  𝐺  ) 


$\chi '(G)$


$G$


$k$


$k$


$n$


$n-1$


   𝒯 


$\mathcal {T}$


   (  {  𝑣  }  ,  ∅  ) 


$(\{v\},\emptyset )$


$\mathcal {T}$


   𝑇  ∈  𝒯 


$T\in \mathcal {T}$


$v$


$T$


$T$


$w$


$e=\{v,w\}$


$n$


$n$


$\{1,\ldots ,n\}$


$T$


$n$


   𝑛  >  2 


$n>2$


$\{1,\ldots ,n\}$


$n$


$W$


$W$


$v$


$w$


$v$


$v$


     𝑇  ˜   =  𝑇  −  𝑣 


$\tilde {T}=T-v$


$x$


     𝑇  ˜  


$\tilde {T}$


$x$


$\tilde {T}$


   𝑛  −  2 


$n-2$


$n$


   𝑊  =   4114  


$W=4114$


$n$


   𝑛  =  6 


$n=6$


   1  ,  …  ,  𝑛 


$1,\ldots ,n$


$n$


   𝐿  ∶  =  ∅ 


$L:= \emptyset $


   𝑧 


$z$


$W$


$L$


$L$


   𝐿  =  {  2  } 


$L=\{2\}$


$W$


$W$


   𝑊  =   114  


$W=114$


$L$


$W$


   𝑊  =   14  


$W=14$


$L$


$L$


$W$


$L$


$z$


$e$


   𝑉  (  𝐺  )  ∖  𝐿 


$V(G)\setminus L$


$\emptyset $


$\{2\}$


$\{2,4\}$


$\{2,3\}$


$\{1,3\}$


$\{2,3,5\}$


$\{1,5\}$


$\emptyset $


$\{1,2,3,5\}$


$\{1,4\}$


$\{4,6\}$


$\{4,6\}$


$W=4114$


$e$


$V(G)\setminus L$


$n$


$n-2$


   1 


$1$


$n$


     𝑛    𝑛  −  2   


$n^{n-2}$


$n^{n-2}$


$n$


             |            𝑛  −  1     −  1     −  1     ⋯     −  1        −  1     𝑛  −  1     −  1     ⋯     −  1        −  1     −  1     𝑛  −  1     ⋯     −  1        ⋮     ⋱     ⋮        −  1     −  1     −  1     ⋯     𝑛  −  1        |     


\begin {equation*}\begin {vmatrix} n-1 & -1 & -1 & \cdots & -1 \\ -1 & n-1 & -1 & \cdots & -1 \\ -1 & -1 & n-1 & \cdots & -1 \\ & \vdots & & \ddots & \vdots \\ -1 & -1 & -1 & \cdots & n-1 \end {vmatrix}\end {equation*}


   (  𝑛  −  1  )  ×  (  𝑛  −  1  ) 


$(n-1)\times (n-1)$


$n^{n-2}$


$n$


$n$


$T_n$


$T$


$x$


$y$


   𝑦  ≠  𝑥 


$y\neq x$


$x$


$y$


$y$


$x$


$x$


$y$


$x$


$y$


$x$


$y$


$y$


$x$


$n$


   2  𝑛  −  2 


$2n-2$


$n-1$


$n-1$


$n$


     𝑡  𝑛  


$t_n$


$n$


     𝑡  0   =  1 


$t_0=1$


     𝑡  1   =  1 


$t_1=1$


   𝑛  >  0 


$n>0$


$n-1$


$k$


   𝑛  −  𝑘  −  1 


$n-k-1$


     𝑡  𝑘  


$t_k$


     𝑡    𝑛  −  𝑘  −  1   


$t_{n-k-1}$


             𝑡  𝑛   =    ∑    𝑘  =  0     𝑛  −  1      𝑡  𝑘     𝑡    𝑛  −  𝑘  −  1      ,    𝑛  ≥  1    (7.1)  


\begin {equation}t_n = \sum _{k=0}^{n-1} t_k t_{n-k-1}\:,\enskip n \geq 1\label {catalagl}\end {equation}


$n$


$t_n$


     𝑡  0   =  0 


$t_0=0$


             𝑡  𝑛   =    1    𝑛  +  1            (                  2  𝑛   𝑛           )               


\begin {equation*}t_n=\frac {1}{n+1}\dbinom {2n}{n}\end {equation*}


$n+1$


$n$


             1    𝑛  +  1            (                  2  𝑛   𝑛           )               


\begin {equation*}\frac {1}{n+1}\dbinom {2n}{n}\end {equation*}


$n+1$


$n$


$B$


$P$


$P$


$B$


$w$


$u$


$P$


$v$


$u$


$B$


$v$


$u$


$P$


$v$


$u$


$B$


$P$


$P$


$B$


$P$


$B$


$P$


$v$


$u$


$B$


$v$


$u$


$P$


$v$


$u$


$B$


$v$


$u$


$P$


$n^{n-2}$


$n$


$T$


$T$


$h$


$G$


   𝑓      ∶    𝐸  (  𝐺  )  →    ℝ  +  


$f\colon E(G) \rightarrow \mathbb {R}^+$


$G$


$n$


$G$


$n$


$n$


$c$


   𝑛  −  𝑐 


$n-c$


   𝑔  (  𝐺  ) 


$g(G)$


$G$


$G$


$G$


$G$


$n$


$n$


$n$


$G$


$n+1$


           𝑔  (  𝐺  )  ≤      2  (  𝑛  +  1  )   3     (8.1)  


\begin {equation}g(G) \leq \frac {2(n+1)}{3}\label {glgirth}\end {equation}


$n$


$n+1$


   𝑔  (  𝐺  )  ≤        𝑛  +  1   2   


$g(G)\leq \dfrac {n+1}{2}$


$x$


$y$


   𝑥  𝑦 


$xy$


         𝑛  +  1   3   


$\dfrac {n+1}{3}$


$G$


$G$


   {    𝐶  1   ,  …  ,    𝐶  7   } 


$\{C_1, \ldots , C_7\}$


$A$


$B$


   𝐴  △  𝐵 


$A\bigtriangleup B$


                 𝐴  △  𝐵     =  (  𝐴  ∪  𝐵  )  ∖  (  𝐴  ∩  𝐵  )                =  (  𝐴  ∖  𝐵  )  ∪  (  𝐵  ∖  𝐴  )       


\begin {equation*}\begin {split} A\bigtriangleup B &= (A\cup B) \setminus (A\cap B) \\ &= (A\setminus B) \cup (B\setminus A) \end {split}\end {equation*}


           𝐶  =    𝐶  3   △    𝐶  4   △    𝐶  5     


\begin {equation*}C=C_3\bigtriangleup C_4\bigtriangleup C_5\end {equation*}


$G$


$T$


$G$


$G$


$T$


$G$


$G$


$m$


$n$


   𝑚  −  𝑛  +  1 


$m-n+1$


   ℬ 


$\mathcal {B}$


$G$


$G$


$\mathcal {B}$


$C$


$\mathcal {B}$


$G$


$G$


$V(G)$


$G$


$n>2$


$v\in V$


    deg     𝑣  ≥    𝑛  2  


$\deg v\geq \frac {n}{2}$


$G$


$G$


$G$


$u$


$v$


$G$


   {  𝑢  ,  𝑣  } 


$\{u,v\}$


$H$


$H$


$u$


$v$


$H$


$P$


       𝑛  2   


$\dfrac {n}{2}$


   𝑁  (  𝑢  ) 


$N(u)$


$u$


$P$


$v$


$P$


$u$


$N(u)$


$\dfrac {n}{2}$


$P$


$\dfrac {n}{2}$


$N(v)$


   𝑥  ∈  𝑁  (  𝑣  ) 


$x\in N(v)$


$P$


$y$


$u$


   𝑦  ∈  𝑁  (  𝑢  ) 


$y\in N(u)$


$u$


$x$


   {  𝑥  ,  𝑣  } 


$\{x,v\}$


$v$


$y$


   {  𝑦  ,  𝑢  } 


$\{y,u\}$


$G$


$G$


$n$


$u,v\in V(G)$


    deg     𝑢  +   deg     𝑣  ≥  𝑛 


$\deg u + \deg v \geq n$


$G$


$c(G)$


$G$


$G$


$c(G)$


$G$


$n$


$m$


$F$


$n$


$G$


$H$


$G$


   𝐸  (  𝐻  )  =  𝐹 


$E(H)=F$


$H$


           (                𝑚  𝑛           )            


$\dbinom {m}{n}$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$v\in V(G)$


$e$


$w$


$v$


$w$


$f$


$n$


$C$


$G$


$C$


$G$


   𝐺  −  𝐶 


$G-C$


$G-C$


$G$


$G$


$C_1$


     𝐶  2  


$C_2$


$G$


$C_1$


$v$


$C_1$


$C_2$


$G$


$v$


$C_2$


$C_1$


$G$


$G$


$G$


$G$


$u,v\in V(G)$


$G$


$u$


$v$


$n$


$G$


$G$


$G$


$G$


$K_n$


$K_{3,3}$


$G$


$G$


$e=\{u,v\}$


$u$


$v$


$G$


$V(G)$


$E(G)$


   𝑒  =  (  𝑢  ,  𝑣  ) 


$e = (u,v)$


   (  𝑢  ,  𝑣  ) 


$(u,v)$


$V$


$u$


$v$


$e = (u,v)$


$(u,v)$


$\{u,v\}$


   𝑒  =  (  𝑣  ,  𝑣  ) 


$e = (v,v)$


$e = (u,v)$


   𝑓  =  (  𝑢  ,  𝑣  ) 


$f = (u,v)$


$e = (u,v)$


   𝑓  =  (  𝑣  ,  𝑢  ) 


$f = (v,u)$


$G$


   𝐸  (  𝐺  )  ⊆  𝑉  (  𝐺  )  ×  𝑉  (  𝐺  ) 


$E(G) \subseteq V(G)\times V(G)$


             𝑣  1   ,  (    𝑣  1   ,    𝑣  2   )  ,    𝑣  2   ,  (    𝑣  2   ,    𝑣  3   )  ,    𝑣  3   ,  …  ,    𝑣    𝑘  −  1    ,  (    𝑣    𝑘  −  1    ,    𝑣  𝑘   )  ,    𝑣  𝑘     


\begin {equation*}v_1, (v_1, v_2), v_2, (v_2, v_3), v_3, \ldots , v_{k-1}, (v_{k-1}, v_k), v_k\end {equation*}


$v\in V(G)$


$G$


$u\in V(G)$


$G$


$u$


$v$


   𝑢  {  𝑣 


$u\leadsto v$


$u,v,w$


$u\leadsto v$


   𝑣  {  𝑤 


$v\leadsto w$


   𝑢  {  𝑤 


$u\leadsto w$


$v\in V(G)$


   𝑣  {  𝑣 


$v\leadsto v$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$m$


     2  𝑚  


$2^m$


$G$


$G$


$G$


$u,v\in V(G)$


$u$


$v$


$v$


$u$


$w$


$G$


$u$


$w$


$u$


$v\in V(G)$


$G$


             𝑁  +   (  𝑣  )     =  {  𝑢  ∈  𝑉  (  𝐺  )      ∶    (  𝑣  ,  𝑢  )  ∈  𝐸  (  𝐺  )  }            𝑁  −   (  𝑣  )     =  {  𝑢  ∈  𝑉  (  𝐺  )      ∶    (  𝑢  ,  𝑣  )  ∈  𝐸  (  𝐺  )  }            𝐸  +   (  𝑣  )     =  {  (  𝑣  ,  𝑢  )  ∈  𝐸  (  𝐺  )  }            𝐸  −   (  𝑣  )     =  {  (  𝑢  ,  𝑣  )  ∈  𝐸  (  𝐺  )  }    


\begin {align*}N^+(v) &= \{u \in V(G) \colon (v,u) \in E(G)\} \\ N^-(v) &= \{u \in V(G) \colon (u,v) \in E(G)\} \\ E^+(v) &= \{(v,u) \in E(G)\} \\ E^-(v) &= \{(u,v) \in E(G)\}\end {align*}


     𝑑  +   (  𝑣  ) 


$d^+(v)$


$v\in V(G)$


$G$


$v$


     𝑑  −   (  𝑣  ) 


$d^-(v)$


$v$


$v$


             𝑑  +   (  𝑣  )  =  |    𝐸  +   (  𝑣  )  |    und      𝑑  −   (  𝑣  )  =  |    𝐸  −   (  𝑣  )  |    


\begin {equation*}d^+(v) = |E^+(v)| \text { und } d^-(v)=|E^-(v)|\end {equation*}


$\deg v$


$v\in V(G)$


            deg     𝑣  =    𝑑  +   (  𝑣  )  +    𝑑  −   (  𝑣  )    


\begin {equation*}\deg v = d^+(v) + d^-(v)\end {equation*}


             ∑    𝑣  ∈  𝑉  (  𝐺  )      𝑑  +   (  𝑣  )  =    ∑    𝑣  ∈  𝑉  (  𝐺  )      𝑑  −   (  𝑣  )  =  |  𝐸  |    


\begin {equation*}\sum _{v\in V(G)}d^+(v) = \sum _{v\in V(G)}d^-(v) = |E|\end {equation*}


$G$


$v$


     𝑑  −   (  𝑣  )  =  0 


$d^-(v) = 0$


$v$


$e = (u,v)$


$u$


   𝑓  =  (  𝑤  ,  𝑢  ) 


$f = (w,u)$


$v$


$G$


$n$


   {  1  ,  …  ,  𝑛  } 


$\{1, \ldots , n\}$


   (  𝑢  ,  𝑣  )  ∈  𝐸  (  𝐺  ) 


$(u,v)\in E(G)$


   𝑢  <  𝑣 


$u<v$


$v$


$v$


   𝑣  <  𝑤 


$v<w$


   (  𝑣  ,  𝑤  )  ∈  𝐸  (  𝐺  ) 


$(v,w) \in E(G)$


$G-v$


$G-v$


$n$


$G$


     𝐺  ˆ  


$\hat {G}$


$\hat {G}$


$G$


$G$


$m$


     𝑒  1   ,  …  ,    𝑒  𝑚  


$e_1, \ldots , e_m$


$G$


$C$


$G$


   x  (  𝐶  )  =  (    𝑥  1   ,  …  ,    𝑥  𝑚   ) 


$\mathbf {x}(C) = (x_1, \ldots , x_m)$


$m$


     ℝ  𝑚  


$\mathbb {R}^m$


     𝑥  𝑖   =  1 


$x_i=1$


$e_i$


$C$


$e_i$


$C$


     𝑥  𝑖   =  −  1 


$x_i=-1$


     𝑥  𝑖   =  0 


$x_i=0$


$e_i$


$C$


$\mathbb {R}^m$


             x  1      =    (  1  ,  −  1  ,  0  ,  −  1  ,  1  ,  1  ,  0  ,  0  )             x  2      =    (  0  ,  1  ,  −  1  ,  1  ,  0  ,  0  ,  0  ,  0  )             x  3      =    (  0  ,  0  ,  0  ,  0  ,  0  ,  0  ,  1  ,  1  )             x  4      =    (  1  ,  0  ,  −  1  ,  0  ,  1  ,  1  ,  0  ,  0  )             x  5      =    (  1  ,  −  1  ,  0  ,  −  1  ,  1  ,  1  ,  1  ,  1  )             x  6      =    (  1  ,  0  ,  −  1  ,  0  ,  1  ,  1  ,  1  ,  1  )     


\begin {align*}\mathbf {x}_1 & =\left (1,-1,0,-1,1,1,0,0\right ) \\ \mathbf {x}_2 & =\left (0,1,-1,1,0,0,0,0\right ) \\ \mathbf {x}_3 & =\left (0,0,0,0,0,0,1,1\right ) \\ \mathbf {x}_4 & =\left (1,0,-1,0,1,1,0,0\right ) \\ \mathbf {x}_5 & =\left (1,-1,0,-1,1,1,1,1\right ) \\ \mathbf {x}_6 & =\left (1,0,-1,0,1,1,1,1\right )\end {align*}


             x  5      =    x  1   +    x  3     und             x  6      =    x  4   +    x  3   =    x  1   +    x  2   +    x  3     


\begin {align*}\mathbf {x}_5 &= \mathbf {x}_1 + \mathbf {x}_3\text { und} \\ \mathbf {x}_6 &= \mathbf {x}_4 + \mathbf {x}_3 = \mathbf {x}_1 + \mathbf {x}_2 + \mathbf {x}_3\end {align*}


$X\subseteq V(G)$


$G$


     Ω  +   (  𝑋  ) 


$\Omega ^+(X)$


$X$


   𝑉  (  𝐺  )  ∖  𝑋 


$V(G) \setminus X$


     Ω  −   (  𝑋  ) 


$\Omega ^-(X)$


$V(G) \setminus X$


$X$


   Ω  (  𝑋  )  =    Ω  +   (  𝑋  )  ∪    Ω  −   (  𝑋  ) 


$\Omega (X)=\Omega ^+(X)\cup \Omega ^-(X)$


   x  ∈    ℝ  𝑚  


$\mathbf {x}\in \mathbb {R}^m$


             𝑥  𝑖   =    {              −    1    ,           falls      𝑒  𝑖   ∈    Ω  +   (  𝑋  )        −  1    ,           falls      𝑒  𝑖   ∈    Ω  −   (  𝑋  )            −    0    ,           falls      𝑒  𝑖   ∉  Ω  (  𝑋  )           


\begin {equation*}x_i = \begin {cases} \hphantom {-}1\:,&\text {falls }e_i\in \Omega ^+(X)\\ -1\:,&\text {falls }e_i\in \Omega ^-(X)\\ \hphantom {-}0\:,&\text {falls }e_i\notin \Omega (X) \end {cases}\end {equation*}


   Ω  (  𝑋  ) 


$\Omega (X)$


$X$


     x  1   ,  …  ,    x  𝑘  


$\mathbf {x}_1, \ldots , \mathbf {x}_k$


             𝛼  1     x  1   +  ⋯  +    𝛼  𝑘     x  𝑘   =  0    


\begin {equation*}\alpha _1 \mathbf {x}_1 + \cdots +\alpha _k \mathbf {x}_k = \mathbf {0}\end {equation*}


     𝛼  𝑖  


$\alpha _i$


$G$


$\mathcal {B}$


$G$


$\mathcal {B}$


$G$


   𝜇  (  𝐺  ) 


$\mu (G)$


$n$


$c$


$n-c$


$5$


$n-1$


$n$


$G$


$n$


$m$


$T$


$G$


$T$


$G$


$T$


$m-n+1$


$n-1$


$c$


   𝑚  −  𝑛  +  𝑐 


$m-n+c$


   x  ,  y  ∈    ℝ  𝑚  


$\mathbf {x}, \mathbf {y} \in \mathbb {R}^m$


           ⟨  x  ,  y  ⟩  =    ∑    𝑖  =  1   𝑚     𝑥  𝑖     𝑦  𝑖     (9.1)  


\begin {equation}\langle \mathbf {x}, \mathbf {y} \rangle = \sum _{i=1}^mx_iy_i\label {skalar}\end {equation}


   x 


$\mathbf {x}$


   y 


$\mathbf {y}$


$G$


     ⟨  x  ,  y  ⟩   =  0 


$\left \langle \mathbf {x},\mathbf {y}\right \rangle =0$


$G$


$X\subseteq V(G)$


   y  ∈    ℝ  𝑚  


$\mathbf {y}\in \mathbb {R}^m$


$\Omega (X)$


$\mathbf {x}\in \mathbb {R}^m$


$C$


$G$


$X$


$\Omega (X)$


$\Omega ^+(X)$


   + 


$+$


$\Omega ^-(X)$


   +  1 


$+1$


   −  1 


$-1$


$\mathbf {y}$


$C$


$G$


$\Omega (X)$


$X$


$C$


     𝑥  𝑒  


$x_e$


$C$


$\mathbf {x}$


$e$


$\left \langle \mathbf {x},\mathbf {y}\right \rangle =0$


$m-n+c$


$n-c$


$m$


$m$


$\mathbb {R}^m$


$G$


$m$


   𝜇  (  𝐺  )  =  𝑚  −  𝑛  +  𝑐 


$\mu (G)=m-n+c$


$n-c$


   Ω  (  𝑋  )  =    Ω  +   (  𝑋  )  +    Ω  −   (  𝑋  ) 


$\Omega (X)=\Omega ^+(X)+\Omega ^-(X)$


$\Omega ^+(X)$


$\Omega ^-(X)$


$\Omega (X)$


$X$


$G$


$(u,v)\in E(G)$


$v$


$u$


$G$


$G$


$G$


$K_n$


$n$


$i$


$j$


$i$


$j$


$n$


$G$


$n+1$


$v$


$G$


$G-v$


$n$


     𝑣  1   ,    𝑣  2   ,  …  ,    𝑣  𝑛  


$v_1, v_2, \ldots , v_n$


$G-v$


$G$


   (  𝑣  ,    𝑣  1   ) 


$(v,v_1)$


   𝑣  ,    𝑣  1   ,    𝑣  2   ,  …  ,    𝑣  𝑛  


$v,v_1,v_2, \ldots , v_n$


$G$


$k$


   (  𝑣  ,    𝑣  𝑘   ) 


$(v,v_k)$


$G$


     𝑣  1   ,    𝑣  2   ,  …  ,    𝑣    𝑘  −  1    ,  𝑣  ,    𝑣  𝑘   ,  …  ,    𝑣  𝑛  


$v_1,v_2, \ldots ,v_{k-1},v,v_k, \ldots ,v_n$


$G$


$v$


     𝑣  1   ,  …  ,    𝑣  𝑛  


$v_1, \ldots ,v_n$


     𝑣  1   ,    𝑣  2   ,  …  ,    𝑣  𝑛   ,  𝑣 


$v_1,v_2, \ldots , v_n, v$


$G$


$G$


$n$


   3  ,  …  ,  𝑛 


$3, \ldots , n$


$G$


$G$


$C$


$k$


   𝑘  >  3 


$k>3$


$C$


$u$


$v$


$G$


$(u,v)$


   (  𝑣  ,  𝑢  ) 


$(v,u)$


$C$


$G$


   𝑘  <  𝑛 


$k<n$


$k+1$


$C$


$k$


     𝑣  1   ,    𝑣  2   ,  …  ,    𝑣  𝑘   ,    𝑣  1  


$v_1, v_2, \ldots , v_k, v_1$


   𝐺  −  {    𝑣  1   ,    𝑣  2   ,  …  ,    𝑣  𝑘   } 


$G - \{v_1, v_2, \ldots , v_k\}$


$v$


$C$


$v$


$v$


$G$


$u$


$w$


$u$


$w$


   (  𝑢  ,  𝑤  ) 


$\left (u,w\right )$


$G$


   𝑁  =  (  𝑉  ,  𝐸  ,  𝑠  ,  𝑡  ,  𝑐  ) 


$N = (V,E,s,t,c)$


$V$


$E$


   𝑠  ∈  𝑉 


$s\in V$


   𝑡  ∈  𝑉 


$t\in V$


   𝑐      ∶    𝐸  →    ℝ  +  


$c \colon E \rightarrow \mathbb {R}^+$


$N$


   𝑓      ∶    𝐸  →  ℝ 


$f\colon E\rightarrow \mathbb {R}$


   𝑣  ∈  𝑉  ∖  {  𝑠  ,  𝑡  } 


$v\in V \setminus \{s,t\}$


             ∑    𝑒  ∈    𝐸  +   (  𝑣  )    𝑓  (  𝑒  )  =    ∑    𝑒  ∈    𝐸  −   (  𝑣  )    𝑓  (  𝑒  )    (9.2)  


\begin {equation}\sum _{e\in E^+(v)}f(e)=\sum _{e\in E^-(v)}f(e)\label {konti}\end {equation}


   𝑒  =  (  𝑡  ,  𝑠  ) 


$e = (t,s)$


$f$


   0  ≤  𝑓  (  𝑒  )  ≤  𝑐  (  𝑒  ) 


$0\leq f(e) \leq c(e)$


$f$


$g$


$N$


   𝑓  +  𝑔 


$f+g$


$N$


$f$


   𝛼 


$\alpha $


   𝛼  𝑓 


$\alpha f$


$N = (V,E,s,t,c)$


$m$


   Φ 


$\Phi $


$N$


$\Phi $


$\mathbb {R}^m$


           𝐹  =    ∑    𝑒  ∈    𝐸  +   (  𝑠  )    𝑓  (  𝑒  )  −      ∑    𝑒  ∈    𝐸  −   (  𝑠  )    𝑓  (  𝑒  )    


\begin {equation*}F=\sum _{e\in E^+(s)}f(e)-\!\sum _{e\in E^-(s)}f(e)\end {equation*}


           𝐹  =    ∑    𝑒  ∈    𝐸  −   (  𝑡  )    𝑓  (  𝑒  )  −      ∑    𝑒  ∈    𝐸  +   (  𝑡  )    𝑓  (  𝑒  )    


\begin {equation*}F=\sum _{e\in E^-(t)}f(e)-\!\sum _{e\in E^+(t)}f(e)\end {equation*}


$N$


   𝑋  ⊆  𝑉 


$X\subseteq V$


$s$


$t$


$N$


$\Omega (X)$


$\Omega (X)$


           𝑐  (  𝑋  )  =    ∑    𝑒  ∈    Ω  +   (  𝑋  )    𝑐  (  𝑒  )    


\begin {equation*}c(X) = \sum _{e\in \Omega ^+(X)}c(e)\end {equation*}


$N$


$f$


$\Omega (X)$


             ∑    𝑒  ∈    Ω  +   (  𝑋  )    𝑓  (  𝑒  )  =  𝑐  (  𝑋  )    


\begin {equation*}\sum _{e\in \Omega ^+(X)}f(e) = c(X)\end {equation*}


$f$


$N$


$N$


$\Omega (X)$


$N$


\begin {equation*}\sum _{e\in \Omega ^+(X)}f(e) = c(X)\end {equation*}


$N$


           𝑃  =  (    𝑒  1   ,    𝑒  2   ,  …  ,    𝑒  𝑘   )    


\begin {equation*}P = (e_1, e_2, \ldots , e_k)\end {equation*}


$N = (V,E,s,t,c)$


     𝑒    𝑖  +  1   


$e_{i+1}$


   𝑖  =  1  ,  …  ,  𝑘  −  1 


$i = 1, \ldots , k-1$


$e_i$


$s$


     𝑒  1  


$e_1$


$t$


$e_k$


$s$


$t$


$a$


$c$


$d$


$b$


$e$


$f$


$N$


$e$


$P$


           Δ  (  𝑒  )  =    {          𝑐  (  𝑒  )  −  𝑓  (  𝑒  )    ,           falls    𝑒    Vorwärtsbogen ist         𝑓  (  𝑒  )    ,           falls    𝑒    Rückwärtsbogen von    𝑃    ist            


\begin {equation*}\Delta (e) = \begin {cases} c(e) - f(e)\:,&\text {falls }e\text { Vorwärtsbogen ist} \\ f(e)\:,&\text {falls }e\text { Rückwärtsbogen von }P\text { ist} \end {cases}\end {equation*}


$P$


   Δ  (  𝑃  ) 


$\Delta (P)$


   Δ  (  𝑒  ) 


$\Delta (e)$


$P$


   𝑓  (  𝑒  ) 


$f(e)$


   𝑓  (  𝑒  )  +  Δ  (  𝑃  ) 


$f(e)+\Delta (P)$


$f(e)$


   𝑓  (  𝑒  )  −  Δ  (  𝑃  ) 


$f(e)-\Delta (P)$


$\Delta (P)$


$f$


$N$


$f$


$N$


$s$


$t$


     𝑄  3  


$Q_3$


$Q_3$


$n$


$G=(V,E)$


   𝑢  ,  𝑣  ∈  𝑉 


$u,v\in V$


   𝑑  (  𝑢  ,  𝑣  )  ≠  𝑑  (  𝑣  ,  𝑢  ) 


$d(u,v) \neq d(v,u)$


     𝑃  1   ,  …  ,    𝑃  𝑛  


$P_1, \ldots , P_n$


     𝑃  𝑖  


$P_i$


$P_i$


$P_i$


   𝑖  =  1  ,  …  ,  𝑛 


$i=1, \ldots , n$


$P_i$


     𝑃  𝑗  


$P_j$


$P_i$


$P_j$


$n$


$n$


$p$


$q$


   𝑝  ≤  𝑞 


$p\leq q$


$n$


$n$


$p$


$q$


$n$


     𝐶  3  


$C_3$


$n$


   ⌊      𝑛  2   4     ⌋ 


$\left \lfloor \frac {n^2}{4}\,\right \rfloor $


$G$


$n$


$k$


$v$


$G$


$G$


$v$


$G$


   𝑉  ∖  𝑁  (  𝑣  ) 


$V \setminus N(v)$


$G$


$v$


   𝑛  −  𝑘 


$n-k$


$k$


           |  𝐸  (  𝐺  )  |  ≤      ∑    𝑢  ∈  𝑉  ∖  𝑁  (  𝑣  )       deg     𝑢  ≤  (  𝑛  −  𝑘  )  𝑘    


\begin {equation*}|E(G)| \leq \!\sum _{u\in V\setminus N(v)} \!\deg u \leq (n-k)k\end {equation*}


     𝐾    𝑛  −  𝑘  ,  𝑘   


$K_{n-k,k}$


   (  𝑛  −  𝑘  )  𝑘 


$(n-k)k$


$k$


$n-k$


   𝑘  ≤  (  𝑛  −  𝑘  )  −  2 


$k\leq (n-k)-2$


$U$


$W$


   |  𝑈  |  =  𝑘 


$|U|=k$


   |  𝑊  |  =  𝑛  −  𝑘 


$|W|=n-k$


$w$


$W$


$U$


$k$


$w$


$U$


$n-k-1$


     𝐾    𝑛  /  2  ,  𝑛  /  2   


$K_{n/2, n/2}$


$n$


     𝐾    (  𝑛  −  1  )  /  2  ,  (  𝑛  +  1  )  /  2   


$K_{(n-1)/2, (n+1)/2}$


$n$


           |  𝐸  (  𝐺  )  |  =      𝑛  2   4     


\begin {equation*}|E(G)| = \frac {n^2}{4}\end {equation*}


           |  𝐸  (  𝐺  )  |  =        𝑛  2   −  1   4     


\begin {equation*}|E(G)| = \frac {n^2-1}{4}\end {equation*}


$n$


$k$


             (  1  −    1    𝑘  −  1    )         𝑛  2   2     


\begin {equation*}\left (1 - \frac {1}{k-1} \right ) \frac {n^2}{2}\end {equation*}


     𝑇     11   ,  3   


$T_{11,3}$


$k$


$k$


     𝑇    𝑛  ,  𝑟   


$T_{n,r}$


$r$


$n$


$r$


$G$


$r$


     𝑉  1   ,  …  ,    𝑉  𝑟  


$V_1,\ldots ,V_r$


             𝑉  1   ∪  ⋯  ∪    𝑉  𝑟   =  𝑉  (  𝐺  )    


\begin {equation*}V_1\cup \cdots \cup V_r = V(G)\end {equation*}


$T_{11,3}$


$T_{n,r}$


$r$


$T_{n,r}$


$r$


     𝐾      𝑝  1   ,  …  ,    𝑝  𝑟    


$K_{p_1,\ldots ,p_r}$


     𝑝  𝑖   =  ⌊  𝑛  /  𝑟  ⌋ 


$p_i=\lfloor n/r\rfloor $


     𝑝  𝑖   =  ⌈  𝑛  /  𝑟  ⌉ 


$p_i=\lceil n/r\rceil $


   𝑖  ∈  {  1  ,  …  ,  𝑟  } 


$i \in \{1,\ldots ,r\}$


     𝐶  4  


$C_4$


$G$


$C_4$


$n$


$G$


             𝑛  4   (  1  +      4  𝑛  −  3    )    


\begin {equation*}\frac {n}{4}(1+\sqrt {4n-3})\end {equation*}


$G$


$n$


$V$


     𝑃  3  


$P_3$


$G$


$G$


$P_3$


$a$


$v$


$k$


         (                𝑘  2           )           


$\binom {k}{2}$


$P_3$


$v$


           𝑎  =    ∑    𝑣  ∈  𝑉            (                   deg     𝑣   2           )               


\begin {equation*}a = \sum _{v\in V}\binom {\deg v}{2}\end {equation*}


$G$


$C_4$


$P_3$


$G$


           𝑎  ≤          (                𝑛  2           )               


\begin {equation*}a \leq \binom {n}{2}\end {equation*}


$a$


             ∑    𝑣  ∈  𝑉            (                   deg     𝑣   2           )             ≤          (                𝑛  2           )               


\begin {equation*}\sum _{v\in V}\binom {\deg v}{2} \leq \binom {n}{2}\end {equation*}


             ∑    𝑣  ∈  𝑉    (   deg     𝑣    )  2   ≤  𝑛  (  𝑛  −  1  )  +    ∑    𝑣  ∈  𝑉     deg     𝑣  =  𝑛  (  𝑛  −  1  )  +  2  𝑚    ,    (10.1)  


\begin {equation}\sum _{v\in V}(\deg v)^2 \leq n(n-1) + \sum _{v\in V} \deg v = n(n-1) + 2m\:,\label {eq:Rei-proof}\end {equation}


$m$


$G$


               (    ∑    𝑖  =  1   𝑛     𝑥  𝑖     𝑦  𝑖   )   2   ≤    (    ∑    𝑖  =  1   𝑛     𝑥  𝑖  2   )       (    ∑    𝑖  =  1   𝑛     𝑦  𝑖  2   )     


\begin {equation*}\left (\sum _{i=1}^nx_iy_i \right )^2\leq \left (\sum _{i=1}^nx_i^2\right ) \left (\sum _{i=1}^ny_i^2\right )\end {equation*}


     𝑥  1   ,  …  ,    𝑥  𝑛  


$x_1,\ldots ,x_n$


     𝑦  1   ,  …  ,    𝑦  𝑛  


$y_1,\ldots ,y_n$


     𝑦  𝑖  


$y_i$


     𝑥  𝑖  


$x_i$


               (    ∑    𝑣  ∈  𝑉     deg     𝑣  )   2   ≤  𝑛    ∑    𝑣  ∈  𝑉    (   deg     𝑣    )  2     


\begin {equation*}\left (\sum _{v\in V}\deg v\right )^2\leq n \sum _{v\in V}(\deg v)^2\end {equation*}


           4    𝑚  2   ≤    𝑛  2   (  𝑛  −  1  )  +  2   𝑚𝑛     


\begin {equation*}4m^2 \leq n^2(n-1) + 2mn\end {equation*}


             𝑚  2   −    𝑛  2   𝑚  −        𝑛  2   (  𝑛  −  1  )   4   ≤  0    


\begin {equation*}m^2 -\frac {n}{2}m-\frac {n^2(n-1)}{4}\leq 0\end {equation*}


   (  𝐺  ,  ∘  ) 


$(G,\circ )$


$G$


   ∘      ∶    𝐺  ×  𝐺  →  𝐺 


$\circ \colon G\times G\rightarrow G$


   𝑎  ∘  𝑏 


$a\circ b$


   ∘  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


$\circ (a,b)$


   𝑎  ,  𝑏  ,  𝑐  ∈  𝐺 


$a,b,c\in G$


           (  𝑎  ∘  𝑏  )  ∘  𝑐  =  𝑎  ∘  (  𝑏  ∘  𝑐  )    


\begin {equation*}(a\circ b)\circ c = a\circ (b\circ c)\end {equation*}


   ∘ 


$\circ $


   𝑒  ∈  𝐺 


$e\in G$


   𝑒  ∘  𝑎  =  𝑎  ∘  𝑒  =  𝑎 


$e\circ a = a\circ e = a$


$a$


$G$


   𝑎  ∈  𝐺 


$a\in G$


     𝑎    −  1    ∈  𝐺 


$a^{-1}\in G$


   𝑎  ∘    𝑎    −  1    =    𝑎    −  1    ∘  𝑎  =  𝑒 


$a\circ a^{-1} = a^{-1}\circ a = e$


   +  ,  ⋅  ,  ×  ,  ∗  ,  ⊗  ,  … 


$+,\cdot ,\times , \ast ,\otimes ,\ldots $


$\circ $


   ℤ 


$\mathbb {Z}$


   (  ℤ  ,  +  ) 


$(\mathbb {Z},+)$


   𝑎  ∈  ℤ 


$a\in \mathbb {Z}$


   −  𝑎 


$-a$


$(\mathbb {Z},+)$


   𝑎  ,  𝑏 


$a,b$


           𝑎  ∘  𝑏  =  𝑏  ∘  𝑎    


\begin {equation*}a\circ b = b\circ a\end {equation*}


$\circ $


   2  ×  2 


$2\times 2$


           𝐼  =    (            1     0        0     1        )     


\begin {equation*}I = \begin {pmatrix} 1 & 0 \\ 0 & 1 \end {pmatrix}\end {equation*}


     ℕ  𝑛   =  {  1  ,  …  ,  𝑛  } 


$\mathbb {N}_n=\{1,\ldots ,n\}$


$n$


     ℕ  𝑛  


$\mathbb {N}_n$


   𝜋      ∶      ℕ  𝑛   →    ℕ  𝑛  


$\pi \colon \mathbb {N}_n\rightarrow \mathbb {N}_n$


     𝜋  𝑖  


$\pi _i$


   𝜋  (  𝑖  ) 


$\pi (i)$


   𝑖  ∈    ℕ  𝑛  


$i\in \mathbb {N}_n$


$\pi $


$\mathbb {N}_n$


     𝑆  𝑛  


$S_n$


   𝜋  ∈    𝑆  𝑛  


$\pi \in S_n$


           𝜋  =    (            1     2     ⋯     𝑛          𝜋  1        𝜋  2      ⋯       𝜋  𝑛         )     


\begin {equation*}\pi = \begin {pmatrix} 1 & 2 & \cdots & n \\ \pi _1 & \pi _2 & \cdots & \pi _n \end {pmatrix}\end {equation*}


$S_n$


   𝜋  ∘  𝜎 


$\pi \circ \sigma $


   𝜋  ,  𝜎  ∈    𝑆  𝑛  


$\pi ,\sigma \in S_n$


   𝜏  ∈    𝑆  𝑛  


$\tau \in S_n$


   𝜏  (  𝑖  )  =  𝜋  (  𝜎  (  𝑖  )  ) 


$\tau (i) = \pi (\sigma (i))$


$i\in \mathbb {N}_n$


$\pi \circ \sigma $


   𝜎 


$\sigma $


$\pi $


     𝑆  5  


$S_5$


           𝜋  =    (            1     2     3     4     5        4     1     2     5     3        )     ,    𝜎  =    (            1     2     3     4     5        2     1     4     5     3        )     


\begin {equation*}\pi = \begin {pmatrix} 1 & 2 & 3 & 4 & 5 \\ 4 & 1 & 2 & 5 & 3 \end {pmatrix}\:,\quad \sigma = \begin {pmatrix} 1 & 2 & 3 & 4 & 5 \\ 2 & 1 & 4 & 5 & 3 \end {pmatrix}\end {equation*}


           𝜋  ∘  𝜎  =    (            1     2     3     4     5        1     4     5     3     2        )        und     𝜎  ∘  𝜋  =    (            1     2     3     4     5        5     2     1     3     4        )     


\begin {equation*}\pi \circ \sigma = \begin {pmatrix} 1 & 2 & 3 & 4 & 5 \\ 1 & 4 & 5 & 3 & 2 \end {pmatrix}\quad \text {und}\quad \sigma \circ \pi = \begin {pmatrix} 1 & 2 & 3 & 4 & 5 \\ 5 & 2 & 1 & 3 & 4 \end {pmatrix}\end {equation*}


$S_n$


$n\geq 3$


$S_n$


           𝑒  =    (            1     2     3     4     5        1     2     3     4     5        )     


\begin {equation*}e = \begin {pmatrix} 1 & 2 & 3 & 4 & 5 \\ 1 & 2 & 3 & 4 & 5 \end {pmatrix}\end {equation*}


$S_n$


$\pi \in S_n$


$\pi \in S_n$


     𝜋    −  1    ∈    𝑆  𝑛  


$\pi ^{-1}\in S_n$


$S_n$


$S_n$


   (    𝑆  𝑛   ,  ∘  ) 


$(S_n,\circ )$


$(G,\circ )$


$H$


$G$


   (  𝐻  ,  ∘  ) 


$(H,\circ )$


$G$


$G$


$G$


$S_n$


$S_5$


\begin {equation*}\pi = \begin {pmatrix} 1 & 2 & 3 & 4 & 5 \\ 4 & 1 & 2 & 5 & 3 \end {pmatrix}\:,\quad \sigma = \begin {pmatrix} 1 & 2 & 3 & 4 & 5 \\ 2 & 1 & 4 & 5 & 3 \end {pmatrix}\end {equation*}


$\pi $


$\sigma $


$e$


$i$


$j$


$i$


$j$


   (    𝑖  1   ,  …  ,    𝑖  𝑘   ) 


$(i_1,\ldots ,i_k)$


     𝑖  1   ,  …  ,    𝑖  𝑘  


$i_1,\ldots ,i_k$


           𝜋  =  (  1  ,  4  ,  5  ,  3  ,  2  )  ,    𝜎  =  (  1  ,  2  )  (  3  ,  4  ,  5  )    


\begin {equation*}\pi = (1,4,5,3,2),\;\sigma = (1,2)(3,4,5)\end {equation*}


$e$


$S_n$


   𝑛  ! 


$n!$


             𝑆  1      =  {  𝑒  }            𝑆  2      =  {  𝑒  ,  (  1  ,  2  )  }            𝑆  3      =  {  𝑒  ,  (  1  ,  2  )  ,  (  1  ,  3  )  ,  (  2  ,  3  )  ,  (  1  ,  2  ,  3  )  ,  (  1  ,  3  ,  2  )  }    


\begin {align*}S_1 &= \{e\} \\ S_2 &= \{e, (1,2)\} \\ S_3 &= \{e,(1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3), (1,3,2)\}\end {align*}


   (  1  ,  2  ) 


$(1,2)$


     𝑆  2  


$S_2$


     𝑆  3  


$S_3$


$(1,2)$


$S_3$


   (  1  ,  2  )  (  3  ) 


$(1,2)(3)$


$n$


$G$


$\mathbb {N}_n$


$G$


$\pi \in S_n$


$u,v\in V(G)$


     𝜋  𝑢  


$\pi _u$


     𝜋  𝑣  


$\pi _v$


$G$


$G$


$G$


    Aut     𝐺 


$\Aut G$


$e$


   𝜋  ∈   Aut     𝐺 


$\pi \in \Aut G$


   𝜎  ∈   Aut     𝐺 


$\sigma \in \Aut G$


   𝜋  ∘  𝜎  ∈   Aut     𝐺 


$\pi \circ \sigma \in \Aut G$


     𝜋    −  1    ∈   Aut     𝐺 


$\pi ^{-1}\in \Aut G$


$\Aut G$


$G$


            Aut     𝐺  =  {  𝑒  ,  (  2  ,  3  )  ,  (  5  ,  6  )  ,  (  2  ,  3  )  (  5  ,  6  )  }    


\begin {equation*}\Aut G = \{e, (2,3), (5,6), (2,3)(5,6)\}\end {equation*}


   |   Aut     𝐺  |  =  4 


$|\Aut G| = 4$


$P_n$


            Aut       𝑃  𝑛   =  {  𝑒  ,  (  1  ,  𝑛  )  (  2  ,  𝑛  −  1  )  ⋯  (  ⌊  𝑛  /  2  ⌋  ,  ⌊  (  𝑛  +  3  )  /  2  ⌋  )  }    


\begin {equation*}\Aut P_n = \{e, (1,n)(2,n-1)\cdots (\lfloor n/2 \rfloor , \lfloor (n+3)/2 \rfloor )\}\end {equation*}


$K_n$


$S_n$


   𝐴  ,  𝐵  ,  𝐶 


$A,B,C$


$D$


   𝐴  ,  𝐵 


$A, B$


$C$


$D$


$A$


$A$


   |    𝑆  4   |  =  4  !  =   24  


$|S_4| = 4! = 24$


   1  ,  2  ,  3  ,  4 


$1,2,3,4$


    24   /  4  =  6 


$24/4 = 6$


$K_4$


$K_4$


$n$


$m$


$k$


$X$


$G$


   𝑤      ∶    𝐺  ×  𝑋  →  𝑋 


$w\colon G\times X\rightarrow X$


   𝑥  ∈  𝑋 


$x\in X$


   𝑤  (  𝑒  ,  𝑥  )  =  𝑥 


$w(e,x) = x$


$x\in X$


   𝜋  ,  𝜎  ∈  𝐺 


$\pi ,\sigma \in G$


           𝑤  (  𝜎  ,  𝑤  (  𝜋  ,  𝑥  )  )  =  𝑤  (  𝜋  ∘  𝜎  ,  𝑥  )    


\begin {equation*}w(\sigma , w(\pi , x)) = w(\pi \circ \sigma , x)\end {equation*}


   𝜋  ∈  𝐺 


$\pi \in G$


$w$


   𝑦  ∈  𝑋 


$y\in X$


   𝑤  (  𝜋  ,  𝑦  )  =  𝑦 


$w(\pi ,y) = y$


$\pi $


    fix     𝜋 


$\fix \pi $


$x\in X$


            Orb     𝑥  =  {  𝑦  ∣   Es gibt ein    𝜋  ∈  𝐺   , sodass    𝑤  (  𝜋  ,  𝑥  )  =  𝑦  .  }    


\begin {equation*}\Orb x = \{y \mid \text {Es gibt ein }\pi \in G\text {, sodass }w(\pi , x) = y.\}\end {equation*}


$X$


$\mathbb {N}_n$


   𝐺  =    𝑆  𝑛  


$G=S_n$


$H$


$H$


$n$


$S_n$


$X$


$G$


$X$


             1    |  𝐺  |      ∑    𝜋  ∈  𝐺     fix     𝜋    .    


\begin {equation*}\frac {1}{|G|}\sum _{\pi \in G} \fix \pi \:.\end {equation*}


$X$


$K_4$


$K_4$


     2  6   =   64  


$2^6 = 64$


           |  𝑋  |  =   64     


\begin {equation*}|X|= 64\end {equation*}


     𝑆  4  


$S_4$


              𝑒  ,  (  1  ,  2  )  ,  (  1  ,  3  )  ,  (  1  ,  4  )  ,  (  2  ,  3  )  ,  (  2  ,  4  )  ,  (  3  ,  4  )  ,  (   12   )  (  3  ,  4  )  ,  (  1  ,  3  )  (  2  ,  4  )  ,  (  1  ,  4  )  (  2  ,  3  )    ,             (  1  ,  2  ,  3  )  ,  (  1  ,  3  ,  2  )  ,  (  1  ,  2  ,  4  )  ,  (  1  ,  4  ,  2  )  ,  (  1  ,  3  ,  4  )  ,  (  1  ,  4  ,  3  )  ,  (  2  ,  3  ,  4  )  ,  (  2  ,  4  ,  3  )    ,             (  1  ,  2  ,  3  ,  4  )  ,  (  1  ,  2  ,  4  ,  3  )  ,  (  1  ,  3  ,  2  ,  4  )  ,  (  1  ,  3  ,  4  ,  2  )  ,  (  1  ,  4  ,  2  ,  3  )  ,  (  1  ,  4  ,  3  ,  2  )    


\begin {align*}& e, (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4), (12)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)\:, \\ & (1,2,3), (1,3,2), (1,2,4), (1,4,2), (1,3,4), (1,4,3), (2,3,4), (2,4,3)\:, \\ & (1,2,3,4), (1,2,4,3), (1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,2,3), (1,4,3,2)\end {align*}


$X$


$e$


$X$


    fix     𝑒  =   64  


$\fix e = 64$


$(1,2)$


   {  1  ,  2  } 


$\{1,2\}$


   {  3  ,  4  } 


$\{3,4\}$


$\{3,4\}$


$A$


$B$


$\{3,4\}$


   4  ⋅  2  ⋅  2  =   16  


$4\cdot 2\cdot 2 = 16$


$S_4$


$\pi $


$\fix \pi $


$e$


$\cdot $


$=$


$\cdot $


$=$


$\cdot $


$=$


$\cdot $


$=$


$\cdot $


$=$


             1   24    ⋅   264   =   11     


\begin {equation*}\frac {1}{24}\cdot 264 = 11\end {equation*}


$n$


     𝑔  𝑛  


$g_n$


$1\,044$


$12\,346$


$274\,668$


$12\,005\,168$


$g_n$


$n$


             2          (                 10   2           )              =    2   45    =   35      184      372      088      832     ,    


\begin {equation*}2^{\binom {10}{2}} = 2^{45} = 35\,184\,372\,088\,832\:,\end {equation*}


$n$


$n$


$G$


$u,v\in V(G)$


   𝜑 


$\varphi $


$G$


$u$


$v$


   𝜑  (  𝑢  )  =  𝑣 


$\varphi (u) = v$


$G$


   𝑢  ,  𝑣 


$u,v$


$G$


   𝜑      ∶    𝑉  (  𝐺  )  →  𝑉  (  𝐺  ) 


$\varphi \colon V(G)\rightarrow V(G)$


$G$


$\varphi (u) = v$


$G$


   𝑧  ∈  𝑉  (  𝐺  )  ∖  {  𝑢  ,  𝑣  } 


$z\in V(G) \setminus \{u,v\}$


   {  𝑢  ,  𝑧  }  ∈  𝐸  (  𝐺  ) 


$\{u,z\}\in E(G)$


   {  𝑣  ,  𝜑  (  𝑧  )  }  ∈  𝐸  (  𝐺  ) 


$\{v,\varphi (z)\}\in E(G)$


$u$


$v$


$u$


$v$


$G$


$H$


   𝜑      ∶    𝑉  (  𝐺  )  →  𝑉  (  𝐻  ) 


$\varphi \colon V(G)\rightarrow V(H)$


$u,v\in V(G)$


   {  𝑢  ,  𝑣  }  ∈  𝐸  (  𝐺  ) 


$\{u,v\}\in E(G)$


   {  𝜑  (  𝑢  )  ,  𝜑  (  𝑣  )  }  ∈  𝐸  (  𝐻  ) 


$\{\varphi (u), \varphi (v)\}\in E(H)$


$G$


$H$


   𝐺  →  𝐻 


$G\rightarrow H$


$G$


$H$


$G$


$H$


$G$


$H$


$G$


$H$


$G$


$H$


$H$


$G$


$H$


$\varphi $


$G$


$H$


$u$


$v$


$G$


   𝜑  (  𝑢  )  =  𝜑  (  𝑣  ) 


$\varphi (u) = \varphi (v)$


$H$


$G$


$u$


$v$


$X\subseteq V(G)$


$G$


$H$


$\varphi $


$G$


$H$


$G$


$H$


$\varphi \colon V(G)\rightarrow V(H)$


           𝜑  (  𝑢  )  =  𝜑  (  𝑥  )  =  𝜑  (  𝑧  )     =  𝑝          𝜑  (  𝑣  )  =  𝜑  (  𝑤  )     =  𝑞          𝜑  (  𝑦  )     =  𝑟    


\begin {align*}\varphi (u) = \varphi (x) = \varphi (z) &= p \\ \varphi (v) = \varphi (w) &= q \\ \varphi (y) &= r\end {align*}


$G$


$H$


$G$


$G$


$G$


     𝐾  2  


$K_2$


$K_2$


   {  𝑥  ,  𝑦  } 


$\{x,y\}$


$G$


$V(G)$


$U$


$W$


   𝜑      ∶    𝑉  (  𝐺  )  →  𝑉  (    𝐾  2   ) 


$\varphi \colon V(G) \rightarrow V(K_2)$


   𝜑  (  𝑢  )  =  𝑥 


$\varphi (u)=x$


   𝑢  ∈  𝑈 


$u\in U$


   𝜑  (  𝑤  )  =  𝑦 


$\varphi (w)=y$


   𝑤  ∈  𝑊 


$w\in W$


$G$


$U$


$W$


$G$


$\{x,y\}$


$K_2$


$G$


$H$


   𝑢  −  𝑣  −  𝑥  −  𝑦  −  𝑧 


$u-v-x-y-z$


$G$


   𝑝  −  𝑞  −  𝑝  −  𝑟  −  𝑝 


$p-q-p-r-p$


$H$


$G$


$H$


$k$


$l$


     𝐶    2  𝑘  +  1    →    𝐶    2  𝑙  +  1   


$C_{2k+1}\rightarrow C_{2l+1}$


     𝐶    2  𝑘  +  1   


$C_{2k+1}$


     𝐶    2  𝑙  +  1   


$C_{2l+1}$


   𝑘  <  𝑙 


$k<l$


   𝑘  ≥  𝑙 


$k\geq l$


$k=4$


   𝑙  =  2 


$l=2$


$H$


$G$


$\chi (G)$


$n$


   𝐺  →    𝐾  𝑛  


$G\rightarrow K_n$


$H$


$G$


     𝐾  𝑛   →  𝐻 


$K_n\rightarrow H$


$H$


$n$


$G$


$G$


$H$


$H$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$v$


$G$


$N(v)$


$G$


$G$


$u$


$v$


$w$


$G$


   𝑆  ⊆  𝑉 


$S\subseteq V$


$G$


   𝑆 


$S$


$G$


$G$


$S$


$G$


$G_1$


$G_2$


   𝑉  =    𝑉  1   ∪    𝑉  2   ∪  𝑆 


$V = V_1\cup V_2 \cup S$


$S$


$S$


$V_1$


$V_2$


   𝑢  ,  𝑣  ∈  𝑆 


$u,v\in S$


$C$


$u$


$v$


   𝑠  ∈    𝑉  1  


$s\in V_1$


   𝑡  ∈    𝑉  2  


$t\in V_2$


$C$


$G$


$C$


$e$


$e$


$V_1$


$C$


$e$


     𝐶  ′  


$C^{\prime }$


$u$


$v$


$t$


$s$


$V_1$


$C$


$C$


$u$


$v$


$u,v$


$S$


$S$


$G$


$S$


$G$


$G$


$u$


$w$


$S$


$u$


$w$


$G$


   𝐺  −  𝑆 


$G-S$


$H$


$u$


$w$


   𝐺  [  𝑉  (  𝐻  )  ∪  𝑆  ] 


$G[V(H)\cup S]$


$S$


$u$


$u$


$G$


   (    𝑣  1   ,  …  ,    𝑣  𝑛   ) 


$(v_1,\ldots ,v_n)$


$G$


$v_k$


   𝐺  [  {    𝑣  1   ,  …  ,    𝑣  𝑘   }  ] 


$G[\{v_1,\ldots ,v_k\}]$


   𝑘  ∈  {  1  ,  …  ,  |  𝑉  (  𝐺  )  |  } 


$k\in \{1,\ldots ,|V(G)|\}$


$G$


$G$


$v$


$G$


   𝐺  [  𝑁  [  𝑣  ]  ] 


$G[N[v]]$


$G$


$N[v]$


$G$


$N[v]$


$v$


$v$


$N[v]$


$G$


$v$


$G$


   𝑋  ∶  =  ∅ 


$X:=\emptyset $


$G$


$v$


$G$


   𝑋  ∶  =  𝑋  ∪  {  𝑣  } 


$X:= X \cup \{v\}$


   𝐺  ∶  =  𝐺  −  𝑁  [  𝑣  ] 


$G:= G - N[v]$


$X$


   {    𝑣  1   ,    𝑣  4   ,    𝑣  7   } 


$\{v_1, v_4,v_7\}$


$v$


$k$


$G$


           𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =  (  𝑥  −  𝑘  )  𝑃  (  𝐺  −  𝑣  ,  𝑥  )    


\begin {equation*}P(G,x) = (x-k) P(G-v,x)\end {equation*}


$G-v$


$x$


$v$


$k$


$G$


   𝑥  −  𝑘 


$x-k$


$v$


$G$


$n$


$(v_1,\ldots ,v_n)$


     𝑑  𝑘  


$d_k$


$v_k$


$G[\{v_1,\ldots ,v_k\}]$


   1  ≤  𝑘  ≤  𝑛 


$1\leq k \leq n$


           𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =    ∏    𝑘  =  1   𝑛   (  𝑥  −    𝑑  𝑘   )    


\begin {equation*}P(G,x) = \prod _{k=1}^n (x - d_k)\end {equation*}


           𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =  𝑥  (  𝑥  −  1  )  (  𝑥  −  2    )  6   (  𝑥  −  3  )    


\begin {equation*}P(G, x) = x(x-1)(x-2)^6(x-3)\end {equation*}


$S$


$G$


   𝜔  (  𝐺  )  ≤  𝜒  (  𝐺  ) 


$\omega (G) \leq \chi (G)$


$G$


   𝜔  (  𝐻  )  =  𝜒  (  𝐻  ) 


$\omega (H) = \chi (H)$


$H$


$G$


$K_n$


$G$


$G$


$u$


$v$


   𝑢  −  𝑣 


$u-v$


$S$


$G$


   𝑆  ,  𝑈 


$S,U$


$W$


$G$


   𝐺  [  𝑆  ] 


$G[S]$


           𝜒  (  𝐺  )  =   max   {  𝜒  (  𝐺  [  𝑆  ∪  𝑈  ]  )  ,  𝜒  (  𝐺  [  𝑆  ∪  𝑊  ]  )  }    


\begin {equation*}\chi (G) = \max \{\chi (G[S\cup U]), \chi (G[S\cup W])\}\end {equation*}


$G$


$U$


$W$


$G$


   𝐺  [  𝑆  ∪  𝑈  ] 


$G[S\cup U]$


   𝐺  [  𝑆  ∪  𝑊  ] 


$G[S\cup W]$


           𝜔  (  𝐺  )  =   max   {  𝜔  (  𝐺  [  𝑆  ∪  𝑈  ]  )  ,  𝜔  (  𝐺  [  𝑆  ∪  𝑊  ]  )  }    


\begin {equation*}\omega (G) = \max \{\omega (G[S\cup U]), \omega (G[S\cup W])\}\end {equation*}


$X\subseteq V$


$G$


   𝑉  (  𝐺  )        −       𝑋 


$V(G)\smallsetminus X$


$X$


   𝛾  (  𝐺  ) 


$\gamma (G)$


   𝑧  ∈  𝑉  (  𝐺  ) 


$z\in V(G)$


$y\in X$


$x$


$z$


$V(G)$


$G$


$G$


$G$


$G$


$G$


$v$


$G$


$X\subseteq V(G)$


$G$


   𝑁  [  𝑋  ]  =  𝑉  (  𝐺  ) 


$N[X] = V(G)$


$H$


$G$


$X$


$H$


$X$


$G$


$G$


$X\subseteq V(G)$


$X$


$G$


$v\in V(G)$


   𝑁  [  𝑣  ]  ⊆  𝑉  (  𝐺  )  ∖  𝑋 


$N[v]\subseteq V(G)\setminus X$


$G$


$W$


$G$


$W$


$G$


   𝑣  ∈  𝑊 


$v\in W$


   𝑥  ∈  𝑉  (  𝐺  )  ∖  𝑊 


$x\in V(G)\setminus W$


   𝑁  (  𝑥  )  ∩  𝑊  =  {  𝑣  } 


$N(x)\cap W = \{v\}$


   𝑁  (  𝑣  )  ∩  𝑊  =  ∅ 


$N(v)\cap W = \emptyset $


$W$


$G$


$v\in W$


$v$


$W$


   𝑉  (  𝐺  )  ∖  𝑊 


$V(G)\setminus W$


$v$


$W$


   𝑊  ∖  {  𝑣  } 


$W\setminus \{v\}$


$G$


$W$


$W$


$G$


$v\in W$


$v$


$W$


$x\in V(G)\setminus W$


$v$


$W\setminus \{v\}$


$G$


$v$


$W$


$W$


$v$


$W$


$W$


$v$


$G$


$\deg v$


$N(v)$


           𝛾  (  𝐺  )  ≥      |  𝑉  (  𝐺  )  |     Δ  (  𝐺  )  +  1      ,    


\begin {equation*}\gamma (G) \geq \frac {|V(G)|}{\Delta (G) + 1}\:,\end {equation*}


$X$


$G$


$G$


$X$


$k$


$n$


$k<n$


$n$


$k$


$G$


   𝛼  (  𝐺  )  ≤  2 


$\alpha (G)\leq 2$


$C_n$


$C_n$


$\varphi \colon V(G)\rightarrow V(G)$


$G$


$v\in V(G)$


$v$


   𝜑  (  𝑣  ) 


$\varphi (v)$


$\varphi \colon V(G)\rightarrow V(G)$


$G$


$u,v\in V(G)$


   𝑣  =  𝜑  (  𝑢  ) 


$v=\varphi (u)$


$u$


$v$


   𝑁  (  𝑢  )  =  𝑁  (  𝑣  ) 


$N(u)=N(v)$


$K_{p,q}$


   𝑝  =  𝑞 


$p=q$


   𝑝  ≠  𝑞 


$p\neq q$


$G$


$H$


$G$


$H$


$G\rightarrow H$


$K_{m,n}$


   𝑚  >  1 


$m>1$


$n>1$


$S_n$


$K_{p,q}$


$G$


$G$


$C_4$


$t_n$


$n$


             𝑡  𝑛   =  3    𝑛  3   +  5    𝑛  2   −  3  𝑛  +   28     


\begin {equation*}t_n = 3n^3+5n^2-3n+28\end {equation*}


   𝒪  (    𝑛  3   ) 


$\mathcal {O}(n^3)$


   𝑓  ,  𝑔      ∶    ℕ  →  ℕ 


$f,g\colon \mathbb {N}\rightarrow \mathbb {N}$


           𝑓  (  𝑛  )  =  𝒪  (  𝑔  (  𝑛  )  )    


\begin {equation*}f(n) = \mathcal {O}(g(n))\end {equation*}


$C$


     𝑛  0  


$n_0$


   𝑓  (  𝑛  )  ≤  𝐶  𝑔  (  𝑛  ) 


$f(n)\leq C g(n)$


   𝑛  ∈  ℕ 


$n\in \mathbb {N}$


   𝑛  ≥    𝑛  0  


$n \geq n_0$


$f$


$g$


   𝑓  (  𝑛  )  ∈  𝒪  (  𝑔  (  𝑛  )  ) 


$f(n) \in \mathcal {O}(g(n))$


   𝑓  (  𝑛  )  =  𝒪  (  𝑔  (  𝑛  )  ) 


$f(n) = \mathcal {O}(g(n))$


   𝒪  (  𝑔  (  𝑛  )  )  =  𝑓  (  𝑛  ) 


$\mathcal {O}(g(n))=f(n)$


           𝒪  (  𝑓  (  𝑛  )  )  +  𝒪  (  𝑓  (  𝑛  )  )     =  𝒪  (  𝑓  (  𝑛  )  )    ,          𝛼  𝒪  (  𝑓  (  𝑛  )  )     =  𝒪  (  𝑓  (  𝑛  )  )    ,     für    𝛼  ∈  ℝ  ,    𝛼  >  0          𝒪  (  𝑓  (  𝑛  )  )  +  𝒪  (  𝑔  (  𝑛  )  )     =  𝒪  (  𝑔  (  𝑛  )  )    ,     falls    𝑓  (  𝑛  )  =  𝒪  (  𝑔  (  𝑛  )  )    


\begin {align*}\mathcal {O}(f(n)) + \mathcal {O}(f(n)) &= \mathcal {O}(f(n))\:, \\ \alpha \mathcal {O}(f(n)) &= \mathcal {O}(f(n))\:,\enskip \text {für }\alpha \in \mathbb {R},\;\alpha >0 \\ \mathcal {O}(f(n)) + \mathcal {O}(g(n)) &= \mathcal {O}(g(n))\:,\enskip \text {falls }f(n)=\mathcal {O}(g(n))\end {align*}


   𝒪  (  𝑛  𝑚  ) 


$\mathcal {O}(nm)$


$G$


$G$


$v$


$v$


    𝑛𝑢𝑚   ←   𝑛𝑢𝑚   +  1 


$num\gets num+1$


    dfn   (  𝑣  )  ←   𝑛𝑢𝑚  


$\dfn (v) \gets num$


   𝑤  ∈  𝑁  (  𝑣  ) 


$w\in N(v)$


   ▷ 


$\triangleright $


$N(v)$


$v$


    dfn   (  𝑤  )  =  0 


$\dfn (w)=0$


$\triangleright $


$w$


    DFS   (  𝑤  ) 


$\mathrm {DFS}(w)$


$\triangleright $


           𝐴  ←  𝐵    


\begin {equation*}A\leftarrow B\end {equation*}


$A$


$B$


$v$


$v$


$N(v)$


   𝑛  𝑢  𝑚 


$num$


$num$


$v$


    dfn   (  𝑣  ) 


$\dfn (v)$


    dfn  


$\dfn $


$w$


$\dfn (w)=0$


$w$


$\dfn $


$G$


$G$


$G$


    𝑛𝑢𝑚   ←  0 


$num \gets 0$


$u\in V(G)$


    dfn   (  𝑢  )  ←  0 


$\dfn (u) \gets 0$


$v\in V(G)$


    DFS   (  𝑣  ) 


$\mathrm {DFS}(v)$


    𝑛𝑢𝑚   =  |  𝑉  (  𝐺  )  | 


$num = |V(G)|$


$G$


$G$


$num$


$v$


   𝑋  ←  𝑋  ∪  {  𝑣  } 


$X\gets X\cup \{v\}$


$\triangleright $


$v$


   𝑤  ∈  𝑁  (  𝑣  )  ∖  𝑋 


$w\in N(v)\setminus X$


    DFSM   (  𝑤  ) 


$\mathrm {DFSM}(w)$


$num$


$X$


$v$


$v$


$X$


   𝐺  ,  𝑣 


$G,v$


   𝑋  ←  ∅ 


$X \gets \emptyset $


    DFSM   (  𝑣  ) 


$\mathrm {DFSM}(v)$


$X$


   𝐺  ,  𝑣 


$G, v$


$G$


$v$


$v$


$\dfn $


   𝒪  (  𝑚  ) 


$\mathcal {O}(m)$


   𝑚  =  |  𝐸  (  𝐺  )  | 


$m=|E(G)|$


   𝒪  (    𝑚  2   ) 


$\mathcal {O}(m^2)$


$\mathcal {O}(m)$


$v$


$\dfn $


$v$


$v$


$num\gets num+1$


    dfn   (  𝑣  )  ←   𝑛𝑢𝑚  


$\mathrm {dfn}(v) \gets num$


    LowPoint   (  𝑣  )  ←   𝑛𝑢𝑚  


$\mathrm {LowPoint}(v) \gets num$


$w\in N(v)$


    dfn   (  𝑤  )  =  0 


$\mathrm {dfn}(w)=0$


    father   (  𝑤  )  ←  𝑣 


$\mathrm {father}(w) \gets v$


    TreeEdges   ←   TreeEdges   ∪  {  (  𝑣  ,  𝑤  )  } 


$\mathrm {TreeEdges} \gets \mathrm {TreeEdges}\cup \{(v,w)\}$


    DFSLP   (  𝑤  ) 


$\mathrm {DFSLP}(w)$


    LowPoint   (  𝑣  )  ←   min   {   LowPoint   (  𝑣  )  ,   LowPoint   (  𝑤  )  } 


$\mathrm {LowPoint}(v) \gets \min \{\mathrm {LowPoint}(v), \mathrm {LowPoint}(w)\}$


   𝑤  ≠   father   (  𝑣  ) 


$w\neq \mathrm {father}(v)$


    LowPoint   (  𝑣  )  ←   min   {   LowPoint   (  𝑣  )  ,   dfn   (  𝑤  )  } 


$\mathrm {LowPoint}(v) \gets \min \{\mathrm {LowPoint}(v), \mathrm {dfn}(w)\}$


$v$


    father   (  𝑣  ) 


$\mathrm {father}(v)$


$v$


$v$


$v$


$w$


$w$


$v$


    TreeEdges  


$\mathrm {TreeEdges}$


$v\in V(G)$


    LowPoint   (  𝑣  ) 


$\mathrm {LowPoint}(v)$


$v$


$\dfn $


    dfn   (  5  )  =  1 


$\dfn (5) =1$


    dfn   (  1  )  =  2 


$\dfn (1)=2$


$\dfn $


$\dfn $


$\dfn $


            LowPoint   (  9  )  =   dfn   (  9  )  =  4    


\begin {equation*}\mathrm {LowPoint}(9) = \dfn (9) = 4\end {equation*}


$\dfn $


$v$


$v$


$v$


$\dfn $


$G$


    TreeEdges   ←  ∅ 


$\mathrm {TreeEdges} \gets \emptyset $


$\triangleright $


$u\in V(G)$


    dfn   (  𝑢  )  ←  0 


$\mathrm {dfn}(u) \gets 0$


$num \gets 0$


$v\in V(G)$


    DFSLP   (  𝑣  ) 


$\mathrm {DFSLP}(v)$


    BridgeSet   ←  ∅ 


$\mathrm {BridgeSet} \gets \emptyset $


$\triangleright $


   𝑒  ∈   TreeEdges  


$e \in \mathrm {TreeEdges}$


   𝑥  ←   head   (  𝑒  ) 


$x \gets \mathrm {head}(e)$


    LowPoint   (  𝑥  )  =   dfn   (  𝑥  ) 


$\mathrm {LowPoint}(x)=\mathrm {dfn}(x)$


    BridgeSet   ←   BridgeSet   ∪  {  𝑒  } 


$\mathrm {BridgeSet} \gets \mathrm {BridgeSet}\cup \{e\}$


    BridgeSet  


$\mathrm {BridgeSet}$


$G$


$G$


   𝑥  =  ℎ  𝑒  𝑎  𝑑  (  𝑒  ) 


$x=head(e)$


$x$


$e$


$G$


$e$


$e$


$G$


$a$


$b$


$c$


$G$


$v$


$v$


$G$


$v$


$v$


$v$


$v$


$G$


   𝑢  ∈  𝑉  ∖  {  𝑣  } 


$u\in V\setminus \{v\}$


   𝑒  =  (  𝑢  ,  𝑤  ) 


$e=(u,w)$


$G$


            dfn   (  𝑢  )  ≤   LowPoint   (  𝑤  )    


\begin {equation*}\mathrm {dfn}(u)\leq \mathrm {LowPoint}(w)\end {equation*}


    dfn   (  𝑢  )    >     LowPoint   (  𝑤  ) 


$\mathrm {dfn}(u)\hack {\!}>\hack {\!}\mathrm {LowPoint}(w)$


$u$


$u$


$G$


$\mathcal {O}(nm)$


$n$


$m$


$\mathcal {O}(m)$


$G$


$s$


   𝑁  (  𝑠  ) 


$N(s)$


$s$


   𝑄 


$Q$


$s$


$v\in V$


    dist   (  𝑣  )  ←  ∞ 


$\mathrm {dist}(v) \gets \infty $


    dist   (  𝑠  )  ←  0 


$\mathrm {dist}(s)\gets 0$


   𝑄  ←   queue[new]  


$Q\gets \textrm {queue[new]}$


$\triangleright $


   𝑄  .   push   (  𝑠  ) 


$Q.\mathrm {push}(s)$


$\triangleright $


$s$


$Q$


   𝑄  .   empty   (  ) 


$Q.\mathrm {empty}()$


$\triangleright $


$Q$


   𝑣  ←  𝑄  .   pop   (  ) 


$v\gets Q.\mathrm {pop}()$


$\triangleright $


   𝑣  = 


$v=$


$Q$


$w\in N(v)$


    dist   (  𝑤  )  =  ∞ 


$\mathrm {dist}(w) = \infty $


$\triangleright $


$w$


    dist   (  𝑤  )  ←   dist   (  𝑣  )  +  1 


$\mathrm {dist}(w) \gets \mathrm {dist}(v)+1$


   𝑄  .   push   (  𝑤  ) 


$Q.\mathrm {push}(w)$


$\triangleright $


$w$


$Q$


    dist  


$\mathrm {dist}$


$s$


$v$


$Q$


$(0,\infty ,\infty ,\infty ,\infty ,\infty ,\infty )$


$(0,\infty ,\infty ,\infty ,\infty ,\infty ,\infty )$


$(0,\infty ,\infty ,\infty ,\infty ,\infty ,\infty )$


$(0,\;1,\infty ,\infty ,\infty ,\infty ,\infty )$


$(0,\;1,\;1,\infty ,\infty ,\infty ,\infty )$


$(0,\;1,\;1,\infty ,\infty ,\infty ,\infty )$


$(0,\;1,\;1,\;2,\infty ,\infty ,\infty )$


$(0,\;1,\;1,\;2,\;2,\infty ,\infty )$


$(0,\;1,\;1,\;2,\;2,\infty ,\infty )$


$(0,\;1,\;1,\;2,\;2,\infty ,\infty )$


$(0,\;1,\;1,\;2,\;2,\;3,\infty )$


$(0,\;1,\;1,\;2,\;2,\;3,\infty )$


$(0,\;1,\;1,\;2,\;2,\;3,\;3)$


$(0,\;1,\;1,\;2,\;2,\;3,\;3)$


$(0,\;1,\;1,\;2,\;2,\;3,\;3)$


$Q$


$\mathcal {O}(m)$


$m$


            father   (  𝑤  )  ←  𝑣    


\begin {equation*}\mathrm {father}(w) \leftarrow v\end {equation*}


$v$


$s$


$v$


     𝜎    𝑠  𝑣   


$\sigma _{sv}$


$s$


$v$


$G$


$v\in V(G)$


             𝜎    𝑣  𝑣    =  1    


\begin {equation*}\sigma _{vv} = 1\end {equation*}


$v$


$v$


   𝑠  ,  𝑡 


$s,t$


$v\in V$


$\mathrm {dist}(v) \gets \infty $


    paths   (  𝑣  )  ←  0 


$\mathrm {paths}(v) \gets 0$


$\mathrm {dist}(s)\gets 0$


    sigma   (  𝑠  )  ←  1 


$\mathrm {sigma}(s)\gets 1$


   𝑠  =  𝑡 


$s=t$


$Q\gets \textrm {queue[new]}$


$Q.\mathrm {push}(s)$


$Q.\mathrm {empty}()$


$v\gets Q.\mathrm {pop}()$


$w\in N(v)$


    dist   (  𝑣  )  =  ∞ 


$\mathrm {dist}(v) = \infty $


$\mathrm {dist}(w) \gets \mathrm {dist}(v)+1$


    sigma   (  𝑤  )  ←    ∑    𝑢  ∈  {  𝑥  ∈  𝑁  (  𝑤  )  ∣   dist   (  𝑥  )  =   dist   (  𝑣  )  }     sigma   (  𝑢  ) 


$\mathrm {sigma}(w) \gets \sum _{u \in \{x\in N(w)\mid \mathrm {dist}(x) = \mathrm {dist}(v)\}} \mathrm {sigma}(u)$


   𝑤  =  𝑡 


$w=t$


    sigma   (  𝑤  ) 


$\mathrm {sigma}(w)$


$Q.\mathrm {push}(w)$


$\mathrm {dist}$


     𝜎    𝑠  𝑤   


$\sigma _{sw}$


             𝜎    𝑠  𝑤    =        ∑                𝜎    𝑠  𝑢      


\begin {equation*}\sigma _{sw} = \!\!\sum _{\substack {u\in N(w)\\ d(s,u)+1=d(s,w)}}\!\!\!\sigma _{su}\end {equation*}


     𝜎    𝑢  𝑣   


$\sigma _{uv}$


$X$


           𝑋  =  {  𝑢  ∈  𝑁  (  𝑤  )  ∣  𝑑  (  𝑠  ,  𝑢  )  =  𝑑  (  𝑠  ,  𝑤  )  −  1  }    


\begin {equation*}X=\{u\in N(w)\mid d(s,u)=d(s,w)-1\}\end {equation*}


$X$


$w$


$s$


$k$


$s$


$w$


$k-1$


$s$


$u$


   𝑁  (  𝑤  ) 


$N(w)$


   {  𝑢  ,  𝑤  } 


$\{u,w\}$


$s$


$w$


$s$


     𝑢  1  


$u_1$


     𝑢  3  


$u_3$


     𝑢  2  


$u_2$


             𝜎    𝑠  𝑤    =    𝜎    𝑠    𝑢  1     +    𝜎    𝑠    𝑢  2     +    𝜎    𝑠    𝑢  3     =  2  +  3  +  2  =  7    


\begin {equation*}\sigma _{sw} = \sigma _{su_1}+\sigma _{su_2}+\sigma _{su_3}=2+3+2=7\end {equation*}


$\sigma _{sv}$


$s$


$v$


    sigma   (  𝑣  ) 


$\mathrm {sigma}(v)$


$v$


$s$


$\mathcal {O}(m)$


$s$


$s$


$s$


$t$


                   𝜎    𝑠  𝑡       =    𝜎    𝑠  𝑢    +    𝜎    𝑠  𝑣    +    𝜎    𝑠  𝑤                  =  5  +  5  +  3           =   13        


\begin {equation*}\begin {split} \sigma _{st} &= \sigma _{su} + \sigma _{sv} + \sigma _{sw} \\ &= 5 + 5 + 3 \\ &= 13 \end {split}\end {equation*}


$G$


$s,t\in V(G)$


$s$


$t$


$G$


$e\in E(G)$


     𝜎    𝑠  𝑡    (  𝑒  ) 


$\sigma _{st}(e)$


             𝑉    (  2  )    =  {  {  𝑢  ,  𝑣  }  ∣  𝑢  ,  𝑣  ∈  𝑉  (  𝐺  )  }    


\begin {equation*}V^{(2)}=\{\{u,v\}\mid u,v \in V(G)\}\end {equation*}


$G$


$e$


             𝑐  𝑠   (  𝑒  )  =    ∑    {  𝑠  ,  𝑡  }  ∈    𝑉    (  2  )        𝜎    𝑠  𝑡    (  𝑒  )    (11.1)  


\begin {equation}c_s(e) = \sum _{\{s,t\} \in V^{(2)}}\sigma _{st}(e)\label {eq:stress}\end {equation}


     𝑐  𝑠   (  𝑒  ) 


$c_s(e)$


$e$


$e$


$e=\{u,v\}$


$s$


$t$


           𝑑  (  𝑠  ,  𝑢  )  +  1  +  𝑑  (  𝑣  ,  𝑡  )  =  𝑑  (  𝑠  ,  𝑡  )    


\begin {equation*}d(s,u) + 1 + d(v,t) = d(s,t)\end {equation*}


           𝑑  (  𝑡  ,  𝑢  )  +  1  +  𝑑  (  𝑣  ,  𝑠  )  =  𝑑  (  𝑠  ,  𝑡  )    


\begin {equation*}d(t,u) + 1 + d(v,s) = d(s,t)\end {equation*}


             𝜎    𝑠  𝑡    (  𝑒  )  =    𝜎    𝑠  𝑢      𝜎    𝑣  𝑡      (11.2)  


\begin {equation}\sigma _{st}(e) = \sigma _{su}\sigma _{vt}\label {eq:sigma}\end {equation}


   𝑠  𝑢 


$su$


   𝑡  𝑣 


$tv$


$st$


$e$


             𝑐  𝑠   (  𝑒  )  =    ∑    𝑠  ∈  𝑉  (  𝐺  )      ∑                  𝜎    𝑠  𝑢      𝜎    𝑣  𝑡      (11.3)  


\begin {equation}c_s(e) = \sum _{s\in V(G)}\sum _{\substack {t \in V(G) \\ d(s,u)+d(t,v)+1=d(s,t)}}\!\!\!\! \sigma _{su}\sigma _{vt}\label {eq:stress_calc}\end {equation}


   𝐺  ,  𝑒 


$G,e$


   𝑢  ,  𝑣  ←   EndVertices   (  𝑒  ) 


$u,v \gets \mathrm {EndVertices}(e)$


$\triangleright $


$u$


$v$


$e$


    𝑑𝑢   ←   BFS   (  𝑢  ) 


$du \gets \mathrm {BFS}(u)$


$\triangleright $


    𝑑𝑢  


$du$


$u$


    𝑑𝑣   ←   BFS   (  𝑣  ) 


$dv \gets \mathrm {BFS}(v)$


$\triangleright $


    𝑑𝑣  


$dv$


$v$


   𝑋  ←  {  𝑥  ∈  𝑉  ∣   𝑑𝑢   [  𝑥  ]  ≠   𝑑𝑣   [  𝑥  ]  } 


$X \gets \{x\in V\mid du[x]\neq dv[x]\}$


    NumberOfPaths   ←  0 


$\mathrm {NumberOfPaths} \gets 0$


   𝑠  ∈  𝑋 


$s\in X$


$t\in X$


    𝑑𝑢   [  𝑠  ]  +   𝑑𝑣   [  𝑡  ]  +  1  =   dist   (  𝑠  ,  𝑡  ) 


$du[s]+dv[t]+1=\mathrm {dist}(s,t)$


   𝑦  ←   CountPaths   (  𝑠  ,  𝑢  )  ⋅   CountPaths   (  𝑣  ,  𝑡  ) 


$y \gets \mathrm {CountPaths}(s,u) \cdot \mathrm {CountPaths}(v,t)$


    NumberOfPaths   ←   NumberOfPaths   +  𝑦 


$\mathrm {NumberOfPaths} \gets \mathrm {NumberOfPaths} +y$


    NumberOfPaths  


$\mathrm {NumberOfPaths}$


$c_s(e)$


$e$


$e$


$u$


$v$


$du$


$dv$


$x$


$u$


$v$


$e=\{u,v\}$


$x$


$X$


$G$


   𝑠  ,  𝑡  ∈  𝑉  (  𝐺  ) 


$s,t \in V(G)$


$G$


     𝜆    𝑠  ,  𝑡    (  𝐺  ) 


$\lambda _{s,t}(G)$


$s,t$


$G$


$\lambda _{s,t}(G)$


$s$


$t$


$\lambda (G)$


$G$


$G$


           𝜆  (  𝐺  )  =   min   {    𝜆    𝑠  ,  𝑡    (  𝐺  )  ∣  𝑠  ,  𝑡  ∈  𝑉  }    (11.4)  


\begin {equation}\lambda (G) = \min \{\lambda _{s,t}(G)\mid s,t\in V\}\label {eq:lambda}\end {equation}


$s\in V(G)$


$G$


$s$


$t$


           𝜆  (  𝐺  )  =   min   {    𝜆    𝑠  ,  𝑡    (  𝐺  )  ∣  𝑡  ∈  𝑉  }    (11.5)  


\begin {equation}\lambda (G) = \min \{\lambda _{s,t}(G)\mid t\in V\}\label {eq:lambda_improved}\end {equation}


$s$


$t$


$st$


$G$


   𝑁  (  𝑣  )  =  {  𝑤  ∈  𝑉  (  𝐺  )  ∣  {  𝑣  ,  𝑤  }  ∈  𝐸  (  𝐺  )  } 


$N(v)=\{w\in V(G) \mid \{v,w\}\in E(G)\}$


$v\in V(G)$


           𝑤  ∈  𝑁  (  𝑣  )    ⟺    𝑣  ∈  𝑁  (  𝑤  )    


\begin {equation*}w \in N(v)\quad \Longleftrightarrow \quad v \in N(w)\end {equation*}


   𝑒  =  (  𝑢  ,  𝑣  ) 


$e=(u,v)$


   𝑓  (  𝑒  )  =  𝑐  (  𝑒  ) 


$f(e)=c(e)$


     𝑒  ′   =  (  𝑣  ,  𝑢  ) 


$e'=(v,u)$


$st$


$\triangleright $


$s,t$


$N$


$V$


    father  


$\mathrm {father}$


$v\in V$


$\mathrm {dist}(v) \gets \infty $


$\mathrm {dist}(s)\gets 0$


$Q\gets \textrm {queue[new]}$


$Q.\mathrm {push}(s)$


$Q.\mathrm {empty}()$


$v\gets Q.\mathrm {pop}()$


$w\in N(v)$


$\mathrm {dist}(v) = \infty $


$\mathrm {dist}(w) \gets \mathrm {dist}(v)+1$


$\mathrm {father}(w) \gets v$


$w=t$


$\triangleright $


$Q.\mathrm {push}(w)$


$\triangleright $


$st$


$st$


$t$


   𝐺  ,  𝑠  ,  𝑡 


$G,s,t$


   𝑁  ←  𝑁  (  𝐺  ) 


$N \gets N(G)$


$\triangleright $


$N(v)$


$\triangleright $


   𝑥  ←  𝑡 


$x \gets t$


$\triangleright $


   𝑥  ≠  𝑠 


$x\neq s$


$\triangleright $


   𝑁  (  𝑥  )  ←  𝑁  (  𝑥  )  ∪  {   father   (  𝑥  )  } 


$N(x) \gets N(x) \cup \{\mathrm {father}(x)\}$


$\triangleright $


   𝑁  (   father   (  𝑥  )  )  ←  𝑁  (   father   (  𝑥  )  )  ∖  {  𝑥  } 


$N(\mathrm {father}(x)) \gets N(\mathrm {father}(x)) \setminus \{x\}$


$\triangleright $


   𝑥  ←   father   (  𝑥  ) 


$x \gets \mathrm {father}(x)$


      deg   𝐺   (  𝑠  )  −  |  𝑁  (  𝑠  )  | 


$\deg _G(s)-|N(s)|$


$s$


$st$


$st$


$st$


$st$


$st$


$s$


$st$


$st$


$st$


   𝑋  ←  𝑋  ∪  {  𝑤  } 


$X \leftarrow X\cup \{w\}$


$X$


   {  𝑠  } 


$\{s\}$


           𝐸  (  𝐺  )  ∖  (  𝐸  (  𝐺  [  𝑋  ]  )  ∪  𝐸  (  𝐺  [  𝑉  ∖  𝑋  ]  )  )    


\begin {equation*}E(G)\setminus (E(G[X])\cup E(G[V\setminus X]))\end {equation*}


$s$


$s$


$G$


$\lambda (G)$


   |  𝑉  (  𝐺  )  | 


$|V(G)|$


$G$


$G$


   𝑤      ∶    𝐸  →  ℕ 


$w\colon E\rightarrow \mathbb {N}$


$v_1$


$k$


     𝑣  1   ,  …  ,    𝑣  𝑘  


$v_1,\ldots ,v_k$


     𝑣    𝑘  +  1   


$v_{k+1}$


   {    𝑣  1   ,  …  ,    𝑣  𝑘   } 


$\{v_1,\ldots ,v_k\}$


   (  𝐺  ) 


$(G)$


     𝑣  1   ∈  𝑉 


$v_1 \in V$


   𝑖  ←  2  ,  𝑛 


$i\gets 2,n$


   𝑣  ∈  𝑉  ∖  {    𝑣  1   ,  …  ,    𝑣    𝑖  −  1    } 


$v \in V \setminus \{v_1,\ldots ,v_{i-1}\}$


       ∑    𝑢  ∈  {    𝑣  1   ,  …  ,    𝑣    𝑖  −  1    }     𝑤  (  {  𝑢  ,  𝑣  }  )  →   max  


${\displaystyle \sum _{u\in \{v_1,\ldots ,v_{i-1}\}}}w(\{u,v\})\rightarrow \max $


$(v_1,\ldots ,v_n)$


$(v_1,\ldots ,v_n)$


     𝑣  𝑛  


$v_n$


$v_n$


     𝑣    𝑛  −  1   


$v_{n-1}$


   𝜆  (  𝐺  )  ≤     deg   𝑤   (    𝑣  𝑛   ) 


$\lambda (G)\leq \deg _w(v_n)$


      deg   𝑤   (    𝑣  𝑛   ) 


$\deg _w(v_n)$


              deg   𝑤   (  𝑣  )  =    ∑    {  𝑢  ,  𝑣  }  ∈  𝐸    𝑤  (  {  𝑢  ,  𝑣  }  )    


\begin {equation*}\deg _w(v) = \sum _{\{u,v\}\in E}w(\{u,v\})\end {equation*}


$v_n$


$v_{n-1}$


$G$


   𝐻  ←  𝐺 


$H\gets G$


$\triangleright $


$G$


   𝜆  ←  ∞ 


$\lambda \gets \infty $


   𝐶  ←  ∅ 


$C \gets \emptyset $


   |  𝑉  (  𝐻  )  |  >  1 


$|V(H)|>1$


$H$


      deg   𝑤   (    𝑣  𝑛   )  <  𝜆 


$\deg _w(v_n)<\lambda $


$\triangleright $


   𝑛  =  |  𝑉  (  𝐻  )  | 


$n=|V(H)|$


   𝜆  ←     deg   𝑤   (    𝑣  𝑛   ) 


$\lambda \gets \deg _w(v_n)$


   𝐶  ←  𝐶  ∪  {    𝑣  𝑛   } 


$C \gets C\cup \{v_n\}$


$v_n$


$v_{n-1}$


   (  𝜆  ,   𝜕𝐶   ) 


$(\lambda , \partial C)$


   𝜆 


$\lambda $


   𝜕  𝐶 


$\partial C$


$G$


$C$


$H$


$G$


$n$


$v_n$


$n$


$H$


$\mathcal {O}(nm)$


   𝐺  −  𝑒 


$G - e$


     𝐺    𝑘  ,  𝑙    =    𝑃  𝑘   �    𝑃  𝑙  


$G_{k,l} = P_k\square P_l$


$C_3$


$G$


$G$


           (                  𝑛  −  2     𝑘  −  1            )             (  𝑘  −  1  )  ! 


$\dbinom {n-2}{k-1}(k-1)!$


$w$


$w$


$w$


$w$


$C_3\,\square \,P_4$


$P_2\,\square \,P_3\,\square \,P_4$


     𝑛  1     𝑛  2  


$n_1 n_2$


     𝑛  1     𝑚  2   +    𝑛  2     𝑚  1  


$n_1 m_2 + n_2 m_1$


$n-2$


           (                𝑛  2           )            


$\dbinom {n}{2}$


$m$


                   (                        (                𝑛  2           )             𝑚           )               


\begin {equation*}\dbinom {\binom {n}{2}}{m}\end {equation*}


$G$


$H$


$e = \{u,v\}$


   𝐻  −  𝑒 


$H-e$


     𝐻  ′  


$H'$


     𝐻  ″  


$H''$


   𝑢  ∈  𝑉  (    𝐻  ′   ) 


$u\in V(H')$


   𝑣  ∈  𝑉  (    𝐻  ″   ) 


$v\in V(H'')$


$u$


$H'$


$G$


$uv$


$u$


$v$


$G$


$u$


$n$


$G$


   𝐸  (  𝐺  )  ∩  𝐸  (    𝐺  ¯   )  =  ∅ 


$E(G) \cap E(\bar {G}) = \emptyset $


   𝐸  (  𝐺  )  ∪  𝐸  (    𝐺  ¯   )  =  𝐸  (    𝐾  𝑛   ) 


$E(G) \cup E(\bar {G}) = E(K_n)$


           |  𝐸  (  𝐺  )  |  +  |  𝐸  (    𝐺  ¯   )  |  =          (                𝑛  2           )               


\begin {equation*}|E(G)| + |E(\bar {G})| = \binom {n}{2}\end {equation*}


$m=|E(G)|$


           𝑚  =  |  𝐸  (  𝐺  )  |  =  |  𝐸  (    𝐺  ¯   )  |    


\begin {equation*}m = |E(G)| = |E(\bar {G})|\end {equation*}


           2  𝑚  =          (                𝑛  2           )               


\begin {equation*}2m = \binom {n}{2}\end {equation*}


   𝑛  (  𝑛  −  1  )  =  4  𝑚 


$n(n-1) = 4m$


   𝑛  (  𝑛  −  1  ) 


$n(n-1)$


$n(n-1)$


$n$


$n-1$


   𝑛  =  4  𝑘 


$n=4k$


   𝑛  =  4  𝑘  +  1 


$n=4k+1$


   𝑘  ∈  ℕ 


$k\in \mathbb {N}$


     𝑎    𝑖  𝑖     (  2  )    =   deg     𝑖 


$a_{ii}^{(2)}=\deg i$


     𝑎    𝑖  𝑖     (  3  )    =  2    ⋅ 


$a_{ii}^{(3)}=2\;\cdot $


$i$


     𝑎    𝑖  𝑗    (  𝐻  )  ≤    𝑎    𝑖  𝑗    (  𝐺  ) 


$a_{ij}(H)\leq a_{ij}(G)$


   𝑖  ,  𝑗  ∈  𝑉  (  𝐺  ) 


$i,j\in V(G)$


           𝐴  =    (            0     𝑀          𝑀  𝑇      0        )     


\begin {equation*}A = \begin {pmatrix} \mathbf {0} & M \\ M^T & \mathbf {0} \end {pmatrix}\end {equation*}


$\mathbf {0}$


   𝑑  (    𝑄  𝑛   )  =  𝑛 


$d(Q_n)=n$


   𝑑  (    𝐾    𝑚  ,  𝑛    )  =  2 


$d(K_{m,n})=2$


$n$


           𝑀  =    (            0     1     1     1     2     1        1     0     1     2     3     2        1     1     0     2     3     2        1     2     2     0     3     2        2     3     3     3     0     1        1     2     2     2     1     0        )     


\begin {equation*}M = \begin {pmatrix} 0 & 1 & 1 & 1 & 2 & 1 \\ 1 & 0 & 1 & 2 & 3 & 2 \\ 1 & 1 & 0 & 2 & 3 & 2 \\ 1 & 2 & 2 & 0 & 3 & 2 \\ 2 & 3 & 3 & 3 & 0 & 1 \\ 1 & 2 & 2 & 2 & 1 & 0 \end {pmatrix}\end {equation*}


   𝑘  ⋅  𝑙 


$k\cdot l$


$n^{n-2}$


     𝐹    2  𝑛   


$F_{2n}$


     𝐹  𝑛  


$F_n$


             𝐹  1      =  1            𝐹  2      =  1            𝐹  𝑛      =    𝐹    𝑛  −  1    +    𝐹    𝑛  −  2      für    𝑛  ≥  3    


\begin {align*}F_1 & =1\\ F_2 & =1\\ F_n & =F_{n-1}+F_{n-2}\text { für }n\geq 3\end {align*}


   𝑡  (  𝐺  )  =  𝑡  (  𝐺  −  𝑒  ) 


$t(G)=t(G-e)$


$e$


$G$


             1  ⊺   𝐴  1    


\begin {equation*}\mathbf {1}^\intercal A \mathbf {1}\end {equation*}


             ∑    𝑖  =  1   𝑛     ∑    𝑗  =  1   𝑛     𝑎    𝑖  𝑗      


\begin {equation*}\sum _{i=1}^n \sum _{j=1}^n a_{ij}\end {equation*}


$A$


   𝐴  =    𝐴  ⊺  


$A=A^\intercal $


             1  ⊺     𝐴  2   1  =  (    1  ⊺   𝐴  )  (  𝐴  1  )  =  (    1  ⊺     𝐴  ⊺   )  (  𝐴  1  )  =  (  𝐴  1    )  ⊺   (  𝐴  1  )    


\begin {equation*}\mathbf {1}^\intercal A^2 \mathbf {1} = (\mathbf {1}^\intercal A)(A \mathbf {1}) = (\mathbf {1}^\intercal A^\intercal )(A \mathbf {1}) = (A \mathbf {1})^\intercal (A \mathbf {1})\end {equation*}


           𝐴  1  =    ∑    𝑗  =  1   𝑛     𝑎    𝑖  𝑗    =    (             deg       𝑣  1         ⋮         deg       𝑣  𝑛         )     


\begin {equation*}A \mathbf {1} = \sum _{j=1}^n a_{ij} = \begin {pmatrix} \deg v_1 \\ \vdots \\ \deg v_n \end {pmatrix}\end {equation*}


           (  𝐴  1    )  ⊺   (  𝐴  1  )  =  (   deg       𝑣  1   ,  …  ,   deg       𝑣  𝑛   )    (             deg       𝑣  1         ⋮         deg       𝑣  𝑛         )   =    ∑    𝑣  ∈  𝑉    (   deg     𝑣    )  2     .    


\begin {equation*}(A \mathbf {1})^\intercal (A \mathbf {1}) = (\deg v_1,\ldots ,\deg v_n) \begin {pmatrix} \deg v_1 \\ \vdots \\ \deg v_n \end {pmatrix} = \sum _{v\in V}(\deg v)^2\:.\end {equation*}


   2  𝑛  −  4 


$2n-4$


$K_5$


   3  𝑓  ≤  2  𝑚 


$3f\leq 2m$


$\delta (G)=3$


   2  𝑛  ≤  2  𝑚 


$2n\leq 2m$


     𝑓  5  


$f_5$


     𝑓  6  


$f_6$


           5    𝑓  5   +  6    𝑓  6   =  2  𝑚    und    2  𝑚  =  3  𝑛    


\begin {equation*}5f_5+6f_6=2m\text { und }2m=3n\end {equation*}


     𝑓  5   =   12  


$f_5=12$


$K_{3,3}$


   2  𝑓  ≤  𝑚 


$2f\leq m$


   𝑚  +  2  =  𝑛  +  𝑓 


$m+2=n+f$


   𝑚  +  4  ≤  2  𝑛 


$m+4\leq 2n$


    11   +  4  >  2  ⋅  7 


$11+4>2\cdot 7$


   𝛼  (    𝑄  𝑛   )  =    2    𝑛  −  1   


$\alpha (Q_n)=2^{n-1}$


   𝛼  (  𝐺  ∨  𝐻  )  =   max   {  𝛼  (  𝐺  )  ,  𝛼  (  𝐻  )  } 


$\alpha (G\vee H) = \max \{\alpha (G), \alpha (H)\}$


   𝑛  −  𝑘  +  1 


$n-k+1$


$m$


$n$


$\dbinom {n}{2}$


   𝑛          (                  𝑛  −  1   2           )             =    1  2     𝑛  3   −    3  2     𝑛  2   +  𝑛 


$n\dbinom {n-1}{2}=\allowbreak \frac {1}{2}n^3-\frac {3}{2}n^2+n$


$n$


$n-1$


                   (                𝑛  4           )             𝑛  (  𝑛  −  1  )  (  𝑛  −  2  )  (  𝑛  −  3  )  =            (                𝑛  2           )             2   4  !    


\begin {equation*}\binom {n}{4}n(n-1)(n-2)(n-3) = \binom {n}{2}^2 4!\end {equation*}


     𝑆    𝑛  −  1    =    𝐾  1   ∨    𝐸    𝑛  −  1   


$S_{n-1} = K_1 \vee E_{n-1}$


$n=1$


     𝑆  0   =    𝐾  1  


$S_0 = K_1$


   𝜒  (  𝐺  )  =   max       {  𝑝  ,    𝑟  }  


$\chi (G)=\max \left \{p,~r\right \}$


   𝑃      (  𝐺  ,  𝑥  )   =      1  𝑥      𝑥    𝑝  _      𝑥    𝑟  _   


$P\left (G,x\right ) =\dfrac {1}{x}x^{\underline {p}}x^{\underline {r}}$


   7  ≤  𝑛  ≤   12  


$7\leq n\leq 12$


   0  ,    1  ,    …  ,    𝑘  −  1 


$0,~1,~\dots ,~k-1$


           𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =  𝑥  (  𝑥  −  1  )  (  𝑥  −  2  )  ⋯  (  𝑥  −  (  𝑘  −  1  )  )  𝑅  (  𝑥  )    


\begin {equation*}P(G,x) = x(x-1)(x-2) \cdots (x - (k-1)) R(x)\end {equation*}


   𝑅  (  𝑥  ) 


$R(x)$


$G$


     𝑎  1  


$a_1$


             𝑃  ˜   (  𝐺  ,  𝑥  )  =    1  𝑥   𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )    


\begin {equation*}\tilde {P}(G,x) = \frac {1}{x}P(G,x)\end {equation*}


                   𝑎  1      =    𝑃  ˜   (  𝐺  ,  0  )                =    (  −  1  )       (  −  2  )   ⋅  ⋅  ⋅    (  −    (  𝑘  −  1  )   )     𝑅  (  0  )           =  (  −  1    )    𝑘  −  1      (  𝑘  −  1  )   !  𝑅  (  0  )       


\begin {equation*}\begin {split} a_1 & =\tilde {P}(G,0)\\ & =\left (-1\right ) \left (-2\right ) \cdot \cdot \cdot \left (-\left (k-1\right ) \right ) R(0)\\ & =(-1)^{k-1}\left (k-1\right )!R(0) \end {split}\end {equation*}


   𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )  =  𝑥      (  𝑥  −  1  )         (  𝑥  −  2  )   2         (  𝑥  −  3  )   2  


$P(G,x)=x\left (x-1\right ) \left (x-2\right )^2\left (x-3\right )^2$


       𝐾  4   ‾  


$\overline {K_4}$


   𝑃  (      𝐾  4   ‾   ,  𝑥  )  =    𝑥  4  


$P(\overline {K_4},x)=x^4$


   {    {  1  }   ,    {  2  }   ,    {  3  }   ,    {  4  }   } 


$\left \{\left \{1\right \},\left \{2\right \},\left \{3\right \},\left \{4\right \} \right \}$


$G$


$G$


$G$


$G$


   𝜒  (  𝐺  )  +  𝜒  (  𝐻  ) 


$\chi (G)+\chi (H)$


    11   ≤  |  𝐸  (  𝐺  )  |  ≤   54  


$11\leq |E(G)| \leq 54$


$C_4$


$x$


                 𝑃  (  𝐺  ,  𝑥  )     =  𝑃  (    𝐶  4   ,  𝑥  )  (  𝑥  −  2    )  4                 =  [  𝑥  (  𝑥  −  1    )  3   −  𝑥  (  𝑥  −  1  )  (  𝑥  −  2  )  ]  (  𝑥  −  2    )  4            =  𝑥  (  𝑥  −  1  )  (  𝑥  −  2    )  4   (    𝑥  2   −  3  𝑥  +  3  )       


\begin {equation*}\begin {split} P(G,x) &= P(C_4,x) (x-2)^4 \\ &= [x(x-1)^3 - x(x-1)(x-2)] (x-2)^4 \\ &= x(x-1)(x-2)^4(x^2-3x+3) \end {split}\end {equation*}


     𝜒  ′   (  𝐺  )  =  4 


$\chi '(G) =4$


   𝜅  (  𝐺  −  𝑒  )  +  1  ≥  𝜅  (  𝐺  )  ≥  𝜅  (  𝐺  −  𝑒  ) 


$\kappa (G-e)+1\geq \kappa (G)\geq \kappa (G-e)$


   𝜅  (    𝐶  4   �    𝐶  4   )  =  4 


$\kappa (C_4\square C_4)=4$


$K_{3,3}$


             1    𝑥    2  _           (    𝑥    5  _    )   2   =    𝑥  8   −   19     𝑥  7   +   151     𝑥  6   −   649     𝑥  5   +   1624     𝑥  4   −   2356     𝑥  3   +   1824     𝑥  2   −   576   𝑥    


\begin {equation*}\frac {1}{x^{\underline {2}}}\left (x^{\underline {5}}\right )^2=x^8-19x^7+151x^6-649x^5+1624x^4-2356\allowbreak x^3+1824x^2-576x\end {equation*}


$X\subset V$


$G$


     𝐹  𝐺   =  (  𝑋  ,    𝑋  ¯   ) 


$F_G=(X,\bar {X})$


$X$


$G$


$X$


     𝐹  𝑇  


$F_T$


$T$


$T$


$G$


$F_T$


$T$


$G$


     𝐹  𝑇   ⊆    𝐹  𝐺  


$F_T\subseteq F_G$


   𝑖  (    𝐶  𝑛   )  =  4  /  𝑛 


$i(C_n) = 4/n$


   𝑖  (    𝐾    8  ,  8    )  =  4 


$i(K_{8,8}) = 4$


     𝑆    𝑛  −  1   


$S_{n-1}$


$n-1$


   𝜏  (    𝑆    𝑛  −  1    )  =  1  /  (  𝑛  −  1  ) 


$\tau (S_{n-1}) = 1/(n-1)$


         𝑛  !   2   


$\dfrac {n!}{2}$


$T$


$T$


$u,v,w$


$d(u,v)$


   𝑑  (  𝑢  ,  𝑤  ) 


$d(u,w)$


$T$


$x$


   𝑑  (  𝑥  ,  𝑣  ) 


$d(x,v)$


   𝑑  (  𝑥  ,  𝑤  ) 


$d(x,w)$


           𝑑  (  𝑣  ,  𝑤  )  =  𝑑  (  𝑣  ,  𝑥  )  +  𝑑  (  𝑥  ,  𝑤  )    


\begin {equation*}d(v,w)=d(v,x)+d(x,w)\end {equation*}


     2    ℎ  +  1    −  1 


$2^{h+1}-1$


   ⌊      3  (  𝑛  −  1  )   2   ⌋ 


$\left \lfloor \frac {3(n-1)}{2} \right \rfloor $


           (  𝑛  −  1  )   !   2   


$\dfrac {\left (n-1\right )!}{2}$


           1  ,  5  ,  7  ,  8  ,  3  ,  2  ,  7  ,  4  ,  2  ,  8  ,  6  ,  5  ,  4  ,  1    


\begin {equation*}1,5,7,8,3,2,7,4,2,8,6,5,4,1\end {equation*}


$x$


$x$


           𝑥  =  (    𝑣  0   ,    𝑣  1   ,  …  ,    𝑣    𝑘  −  1    ,    𝑣  𝑘   ,    𝑣    𝑘  +  1    …  ,    𝑣    𝑙  −  1    ,    𝑣  𝑘   ,    𝑣    𝑙  +  1    ,  …    𝑣    𝑟  −  1    ,    𝑣  0   )    


\begin {equation*}x = (v_0,v_1,\ldots ,v_{k-1},v_k,v_{k+1}\ldots , v_{l-1},v_k,v_{l+1},\ldots v_{r-1},v_0)\end {equation*}


     𝑣  0  


$v_0$


$v_0$


$v_k$


           𝑦  =  (    𝑣  0   ,    𝑣  1   ,  …  ,    𝑣    𝑘  −  1    ,    𝑣  𝑘   ,    𝑣    𝑙  +  1    ,  …  ,    𝑣    𝑟  −  1    ,    𝑣  0   )    ,    


\begin {equation*}y = (v_0,v_1,\ldots ,v_{k-1},v_k, v_{l+1},\ldots ,v_{r-1},v_0)\:,\end {equation*}


$x$


$v_k$


$v_k$


$v$


$G$


$v$


$v_1$


$v$


$v_1$


$v_1$


$G$


$\alpha (G)$


$\kappa (G)$


   𝛼  (  𝐺  )  =  4 


$\alpha (G)=4$


   𝜅  (  𝐺  )  =  4 


$\kappa (G)=4$


$n-1$


   (  𝑢  ,  𝑣  ) 


$\left (u,v\right )$


   (  𝑣  ,  𝑢  ) 


$\left (v,u\right )$


$G$


   𝑑      (  𝑢  ,  𝑣  )   =  1 


$d\left (u,v\right ) =1$


   𝑑      (  𝑣  ,  𝑢  )   =  1 


$d\left (v,u\right ) =1$


   𝜆  (  𝐺  )  ≤  𝛿  (  𝐺  ) 


$\lambda (G) \leq \delta (G)$


$k$


$k$


$G$


$k$


$G$


               𝑘  𝑛   2     


\begin {equation*}\frac {kn}{2}\end {equation*}


   𝑘  =  1 


$k=1$


$n>2$


   𝑘  >  1 


$k>1$


$k=1$


     𝐶  5  


$C_5$


$G$


$G$


$v\in V(G)$


$v$


$u$


$w$


$u$


$w$


$\{u,w\}$


$u$


$w$


$x$


   {  𝑢  ,  𝑤  ,  𝑥  } 


$\{u,w,x\}$


$G$


$v$


$v$


$v$


   |   Aut       𝐶  𝑛   |  =  2  𝑛 


$|\Aut C_n| = 2n$


               (  𝑛  −  1  )  !   2     


\begin {equation*}\frac {(n-1)!}{2}\end {equation*}


$C_n$


$G$


$G$


     𝑃  4  


$P_4$


$p\neq q$


   |   Aut       𝐾    𝑝  ,  𝑞    |  =  𝑝  !  𝑞  ! 


$|\Aut K_{p,q}| = p!q!$


$p$


$q$


$p=q$


   2  (  𝑝  !    )  2  


$2(p!)^2$


$G$


$H$


$H$


$B$


$A$


$C$


$C_4$


$D$


$C_5$


$d(G)$


$G$


   𝑑  (    𝑆  𝑛   )  =    2    𝑛  −  1    +  1 
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1
Graphen

Graphen sind mathematische Modelle für netzartige Strukturen in Natur und Tech-
nik. Dazu zählen Straßennetze, Computernetze, elektrische Schaltungen, Programm-
ablaufpläne, Wasser- und Gasleitungsnetze, chemische Moleküle oder wirtschaftliche 
Verflechtungsbeziehungen. Allen diesen Netzen ist eine Grundeigenschaft gemeinsam. 
Sie bestehen stets aus zwei verschiedenartigen Mengen von Objekten. Die Objekte der 
ersten Art sind zum Beispiel Orte im Straßennetz oder Computer. Sie werden durch 
Objekte der zweiten Art verbunden. Das sind zum Beispiel Straßen oder Übertragungs-
leitungen. In der Sprache der Graphentheorie werden wir diese Objekte als Knoten 
und Kanten eines Graphen bezeichnen. Viele Anwendungen der Graphentheorie er-
fordern eine Untersuchung spezieller Eigenschaften des jeweiligen Netzes. Für die 
Planung einer Urlaubsreise ist die Bestimmung eines kürzesten Weges zwischen zwei 
Orten eines Straßennetzes ein interessantes Problem. Eine Voraussetzung dafür ist 
die Kenntnis der Längen (Durchfahrzeiten) der einzelnen Straßen des Netzes. Die Be-
stimmung der Zuverlässigkeit eines Kommunikationsnetzes beantwortet die Frage nach 
der Wahrscheinlichkeit für die Existenz eines intakten Weges zwischen zwei Punkten 
des Netzes. Als Ausgangsdaten benötigt man hier neben der Netzstruktur die Ausfall-
wahrscheinlichkeiten der Knoten (Computer) und Kanten (Übertragungsleitungen). In 
der Chemie interessiert man sich für die Anzahl der Isomere einer Verbindung. Das 
sind unterschiedliche Molekülstrukturen bei gleicher chemischer Zusammensetzung. 
Diese Fragestellung lässt sich darstellen als Zählung von Graphen mit bestimmten 
Eigenschaften.

In der Graphentheorie untersucht man zunächst nur die rein topologischen Fragen 
einer Netzstruktur. Ein Graph ist allein durch die Menge seiner Knoten und seiner Kan-
ten sowie durch die Zuordnung der Endknoten einer Kante bestimmt. Damit gehen in 
diesem abstrakten Modell alle Informationen über die konkrete Art und Beschaffenheit 
der Knoten und Kanten verloren. Es verbleiben jedoch erstaunlich viele Eigenschaften 
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eines Netzes, die bereits auf dieser Abstraktionsstufe untersucht werden können. Dazu 
zählen die folgenden Fragen:

Kann man die Kanten des Graphen so durchlaufen, dass man jeden Knoten (oder 
jede Kante) genau einmal besucht?
Wie viele Kanten muss man mindestens durchlaufen, um von einem Knoten zu 
einem anderen zu gelangen?
Wie viele Knoten muss man mindestens besetzen, damit alle anderen Knoten des 
Graphen in der Nachbarschaft eines besetzten Knotens liegen?
Gibt es zwischen je zwei Knoten einen Weg?

Wie viele Kanten kann man aus dem Graphen auswählen, sodass keine zwei aus-
gewählten Kanten einen gemeinsamen Endknoten besitzen?
Wie viele verschiedene Graphen mit einer gegebenen Knoten- und Kantenanzahl 
gibt es? Wie viele davon sind strukturell gleich?
Wie viele Knoten oder Kanten kann man aus einem Graphen entfernen, ohne dass 
dieser den Zusammenhang (oder andere wichtige Eigenschaften) verliert?
Kann man einen gegebenen Graphen so in die Ebene zeichnen, dass sich keine zwei 
Kanten überkreuzen?

Die Beantwortung dieser Fragen liefert die Grundlage für die Lösung kombinatorischer 
Optimierungsprobleme auf Graphen und für die Konstruktion von Algorithmen zum 
Entwurf und zur Analyse von Netzstrukturen.

1.1 Definitionen

Wie jedes Gebiet der Wissenschaft hat auch die Graphentheorie ihren eigenen Sprach-
gebrauch. Wir wollen in diesem Abschnitt die wichtigsten Grundbegriffe bereitstellen.
Ein ungerichteter Graph 𝐺 besteht aus einer Knotenmenge 𝑉 (𝐺) und einer Kanten-
menge 𝐸(𝐺), wobei jeder Kante 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) von 𝐺 zwei (nicht notwendig verschiedene)
Knoten aus 𝑉 (𝐺) zugeordnet sind.
Bemerkung: In der Literatur schreibt man auch 𝐺 = (𝑉, 𝐸), um auszudrücken, dass 𝑉
die Knotenmenge und 𝐸 die Kantenmenge des Graphen 𝐺 ist.
Die Anzahl der Knoten von 𝐺 nennen wir auch die Ordnung von 𝐺.
Die Bezeichnungen 𝑉 (𝐺) und 𝐸(𝐺) für die Knoten- und Kantenmenge eines Graphen 
kommen von den englischen Wörtern vertex (Knoten) und edge (Kante). Die Anzahl 
der Knoten und Kanten eines Graphen werden wir häufig mit 𝑛 beziehungsweise 𝑚 
bezeichnen. Wir beschreiben eine Kante in der Form 𝑒 = {𝑢, 𝑣} wobei 𝑢 und 𝑣 die
Endknoten der Kante 𝑒 sind. Wenn 𝑣 ein Endknoten der Kante 𝑒 ist, so sagen wir 
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auch 𝑣 ist inzident zu 𝑒. Ein ungerichteter Graph 𝐺 heißt endlich, wenn die Men-
gen 𝑉 (𝐺) und 𝐸(𝐺) endlich sind. Wir werden in diesem und den folgenden Kapiteln 
ausschließlich endliche ungerichtete Graphen betrachten, die wir deshalb auch kurz 
Graphen nennen. Im Gegensatz dazu gibt es auch gerichtete Graphen, die jedoch erst 
später eingeführt werden. Gerichtete Graphen enthalten Kanten, die zusätzlich einen 
Richtungssinn aufweisen. Auf diese Weise können zum Beispiel Straßennetze mit Ein-
bahnstraßen modelliert werden.
Eine Kante der Form 𝑒 = {𝑣, 𝑣}, für welche die Endknoten zusammenfallen, heißt 
eine Schlinge. Zwei Kanten 𝑒 = {𝑢, 𝑣} und 𝑓 = {𝑢, 𝑣} zwischen denselben Endknoten 
heißen parallel. Ein Graph, der weder Schlingen noch parallele Kanten besitzt, heißt 
ein schlichter Graph.

1
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4

5

a
b

c
d

e

f

Bild 1.1 Ein ungerichteter Graph

Um einen Graphen graphisch zu veranschaulichen, stellen wir die Knoten als Punkte 
oder kleine Kreise dar. Eine Kante wird durch eine Strecke oder eine Kurve, die zwei 
Knoten verbindet, dargestellt. Das Bild 1.1 zeigt einen Graphen mit fünf Knoten und 
sechs Kanten. Dieser Graph kann auch eindeutig durch die Angabe seiner Knotenmen-
ge, seiner Kantenmenge und der Endknoten jeder Kante beschrieben werden. Wir 
erhalten

𝑉 (𝐺) = {1, 2, 3, 4, 5} und 𝐸(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 }

mit

𝑎 = {1, 2}, 𝑏 = {1, 5}, 𝑐 = {1, 3}, 𝑑 = {1, 3}, 𝑒 = {2, 4}, 𝑓 = {5, 5}

Bemerkung: Die hier angegebene Schreibweise 𝑐 = {1, 3} und 𝑑 = {1, 3} ist mathema-
tisch etwas fragwürdig, da daraus 𝑐 = 𝑑 folgen würde. Somit wären parallele Kanten 
nicht unterscheidbar. Der Konflikt lässt sich jedoch leicht lösen, indem man eine Inzi-
denzfunktion einführt, die jeder Kante die Menge ihrer Endknoten zuordnet.
Diese Information lässt sich auch in Form einer Tabelle speichern:

Kante 𝒂 𝒃 𝒄 𝒅 𝒆 𝒇

Endknoten
1 1 1 1 2 5
2 5 3 3 4 5

1.1.1 Knotengrade

Zwei Knoten 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺), die durch eine Kante 𝑒 = {𝑢, 𝑣} verbunden sind, heißen ad-
jazent (benachbart) in 𝐺. Die Menge 𝑁 (𝑣) aller zu einem Knoten 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) adjazenten 
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Knoten nennen wir die Nachbarschaft von 𝑣. Der Grad deg 𝑣 eines Knotens 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺)
ist die Anzahl der von 𝑣 ausgehenden Kanten in 𝐺 (die Anzahl der zu 𝑣 inzidenten 
Kanten von 𝐺). Schlingen werden hierbei doppelt gezählt. Ein isolierter Knoten ist 
ein Knoten vom Grade null. Ein isolierter Knoten besitzt keine Nachbarknoten. In ei-
nem schlichten Graphen gilt deg 𝑣 = |𝑁 (𝑣) |. Nun können wir bereits einen ersten Satz 
formulieren.

Satz 1.1 In einem Graphen 𝐺 = (𝑉, 𝐸) mit 𝑚 Kanten gilt stets∑︁
𝑣∈𝑉

deg 𝑣 = 2𝑚 .

Beweis: Die links stehende Summe zählt für jeden Knoten die Kanten, die von diesem 
Knoten ausgehen. Dabei wird jedoch jede Kante genau zweimal gezählt. □

Da die Summe der Knotengrade in diesem Satz stets eine gerade Zahl liefert, erhalten 
wir auch die folgende Aussage.

Folgerung 1.2 Die Anzahl der Knoten eines Graphen mit einem ungeraden Grad ist 
stets eine gerade Zahl.

Der Maximalgrad Δ (𝐺) eines Graphen 𝐺 ist das Maximum der Grade aller Knoten 
von 𝐺:

Δ(𝐺) = max
𝑣∈𝑉 (𝐺)

deg 𝑣

Analog ist der Minimalgrad 𝛿(𝐺) durch

𝛿(𝐺) = min
𝑣∈𝑉 (𝐺)

deg 𝑣

definiert. Das Bild 1.2 zeigt einen Graphen mit dem Minimalgrad 1 und dem Maximal-
grad 5.

Bild 1.2 Ein Graph mit 𝛿(𝐺) = 1 und Δ(𝐺) = 5
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1.1.2 Wege und Kreise

Eine Kantenfolge ist eine Folge

𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, 𝑣3, . . . , 𝑣𝑘−1, 𝑒𝑘−1, 𝑣𝑘

von Knoten und Kanten eines Graphen 𝐺, sodass die Kante 𝑒𝑖 für 𝑖 = 1, . . . , 𝑘−1 jeweils 
die Endknoten 𝑣𝑖 und 𝑣𝑖+1 besitzt. Wir sagen auch, diese Kantenfolge verbindet 𝑣1 mit 
𝑣𝑘 . Die Länge der Kantenfolge ist die Anzahl der Kanten dieser Folge. Wir werden for-
mal auch einen einzelnen Knoten als eine Kantenfolge der Länge null betrachten. Eine 
Kantenfolge in einem Graphen 𝐺 ist ein Weg, wenn jeder Knoten aus 𝑉 (𝐺) höchstens 
einmal in dieser Folge auftritt. In einem Weg kann somit auch keine Kante doppelt 
vorkommen. Gilt 𝑣1 = 𝑣𝑘 in der Kantenfolge

𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, 𝑣3, . . . , 𝑣𝑘−1, 𝑒𝑘−1, 𝑣𝑘

so sprechen wir von einer geschlossenen Kantenfolge. Kommt, mit Ausnahme von 
𝑣𝑘 , kein Knoten doppelt in der geschlossenen Kantenfolge vor, so bildet diese Folge 
einen Kreis des Graphen. Wege und Kreise eines Graphen sind eindeutig durch die 
Menge der Kanten der jeweiligen Kantenfolge bestimmt. Eine Schlinge bildet einen 
Kreis der Länge 1; ein paralleles Kantenpaar bildet einen Kreis der Länge 2. In einem 
schlichten Graphen haben alle Kreise eine Länge von mindestens 3. Einen Kreis der 
Länge 3 nennen wir auch ein Dreieck.

1.1.3 Zusammenhang

Ein Graph 𝐻 ist ein Untergraph des Graphen 𝐺, wenn 𝑉 (𝐻) ⊆ 𝑉 (𝐺) und 𝐸(𝐻) ⊆ 𝐸(𝐺)
gilt. Es sei 𝑊 ⊆ 𝑉 (𝐺) eine Teilmenge der Knotenmenge des Graphen 𝐺. Ein Unter-
graph 𝐻 von 𝐺 mit 𝑉 (𝐻) = 𝑊 , der alle Kanten aus 𝐺 enthält, die zwei Knoten aus 
𝑊 verbinden, heißt ein von der Teilmenge 𝑊 induzierter Untergraph von 𝐺. Ein
aufspannender Untergraph eines Graphen 𝐺 besitzt dieselbe Knotenmenge wie der 
Ausgangsgraph.

1

2

3

4

5

1

2 4

5
Bild 1.3 Ein Graph und ein Untergraph die-
ses Graphen

Das Bild 1.3 zeigt einen Graphen und einen darin enthaltenen Untergraphen.
Ein Graph 𝐺 heißt zusammenhängend, wenn zwischen je zwei Knoten 𝑢 und 𝑣 sei-
ner Knotenmenge ein Weg existiert. Ein maximaler zusammenhängender Untergraph 
eines Graphen 𝐺 heißt eine Komponente von 𝐺. Das Bild 1.4 zeigt einen nicht zusam-
menhängenden Graphen mit vier Komponenten. Wenn 𝐻 ein Untergraph von 𝐺 ist, so 
gilt für den Maximalgrad Δ(𝐻) ≤ Δ(𝐺). Gilt diese Relation auch für den Minimalgrad?
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Bild 1.4 Ein nicht zusammenhängender Graph

1.1.4 Brücken und Artikulationen

Es sei 𝑐(𝐺) die Anzahl der Komponenten eines Graphen 𝐺. Eine Kante 𝑒 ∈ 𝐸 eines 
Graphen 𝐺 mit der Eigenschaft 𝑐(𝐺 − 𝑒) > 𝑐(𝐺) heißt eine Brücke von 𝐺. Ein Knoten 
𝑣 ∈ 𝑉 mit der Eigenschaft 𝑐(𝐺 − 𝑣) > 𝑐(𝐺) heißt eine Artikulation von 𝐺. In einem zu-
sammenhängendem Graphen 𝐺 sind Brücken und Artikulationen genau solche Kanten 
und Knoten, deren Entfernen aus 𝐺 den Zusammenhang zerstört.

Bild 1.5 Brücken und Artikulationen

Bild 1.5 zeigt einen Beispielgraphen mit drei Brücken und vier Artikulationen. Alle 
Brücken in diesem Graphen werden durch stärkere Kanten repräsentiert. Die Artiku-
lationen sind die grau dargestellten Knoten.

1.2 Operationen mit Graphen

Für die Beschreibung von Eigenschaften von Graphen und für die Berechnung von 
Kenngrößen von Graphen sind oft strukturelle Umformungen eines Graphen erforder-
lich. Wir beschreiben im Folgenden einige wichtige Operationen mit Graphen.

1.2.1 Entfernen von Knoten und Kanten

Es sei 𝐺 ein Graph. Das Entfernen einer Kante 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) erzeugt aus 𝐺 einen neu-
en Graphen 𝐺 − 𝑒 = (𝑉 (𝐺), 𝐸(𝐺) \ {𝑒}). Wenn 𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺) eine Kantenteilmenge des 
Graphen 𝐺 ist, so sei 𝐺 − 𝐹 der Graph, der aus 𝐺 durch Entfernen aller Kanten aus 𝐹
hervorgeht. Man überzeugt sich leicht, dass die Reihenfolge des Entfernens der Kanten 
aus 𝐹 hierbei keine Rolle spielt.
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Bild 1.6 Knoten- und Kantenoperationen mit 
Graphen

Für einen Knoten 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) definieren wir 𝐺 − 𝑣 als den Graphen, der aus 𝐺 durch
Entfernen des Knotens 𝑣 hervorgeht. Das Entfernen eines Knotens 𝑣 schließt hierbei 
das gleichzeitige Entfernen aller zu 𝑣 inzidenten Kanten des Graphen ein. Auch diese 
Operation verallgemeinern wir für eine beliebige Knotenteilmenge 𝑋 ⊆ 𝑉 (𝐺). Der 
Graph 𝐺 − 𝑋 ist dann der Graph, der durch Entfernen aller Knoten aus 𝑋 aus dem 
Graphen 𝐺 hervorgeht.

1.2.2 Fusion und Kontraktion

Die Fusion (das Verschmelzen) von zwei Knoten 𝑢 und 𝑣 eines Graphen 𝐺 ist das Iden-
tifizieren dieser beiden Knoten in einem Knoten, der zu allen Kanten inzident ist, die 
vorher einen dieser beiden Knoten als Endknoten hatten. Wir bezeichnen den entste-
henden Graphen mit 𝐺𝑢𝑣. Auch für diese Operation lassen wir eine Verallgemeinerung 
auf eine beliebige Teilmenge 𝑋 ⊆ 𝑉 (𝐺) zu, durch deren Fusion dann der Graph 𝐺𝑋
entsteht.

Die Kontraktion einer Kante 𝑒 = {𝑢, 𝑣} eines Graphen 𝐺 ist das Entfernen von 𝑒 mit der 
anschließenden Fusion der Endknoten 𝑢 und 𝑣. Wir bezeichnen den durch Kontraktion 
von 𝑒 aus 𝐺 hervorgehenden Graphen mit 𝐺/𝑒. Das Bild 1.6 zeigt die hier vorgestellten 
Operationen an einem Beispielgraphen.
Ein Graph 𝐻 , der aus einem Graphen 𝐺 durch ausschließliche Anwendung der drei 
Operationen Entfernen einer Kante, Kontraktion einer Kante und Entfernen eines iso-
lierten Knotens hervorgeht, heißt ein Minor von 𝐺.
Es sei 𝑒 = {𝑢, 𝑣} eine Kante des Graphen 𝐺 und 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑉 (𝐺). Wenn in 𝐺 ein Weg von 
𝑠 nach 𝑡 existiert, so existiert auch in 𝐺/𝑒 ein Weg von 𝑠 nach 𝑡. Um dies einzusehen, 
betrachten wir zwei Fälle:

Die Kante 𝑒 liegt auf dem 𝑠𝑡-Weg. Es sei

𝑠, . . . , 𝑒 𝑗 , 𝑢, 𝑒, 𝑣, 𝑒𝑘 , . . . , 𝑡

dieser Weg. Durch Kontraktion der Kante 𝑒 fallen die beiden Endknoten 𝑢 und 𝑣
zusammen, wobei der neue Knoten 𝑢𝑣 entsteht. Dieser ist zu 𝑒 𝑗 und 𝑒𝑘 inzident, 


