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Vorwort

Gleichungen und Differentialgleichungen, die das zentrale Thema des zweiten Bandes mei-
nes Lehrbuchs tiber Anwendungsorientierte Mathematik bilden, werden von der Differential-
rechnung im Reellen und von der Differentialrechnung im Komplexen umrahmt. Nicht alle in
diesem Band vorgestellten Details miissen beim ersten Durchlesen intensiv studiert werden.
Auch bei der Vorlesung fiir Studentinnen und Studenten der Elektro- und Informationstechnik
an der Technischen Universitidt Wien, die dem Buch zugrunde liegt, werden einige der hier aus-
fiihrlich er6rterten Abschnitte nur skizzenhaft prasentiert. So kann man ohne Schaden fiir das
Kennenlernen der wichtigsten Erkenntnisse zum Beispiel die Abschnitte 2.5, 2.10, 4.4, 4.7, 5.3,
5.6 iberspringen und fiir eine spétere und genauere Reflexion bewahren.

Die Ziele des Lehrbuchs werden in diesem Band konsequent weiter verfolgt: Es soll eine Ein-
fiihrung in die Mathematik geboten werden, welche die historische Entwicklung der zentralen
mathematischen Konzepte betont und Exkurse in sprachliche Herleitungen einzelner Fach-
begriffe sowie groBziigige Abschweifungen in Erzédhlungen des geschichtlichen Umfeldes nicht
scheut. Es soll eine Einfiihrung in die Mathematik geboten werden, bei der nur das erklért wird,
was konstruktiv nachvollziehbar ist. Und es soll eine Einfithrung in die Mathematik geboten
werden, bei der das Augenmerk vor allem auf Themen gelegt wird, die fiir Anwendungen un-
umginglich sind.

Kenner der Materie werden wie beim ersten Band feststellen, dass die Anordnung des Lehr-
stoffs zuweilen ungewohnt ist. So werden vor den linearen die nichtlinearen Gleichungs-
systeme behandelt, der Existenz- und Eindeutigkeitssatz findet nicht im fiinften Kapitel tiber
Differentialgleichungen, sondern schon viel frither seinen angemessenen Ort, die abstrakte
lineare Algebra kommt erst dann zur Sprache, wenn man bereits genug iiber Determinan-
ten und Matrizen Bescheid weil. Ich scheute auch nicht davor zuriick, den Integralsatz von
Cauchy in seiner Homologie- und nicht in der iiblichen Homotopieversion vorzustellen. Hier
halte ich mich vor allem an das gldnzende Lehrbuch ,Complex Analysis“ von Lars Ahlfors.
Ebenso iibernahm ich den von Raymond Redheffer vorgeschlagenen Zugang zum Kurven-
integral, der keine rektifizierbaren Kurven voraussetzt, sondern just jene ,Kurvenstiicke, die
zu Beginn des ersten Kapitels definiert sind. All dies kommt der Asthetik besonders entgegen,
die der Differentialrechnung im Komplexen eigen ist und die jeder kiinftige Ingenieur — weib-
lich wie ménnlich - kennenlernen soll.

Bei der Differentialrechnung im Reellen werden Experten von der Aussage iiberrascht sein,
dass die punktweise Konvergenz einer Folge von Funktionen, die tiber einem Kompaktum de-
finiert (und stetig) sind, deren gleichmafige Konvergenz nach sich zieht. Gewohnlich benétigt
man fiir Aussagen dieser Art zusdtzliche Voraussetzungen, wie sie zum Beispiel Ulisse Dini for-
mulierte. Wenn man allerdings das Kontinuum so sieht wie Luitzen Egbertus Jan Brouwer und
Hermann Weyl - eine Betrachtungsweise, die bereits im ersten Band dieses Buches vermittelt
wurde —, erweist sich die genannte Aussage als offenkundig wahr. Einige der bekannten schein-
baren Gegenbeispiele werden in der Ubungsaufgabe 1.13 ausdriicklich genannt. Wer sich dar-
uber genauer informieren will, mag zu meinem Buch , The Continuum*“ greifen. In meinem
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Aufsatz , The swap of integral and limit in constructive mathematics“ kommt dariiber hinaus
die am Ende von Abschnitt 1.9 angedeutete Vertauschbarkeit des Integrals mit dem punktwei-
sen Grenzwert von Funktionenfolgen zur Sprache.

Auch dieser Band wurde vom Carl Hanser Verlag unter professioneller Betreuung von Chris-
tine Fritzsch und Katrin Wulst mit grof3er Sorgfalt herausgegeben. Thnen gebiihrt ein ,merci
cordialement”. Und auch bei diesem Band bitte ich, trotz der gewissenhaften Korrekturarbeit
von Andreas Korner und Carina Po6ll, die noch immer verbliebenen Druckfehler zu verzeihen.

Wiederholen mochte ich meinen innigen Dank an meine Frau Bianca und meine Kinder Laura
und Alexander: fiir ihre Nachsicht, fiir ihre Geduld, fiir ihre Zuneigung. Besonders stark und tief
empfand ich sie beim Schreiben dieses Buches.

Wien, Mai 2014 Rudolf Taschner



Inhalt

VOFWOIE ... 5
Differenzierenim Reellen ................cccoooiiiiiiiiiiiii e, 11
1.1 Ebene KUIVEI ......coouiiiiiiiiiiiiiiii i 11
1.2 Parabel und ZyKloide.........o.oiuiiniiiii e 18
1.3 Weitere Kurvendiskussionen............c.ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiciineeene 23
1.4 ExtremwertbereChNUNEen ...........oouiiuiiiiiiiii i 26
1.5 Unbestimmte Ausdriicke ...............coooiiiiiiiiiiiiii 32
1.6 Asymptotische BereChnungen .............coeviiiiiiiiiiiiiiiiiini e eienaenns 38
1.7 Taylorsches POIYNOM. .. ....oouiuiitiniitiii i 44
1.8 Gleichmdllige KONVeIgenz ...........ooooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e 49
1.9 Gleichmé&RBige Konvergenz und Stetigkeit.............cooeviiiiiiiiiiiiiiiiiiin, 55
1.10 Differentiation eines INtegrals ...........o.evuevuiiitiniiiiiiiii e eienaenas 59
1.11 Iterierte Integrale ..........o.oiuiiiiiiiiii e 64
1.12 Ubungsaufgaben .............o.viuiiuniinei et 68
Nichtlineare Gleichungen......................ccooiiiii i, 74
2.1 Halbierungs- und Newtonverfahren............c..coooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinens 74
2.2 Kontrahierende Abbildungen .............coiiiiiiiiiiiiiii i 77
2.3 Gleichungen mit Parameter..........oocviuiiuiitiiiiitiiiii i 81
2.4 Gleichungen und Richtungsfelder ..............coocoiiiiiiiiiiiiiiiii s 86
2.5 Existenz- und EindeutigkeitSsatz..........oouvvueviiiiiiiiiiiiiiiiiiceic e 91
2.6 Zwei Gleichungen mit mehreren Variablen.................c.oooiiiiiiin e, 97
2.7 Determinanten ...........oiuiiiuiiitiiit i 102
2.8 Berechnung von Determinanten ... ......oouvvrerntiuteneinteneeieeneenneneeneennenns 108
2.9 Drei Gleichungen mit mehreren Variablen ..............cooooiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn, 114
2.10 Mehrere Gleichungen mit mehreren Variablen ......................co 118
2.11 Struktur von Gleichungssystemen ..............c.oooiiiiiiiiiiiiiiii 122

2.12 Ubungsaufgaben .............c.oiuiiiiiiiiiieie e 126



8 Inhalt

B Lineare Gleichungen ......................... 133
3.1 Lineare GleichungssySteme ...............oiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 133
3.2 Eliminationsverfahren ............c..cooiiiiiiiiiiiiii 137
3.3 Losungen linearer Gleichungssysteme ..........c..ccocvoiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnn. 142
3.4 MatrizenreChNUNG. . .....ointii e 147
3.5 Ubungsaufgaben .............ccoiiiiiiiiiiiii e 152

\ﬂ Vektor- und Tensorrechnung............................ 155
4.1 Lineare RAUME ..........ccoiiiiiiiiiiiiiii 155
4.2 Lineare FUNKtIONEN ........oouiiiiiiii i 161
4.3 Inhalt und OTientierung ..........oouiiuiiiiit i 165
4.4 Keilprodukt von VeKtoren ......... ..o 169
4.5 Langeund WInkel ..........coooiiiiiiiiiiiiiii 176
4.6 Quadratische Formen in zwei Variablen .................ccoviiiiiiiiiiiiiiieennnn. 182
4.7 Quadratische Formen in mehreren Variablen....................ccoviiiiiiiinin... 187
4.8 Ubungsaufgaben .............cviiiiiiiiiiie e 193

E Differentialgleichungen ........................ccoooiiiii i, 198
5.1 Geburt der mathematischen Physik ... 198
5.2 Keplers Gesetze der Planetenbewegung............c..cooevviiiiiiiiiiiiiiinenn.n.. 205
5.3 Geburt der VariationsSreChnung .............coooeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 212
5.4 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung ..............cccevveiiiinnenennnnn.. 217
5.5 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung...............ccocoieievenne.... 220
5.6 Spezielle lineare Differentialgleichungen ...............ccooiiiiiiiiiiiiiiiiinnnn.. 225
5.7 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten..................... 231
5.8 Lineare Differentialgleichungssysteme.............ccocoveiiiiiiiiiiiiiiinenennen.. 234
5.9 Gekoppelte SChWinguN@en..........coueiuiiiiiiii e 239
5.10 Storglieder und ReSONANZ ........ooviiiiiiiiiiiiiiiiii i 242
5.11 Resonanz bei geddmpfter Schwingung...............coooiiiiiiiiiiiiiiiiiiin e, 246
5.12 Ubungsaufgaben .............oiuvuniueiniiiieii et ee e e e 249

\E Differenzieren im Komplexen ..., 254
6.1 Holomorphe FUNKtiONen .........oouiiiiiiiii e 254
6.2 Harmonische Funktionen ................cooiiiiiiiiiiiiiiiiiii i 258
6.3 Integrale holomorpher Funktionen.............cooovieiiiiiiiiiiiiiiiineene, 264
6.4 Komplexer Logarithmus ........o.oiuiiniiiiiiii e 268
6.5 Einfach zusammenhéngende Gebiete................coociiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnn.. 272

6.6 Laurententwicklung holomorpher Funktionen .....................ocoooiiiil. 279



Inhalt 9

6.7 Mittelwerteigenschaft und Taylorentwicklung ...............coocoiiiiiiiiiiinan... 284
6.8 Spezielle Taylorreihen. ... .. ..o e 288
6.9 Isolierte SINGUIATIAtEN. ... ...viuiieii e 292
6.10 Residuen und ResidUuensatzZ...........co.vuviiiiiiiiiiiiiiiiiiii i 296
6.11 Fourier-, Fresnel- und Mellinintegrale ..............ccooiiiiiiiiiiiiiiiniiiiinien... 299
6.12 Ubungsaufgaben ...........ocuiuiuiiniiiieiei e 304






Differenzieren im Reellen

B 1.1 Ebene Kurven

Die im Zeitalter des Barocks von Newton und Leibniz entdeckte Differentialrechnung stellte
sich als schier unerschépfliche Fundgrube mathematischer Erkenntnisse heraus. Die meis-
ten der gewonnenen Einsichten waren fiir die damals in Entwicklung befindlichen Natur- und
Ingenieurwissenschaften nicht blo aulerordentlich wertvoll, sie waren mehr als nur das: Die
Differentialrechnung bildet das unverzichtbare Fundament, auf dem die exakten Wissenschaf-
ten in den auf das Barock folgenden Jahrhunderten ihre Erfolge aufbauen konnten. Es handelt
sich um jene Erfolge, die den Weg der Gesellschaft in die Aufklarung und zur Moderne, in das
technisch-naturwissenschaftlich geprégte Zeitalter, ebnete. Die Kapitel der beiden folgenden
Béande berichten dariiber.

Die Differentialrechnung erlaubt, den Begriff ,Kurve“, insbesondere jenen der ,, Funktionskur-
ve“, mathematisch exakt zu fassen: Wir betrachten ein offenes Intervall J auf der t-Achse. Eine
ebene Kurve liegt vor, wenn mithilfe zweier stetiger Funktionen fi: J — Rund f,: ] — R
die Abhéngigkeit x = x (¢) = f1 (), y = y (t) = f> (¢) der Koordinaten x, y des in der x-y-Ebene
variablen Punktes X = (x, y) = X (¢) vom Parameter ¢ beschrieben wird.

Die beiden einfachsten Beispiele ebener Kurven sind die Gerade und der Kreis. Wenn zwei
verschiedene Punkte P = (p,q) und Q = (p + a, g + b) vorliegen, ist durch

x=p+at
y=q+Dbt

die durch P und Q laufende Gerade gegeben, wenn der Parameter ¢ die als z-Achse verstande-
ne Skala R durchlduft. Wenn ein Punkt M = (m, n) und eine positive Konstante r vorliegen, ist
durch

X=m+Trcosg
y=n+rsing

der Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r gegeben, wenn der Parameter ¢ die als ¢-Achse
verstandene Skala R durchlduft. Eine weitere Beispielgruppe von Kurven sind die Funktions-
kurven: Es liegt eine im offenen Intervall J definierte und stetige Funktion f: ] — Rvor. Dann
ist

{ X=x
y=rf®

eine etwas umstdndliche Beschreibung der Beziehung y = f (x). Sie zeigt, dass man das Schau-
bild der Funktion f als ebene Kurve auffassen kann, wobei der Parameter x das Intervall J
durchlauft.
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) x=mr

*)

Bild 1.1 Beispiele dreier Kurven: oben links die Gerade durch die Punkte P und Q, oben rechts der
Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r, unten eine Funktionskurve

Ist durch

{ x=fi(®)
y=1(

eine ebene Kurve gegeben, wenn der Parameter ¢ das offene Intervall J durchlduft, und be-
zeichnet [a; b] ein kompaktes Teilintervall von J, nennen wir die Gesamtheit aller Punkte die-
ser Kurve, bei denen ¢ aus [a; b] entnommen ist, ein Kurvenstiick dieser Kurve. Der Punkt
A = (fi(a@), f> (@) heilt der Anfangspunkt und der Punkt B = (fi (b), f> (b)) heift der End-
punkt dieses Kurvenstiicks. Betrachtet man zum Beispiel bei der oben gegebenen Gerade das
Kurvenstiick, bei dem ¢ das Intervall [0; 1] durchlduft, erhélt man die Strecke mit P als Anfangs-
und mit Q als Endpunkt. Betrachtet man beim oben gegebenen Kreis das Kurvenstiick, bei dem
¢ das Intervall [a; B] durchlduft, wobei f—a < 27 ist, erhélt man einen Kreisbogen. Dessen An-
fangspunkt und dessen Endpunkt sind voneinander verschieden, wenn — a < 27 ist. Im Falle
B — a =2n stimmen der Anfangs- und Endpunkt des Kreisbogens iiberein. Man sagt dazu, der
Kreisbogen ist geschlossen. Benannt nach dem im 19. Jahrhundert an der Pariser Ecole Poly-
technique lehrenden Mathematiker und Ingenieur Camille Jordan heif3t eine ebene Kurve

{ x=fi(®)
y=12(0)

eine Jordankurve, wenn bei verschiedenen Parameterwerten die ihnen zugeordneten Kurven-
punkte stets voneinander verschieden sind. Sind zusétzlich die beiden Funktionen f; und f,
an den Intervallgrenzen « und 8 des Parameterintervalls J stetig und gilt fi (@) = fi () sowie
L@=f (,6), spricht man von einer geschlossenen Jordankurve. Lisst man zum Beispiel beim
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oben genannten Kreis im Bild 1.1 den Parameter ¢ nur das offene Intervall | —; [ durchlaufen,
beschreibt der so definierte Kreis eine geschlossene Jordankurve.

W)
B
a bo c
01 ® 4 ®
0

Bild 1.2 Die Kurve mit ]a; b als Parameterintervall ist eine Jordankurve mit A als Anfangs- und B als
Endpunkt. Die Kurve mit ]a; c[ als Parameterintervall ist eine geschlossene Jordankurve.

Wenn bei einer ebenen Kurve

{ x=fi(®)
y=12(0)

die beiden Funktionen f; und f, stetig differenzierbar sind, sprechen wir von einer glatten
Kurve. Denn dann kann man jedem Kurvenpunkt X = (x, y) einen Tangentenvektor

_ f{(t))
_( )4

zuweisen. Newton deutete den Parameter ¢ als Zeit — daher auch die Bezeichnung. Denn das
englische Wort fiir Zeit ist ,,time*, das lateinische Wort fiir Zeit ist ,tempus“, und beide Worter
beginnen mit dem Buchstaben t. Newton sah den Kurvenpunkt X = (x, y) als Ort eines sich
entlang der Kurve bewegenden punktformigen Korpers: Zum Zeitpunkt ¢t nimmt er die Posi-
tion X (#) = (x(#),y (1)) ein. Das Verhéltnis des Tangentenvektors dX zum Zeitdifferential dz
nennt Newton den Geschwindigkeitsvektor

dX:( dx )

dy

()

Newton selbst kannte die Bezeichnung von Leibniz nicht. Er sprach auch nicht von Differentia-
len, sondern er kiirzte die Differentiation nach dem Zeitparameter ¢ mit einem hochgestellten
Punkt ab. Statt der obigen Formel schrieb er

X:( % ):( A )

¥ L

und sprach bei x und y von den Fluxionen der Fluenten x, y. Denn das lateinische flux ist der
,Fluss“ und fluere bedeutet ,flieBen“. Dies ist die einzige der von Newton erfundenen Bezeich-
nungen, die wir {ibernehmen: den hochgestellten Punkt als Abkiirzung fiir den Quotienten des
Differentials der genannten Variable durch das Differential des immer mit ¢ bezeichneten Pa-

rameters. Wenn der Parameter der Kurve mit einem anderen Symbol als ¢ bezeichnet wird,
halten wir uns strikt an die Bezeichnungsweise von Leibniz.

d_X_( dx/dt )

dr ~ \ dy/dt
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Ob eine Kurve schnell oder langsam durchlaufen wird, spielt fiir ihr geometrisches Erschei-
nungsbild keine Rolle. Wir unterscheiden daher zwischen der Kinematik der Kurve, bei der wir
— dem griechischen kinein zufolge, das ,bewegen“ bedeutet — die Bewegung des Kérpers ent-
lang der Kurve im Sinne Newtons untersuchen, und der Geometrie der Kurve, bei der allein das
Bild der Kurve zur Diskussion steht. Gehen wir allein vom geometrischen Bild aus, sind Kurven
auch dann einander gleich, wenn sie verschiedenartig durchlaufen werden. Fassen wir dies ge-
nauer: Wenn zwei offene Intervalle I und J vorliegen, I als Teil der u-Achse und J als Teil der
t-Achse, und wenn eine stetige und streng monoton wachsende Funktion h : I — J zusam-
men mit ihrer ebenfalls stetigen und streng monoton wachsenden Umkehrfunktion H: J — I
die Variablen u und ¢ geméR ¢t = h (1) und u = H (¢) ineinander tiberfiithren, unterscheiden wir
geometrisch nicht zwischen den beiden Kurven

{ x=x()=fi(®) { x=xw) = fi(h(w)
y=y®=f® y=yw=rfHhw) ’

wobei links ¢ das Intervall J und rechts u das Intervall I durchlaufen. Das streng monotone
Wachsen der Funktionen i und H verlangen wir, damit bei Kurvenstiicken Anfangs- und End-
punkte als solche erhalten bleiben und nicht vertauscht werden. Kiirzen wir die verketteten
Funktionen fiohund f;ohmit g1 = fichund g» = f,0h ab, besagt die obige Formelzeile, dass
wir geometrisch nicht zwischen den beiden Kurven

{ x=xu) =g (uw und { x=x() =g (H(1)
y=yWw) =g (u y=y() =g (H(D)

unterscheiden, wobei links u« das Intervall I und rechts ¢ das Intervall J durchlaufen. Damit ist
die Symmetrie dieses Begriffs der Gleichheit von Kurven dokumentiert. Die Abbildung ¢ = h (u)
beziehungsweise ihre Umkehrung u = H (), die wechselseitig I und J ineinander tiberfiihren,
nennt man einen Homdomorphismus zwischen diesen beiden Intervallen. Das griechische hé-
moios heilt ,gleichwertig und morphé ist die ,Form*“. Sind — was wir in Zukunft meist vor-
aussetzen — die beiden Funktionen 7 und H auBerdem stetig differenzierbar, spricht man von
einem Diffeomorphismus. Dies ist ein dem Wort Homéomorphismus nachgebildetes Kunst-
wort, in dem das ,Diffeo-“ auf die Differenzierbarkeit hinweisen soll.

W)

()

@)

Bild 1.3 Zwischen den beiden Intervallen [a; b] und [a; ] besteht ein Diffeomorphismus, der durch die
graue Flache symbolisiert wird. Beide Intervalle dienen fur die gleiche Kurve als Parameterintervalle.



1.1 Ebene Kurven 15

Ein einfaches Beispiel stellt der von P = (p, ) ausgehende und durch Q = (p + a, g + b) verlau-
fende Strahl dar, der durch

{ x=xu)=p+au
y=yWw=qg+bu
beschrieben wird, wenn u die positive reelle Achse R* = ]0;00[ durchlduft. Mit der Festlegung
t = Inu, die das Gleiche wie u = e! besagt, ist ein Diffeomorphismus zwischen der positiven u-
Achse R* und der reellen t-Achse R gegeben. Darum liegt geometrisch der gleiche Strahl vor,
wenn er durch

x=x()=p+ae’

y=y(t)=q+be’
beschrieben wird, wobei ¢ ganz R durchléuft.

Ein zweites Beispiel ist die durch

X=m+rcoswt
y=n+rsinwt

gegebene Kreislinie mit M = (m, n) als Mittelpunkt und mit Radius r, bei dem w eine positi-
ve Konstante bezeichnet und der Parameter ¢ die Skala R durchlduft. Der Diffeomorphismus
¢ = wt zeigt, dass es sich geometrisch um den gleichen Kreis handelt wie jener, der oben be-
schrieben wurde. Deutet man ¢ als Zeit, lautet hier der Geschwindigkeitsvektor

. ( x ) ( —rwsinwt ) ( —sinwt ) ( —sing )
X=| . |= =rw =rw .
¥ rocoswt coswt cos @
Dieser besitzt als Betrag rw. Den Faktor w des Radius r nennt man die Winkelgeschwindigkeit:
Sobald ¢ ein Intervall der Lange 27n/w durchlaufen hat, wurde der Kreis vom Korper einmal

umrundet. Die Richtung des Geschwindigkeitsvektors ist allerdings von der Gr6f3e der Winkel-
geschwindigkeit unabhingig.

Ist durch X = (x,y) = (x (), y (1) eine glatte Kurve gegeben, lauten
dx = xd¢, dy = ydt, dX=(y)dt.
Die Lange des Tangentenvektors d X bezeichnen wir mit

ds= | X||de = /%2 +y% ds

Den Faktor dt heben wir deshalb aus der Wurzel heraus, weil wir stets von einer ,,wachsenden
Zeit“ t, also von dt > 0 ausgehen wollen. Man nennt ds = ||d X || das Differential der Bogenlinge
der Kurve und das unbestimmte Integral

s=fds=f\/x2+y2dt

die Bogenldnge der Kurve. Wenn der Parameter ¢ seinerseits diffeomorph gemill ¢ = ¢ (u) von
einem anderen Parameter u abhingt, kann man diese Substitution im Integral durchfithren
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und erhdlt statt der von ¢ abhédngigen Bogenldnge s = s(f) nun die gleiche, jetzt aber von u
abhéngige Bogenlidnge s = s(u).

Bei der durch
x=p+at
y=q+bt

gegebenen Geraden lauten X = a und y = b. Folglich errechnet sich deren Bogenldnge als s =
s(t) = tVa? + b? + so mit der Integrationskonstante so. Betrachten wir die von P = (p, g) zu Q =
( p+a,q+ b) fithrende Strecke, entspricht diese jenem , Geradenstiick“, bei dem der Parameter
t das Intervall [0; 1] durchlduft. Das bestimmte Integral

1
f ds=Va?+b?
0

teilt uns die Lange dieser Strecke mit. Allgemein sei ein Kurvenstiick einer glatten Kurve da-
durch gegeben, dass der Kurvenparameter ¢ das Teilintervall [a; b] des offenen Intervalls J
durchlduft. Dann definiert das Integral

b
L:f ds=sli=p—Sli=a
a
die Léinge dieses Kurvenstiicks. Betrachten wir als Beispiel den durch

X=m+rcosg
y=n+rsing

gegebenen Kreis: Hier lauten dx = —rsin¢g - d¢g, dy = rcos¢ - de, also ds = rd¢. Darum ist
s = r¢+ sp mit einer Integrationskonstante sy. Lassen wir bei zwei Winkeln a und f mit0 < f—
a < 2m den Winkel ¢ nur das Intervall [a; ﬁ] durchlaufen, verbleibt vom Kreis als Kurvenstiick
ein Kreisbogen der Lénge r (8 — ). Der gleiche Wert ergibt sich natiirlich, wenn man den Kreis
mit der Zeit ¢ gemall ¢ = wt parametrisiert. Hier lautet die Bogenlédnge s = rwt + sp und man
hat zu beachten, dass bei diesem Diffeomorphismus dem Intervall [a; 8] auf der ¢-Achse das
Intervall [a/w; B/w] auf der ¢-Achse entspricht.

Wenn bei einer durch X = X (¢) = (x, y) gegebenen glatten Kurve der Tangentenvektor dX vom
Nullvektor verschieden ist, definiert man ihren Tangenteneinheitsvektor als

(dX)o =

et

und ihren Normaleneinheitsvektor als

(dX)E = ;( 7 ) .

Diese beiden Vektoren sind offenkundig allein durch die Geometrie der Kurve bestimmt und
héngen nicht von der Wahl der Parametrisierung ab. Nur bei Kurvenpunkten mit dX = 0 exis-
tieren sie nicht. Man nennt derartige Kurvenpunkte singuldr. Wir wollen sie im Folgenden von
der Betrachtung ausschliefen. Im Falle dx # 0 kann man den Tangentenanstieg k = dy/dx
berechnen, und im Falle dy # 0 kann man den Normalenanstieg k; = —dx/dy berechnen.
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Kurvenpunkte mit k = 0 besitzen waagrechte Tangenten. Sie allein kommen als Hoch- oder
Tiefpunkte der Kurve infrage, also als jene Kurvenpunkte, deren y-Koordinate einen maxima-
len oder minimalen Wert annimmt. Kurvenpunkte mit k; = 0 besitzen senkrechte Tangenten.
Sie allein kommen als linke oder rechte Randpunkte der Kurve infrage, also jene Kurvenpunkte,
deren x-Koordinate einen minimalen oder maximalen Wert annimmt. Der vom Vektor i, dem
Einheitsvektor in Richtung der x-Achse, und vom Vektor d X aufgespannte Winkel a hei3t der
Anstiegswinkel der Kurve. Offenkundig gilt:

k=tana und kl=tan(a+g) .

Falls a = a (1) stetig differenzierbar von # abhéngt, erhdlt man dk = (1 + k%) da und daher

d(X) xdy— ydx % y‘
da = dk = */_ 2 :-Xiy_J./x = — y dr.
1+ k2 72 2 2+ 2 X2 + 2
1+_—2 1+—2
X X
W)
X
H(dX);
] o M
(%)
O O I /

Bild 1.4 Links eine Kurve mit Tangenteneinheitsvektor, Normaleneinheitsvektor und Anstiegswinkel;
rechts die Kurve mit dem Kriimmungskreis und dessen Mittelpunkt

Die von der Parametrisierung unabhingige Grole

K_doc
T ds

heiBt die Kriimmung der Kurve. Anhand des Kreises erkennt man, was dieser Begriff bedeutet:
Geht man von

X=m+rcoswt
y=n+rsinwt

2 2

aus, errechnen sich X = —rwsinwt, y = rocoswt, ferner ¥ = —rw sinwt und

%+ y2 = r’w?. Folglich ist

cCoswt, jy=—-rw

—rwsinwt rowcoswt
—rw?coswt -rw’sinwt r2w3dt
da= — dr="— 5 =wdr.
rw rw

Dividiert man diesen Ausdruck durch ds = rwdt, verbleibt die Krimmung x = 1/r. Wenn die
Kriimmung einer Kurve von Null verschieden ist, nennt man daher den Betrag ihres Kehrwer-
tes den Kriimmungsradius der Kurve.
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Jener Punkt M, den man gemd® der Formel
1 1
M=X+=(dX);
K

erhilt, ist der Mittelpunkt eines Kreises mit dem Kriimmungsradius als Radius, der im Kurven-
punkt X nicht nur die gleiche Tangente, sondern auch die gleiche Kriimmung wie die Kurve be-
sitzt. Man nennt diesen Kreis den Kriimmungskreis der Kurve. Kurvenpunkte mit maximalem
beziehungsweise mit minimalem Kriimmungsradius nennt man Scheitel oder Scheitelpunk-
te der Kurve. Kurvenpunkte, bei denen die Kriimmung verschwindet, besitzen keinen Kriim-
mungskreis. Bei ihnen schmiegt sich die Tangente besonders gut an die Kurve, und daher nen-
nen wir diese Punkte Tangentenschmiegepunkte. Je nachdem, ob die Tangente im Tangenten-
schmiegepunkt die Kurve durchsetzt oder aber (jedenfalls in der Ndhe des Tangentenschmie-
gepunktes) begrenzt, nennt man den Tangentenschmiegepunkt einen Wendepunkt oder einen
Flachpunkt der Kurve.

B 1.2 Parabel und Zykloide

Als erstes Beispiel betrachten wir die bei einem konstanten positiven p durch
y2 =2px

beschriebene Kurve, die den Namen Parabel trégt. Apollonius von Perge hat sie so genannt,
weil der Flicheninhalt des Rechtecks mit x als Breite und 2p als Hohe mit jenem des Quadrats
mit y als Seitenldnge {ibereinstimmt. Denn das griechische parabolé, wortlich ,das daneben
Gehende" steht fiir den ,Vergleich® und das ,Gleichnis“; parabéllein heil3t ,nebeneinander
stellen“. Setzt man die Variable y als Kurvenparameter fest, errechnet sich x als x = y?/2p.
Ausfiihrlich angeschrieben besitzt daher die Parabel die Parameterdarstellung

2

=L
2p
y=Y,

wobei y die y-Achse R durchléuft. Offenkundig dndert sich x = x () nicht, wenn man y durch
—y ersetzt. Die Parabel ist folglich zur x-Achse symmetrisch. Und weil bei y # 0 die Variable x
positiv ist, erweist sich der Ursprung O = (0,0) als linker Randpunkt der Parabel. Tatsdchlich
ergibt die Differentiation von y? = 2px die Differentialgleichung 2ydy = 2pdx, vereinfacht:
ydy = pdx. Darum errechnet sich fiir Parabelpunkte (x,y), die vom Ursprung verschieden
sind, der Parabelanstieg als k = dy/dx = p/y. Greift man einen vom Ursprung verschiede-
nen Parabelpunkt (xo, yo) heraus, besitzt in ihm die Tangente den Anstieg ko = p/yp und die
Geradengleichung der Tangente kann als

p
=—x+c
Y Yo

angesetzt werden. Die Konstante ¢ gewinnt man, indem man fiir x und y die Koordinaten x,
und yp des Punktes einsetzt: Aus yﬁ = pxo + cyo und der Tatsache, dass (xo, yo) auf der Parabel
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liegt, also yg = 2pxp zutrifft, erhédlt man cyy = pxo. Folglich lautet die Gleichung der Parabel-
tangente durch den Parabelpunkt (xo, yo) so: Yoy = p (x + xo). Die Tatsache, dass diese Tan-
gente die x-Achse an der Stelle (—xy,0) schneidet, erlaubt eine sehr schnell durchzufiihrende
Tangentenkonstruktion.

W)
Y=Yo— X

xX==X X=X

Bild 1.5 Parabel mit Tangente an einem Parabelpunkt

Das Differential der Bogenlidnge s der Parabel errechnet sich als

/yz
ds= ?+1 -dy.

Fiihren wir ¢ = ¢(y) = y/p als neuen, zu y diffeomorphen Parameter ein, erspart man sich
unter der Wurzel den Bruch und bekommt wegen dy = pdt fiir das Differential der Bogenldnge
ds = pV#? + 1dt. Um hieraus die Bogenlinge selbst berechnen zu kénnen, fiihren wir als zu ¢
diffeomorphen Parameter nun u = u(¢) = arsinh¢ ein. Denn bei ¢t = t(u) = sinhu gilt 2+
1 = sinh® u + 1 = cosh? u, und die Wurzel davon lautet einfach nur cosh w. Allerdings ist df =
d (sinh ©) = cosh u-du zu bedenken, sodass sich die Bogenlénge aus einer partiellen Integration
folgendermaRen errechnet:

s= t“+1dt= cosh“u-du = coshu-d(sinhu) =
p|Vez+1dt=p h?u-du=p hu-d(sinh

=pcoshu~sinhu—pfsinhwd(coshu)=pcoshu-sinhu—pfsinhzu‘du=

= pcoshu-sinhu+ p[ (1- cosh? u)du = pcoshu-sinhu+ pu— ]ofcosh2 udu =
=pcoshu-sinhu+pu—(s—2sp) ,
wobei —2s fiir die Integrationskonstante steht. Addiert man namlich in dieser Gleichung auf

beiden Seiten s und dividiert man danach durch 2, erhilt man

s:g(u+coshu-sinhu)+so, wobei ngsinhzu, y=psinhu gilt.

SchlieBllich berechnen wir das Differential des Anstiegswinkels a = arctan k aus der bereits
bekannten Formel k = p/y:

—pdy
_dk ¥ -p
14k 2 y24p?
T

da dy.
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Die Kriimmung der Parabel lautet daher:

-p
—— d
Cda 2+ p? Y -p?

ds 1 Vy2+p?dy (2 + p2)3/2 '
p
Offenkundig ist k¥ an der Stelle y = 0, also im Ursprung O = (0,0) am kleinsten. Daher ist
dieser Punkt der Scheitel der Parabel und der Radius des Kriimmungskreises im Scheitel
betragt (p2)3/2 /p? = p. Der Mittelpunkt des Scheitelkriimmungskreises ist offenkundig der
Punkt (p,0). Allgemein findet man den Mittelpunkt M des zum Parabelpunkt X gehérenden
Kriimmungskreises wegen

Mo P vl GO P v B
dx2+dy2( dx VZ+pZdy\ (v/p)dy VZrpIl Y

aufgrund der folgenden Rechnung:

dX)y =

(v2+p?)*"”

p? \/ﬁ( —py ):(x,y)+(;;—z+l)( —py ):

M=X+1l((dX)0i=(x,y)+

2 _.3 2 2 _ .3 29
= p+x+y_’i2):( +y_+y_’_~);):( '0)+( SJ/S/]g)

p P 2p pp -y’Ip
Fiihrt man noch einmal ¢ = y/p als einen zu y diffeomorphen Parameter ein und vergisst man
die bisherige Bedeutung von x und y als Koordinaten eines Parabelpunktes, erhidlt man die

Kurve, welche die Kriimmungskreismittelpunkte der Parabel trigt, in der Darstellung
xX=p+ 3 r

y=-pt’.

Sie heil3t neilsche Parabel, benannt nach dem im 17. Jahrhundert lebenden Mitbegriinder der
Royal Society William Neile. Bildet man einerseits (x — p)3 und andererseits y? erkennt man,
dass die parameterfreie Gleichung

PPy
(x=p) =

die obige neilsche Parabel beschreibt.

Die neilsche Parabel ist zur x-Achse symmetrisch und sie besitzt (p,0) als linken Randpunkt.
Weil bei ihr wegen

dx =3ptdt
dy = -3pridr

beide Differentiale dx und dy fiir ¢ = 0 verschwinden, handelt es sich bei diesem Randpunkt
um einen singuldren Punkt. In der Tat sieht man ihn in Bild 1.6 als eine Spitze. Im Ubrigen
stimmt der Anstieg dy/dx = —t der neilschen Parabel mit dem entgegengesetzten Parameter
tiberein: Wenn t das Intervall ] —oo; 0o[ von links nach rechts durchliuft, zieht sich die neilsche
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x=p M

Bild 1.6 Parabel mit Scheitelkrimmungskreis, Krimmungskreis an einem Parabelpunkt und mit der
neilschen Parabel als Tragerin der Mittelpunkte der Krimmungskreise

Parabel von oben steil herab, verliert an Anstieg bis sie in der Spitze (p,0) abflacht, wonach sie
zunehmend steil in die Tiefe sinkt.

In einem zweiten Beispiel betrachten wir die durch

X=@-sing
y=1-cosg

gegebene Kurve. Sie heil$t Zykloide und ist das Beispiel einer Rollkurve. Die griechischen Wor-
ter kyklos und eidés bedeuten ,Kreis“ und ,dhnlich“. Das Bild 1.7 zeigt, wie die Kurve die Bahn
eines Punktes am Rand eines Kreises vom Radius 1 verfolgt, wenn dieser Kreis entlang der
x-Achse abrollt. In jenem Augenblick, da der Kreismittelpunkt die y-Achse bei (0,1) durch-
lauft, féllt dabei dieser Punkt mit dem Ursprung zusammen. Natiirlich ist hier wichtig, dass
der Winkel ¢ im Bogenmal} gemessen wird. Die Zykloide ist periodisch mit Periode 27. Es ge-
niigt daher, sie fiir Winkel ¢ mit 0 < ¢ < 27 zu untersuchen. Es lauten die Differentiale der
Zykloidenkoordinaten und das Differential ds der Bogenlénge folgendermallen:

dx=(1-cos¢)dy
dy=sing-dg,

ds:\/(l—cos(p)2+sin2(p.d(p: ‘/2—2C08(p-d(p=251n§-d(p,

X=p—sine

Bild 1.7 Zykloide mit dem Kreis, der entlang der x-Achse abrollt und dadurch die Kurve erzeugt
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Die Bogenlédnge s selbst errechnet sich daher als
o [sin® . dp=a[sin?-d[®) = s — 4cos ?
s—Zfst d(,0—4fsm2 d(z)—s(] 4cosz.

Setzt man hierin ¢ = 27 beziehungsweise ¢ = 0 ein und subtrahiert man die beiden Ergebnis-
se 5o +4 beziehungsweise sy —4 voneinander, erkennt man, dass die Lange eines von O = (0,0)
zu P = (27,0) fithrenden Zykloidenbogens 8 betrédgt. Ebenso einfach kann man den Inhalt der
Flache zwischen der x-Achse und dem Zykloidenbogen, des Zykloidenbogensegments, berech-
nen:

Q=27 21 2 2
f ydx:f (1-cosy) d(p:f (1-2cosg+cos®¢)de =
=0 0 0

2n

+sin¢g - cos
prsng-cosg | 4

2

= [(p —2sing +
0

Der Ursprung O, an dem ¢ = 0 ist, erweist sich als singuldrer Punkt der Zykloide. Von ihm

abgesehen besitzt sie folgenden Anstieg k und folgenden Anstiegswinkel a:

d sin i
:—y:—(p, a:arctank:arctanﬂ.
dx 1-cosg 1—-cos¢
Bei ¢ = 7, also an der Stelle S = (1,2), befindet sich der Hochpunkt der Zykloide, denn dort ist
der Anstieg Null - und es muss ein Hochpunkt sein, weil stets y = 1 — cos ¢ < 2 zutrifft. Aus der
Differentiation

da = 1 i .(I—COS(p)COS(p;SinZ(pd(p: cosq)—cosz(p—s,inzi(,o2 do =
1+ sin“ ¢ (l—cosq)) 1—-2cos@ + cos? @ +sin” @
(1-cosg)®
-1 -1
_cosp-l ol
2-2cosy 2

errechnet sich die Krimmung

da -1

ds

4sin L
2
Der Hochpunkt S, bei dem ¢ = 7 gilt, ist demnach zugleich Scheitel der Zykloide und der
Krimmungskreisradius an diesem Scheitel lautet 4. Weil bei der Zykloide

) 1 —sing
X =(¢—sing,1—-cos und dX)g = ( )
(¢—sing ) 0= | 1-cosg
2
lauten, errechnet sich der Mittelpunkt M des zum Zykloidenpunkt X gehérenden Kriim-
mungskreises als

—sing

p— 1 l_ i
M—X+K(dX)0—(<P sing,1-cos¢) 2( 1-cosg

) = (¢ +sing,—1+cosg) .
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Setzt man ¥ = ¢ + 7, ergibt sich aus

{ E=y—siny =7+ (¢ +sing)
n=1-cosy=2+(-1+cos¢),

dass im ¢-n-Koordinatensystem die Kurve der Mittelpunkte der Kriimmungskreise die gleiche
Zykloide wie oben darstellt. Im ¢-n-Koordinatensystem ist der durch ¢ = 0, = 0 gegebene Ur-
sprung waagrecht um z nach links und senkrecht um 2 nach unten gegeniiber dem Ursprung
x =0, y = 0des x-y-Koordinatensystems versetzt, und die ¢- sowie die n-Achse sind jeweils zur
x- sowie zur y-Achse parallel.

Bild 1.8 Zykloide mit Scheitelkrimmungskreis, Krimmungskreis an einem Zykloidenpunkt und mit
der darunter versetzten Zykloide als Tragerin der Mittelpunkte der Krimmungskreise

Die Zykloide ist eine der ersten Kurven, die in der neuzeitlichen Mathematik eingehend stu-
diert wurden: Galileo Galilei hat sie beim Abrollen von Zylindern an der schiefen Ebene ent-
deckt. Er verglich durch Ausschneiden von Schablonen und Messen von deren Gewichten den
Flacheninhalt des Zykloidenbogensegments mit jenem des Basiskreises vom Zylinder. Er maQ,
dass jener genau dreimal grofler ist als dieser, aber er war seinem Messergebnis gegeniiber
skeptisch. Sein Schiiler Evangelista Torricelli versuchte bereits vor Entdeckung der Differen-
tialrechnung, den Anstieg der Zykloide zu ermitteln. In einer Nacht des Jahres 1658 plagten
Blaise Pascal so heftige Zahnschmerzen, dass er nicht schlafen konnte. Erst die intensive Be-
schéftigung mit Eigenschaften der Zykloide lenkte ihn von diesen Schmerzen ab. Er und Gilles
Personne de Roberval, der ebenfalls die Zykloide untersuchte, teilten der Offentlichkeit ihre Er-
kenntnisse mit. Diese Mitteilungen verbanden sie, wie es damals {iblich war, mit einem Preis-
ausschreiben. Jener Mathematiker solle den Preis gewinnen, der ihre Entdeckungen, gestiitzt
durch eigene Beweise, nachzuvollziehen verstand. Der holldndische Gelehrte Christiaan Huy-
gens nutzte Eigenschaften der Zykloide zur Konstruktion von Zahnrddern und exakt schwin-
genden Pendeln.

B 1.3 Weitere Kurvendiskussionen

Im Allgemeinen ist es mithsam, Kurven so sehr im Detail zu diskutieren, wie es im vorigen
Abschnitt bei der Parabel und der Zykloide erfolgte, bei denen wir sogar bis zu den Kurven ihrer
Krimmungskreismittelpunkte gelangten. Oft ist diese Miihe unnétig, wenn man sich nur eine
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Skizze des Kurvenverlaufs verschaffen mochte. An zwei weiteren Beispielen sei gezeigt, wie
man mit wenig Aufwand eine hinreichende Beschreibung von Kurven gewinnen kann.

Das néchste Beispiel betrifft die durch die Gleichung
y3 -3y =2x

gegebene Kurve. Zuerst stellen wir fest, dass man diese Gleichung nach x sofort l6sen kann:
x = x(y) = (¥* - 3y) /2. Und wir halten fest, dass ein Vorzeichenwechsel von y einen Vorzei-
chenwechsel von x bewirkt, die Kurve folglich zum Ursprung O = (0,0) symmetrisch ist. Wenn
man fiir y willkiirlich 0 sowie 1, 2 und 2.5 in die nach x geldste Gleichung einsetzt, bekommt
man

xly:O:Or x|y=1=—1, x|y=2=1y xly:2‘5:4-0625'

Groflere y-Werte einzusetzen ist nicht sinnvoll, weil die entsprechenden x-Werte offenkundig
in der GréRenordnung y3/2 wachsen und im Bild 1.9 nicht unterzubringen sind. Beriicksich-
tigt man die Symmetrie der Kurve, gelangt man zur folgenden Wertetabelle:

x|-40625 -1 1 0 -1 1 4.0625
y| 25 -2 -1 0 1 2 25

Obwohl in ihr y die unabhingige und x = x(y) die abhéngige Variable ist, empfiehlt sich die
Anordnung mit der y-Zeile unter der x-Zeile. Die Ubertragung der erhaltenen Punktkoordina-

ten in die Zeichnung fallt so leichter.
V

N/ ®)

/

Bild 1.9 Die Gleichung y3 -3y = 2x als Kurve veranschaulicht: L = (-1,1) ist ihr lokaler linker Rand-
punkt, R = (1,-1) ist ihr lokaler rechter Randpunkt, der Ursprung O = (0,0) ist ihr Wendepunk.

Die Differentiation der Kurvengleichung ergibt (3y* - 3)dy = 2dx, folglich lauten der Tangen-
tenanstieg k = dy/dx und der Normalenanstieg k; = —dx/dy in diesem Beispiel

2 3 5
k—mr kJ_—Z(l_y)'
An den Kurvenpunkten (1,—1) und (—1,1) verschwindet der Nenner 3 (y* — 1) von k. Weil an
diesen Stellen der Normalenanstieg existiert (und mit 0 tibereinstimmt), sind diese Punkte
keineswegs singulér. Die Tangenten an diesen Punkten stehen zu den waagrechten Normalen
im rechten Winkel, sind daher senkrecht. Deshalb schreiben wir diesen Punkten den Anstieg
k = oo zu. Nun ergidnzen wir die obige Wertetabelle um die zugehorigen Anstiege zu

x | —4.0625 -1 1 0 -1 1 4.0625
y -2.5 -2 -1 0 1 2 2.5
k 8/63 2/9 oo -2/3 oo 2/9 8/63
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Die Angabe von k in Form von Briichen bringt den Vorteil mit sich, dass man so die Tangente
schnell zeichnen kann: Vom Kurvenpunkt aus geht man so viele Lingeneinheiten waagrecht
nach rechts, wie der Nenner des Anstiegs mitteilt, und danach so viele Lingeneinheiten senk-
recht je nach Vorzeichen nach oben beziehungsweise nach unten, wie der Zahler mitteilt. Da-
mit hat man neben dem Kurvenpunkt einen zweiten Punkt der Tangente ermittelt. Es versteht
sich von selbst, dass man beim Anstieg 8/63 die Langeneinheit Millimeter und beim Anstieg
—2/3 die Langeneinheit Zentimeter wéhlt, um sinnvoll die jeweilige Tangente konstruieren zu
kénnen. Somit hat man bereits ein ungefdhres Bild der Funktionskurve gewonnen. Beachtet
man zusitzlich, dass

——dy
3(y>-1)°

lautet, erkennt man, dass der Ursprung ein Tangentenschmiegepunkt, genauer: ein Wende-
punkt der Kurve ist. Die Tangente in diesem Punkt schmiegt sich besonders gut an die Kurve.
Man sagt: Sie oskuliert mit der Kurve — vom lateinischen osculum, das , der Kuss“ bedeutet.

Ein weiteres Beispiel betrifft die durch die Gleichung

y=4xe */?
gegebene Kurve. Bei diesem Beispiel handelt es sich um eine klassische Funktionskurve. Sie ist
von vornherein nach y gelost, aber Symmetrien sind an ihr nicht feststellbar. Bevor willkiirlich
irgendwelche Werte fiir x als Kandidaten der Wertetabelle eingesetzt werden, empfiehlt es sich,
die interessantesten dieser Werte ins Auge zu fassen. Zu diesem Zweck berechnet man nach
Differentiation

dy=4e*2dx-2xe?dx =22 - x) e *?dx
den Anstieg

k=Y oo nen.
dx

Jene Punkte mit k = 0 besitzen waagrechte Tangenten und sind, wie man sagt, ,extremwertver-
déchtig“. Im Falle der vorliegenden Kurve ist dies jener Kurvenpunkt mit x = 2. Folglich wird
dieser Wert in die Wertetabelle aufgenommen. Sodann differenziert man den Anstieg:

dk=-2e*2dx-2-x) e *%dx = (x—4) e *?dx.

Jene Punkte mit dk/dx = 0 sind ohne Krimmung. Sie besitzen mit der Kurve oskulierende
Tangenten, sind also Wende- oder Flachpunkte der Kurve. Im Falle der vorliegenden Kurve ist
dies jener Kurvenpunkt mit x = 4. Folglich wird dieser Wert in die Wertetabelle aufgenommen.
Nahe liegend ist es schliefllich, den Wert x = 0 in die Wertetabelle aufzunehmen, weil sich
y und k an dieser Stelle besonders leicht ermitteln lassen. Eigentlich gentigt bereits die aus
diesen drei Argumentwerten bestehende Tabelle, also

x|o 2 4
y |0 2943, 2165...
k[4 0 ~0.541...
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um die Kurve wie in Bild 1.10 hinreichend genau skizzieren zu kénnen: Die Tangente im Ur-
sprung begrenzt die Kurve so, dass man erkennt, wie sie im Bereich der negativen x-Achse
exponentiell schnell in die Tiefe sinkt. Die waagrechte Tangente in (2, 8/e) weist diesen Punkt
als Hochpunkt der Kurve aus. Und die Wendetangente in (4,16/e?) zeigt an, wie der Tangen-
tenanstieg zwischen x = 2 und x = 4 von 0 bis —4/ e? abnimmt und danach wieder zunimmt,
bis er im Grenziibergang x — oo gegen 0 strebt. Auch die Kurve selbst nidhert sich im Grenz-
tibergang x — oo der x-Achse von oben an. Schliefllich sei noch angemerkt, dass die Gleichung
der Wendetangente in der Form
-4
y=a +c

angesetzt werden kann. Setzt man in diese Gleichung den Wendepunkt (4, 16/ ez) ein, erhalt
man aus 16/e? = ¢ — 16/e? den Wert ¢ = 32/e?. Die Gleichung der Wendetangente lautet daher
e’y = 4(8— x). Da sie die x-Achse bei x = 8 schneidet, war die Berechnung ihres Anstiegs von
—0.541... in der Wertetabelle eine unnotige FleiBaufgabe.

Bild 1.10 Die Gleichung y = 4xe™*'? als Kurve veranschaulicht: H = (2,8/e) ist ihr Hochpunkt, W =
(4,16/¢e?) ist ihr Wendepunkt.

B 1.4 Extremwertberechnungen

Maxima oder Minima von Funktionen, die in einem kompakten Intervall nicht nur stetig, son-
dern sogar stetig differenzierbar sind, konnen am Rande des Intervalls auftreten. Wenn sie
aber im Inneren des Intervalls auftreten, muss dort die Ableitungsfunktion dieser Funktion
verschwinden. Denn die Gleichung

fx+Ax)= f(x)+ f () Ax+0(AX)

zeigt, dass bei einem positiven f’ (x) nahe rechts bei x Funktionswerte auftauchen, die groRer
als f (x) sind, und nahe links bei x Funktionswerte auftauchen, die kleiner als f (x) sind. Und
bei einem negativen f’ (x) gilt bei vertauschten Seiten das Gleiche.

Diese Beobachtung kann man aufgrund der Gleichung

flx+Ax,y+Ay)=f(x,y)+Dif (x,y) Ax+ Dz f (x,y) Ay + 0(Ax) + 0(Ay)
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auch bei Funktionen f durchfiihren, die in einem Gebiet der x-y-Ebene stetig differenzierbar
sind: Betrachten wir einen kompakten Teilbereich dieses Gebietes, der von einer geschlosse-
nen Jordankurve begrenzt wird, kann diese Funktion ihr Maximum und ihr Minimum entwe-
der auf den Punkten dieser Randkurve annehmen oder aber nur dann im Inneren dieses kom-
pakten Teilbereichs, wenn an diesen Stellen die beiden Ableitungsfunktionen D; f und D, f
die Werte Null annehmen.

In die Sprache der Variablen iibersetzt, bedeutet dies: Sucht man von einer Variable z, die von
x und y abhéngt, im Inneren des kompakten Teilbereichs die extremwertverdachtigen Stellen,
koénnen diese nur an jenen Stellen vorliegen, fiir die

0z
ox

0z

0 d —=0
un 3y

zutrifft.

Sucht man auf der Randkurve des Teilbereichs die extremwertverdédchtigen Stellen und be-
schrinkt man sich zunichst auf ein glattes Bogenstiick der Randkurve, das durch die Glei-
chung w (x,y) = ¢ mit einer Konstante ¢ gegeben ist, liegt die Aufgabe vor, einerseits die ex-
tremwertverd4chtigen Stellen von z = z(x, y) aufzuspiiren - dies nennt man die Hauptbedin-
gung — und andererseits die Gleichung w (x, y) = ¢ zu beriicksichtigen — dies nennt man die
Nebenbedingung. In diesem Fall empfiehlt es sich, sowohl die Haupt- als auch die Nebenbe-
dingung zu differenzieren und beide Differentiale Null zu setzen: das Differential von z des-
halb, weil Extrema gesucht werden, und das Differential von w deshalb, weil ¢ differenziert
Null ergibt. So erhilt man das Gleichungssystem

0z 0z
dz=—dx+—dy=0
z ix x+6y y

ow ow
dw=— —dy=0
w 6xdx+ dy y

Wire die Determinante

0z 0z
ox oy
ow Ow
ox dy

der Koeffizienten von dx und dy in diesem Gleichungssystem von Null verschieden, kénnte
das System nur dx = dy = 0 als Lésung besitzen. Dies aber ist auszuschlieBen, weil x und y auf
dem glatten Bogenstiick der Randkurve variieren diirfen. Folglich muss diese Determinante
verschwinden. Es muss also

0z 0w _ 0z 0w
dx dy 0Oy dx
zutreffen. Das Gleiche besagt die leicht zu merkende Formel

0z ow_oz ow
dx dx 9y dy
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Der Proportionalitdtsfaktor (0z/0x) : (Qw/dx), der mit (0z/dy) : (0w/dy) iibereinstimmt, wird
nach dem Erfinder dieser Methode der lagrangesche Multiplikator genannt. Diese Beziehung
zusammen mit der Nebenbedingung fiihrt im Allgemeinen zu den extremwertverdédchtigen
Stellen an den glatten Bogenstiicken der Randkurve.

Schlie@lich sind jene Stellen der Randkurve gesondert nach extremwertverddchtigen Stellen
zu untersuchen, bei denen die Randkurve nur stetig, aber nicht glatt ist.

Anhand von vier einfachen Beispielen sei gezeigt, wie bei der Suche nach Maxima und Minima
vorgegangen werden kann.

1. In diesem Beispiel liegt eine quadratische Blechplatte vor, von der an jedem Eck kleine,
gleich grofle Quadrate so abgeschnitten werden, dass nach Aufbiegen und Verl6ten der vier
entstandenen Randrechtecke eine Blechschachtel von moglichst groflem Volumen entsteht.
Es stellt sich die Frage, wie grof$ die Seitenldnge der abzuschneidenden Quadrate zu wéhlen
ist.

Bild 1.11 Quadratische Blechplatte, die nach Abtrennen von vier kleinen Quadraten an den Ecken zu
einer Blechschachtel verformt werden kann.

Wenn a die Seitenldnge des urspriinglichen Quadrats und x die Seitenlédnge der abzuschnei-
denden Quadrate bezeichnen, variiert x offenkundig im Intervall [0; a/2], wobei an den bei-
den Grenzen x = 0 und x = a/2 das erhaltene Schachtelvolumen verschwindet. Es handelt sich
hier um die beiden Minima des Volumens V, nach denen klarerweise nicht gefragt wurde. Von
Interesse ist das Maximum des sich aus der Formel V = x (a — 2x)? ergebenden Volumens. Dif-
ferentiation ergibt

dV = (a-2x%dx+2x(a-2x)d(a—2x) = (a—2x)*>dx —4x (a—2x) dx

also

ov dv 2
—=—=(a-2x)"—-4x(a—-2x)=(a—-2x)(a—6x) .
ox dx
Setzt man 0V /0x = 0, bekommt man die uninteressante Randextremumstelle x = a/2 und die

gesuchte Maximumstelle x = a/6 als Losungen.

2. In der ndchsten Aufgabe soll einem gleichschenkligen Dreieck, dessen Basis ¢ und dessen
Basishohe h lang sind, ein auf der Basis ruhendes Rechteck mit mdoglichst grofem Fldchenin-
halt eingeschrieben werden.

Bei diesem typischen Schulbeispiel bezeichnen 2x die waagrechte Linge und y die senkrechte
Hohe des gesuchten Rechtecks. Offenkundig gilt es, das Maximum des Flacheninhalts F =2xy
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Bild 1.12 Einem gleichschenkligen Dreieck ist ein auf der Basis ruhendes Rechteck eingeschrieben.

unter der Nebenbedingung 2x : (h—y) = ¢: h, die man zu 2hx + cy = hc umformen kann, zu
berechnen. Bei dem sich daraus ergebenden Gleichungssystem

dF =2ydx+2xdy=0
d(2hx+cy)=2hdx+cdy=0,

das sich zu

ydx+xdy=0
2hdx+cdy=0

vereinfacht, muss die Proportionalitét
y:2h)=x:c

bestehen, die man auch inder Form 2x : y = ¢: h schreiben kann. Damit ist die Form des Recht-
ecks durch jene des umschreibenden gleichschenkligen Dreiecks festgelegt. Beachtet man,
dass aus 2x : y = ¢ : h und der Nebenbedingung die Gleichung 2x : y = 2x : (h— y) und somit
y = h— yfolgt, sieht man, dass y = h/2 und x = ¢/4 sein muss.

3. Es sollen die groBten und kleinsten Werte ermittelt werden, die
2 2
z=e " (263 +3y7)

innerhalb des von x? + y? = 4 begrenzten Kreises annimmt.

Hier haben wir die beiden Fille zu unterscheiden, ob z = z (x, y) im Inneren der Kreisscheibe
oder ob z = z(x, y) am Kreis berechnet wird. Im ersten Fall, bei dem x und y der Ungleichung
x% + y? < 4 gehorchen, ergibt sich aus

dz=e Y (2x2+3y2)d(-x2 - y2) +e ¥V (4xdx +6ydy) =
= e (2x% +3y2) (-2xdx - 2ydy) + e ¥V (4xdx +6ydy) =
=e ¥V ((—4x3 —6xy? +4x)dx + (-6)° —4x2y + 6y)dy) =
=2x(2-2x2 -3y e ¥V dx+2y(3-2x2-3)2) e V'dy

die Forderung

0z 2 2\ —x2—y2
— =2x(2-2x°-3y°)e™* ¥V =0
3. = 2l V)
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und
G_Z

-9 _2 2 _ 2 —xz—yzz ,
5y =2y B2 =3ye

die zu den beiden Gleichungen x (2 —2x? —3y?) = 0 und y (3 —2x* - 3y?) = 0 fiihrt. Die erste
dieser Gleichungen besitzt die Lésung x = 0, die bei y # 0 in die zweite Gleichung eingesetzt
zur Forderung 3 —3y% = 0, also zu y = +1, fiihrt. Die zweite dieser Gleichungen besitzt die
Losung y = 0, die bei x # 0 in die erste Gleichung eingesetzt zur Forderung 2 — 2x? = 0, also zu
x = %1, fithrt. Waren sowohl x als auch y von Null verschieden, ergébe sich aus den beiden For-
derungen 2x2+ 3y2 =2 und 2x%+ 3y2 =3 ein Widerspruch. Darum kann es neben (x, y) =(0,0)
und (x,y) = (0,#1), (x,y) = (+1,0) keine weiteren Losungen geben. Die zugehérigen Werte fiir
z lauten:

2
le:O,y:O =0, le:il,y:O = E’ le:O,y:il ==
Innerhalb des Kreises nimmt z folglich an der Stelle (x, y) = (0,0) sein Minimum 0 und an
den Stellen (x, y) = (0,+1) sein Maximum 3/e an. Die Punkte (x,y,z) = (+1,0,2/e) sind zwei

sogenannte Sattelpunkte der durch

z=e ¥V (2x2 +3)7)

(2)
z=3/e
z=2/e
mz% }
x=1 x=0 x=-1 y=—1 y=0 y=1

Bild 1.13 Kreuzriss und Aufriss der durch z = e =~ (2x? +3y?) gegebenen Flache

gegebenen Fldche, die sich oberhalb der x-y-Ebene erstreckt: Setzt man y = 0, betrachtet man
in Bild 1.13 links den Kreuzriss dieser Fliche, sieht man, dass bei (x, y,z) = (0,0,0) das ,Tal*
der Fldche vorliegt, sich sodann die x-Linie der Fldche bei Entfernung von diesem Tal in die
Hohe hebt und an den Stellen (x, b2 z) = (+1,0,2/e) ihr Maximum - doch nur bezogen auf die
x-Linie! - erreicht, sodann aber wieder in die Tiefe sinkt und sich der x-Achse ndhert. Fast
das gleiche Bild ergibt sich, wenn man x = 0 setzt, man in Bild 1.13 rechts den Aufriss der
Fldche betrachtet, nur dass diesmal (x, y,z) = (0,%1,3/e) die beiden echten Gipfel der Fliche
darstellen. Betrachtet man auf der Fldche jene ¢-Linie mit Radius 1, die in der x-y-Ebene durch
X%+ y2 =1 gegeben ist, wandert man gleichsam auf der Fliche vom Gipfel [x, b z) =(0,-1,3/e)
bei ¢ = —n/2 hinunter zum Sattelpunkt (x, b2 z) =(1,0,2/e) bei ¢ =0, von diesem wieder hinauf
zum Gipfel (x,,z) = (0,1,3/€) bei ¢ = /2, dann wieder hinunter zum Sattelpunkt (x, y, z) =
(—1,0,2/e) bei ¢ = m und von diesem schlieBlich wieder hinauf zum Gipfel (x, y, z) = (0,—1,3/e)
bei ¢ = 37/2. Die Maxima (x, y,z) = (£1,0,2/e) entlang der x-Linie sind somit zugleich die
Minima entlang der ¢-Linie. Eben dies kennzeichnet diese beiden Punkte als Sattelpunkte.



