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Vorwort

Das vorliegende Repetitorium der Funktionentheorie ist fiir Physik-, Mathematik-
und Ingenieur-Studenten gedacht zum Gebrauch wihrend des Studiums und zur
Priifungsvorbereitung. Es deckt in etwa den Stoff einer Einfiithrungsvorlesung
in die Funktionentheorie einer Verénderlicher ab.

Auf den ersten 130 Seiten findet man eine Zusammenstellung der wichtigsten
Definitionen und Sétze. Sie werden ergédnzt durch Methoden, Kochrezepte und
Beispiele. Es wurde versucht, das Buch so unabhéngig wie moglich zu schrei-
ben, ohne seinen Umfang zu sprengen. Ca 400 Aufgaben mit Losungen fiillen
die restlichen 200 Seiten.

Das Funktionentheorie Repetitorium schliesst sich in Gestaltung und Inhalt
an die Repetitorien der Analysis und der Differentialgleichungen an, die seit
1991 vom gleichen Verfasser und im gleichen Verlag erscheinen. Die dort im
Vorwort gemachten Bemerkungen gelten auch fiir dies Repetitorium, insbe-
sondere der Hinweis, dass ein Repetitorium keine systematische Einfithrung in
das betreffende Teilgebiet der Mathematik ist, sondern eine komprimierte Zu-
sammenfassung von Ergebnissen und Definitionen. Fiir Beweise verweise ich
auf die Lehrbiicher des Literaturverzeichnisses im Anhang, manche finden sich
auch unter den Ubungsaufgaben.

Hannover, den 1.8.2007
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Teil T
Theorie

1 Komplexe Zahlen

1.1 Definition

Das Standardmodell der komplexen Zahlen

Reelle Zahlen kann man sich als Punkte einer Geraden, komplexe Zahlen als
Punkte einer Ebene vorstellen. Genauer:

Definition:

Die Paare (x,y) € R? reeller Zahlen x,y bilden zusammen mit den durch

(z,y) + (u,v) == (T +u,y+0v) (1)
(z,9) - (w,v) = (zu—yv,2v+ yu) (2)

definierten Operationen einen (kommutativen) Korper. Er heifit der Korper
C der komplexen Zahlen.

Ublicherweise identifiziert man die reellen Zahlen 2 € R mit den Punkten (=, 0)
auf der z-Achse. In diesem Sinne ist C ein Oberkdrper von R.
Genauer: Die Abbildung ¢: x — (z,0) ist ein injektiver Korperhomo-
morphismus von R in C. Insbesondere gilt ¢(z) + ¢(y) = ¢(z + y) und
o(x) - oly) = p(z - y) . Man sagt "R wird durch ¢ in C eingebettet “ und
schreibt meist R statt ¢(R) und « statt (z,0).
Fir i:=(0,1) gilt i* = (—i)? =-1.
Jede komplexe Zahl z € C lisst sich eindeutig in der Form z = (z,y) = x+1y
mit reellem 2 und y schreiben (sog. cartesische Darstellung). Realteil x =: Re z
und Imagindrteil y =:Imz heilen die cartesischen Koordinaten von z.
Auch der Imaginérteil ist eine reelle Zahl!
Esist z=Rez+ilmz und es gilt:

z=w <= Rez=Rewund Imz=Imw.

Das multiplikativ Inverse von z = z + iy # 0 ist

_ 1 z T —1y
1
TS ITRE T e O

Die x-Achse heifit reelle Achse R, die y-Achse die imagindre Achse iR von C.
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Algebraische Charakterisierung

Satz:
Es gibt bis auf Isomorphie nur einen algebraischen Erweiterungskorper zwei-
ten Grades von R, nidmlich den Kérper C der komplexen Zahlen.

Algebraisch ist C nur bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. In Aufgabe 7.1.A
finden Sie einen zu C isomorphen Korper von Matrizen.

Tieferliegender ist der

Satz von Frobenius:
Es gibt bis auf Isomorphie nur einen endlich dimensionalen echten kommuta-
tiven Erweiterungskorper von R, namlich C.

D.h.: Ist K D R ein kommutativer Erweiterungskérper von R mit R # K und
dim[K : R] < o0, so ist dim[K : R] = 2 und K ist isomorph zu C. Die Qua-
ternionen bilden einen nichtkommutativen Erweiterungskorper der Dimension
4 iiber R. Die rationalen Funktionen oder die meromorphen Funktionen bilden
unendlich dimensionale kommutative Erweiterungskorper von R.

1.2 Rechnen in C

In C kann man (mit ‘+’ und ¢’) rechnen wie in jedem anderen Kérper. Insbe-
sondere gelten alle Regeln, die direkt aus den Korperaxiomen folgen, wie z.B.
die Binomialformel und die Formel fiir die endliche geometrische Reihe. Eine
Liste der Korperaxiome finden Sie z.B. in [RA1] Abschnitt 1.1.4.

Dagegen kann C nicht angeordnet werden, d.h. es gibt keine lineare Ordnung
¢ <’ auf C derart, dass die Monotonieaxiome

r<y = z+z<y+z und <y, z2>0 = zz<yz (1)

fiir Addition und Multiplikation erfiillt sind. In angeordneten Koérpern gilt
nimlich 1 >0, -1 < 0 und 22 := -2 > 0 fiir alle 2. Also kann C

wegen ¢-¢= —1 < 0 nicht angeordnet werden.
Aus Ungleichungen wie z.B. ‘a < b’ folgt in der Funktionenthenria ctate o h = R
2+W
A
- A
1.2.1 Komplexe Konjugierung | RS
w z

Ist z =2+ 1y, x,y € R, so heifit Z := = — iy die zu
z konjugiert komplexe Zahl. -
Geometrisch entspricht die Konjugierung der Spiege-

lung an der 2-Achse. w z
Die Konjugierung {z — Zz} ist ein Kérperautomor- o
phismus von C, d.h. es gilt E»«W\f/ vy,

z+w=Z+w und zZ-w=7% -w fiir alle z,w € C.
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Der Korper der reellen Zahlen besitzt aufler der Identitét keinen Automorphis-
mus. C besitzt unendlich viele Kérperautomorphismen. Die komplexe Konju-
gierung ist nur einer davon. Allerdings gilt: Ein Kérperautomorphismus von
C, der R punktweise fest ldsst, ist notwendig die Identitdt oder die komplexe
Konjugierung. Siehe dazu Aufgabe 7.1.C.

Rechenregeln: Fiir z,w € C gilt:

ztw = Zxw Z-w = Z-Ww
o = W (w#0) @ = =

z4+zZ = 2Rez z—2Z = 2ilmz
Z=2z <+ z€R Z=—z <<= ze€iR

1.2.2 Betrag und Argument, Polarkoordinaten

Definition:

Der Betrag |z| einer komplexen Zahl z = x4+ iy € C (z,y € R) ist der
gewohnliche euklidische Betrag des Vektors (x,y) € R? | also der Abstand
von z zum Ursprung 0 :

lz| = Va2 +92; [P =249y =2-%.

Rechenregeln: Fiir z,w € C gilt:

|z| >0 2] =0 <= 2=0

|2 w| = |z] - w] 2| = [7|

z |z 1 . z

—_— = — —_ = = — O
‘w’ |w] c=F ToE 70
[l2] = |wl| < |2+ w| < [2] + |w| 2| = |w| = |z — wl

|Re z| < |z [Im z] < |z

2/z] = [z/2] =1 (2#0)
Mit Hilfe des Betrages r := |z| lidsst sich jede komplexe Zahl z = x + iy in der
Form
2z = r(cosp +ising) = re?
mit r, o € R, r > 0 darstellen (Eulersche Formel). Zur komplexen Exponenti-
alfunktion siehe 2.6.1.

Jede derartige reelle Zahl ¢ heifit ein Argument von z, geschrieben ¢ = arg z.
Betrag und Argument heiflen die Polarkoordinaten von z.

Im Gegensatz zum Betrag ist das Argument einer komplexen Zahl nicht ein-
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deutig definiert. Fiir z # 0 ist es nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27
bestimmt. Fiir r;s > 0, ¢, ¢ € R gilt

re? =se¥ <= r=s5 und p=1v¢ +2kn fireinkcZ. (2)

z = 0 besitzt jede reelle Zahl als Argument. In manchen Biichern wird aller-
dings fiir die komplexe Zahl 0 kein Argument definiert.

Fir z=xz+iy=re", x,y,7,0 € R, r >0 gelten die

Umrechnungsformeln: =
o
T =1TCosyp r = /x2+y2 'f:\ |7
y=rsing tang = y/x (%) [ I

Achtung ! Gleichung (x) ist mit Vorsicht zu genieen. Einmal ist sie fiir z =0
sinnlos. Zum anderen ergibt sich der richtige Winkel immer erst durch Uber-
priifen des Quadranten, in dem der betrachtete Punkt liegt. Die Winkel ¢ und
¢ + m haben denselben Tangens. Das Vorzeichen von x oder y liefert den rich-
tigen von den beiden.

Fiir z # 0 gibt es ein eindeutig bestimmtes Argument ¢ mit —7 < ¢ < 7 .
Dieser Winkel ¢ =: Argz heifit auch Hauptwert des Arguments von z.

Als Winkel zwischen zwei komplexen Zahlen z = x+iy,w = u+iv #* 0 definiert
man

<(z,w) = |Arg(z/w)| = arccos zutyy (3)
|2 - |wl
Aus den Additionstheoremen von sin und cos folgt
re? . seV = [7(cos p + ising)] - [s(costp + isine)]
= rs [cos(ga + ) + isin(p + 1/))} (4)

= rse!¥ty)

D.h. geometrisch bewirkt die Multiplikation
mit der komplexen Zahl w = s(cos ) +isin )
eine Streckung um den Faktor s = |w| und
eine Drehung um den Winkel ¢ = argw .
Fiir Quotienten und Konjugierte komplexer
Zahlen gelten die Rechenregeln:

ip
L N

. reiv = re i
se s

Auf Grund dieser einfachen Regeln sind Polarkoordinaten fiir die Multiplikation
komplexer Zahlen besser geeignet als cartesische.
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1.2.3 Potenzen und Wurzeln

Potenzen:

Komplexe Zahlen werden zweckmifig in der Polarkoordinatendarstellung po-
tenziert. Fiir z = r e = r(cosy +ising) gilt (Formel von Moivre)

2" = (r ei‘P)n = r"e™? = r"(cosng +isinng) . (5)
Natiirlich kann man 2™ auch in cartesischen Koordinaten mit Hilfe der in jedem

Korper giiltigen Binomialformel berechnen (deutlich ungiinstiger).

Potenzfunktionen mit beliebigen Exponenten werden mit Hilfe von Exponenti-
alfunktion und Logarithmus definiert (siehe 2.6.4). Man setzt

2W = eWIo8F fiir 2 £ (). (6)

Wurzeln:

Zu jeder komplexen Zahl w = re®® #£ 0, 7,0 € R, r > 0 gibt es genau n
verschiedene komplexe Zahlen z mit 2" = w , die sog. n-ten Wurzeln von w.
Und zwar sind dies die Zahlen

o 1= A AR p1/n [oog (£ 4 B20) 4 jsin (2 + k2T)] (7)

mit K =0,1,...,n— 1 (Formel von Moivre).

Dabei ist 71/" = %/r die eindeutig bestimmte
positive reelle n-te Wurzel von r > 0 .

w = 0 besitzt natiirlich nur z = 0 als einzige n-
te Wurzel. Fiir w # 0 bilden die n verschiede-
nen n-ten Wurzeln die Ecken eines regelméfi-
gen n-Ecks mit dem Nullpunkt als Mittel-

punkt. Sie haben alle den gleichen Betrag /™
und gehen durch Drehung um o = 27” inein-

ander iiber.

vw ist im Komplexen nicht wie im Reellen eindeutig definiert. In C bezeichnet
Jw irgendeine der beiden Quadratwurzeln von w.

Die n-ten Wurzeln von w = 1 heiflen die n-ten Einheitswurzeln:
Enk = ei2kT/n _ cog (k2%) +isin (k2Z) | k=0,1,...,n—1 (8)
Die n-ten Einheitswurzeln bilden eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

Thre erzeugenden Elemente heiflen primitive n-te Einheitswurzel.

Primitive n-te Einheitswurzeln sind also solche, deren Potenzen alle n-ten Ein-
heitswurzeln durchlaufen. €, 5 ist genau dann primitiv, wenn ggT(n, k) =1 .
Sicher ist &,1 = e2™/" primitiv.
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Quadratwurzeln in cartesischen Koordinaten:

Die beiden Quadratwurzeln von w :=wu+iv # 0, u,v € R, sind

3wt )+ /5 (—ut |w]) fiw o #0
z12 =% ]w| =Vu firv=0, u>0

iv/|w| =iv—u firv=0, u<0
Fiir p,q € C gilt wie im Reellen die Formel:

1
P +prtqg=0 < 2:7215 p? —4q .
Dabei ist +/p? — 4qg eine der beiden Quadratwurzeln von p? — 4q .

1.3 Geometrisches

Die komplexen Zahlen sind Punkte der reellen Ebene R?. Ebene Punktmen-
gen lassen sich daher mit komplexen Zahlen beschreiben. Wir geben ein paar

Beispiele, weitere siche Aufgabe 7.2.B.

Gerade Halbebene
l/ §
b S
L&
Q e
— 2 B

/\ L\\
g={z=a+th;teR} H={z;Re(z/a) <1}
Parallelstreifen Kreis

ﬂ‘;?/%

T

S={z;1<Re(z/a)<p} Br(20):={z;|z— 20| <71}
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Einheitskreis Kreisring

//\,bE
= =R
/
E:={ze€C;z|] <1} A(zg,m,R) :={z;r<|z—2)| <R}
OE:={z€C;|z|]=1} (0<r<R<o)
Strahl Winkelraum

//
.. W I
+
s:={z;arg(z—2) =a} W:={z; 01 <arg(z —20) < B2}
Ellipse Hyperbel
\
\
HF O
S —— N\
e
/ N
A A
/ \‘21\\
\
; |z—21|—|z—22||:a}

{
<

E={z;lz—z1|+|z—22|=a} H=
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1.4 Die komplexe Zahlenkugel

1.4.1 Erweiterte Ebene @

Es ist zweckmifBig, die Zahlenebene C um einen zusétzlichen Punkt oo ¢ C zu
erweitern.

Definition:

C:=CU{oo} heiBt erweiterte Zahlenebene.

R:=RU {oo} heifit auch erweiterte reelle Gerade.

Eine Teilmenge U C C heiit Umgebung von oo, wenn U den Punkt co und
das Auflere {|z| > r} einer Kreisscheibe enthilt.

Dadurch wird (zusammen mit der euklidischen Topologie auf C) eine Topo-
logie T auf C definiert. C ist mit dieser Topologie ein zusammenhéngender,
kompakter Hausdorff-Raum (die sog. Fin-Punkt-Kompaktifizierung von C).
Die Topologie T ist eine metrische Topologie. Sie wird durch die chordale Metrik
X (siehe Abschnitt 1.4.3) erzeugt.

Zu metrischen Rdumen siehe Abschnitt 1.5.1, zur Definition von Topologien
siche auch [RA2 6.1.1].

oo ist keine komplexe Zahl. C ist kein Korper. Es ist aber sinnvoll, die Rechen-
operationen zumindest teilweise auf C fortzusetzen. Man definiert:

1) o042z := 2400 = 0 firalle ze€C
2) o0z = z00 := oo firalle z € C\{0}
3) Z =0 firalle zeC.

00
4) % = oo firalle z € C\{0}.

0
Nicht definiert werden Ausdriicke der Form oo+ oo, 0-00 , > ' 0
00

1.4.2 Stereographische Projektion

Ein geometrisches Modell der erweiterten Ebene erhélt man durch die stereo-
graphische Projektion. Sei

si={En0erR e +nt+ (-4 =1} &)

die Kugeloberfliche im R? mit Mittelpunkt (0,0, 3) und Radius 1 .
S heifit auch (Riemannsche) Zahlenkugel.
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Vom Nordpol N := (0,0,1) der Zahlenku-
gel S wird S\{N} bijektiv auf die Ebene
E :={(z,y,0); z,y € R} projiziert. Iden-
tifiziert man F mit C | (z,y,0) mit x4y ,
so entspricht dieser geometrischen Projek-
tion die Abbildung

S\{N}—-C
o = €n.0) - fl—tzg (2)

Durch o(N) := 0o wird o zu einer bijektiven Abbildung der ganzen Zahlen-
kugel S auf die erweiterte Zahlenebene C = CU {oco} fortgesetzt.

Fiir die Umkehrabbildung o~ ! gilt:

o o) = (0,0,1) , o7'(2) = %MQ (Rez,Imz,|z|?) . (3)

Wir werden héufig die erweiterte Ebene mit der Zahlenkugel identifizieren und
beide mit dem Symbol C bezeichnen.

Achtung: In vielen Lehrbiichern wihlt man als Modell der Zahlenkugel die
Einheitssphére { (£,7,0); & +n*+¢* =1} C R® und projiziert diese vom
Nordpol (0,0,1) auf die Ebene. Die Transformationsformeln sind dann:

~ ) ~ 1
a(&,n,¢) = itlg; o Hz2) = TEE1 (2Rez,2Imz, 2] — 1) .

Eigenschaften der stereographischen Projektion

1. Die stereographische Projektion o: S — C ist bijektiv. Sie bildet die
im Nordpol gelochte Zahlenkugel S\{(0,0,1)} bijektiv auf die komplexe
Ebene C ab.

Insbesondere wird der Kugelaquator auf den Einheitskreisrand JE abge-
bildet.

2. o und o~ ! sind Isometrien bzgl der chordalen Metrik auf C und der
euklidischen Metrik auf der Kugel S C R3 , d.h. fiir z,w € C gilt

x(z,w) = [[o7H(z) =0 (w) || - (4)

o und o~ ! sind daher stetig (und damit Hom&omorphismen) bzgl der
entsprechenden Topologie T auf C und der durch die euklidische Topologie
erzeugten Relativtopologie auf S C R3 .

3. o und o~ ! sind winkeltreu, d.h. ¢ und o¢~! erhalten die Winkel zwi-
schen differenzierbaren Kurven bzw ihren Tangenten. Beweis siehe Auf-
gabe 7.4.A.
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4. ¢ und o~ sind kreisverwandt, d.h. sie bilden Kreise auf Kreise ab. Beweis
siehe Aufgabe 7.4.B.

Dabei sind Kreise in C definiert als Kreise in C oder Geraden in C zu-
sammen mit dem Punkt co. Die letzteren ‘entarteten’ Kreise heiflen auch
Geraden in C. Kreise in S sind nicht-triviale Schnitte von Ebenen mit
der Kugelfliche S.

Unter der stereographischen Projektion entsprechen die Geraden in C bi-
jektiv den Kreisen in S durch den Nordpol N = (0,0,1) .

1.4.3 Chordale Metrik
3 1/2

Der euklidische Abstand d(Z,9) := ||# — 7| = Z(:Ek —yK)? auf der

k=1
Zahlenkugel S induziert mit der stereographischen Projektion die sog. chordale
Metrik x(z,w) in C. Man definiert

X(z,w) =] o7 z) — o7 (w) || fiir z,w € C (5)
und erhélt
|z —w|

VN ST
(Z OO) — ;
x(z, EE

Auch die Formeln (6) und (7) dndern sich natiirlich, wenn man ein anderes
Modell der Zahlenkugel w&hlt.

Die chordale Metrik x ist eine Metrik auf C. Sie erzeugt auf C die gleiche
Topologie wie die euklidische Metrik d(z,w) := |z — w| .

x(z,w) fir z,weC und (6)

fir z€C. (7)

Zu metrischen Radumen siehe Abschnitt 1.5.1. Fiir Aufgaben zur stereographi-
schen Projektion siehe Abschnitt 7.4.
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1.5 Topologisches

Zur Definition der topologischen Grundbegriffe siehe z.B. Kapitel 6 aus [RA2].
Hier werden nur die wichtigsten wiederholt.

C ist mit der euklidischen Norm |z| := /22 4+ y? = ||(z,y)|| ein zweidimensio-
naler normierter Vektorraum iiber R. Insbesondere ist er ein metrischer Raum
mit der sog. euklidischen Metrik d(z,w) := |z—w| und damit ein topologischer
Raum.

C =CuU{oo} ist mit der chordalen Metrik x(z,w) (siehe Abschnitt 1.4.3) ein
kompakter metrischer Raum.

Auf C sind die Metriken d und x dquivalent, d.h. sie erzeugen dort die gleiche
Topologie.

Wenn nichts anderes gesagt ist, arbeiten wir in R und C stets mit der euklidi-
schen, in C mit der chordalen Metrik bzw Topologie.

1.5.1 Metrische Riume

Definition:
Sei X eine nicht leere Menge. Eine Abbildung d: X x X — R heifit Metrik
oder Abstand auf X, falls fiir alle x,y, z € X gilt

(1) Positivitdt d(z,y) >

(2) Definitheit d(z,y) =0 < z=y
(3) Symmetrie d(z,y) = d(y,x)

(4) Dreiecksungleichung d(z,z) < d(z,y)+ d(y, 2)

Ein metrischer Raum (X, d) ist eine nicht-leere Menge X zusammen mit einer
Metrik d auf X.

Sei (X, d) ein metrischer Raum und @ # M C X . Dann ist auch M mit der
Einschrénkung d| Ay €1 metrischer Raum (sog Relativraum).

diam M := sup{d(x,y); x,y € M} (1)

heiflt der Durchmesser von M. Evt ist diam M = oo . Meist definiert man
diam @ :=0 .
Ist diam M < oo , so heif3t M beschrinkt, andernfalls unbeschrankt.

Der Abstand zweier nicht-leerer Teilmengen A, B eines metrischen Raumes
(X,d) und der Abstand eines Punktes a zu einer Menge B # () sind

d(A,B) :=inf{d(a,b);a € A, be B} , d(a,B):=d({a},B) . (2)
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Esist d(A,B)=d(B,A) und d(A,B)=0falls ANB#( .

Der Abstand zweier disjunkter, auch zweier abgeschlossener disjunkter Men-
gen kann Null sein. Dagegen ist der Abstand einer kompakten und einer dazu
disjunkten abgeschlossenen Menge stets positiv (siche z.B. [RA2] 6.4.1.B).

Offene Mengen, innere Punkte, Umgebungen

Sei weiterhin (X, d) ein metrischer Raum. Man definiert

1.

e-Umgebungen:
Iste > 0und z € X,soheifit B.(z) :={y € X; d(z,y) < e} e-Umgebung
von .

Umgebungen, innere Punkte:
Eine Teilmenge U C X heifit Umgebung von = und x heif3t innerer Punkt
von U, wenn U eine e-Umgebung von x enthilt.

Inneres:
MP° :={x; z ist innerer Punkt von M } heifit Inneres oder innerer Kern
von M.

Offene Mengen:
Eine Teilmenge M C X heiflt offen, wenn sie nur innere Punkte enthélt,
also wenn sie mit jedem x € M auch eine e-Umgebung von x enthélt.

() und X sind stets offen.
Offene Punktmengen D C C heiflen auch Bereiche.
M C X ist genau dann offen, wenn X\ M abgeschlossen ist.

Erzeugte Topologie:

Das System der offenen Mengen eines metrischen Raumes (X, d) bildet ei-
ne Topologie T4 auf X. D.h. beliebige Vereinigungen und endliche Durch-
schnitte offener Mengen sind wieder offen und die leere Menge und der
ganze Raum gehoren zu Ty . Man nennt T, die von der Metrik d erzeug-
te Topologie. Topologische Begriffe in metrischen Rdumen beziehen sich
immer auf diese Toplogie.

Umgebungen von Mengen:
U C X heifit Umgebung einer Teilmenge M C X, wenn U eine offene
Obermenge von M enthélt.

Ist M nicht leer und € > 0, so heift B.(M) :={zx € X;d(z,M) <e}

eine e-Umgebung von M.

Eine Umgebung einer Menge M muss nicht notwendig eine e-Umgebung
von M enthalten. Z.B. ist {x +iyeC; lyl < ﬁ} eine (offene) Um-
gebung der reellen Achse R | die keine e-Umgebung von R enthilt.
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H&ufungspunkte, isolierte Punkte, diskrete Mengen

Hiufungspunkte einer Menge:

Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X .

Ein Punkt z € X heifit Hiufungspunkt von M, wenn jede e-Umgebung von x
einen von x verschiedenen Punkt aus M enthélt.

Ist x Haufungspunkt von M, so enthilt jede e-Umgebung von x auch unendlich
viele Elemente vom M und z ist Hiufungswert (sogar Grenzwert) einer Folge
von Elementen aus M\ {z} .

Die Menge der Haufungspunkte von M wird oft mit M’ bezeichnet. M’ ist
stets abgeschlossen. Natiirlich kann M’ leer sein.

Isolierte Punkte:

Ein Punkt z € M heifit isolierter Punkt von M, wenn es eine e-Umgebung
von z gibt, die aufler  keinen Punkt aus M enthéilt. Also

x ist isolierter Punkt von M <= Je>0 : M N B:(z) = {z} .

Die abgeschlossene Hiille einer Menge M ist die disjunkte Vereinigung der
H&aufungspunkte und der isolierten Punkte von M.

Diskrete Mengen:

Eine Menge M C X heifit diskret in X, wenn sie keine Haufungspunkte in X
besitzt.

ZB.ist {1—1/n;neN} diskret in E = {|z] < 1}, aber nicht in C.

Die natiirlichen Zahlen N liegen diskret in C, aber nicht in C, da N’ = {oco0}.

Ist M diskret in X, so enthélt M nur isolierte Punkte.
Die Umkehrung ist falsch! Beispiel: {1/n;ne N} C X :=C .

Abgeschlossene Mengen, Hiille

Sei weiterhin (X, d) ein metrischer Raum.

Abgeschlossene Mengen:
M C X heiit abgeschlossen, wenn das Komplement X \ M offen ist.
M := M UM’ heilit abgeschlossene Hiille von M.

M ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M ist.

Die leere Menge @) und der ganze Raum X sind sowohl offen, als auch ab-
geschlossen. In R, C und C sind dies die einzigen offen-und-abgeschlossenen
Mengen. Natiirlich gibt es Mengen, die weder offen, noch abgeschlossen sind.

Endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen
sind wieder abgeschlossen.

Die abgeschlossene Hiille von M ist die disjunkte Vereinigung der inneren und
der Randpunkte von M : M =MUOM , M°NOM =0.
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Die Hiille M ist auch disjunkte Vereinigung der isolierten und der Hiufungs-
punkte von M .

M ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Obermengen von M:

M = ﬂ{FCX; M C F, F abgeschlossen} . (3)

Sei M C D C X . Man sagt, M liegt dichtin D, wenn D C M.

Z.B. liegen die rationalen Zahlen dicht in R (bzgl. der Betragsmetrik).
Trivialerweise liegt eine Menge stets dicht in ihrer abgeschlossenen Hiille, aber
i.a. liegt der innere Kern M einer Menge nicht dicht in M.

Randpunkte

Sei weiterhin (X, d) ein metrischer Raum und M eine Teilmenge von X.

Randpunkte:
Ein Punkt z € X heiflit Randpunkt von M, wenn jede Umgebung von x sowohl
einen Punkt aus M als auch einen aus X\ M enthilt:

z ist Randpunkt von M
= Ve>0: MNB(z)#0 und (X\M)N B:(z) #0 .

OM := {z; x ist Randpunkt von M } hei$t Rand von M.

Der Rand einer Menge M ist stets abgeschlossen und enthilt keine inneren
Punkte von M. Jedoch kann (OM)° # () sein. Z.B. gilt fir M :=Q+iQ C C
in der iiblichen Metrik (OM)° =C = oM .

Allgemein gilt OM =90(X\M)=MnNX\M .

1.5.2 Folgen, Konvergenz

Zu Folgen komplexer Zahlen siehe auch Abschnitt 1.6.1.

Sei (X, d) ein metrischer Raum und (zp)nen , kurz (x,) , eine Folge aus X
(also eine Abbildung von N in den metrischen Raum X).

(z,) heiit beschrinkt, wenn die Menge der Folgenglieder x,, beschriinkt ist, also
innerhalb einer festen Kugel liegt:

(xn) beschrinkt <= Jz€X Je>0 : {x,;n e N} C B.(x) (4)
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Haufungswert einer Folge:
Sei (z,) eine Folge in einem metrischen Raum (X, d).
¢ € X ist Hiufungswert von (x,,)
= Ve>0VnoeNIn>ng : d(z,,€) <ce.

(5)

In metrischen Rdumen ist ein Punkt £ genau dann Haufungswert einer Folge
(), wenn es eine Teilfolge (x,, ) von (z,) gibt mit z,, — ¢ .

Grenzwert einer Folge:

Sei (x,,) eine Folge in einem metrischen Raum (X, d).

¢ € X ist Grenzwert von (z,,) <= ¢ = lim z, <= z, - {flirn — oo
n—oo

<= Ve>03npeNVn>ng : d(z,,§) <e
< firalle ¢ >0 gilt d(z,,§) <e fur fast alle n
< firalle ¢ >0 gilt d(z,,§) > ¢ fir hochstens endlich viele n .

() heiit konvergent in X, wenn sie einen Grenzwert in X besitzt.

In metrischen Rdumen hat eine Folge hochstens einen Grenzwert. Sie heifit
divergent, wenn sie keinen besitzt.

Konvergente Folgen sind beschriankt, unbeschriankte Folgen sind divergent.

Cauchy-Folgen:
Sei (x,,) eine Folge in einem metrischen Raum (X, d).

(x) ist Cauchy-Folge
<= Ve>03InoeNVnm>ng : d(zn,zm) <e.

(6)

Konvergente Folgen sind Cauchy-Folgen. Die Umkehrung gilt nur in vollsténdi-
gen Raumen. Insbesondere ist eine Folge in R, C und C genau dann konvergent,
wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Vollstandigkeit

Vollstindige metrische Raume:
Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X
einen Grenzwert in X besitzt.

R, C und C sind vollstdndig. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist mit der
Betragsmetrik nicht vollstandig.

Ein Teilraum eines vollstdndigen metrischen Raumes ist genau dann vollstén-
dig, wenn er abgeschlossen ist. Kompakte Teilrdume beliebiger metrischer Rdume
sind vollstdndig.
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1.5.3 Kompaktheit

Seien (X, d) ein metrischer Raum, M C X und J eine beliebige Indexmenge.

Ein System U = {U;; j € J} von offenen Mengen U; heiit offene Uberdeckung
von M, wenn M C U,c;Uj -

Uberdeckungskompaktheit: )
M heifit kompakt (iberdeckungskompakt), wenn jede offene Uberdeckung von
M eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt, wenn sie
folgenkompakt ist, d.h. wenn jede Folge aus M einen Haufungswert in M, bzw
eine in M konvergente Teilfolge besitzt.

Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist beschréankt, abgeschlos-
sen und vollsténdig.

In C gilt wie in jedem endlich dimensionalen normierten Raum auch die Um-
kehrung. Dies ist der Satz von Heine-Borel:

Satz von Heine-Borel:
Teilmengen von C sind genau dann kompakt, wenn sie beschriinkt und abge-
schlossen sind.

Dieser Satz wird fiir unendlich dimensionale normierte Vektorrdume falsch.

Abgeschlossene Teilmengen einer kompakten Menge M sind kompakt. Da C
kompakt ist, sind in C die kompakten Mengen genau die abgeschlossenen.

Bolzano-Weierstraf$ fir Mengen:

Jede unendliche beschrinkte Teilmenge von C besitzt einen Héufungspunkt
in C. R N

Jede unendliche Teilmenge von C besitzt einen Haufungspunkt in C.

Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt.
Man sagt, eine Menge M liegt relativ kompakt in D C X, in Zeichen M € D,
wenn M kompakt ist und M C D .

Hiufig braucht man folgende Ausschipfungseigenschaft offener Mengen in C
(zum Beweis siehe Aufgabe 7.5.G) :

Satz:
Zu jeder offenen Menge D C C gibt es eine Folge offener Mengen D,, mit
DieDye..€D und UUD,=D.

Man sagt, die offene Menge D wird durch die Folge (D,,) von relativ kompakten
offenen Mengen ausgeschipft.
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1.5.4 Zusammenhang, Gebiete

Sei weiterhin (X, d) ein metrischer Raum und M eine Teilmenge von X.

Zusammenhdngende Mengen:
M C X heifit zusammenhdngend, wenn es keine offenen Mengen O;,05 C X
gibt mit:

MC01U02; MﬂOlﬁngﬂ; MﬁOl?é@ und MQOQ#(D.

Insbesondere ist der ganze Raum X genau

dann zusammenhingend, wenn () und X die O 0
einzigen offenen und abgeschlossenen Teilmen- 2
gen sind. .

R, C und C sind zusammenhéngend, Q nicht.

Zusammenhingende Mengen in R (bzgl. der M
Betragsmetrik) sind genau die Intervalle. (unzusammenhingend)

Eine Menge M C R™ heifit wegzusammenhingend (polygonal zusammenhin-
gend), wenn sich je zwei Punkte x,y € M in M durch einen Weg bzw einen
Streckenzug in M verbinden lassen. Es gilt

M polygonal zusammenhingend = M wegzusammenhéingend )
= M zusammenhingend .

Konvexe und sternférmige Mengen sind polygonal zusammenhéngend.

In Aufgabe 6.4.2.E aus [RA2] finden Sie ein Beispiel einer zusammenhéngenden
Menge M C R?, die nicht wegzusammenhingend ist.

Sind M,L C X zusammenhingend und M N L # () , so ist auch M U L
zusammenhingend.

Mit M ist auch die abgeschlossene Hiille M und jede Menge L mit M C L C M
zusammenhingend. Das Innere einer zusammenhéngenden Menge ist i.a. nicht
zusammenhingend.

Stetige Bilder zusammenhéngender Mengen sind zusammenhéngend.

Zusammenhangskomponenten:
Sei (X, d) ein metrischer Raum und z € X . Dann heifit

Z(x) = U{M C X; x € M, M zusammenhéngend }
die Zusammenhangskomponente von x in X. Z(z) ist die gréfite zusam-
menhéngende Teilmenge von X, die x enthélt.
Die Zusammenhangskomponenten einer Teilmenge M C X sind die Zusam-
menhangskomponenten des Relativraumes (M, d).

Zusammenhangskomponenten eines metrischen Raumes X sind zusammenhén-
gend und abgeschlossen in X . Sie konnen einelementig sein. Z.B. ist dies in den
rationalen Zahlen mit der {iblichen Metrik der Fall.
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Gebiete

In diesem Abschnitt betrachten wir offene Mengen in C. Viele der folgenden
Definitionen und Aussagen kann man verallgemeinern.

Gebiete:
G C C heifit Gebiet, wenn G nicht-leer, offen und zusammenhéngend ist.

Offene Mengen D C C sind genau dann zusammenhéngend - also Gebiete, wenn
sich je zwei Punkte aus D durch einen Weg, sogar durch einen Streckenzug in
D verbinden lassen (siehe Aufgabe [RA2, Aufgabe 6.2.4.B]). Man sagt, sie sind
weg- bzw polygonal zusammenhdngend.

Die Zusammenhangskomponenten offener Teilmengen () # D C C sind offen,
also Gebiete. Jede offene Teilmenge () ## D C C ist Vereinigung von hochstens
abzéhlbar vielen paarweise disjunkten Gebieten.

Ein Gebiet G C C heifit konver, wenn G mit zwei Punkten z,w € G auch die
Verbindungsstrecke z,w enthélt. Dabei ist

Z,w = {az+pw;a,fER, ,0>0, a+5=1}. (8)

Ein Gebiet G C C heifit sternformig, wenn es ein zy € G derart gibt, dass
mit jedem w € G auch die Verbindungsstrecke w, zg in G liegt. Ein derartiger
Punkt zg heifit dann Sternzentrum von G.

Kreisscheiben und Halbebenen sind konvex und sternférmig. Die geschlitzte
Ebene C\R< ist sternférmig, z.B. mit Sternzentrum 1, aber nicht konvex.

Ein Gebiet G heifit Jordangebiet, wenn es von einer Jordankurve berandet wird,
d.h. wenn sein Rand dG Tréger eines einfach geschlossenen Weges ist.

Zu einfach zusammenhingenden Gebieten siehe Abschnitt 1.5.7.

1.5.5 Wege und Zykeln

Zu Kurven und Wegen siche z.B. auch [RA2 8.2.1].

Wege:
Sei D C C offen. Ein Weg in D ist eine stetige Abbildung v: [a,b] — D eines
Parameterintervalls [a,b] C R nach D.

Man sagt, der Weg ~v : [a,b] — D lduft in D vom Anfangspunkt v(a) zum
Endpunkt v(b). Er heifit geschlossen, wenn ~y(a) = y(b) .

Ein geschlossener Weg v : [a,b] — D heiit einfach geschlossen, wenn ~ auf
dem halboffenen Intervall [a, b[ injektiv ist.

Die Bildmenge |v|:=7([a,b]) heiit Trdger (Spur) von 7.
Eine Jordankurve ist der Tréger eines einfach geschlossenen Weges bzw das
topologische Bild der Kreislinie {|z| = 1}. Es gilt der
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Jordansche Kurvensatz:

Jede Jordankurve |y| in C zerlegt C in zwei Gebiete. Genau eins dieser Gebiete
ist beschrénkt. Dies heifit das Innere oder Innengebiet Int v, das andere heif3t
Aupengebiet. || ist der gemeinsame Rand von Innen- und Auflengebiet.

Die Summe 7; + 2 von Wegen und der umgekehrte Weg —v werden wie iiblich
definiert.

Definition:
Integrationswege sind stiickweise stetig differenzierbare Wege.

Rénder von Gebieten sind oft aus mehreren Wegen zusammengesetzt. Der ent-
sprechende mathematische Begriff ist der einer Kette.

Ketten:
Sei D C C offen. Eine Kette I' in D ist eine formale Linearkombination
k

= Z n;v; von endlich vielen Integrationswegen 7; mit ganzzahligen Ko-
j=1
effizienten n; € Z .

Anders formuliert: Eine Kette I' ist eine Abbildung der Menge aller Integrati-
onswege in die ganzen Zahlen Z derart, dass I'(y) # 0 fiir hochstens endlich
viele Integrationswege -y ist.
k
Eine Kette T' = an'yj heiflt geschlossen, wenn jeder Punkt z € C unter
j=1
Berticksichtigung der Vielfachheiten n; genauso oft als Anfangspunkt eines ;
vorkommt, wie als Endpunkt. Ein Zyklus ist eine geschlossene Kette.
k
Der Triger |T'| einer Kette T' = an’yj ist die Vereinigung der Tréger |v;|
j=1

Bl o GO
| AN

Integrationsweg Kette Zyklus

mit n; #0 .
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1.5.6 Umlaufzahl, Homologie

Umlaufzahl:
Sei T ein Zyklus in C, |T'| sein Tréger und z ¢ |I'|. Dann ist die Umlaufzahl
von I' bzgl z definiert als

1 d¢

n(l,z) = i)t 9)

Das rechtstehende Integral summiert den Zuwachs von Im log(¢ — z) , also des
Arguments von ¢ — z. Siehe auch Abschnitt 6.5.1.

Die Umlaufzahl von T ist auf jeder Zusammenhangskomponente von C\ |T|
konstant und gleich Null auf der unbeschréinkten Komponente.

Wechselt man von einer Komponente von C\ |I'| zu einer anderen und iiber-
quert dabei einen einfach durchlaufenen (d.h. n; = 1) Teilweg 7; von rechts
nach links bzgl der Orientierung von -;, so wichst die Umlaufzahl um 1.

Das Innere eines geschlossenen Integrationsweges v bzw eines Zyklus I ist die
Menge derjenigen z € C, fiir die die Umlaufzahl n(T,z) # 0 ist:

IntT := {zeC;L i#o}. (10)

2mt Jp ( — 2

Homologie:

Ein Zyklus T' in D C C heifit nullhomolog in D, wenn fiir alle z € C\ D die
Umlaufzahl n(T',z) =0 ist, also wenn IntI' C D .

Zwei Zyklen I'1 und I's aus D heiflen homolog in D, wenn ihre Differenz I'y —I'y
in D nullhomolog ist.

[

'y nullhomolog 'y nicht nullhomolog
I'5, T's homolog I's, s nicht homolog

Ein Zyklus I' in D heifit Randzyklus eines relativ kompakten Bereichs B € D,
wenn gilt

OB =T, n(l,z)=1fir € Bund n(I',2) =0 fiir 2 ¢ B . (11)

Randzyklen von Bereichen B € D sind nullhomolog in D.
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1.5.7 Einfach zusammenhingende Gebiete

Definition:
Ein Gebiet G C C heifit einfach zusammenhdingend, wenn jeder Zyklus in G
nullhomolog ist.

Anschaulich: ‘Finfach zusammenhdngende Gebiete haben keine Liocher.’
Aquivalente Bedingungen sind:

G C C ist genau dann einfach zusammenhéngend, wenn
1. das Komplement C \ G auf der Zahlenkugel zusammenhéngend ist.

2. das Komplement C \ G in der Ebene keine beschrinkte Zusammenhangs-
komponente hat.

3. mit jedem geschlossenen Integrationsweg v in GG auch sein Innengebiet Int
in G liegt, also wenn jeder geschlossene Integrationsweg - in G nullhomolog
ist.

4. sich jeder geschlossene Weg in G innerhalb von G stetig auf einen Punkt
zusammenziehen lésst, d.h. wenn jeder geschlossene Weg in G nullhomotop
ist.

5. jede in G holomorphe Funktion eine Stammfunktion in G besitzt.

6. jede in G nullstellenfreie holomorphe Funktion einen Logarithmus in G
besitzt.

7. jede in G nullstellenfreie holomorphe Funktion eine Quadratwurzel in G
besitzt.

n-fach zusammenhdngende Gebiete:

Ein Gebiet G C C heilit n-fach zusammenhdingend, wenn das Komplement
C\G genau n—1 beschréinkte Zusammenhangskomponenten besitzt, bzw wenn
das Komplement C \ G auf der Zahlenkugel n Zusammenhangskomponenten
besitzt.
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1.5.8 Homotopie

Zwei Wege in einem Gebiet G C C (allgemeiner in einem metrischen oder
topologischen Raum X) heiflen homotop, wenn man sie bei festen Endpunkten
stetig ineinander deformieren kann. Genauer:

Homotopie:

Seien G C C ein Gebiet und ~1,72: [0,1] — G zwei Wege in G mit gleichem
Anfangspunkt a := 71 (0) = 72(0) und Endpunkt b := (1) = y2(1) .

~1 und 7, heiflen homotop in G (bei festen Endpunkten), wenn es eine stetige
Abbildung ®: [0,1] x [0,1] — G gibt derart, dass fiir alle s, ¢ € [0, 1] gilt:

(I)(O?t) - Vl(t) ) (I)(lat) - VQ(t) ) (I)(S,O) =a; (I)(Sv 1) =b.

Ein geschlossener Weg ~: [0,1] — G heifit nullhomotop in G, wenn er in G
zum Punktweg {¢t — ~(0)} homotop ist.

Il
% 113 : \
3 3’4.,
4
LA G \
‘ %

Lt

v1 nullhomotop Y4 nicht nullhomotop
Y2,73 homotop s, Y6 nicht homotop

Jeder nullhomotope Weg ist nullhomolog, aber nicht notwendig umgekehrt.
Z.B. ist der unten skizzierte Weg v in G := C\ {£1} nullhomolog, aber nicht
nullhomotop.

[G -
1Ll

L
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1.6 Folgen, Reihen und Produkte
1.6.1 Folgen

C ist mit dem euklidischen Abstand d(z,w) := |w — z| ein vollstdndiger
metrischer Raum. Die Konvergenz von Folgen in metrischen Raumen wurde
bereits in Abschnitt 1.5.2 definiert:

Konvergente Folgen:
Eine komplexe Folge (z,) konvergiert gegen ein ¢ € C , wenn es zu jedem
e > 0 einen Index ng gibt, so dass |z, — (| < e fiir alle n >ng .

Es gilt: Zn — (¢ <= Rez, > Re( und Imz, - Im( .

Da C vollsténdig ist, sind komplexe Folgen genau dann konvergent, wenn sie
Cauchy-Folgen sind.

Eine komplexe Folge (z,) ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn die Folge
der Realteile und die der Imaginérteile eine Cauchy-Folge ist.

Rechenregeln

1. Die konvergenten komplexen Folgen bilden mit den iiblichen Operationen
einen Vektorraum iiber C und die Abbildung {(z,) + lim 2, } ist C-linear.

2. Konvergieren z, — (, w, — w , so konvergieren auch

|z = IC] 5 2nwyn — Cw und Z—”Hé falls wy,w #0 .

n
m— (= T — (.
2n — 0 <= |2,/ = 0.

Das Produkt einer beschrankten und einer Nullfolge ist eine Nullfolge.

& v W

Arithmetische Mittelbildung &ndert nichts an der Konvergenz. Genauer:

= (= MH@ (1)
n

Zum Beweis siehe Aufgabe 7.6.B oder auch [RA1 2.2.8.A].

1.6.2 Teilfolgen und Hiufungswerte

Sei (z,) eine komplexe Folge und (ny) eine streng monoton wachsende Folge
natiirlicher Zahlen. Dann heifit (z,, )ren eine Teilfolge von (zp).

Z.B. ist (1/2k)ken eine Teilfolge von ((—1)”/n)n€N :

Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn jede ihrer Teilfolgen konvergiert.

In diesem Fall konvergiert jede Teilfolge gegen denselben Grenzwert.

Besitzt eine Folge eine divergente Teilfolge oder zwei Teilfolgen mit verschiede-
nen Grenzwerten, so ist sie divergent.
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Haufungswert einer Folge:

¢ € C heiBBt Hiufungswert einer komplexen Folge (z,), wenn es zu jedem € > 0
und jedem Index ng ein n > ng gibt, so dass |z, — (| < ¢ .

Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine Teilfolge (z,,) gibt, die gegen ¢
konvergiert.

Achtung: Man unterscheide gut zwischen dem Hdufungswert der Zahlenfolge
(zn) und dem Hdufungspunkt der Menge { z,,; n € N} .
Ist ¢ Hiufungspunkt der Menge { z,; n € N} | so ist ¢ auch Haufungswert
der Folge (z,,) .
Die Umkehrung ist falsch! Triviales Beispiel: Ist z, = ( fiir alle n, so ist
¢ Hiufungswert der konstanten Folge (z,), aber nicht Haufungspunkt der
einelementigen Menge {z,;n € N} = {(}.
Wegen der Vollstédndigkeit von C gilt

Bolzano-Weierstraf$ fir Folgen in C:
Jede beschrinkte komplexe Folge besitzt einen Haufungswert in C.

1.6.3 Konvergenz in C

Die Konvergenz von Folgen in (C wird bzgl der chordalen Metrik definiert. Also
konvergiert eine Folge (z,) aus C genau dann gegen ¢ € C , wenn der chordale
Abstand x(zn,() — 0 konvergiert.

Da die chordale Metrik x auf C dieselbe Topologie erzeugt wie die euklidische,
ist diese Definition mit der in 1.6.1 gegebenen Definition konvergenter Folgen
in C vertraglich.

Fiir Folgen (z,) aus C gilt

1
Zn — 00 <= X(2p,0) = ——= —0

V1|l

< VK eRIneNVn>ng : |z,] > K

= |zn| = ©

(2)

oo heiit uneigentlicher Hiufungswert einer komplexen Folge (z,,), wenn es zu
jedem K € R und jedem Index ng ein n > ng gibt, so dass |z,| > K . Dies ist
genau dann der Fall, wenn es eine Teilfolge (2, ) gibt, die gegen oo konvergiert.

C ist kompakt. Infolgedessen gilt

Bolzano-Weierstraf fiir Folgen in C:
Jede Folge in C besitzt einen Héufungswert in C.




