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Vorwort

Aus dem Vorwort der ersten Auflage

Zur elektrischen Antriebstechnik gibt es viele gute Bücher auf hohem und damit meist 
universitärem Niveau. Ebenso gibt es eine Reihe von Lehrbüchern, die eine Fülle an 

Überblickswissen vermitteln, mit wenig Mathematik und Hintergrund. Der Platz da-
zwischen ist ziemlich leer. Mit diesem Buch soll dieser Platz gefüllt werden, damit der 
Einstieg in die Antriebstechnik für angehende Ingenieurinnen und Ingenieure gelingt. 
Dabei folge ich einem einfachen Prinzip: Das grundlegende Verständnis ist das Wich-
tigste. Es geht um die Grundlagen. Wer die Grundlagen versteht, kann sich alles andere 

erarbeiten.

Sobald man in die Welt der elektrischen Antriebstechnik eintaucht, betritt man eine 

neue, fremde Welt. Sich in dieser Welt mit ihren Begriffen und Darstellungen zurecht-
zufinden ist schwierig. Daher ist es meiner Ansicht nach wichtig, gute Vorstellungen 

zu entwickeln. Erst wenn ich mir etwas gut vorstellen kann, kann ich es verstehen und 

dann auch damit arbeiten. Dafür braucht es auch gute Bilder. Einen besonderen Beitrag 

dazu leisten in diesem Buch die drei Figuren Farad, Henry und Ohm. Sie helfen mit, 
technische Sachverhalte und Zusammenhänge in Illustrationen zu veranschaulichen 

und auch ein bisschen unterhaltsam darzustellen.

Ich habe in diesem Lehrbuch die Inhalte oft ausgehend von Bildern entwickelt. Zusätz-
lich wollte ich ausreichend Erläuterung bereitstellen, ganz im Sinne eines Lehrbuchs. 
Daher ist dieses Lehrbuch auch sehr textlastig. Um monoton erscheinende Textblöcke 

zu vermeiden, habe ich die Texte meist stark strukturiert, übersichtlich gestaltet und 

mit Illustrationen aufgelockert.

Ja, ich bin ein Formalist. Darum ist es mir auch wichtig, Begriffe möglichst klar zu 

definieren und zu verwenden. Ebenso habe ich eine möglichst einheitliche Bildsprache 
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bei den Ersatzschaltbildern und Diagrammen umgesetzt. Formelzeichen sind in einer 
möglichst vereinheitlichten Form verwendet, wodurch sich auch einige Abweichungen 

gegenüber der klassischen Literatur ergeben. So gesehen breche ich auch mit einigen 

Konventionen zugunsten einer konsistenten Darstellung der Inhalte.
Mein grundsätzlicher Zugang zur elektrischen Antriebstechnik ist sehr mathematisch 

geprägt. Erst durch die Mathematik verstehe ich persönlich, wie etwas funktioniert. 
Gleichzeitig weiß ich, dass das so nicht immer zumutbar ist. Dennoch ist es aus meiner 
Sicht wichtig, grundlegende Berechnungen durchführen zu können, da die mathema-
tischen Gleichungen wesentliche Zusammenhänge verknüpfen und sichtbar machen.
Meinem Illustrator und gutem Freund, Michi Fleischmann, danke sehr für die – aus 
meiner Sicht – grandiose Umsetzung der drei Figuren in den vielen unterschiedlichen 

Szenen und Situationen. Besonders erfreulich waren immer die Augenblicke, als wie-
der Illustrationen fertiggestellt waren und in das Manuskript eingearbeitet werden 

konnten.
Ein großes Dankeschön geht an meine Kollegen Thomas Jäger, Norbert Salomon und 

Franz Raschbacher für die vollständige und überaus gründliche Durcharbeitung des 
Manuskripts. Ihre kritischen Anmerkungen haben zu vielen tiefgehenden Diskussio-
nen geführt, die allesamt zum guten Gelingen des Buchs beigetragen haben. Ganz 
besonders danke ich auch Anton Haumer, Peter Macheiner, Daniel Asch, Wolfgang 

Brandl und Günter Mika für die inhaltlich wichtigen Rückmeldungen und Gespräche.
Ganz herzlich danke ich meinem Schüler Julian Chirila für seine differenzierte Aus-
einandersetzung mit den technischen Inhalten und den Formulierungen dieses Lehr-
buchs. Seine genauen und kritischen Rückmeldungen waren für mich im Erstellungs-
prozess des Manuskripts von hohem Wert.
Dank der freundlichen Unterstützung durch viele Firmen, ist es möglich, sehr hoch-
wertige technische Fotos in diesem Lehrbuch zu verwenden. Diese Firmen sind in 

den Bildunterschriften zu den Fotos genannt. Den Firmen mitsamt ihren Mitarbeitern, 
die mich tatkräftig unterstützt haben, möchte ich auch ein besonderes Dankeschön 

aussprechen.
Meinen Lektoren Frank Katzenmayer und Tyll Leyh vom Carl Hanser Verlag danke ich 

für die stets konstruktive und gute Zusammenarbeit.

Lichtenegg, im Mai 2023 Christian Kral

Zweite Auflage

Die vorliegende zweite Auflage hat Farbe und ein neues Layout bekommen. Viele Bilder 
sind außerdem etwas großzügiger gestaltet. Dadurch ist die Seitenzahl stark angewach-
sen, obgleich inhaltlich nur geringfügige Erweiterungen vorgenommen wurden.
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Folgende inhaltliche Ergänzungen und Veränderungen wurden vorgenommen:

Alle dokumentierten und gemeldeten Fehler zur ersten Auflage wurden eingear-
beitet.

In Kapitel 1 wurden einige Bilder zur Vektorrechnung und den komplexen Zahlen 

ergänzt.

Bei den Erwärmungsvorgängen elektrischer Maschinen in Kapitel 3 wurden die 

Zeitverläufe von Wärmeströmen und Temperatur visualisiert.

Die Begriffe Pol und Polpaarzahl sind bei der Gleichstrommaschine in Kapitel 7 um 

Feldbilder ergänzt.

Alle Stranggrößen sind nun einheitlich mit den Indizes U, V, W gekennzeichnet. Das 
war in der ersten Auflage nicht immer konsistent der Fall.

Auf mehrere Kapitel verteilt sind einige neue Illustrationen dazugekommen.

In diesem Lehrbuch finden sich praktisch keine Übungsaufgaben und Rechenbeispie-
le. Damit Übung jedoch die Meisterin und den Meister macht, gibt es dennoch viele 

Aufgaben zu diesem Lehrbuch, die online zur Verfügung stehen. Auf der letzten Sei-
te dieses Buches steht der Code, den Sie einfach auf https://plus.hanser-fachbuch.de 
eingeben. Sie kommen damit zur Online-Plattform, auf der alle Aufgaben in LeTTo be-
reitgestellt sind. Diese Aufgaben sind frei verfügbar und können daher auch auf dem 

LeTTo-Server einer beliebigen Bildungseinrichtung uneingeschränkt verwendet und 

modifiziert werden.

Dieses Buch enthält Fehler, so wie andere Bücher auch. Es gibt die Möglichkeit, 
mit mir in Angelegenheiten dieses Lehrbuchs über https://github.com/christiankral/
Grundlagen-der-Antriebstechnik in Kontakt zu treten. Dazu gehören beispielsweise 

Fehler, die sich eingeschlichen haben, Unklarheiten, die bereinigt werden sollten, oder 
Probleme mit LeTTo-Aufgaben. Um auf GitHub ein neues »Issue« zu einem Anliegen zu 

erstellen, ist es einmalig erforderlich, einen kostenfreien GitHub-Account anzulegen.

Die Errata zur zweiten Auflage sind auf https://tinyurl.com/ckralgat-2 geführt.

Sehr herzlich danke ich an dieser Stelle meinem Lektor Frank Katzenmayer vom Carl 
Hanser Verlag für die gute Unterstützung bei der Entwicklung der zweiten Auflage.

Lichtenegg, im Januar 2026 Christian Kral
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\begin {equation}c^2=a^2+b^2-2\cdot a\cdot b\cdot \cos \left (\gamma \right )\label {eq:Kosinussatz}\end {equation}


             𝑎  2   =    𝑏  2   +    𝑐  2   −  2  ⋅  𝑏  ⋅  𝑐  ⋅   cos       (  𝛼  )          𝑏  2   =    𝑐  2   +    𝑎  2   −  2  ⋅  𝑐  ⋅  𝑎  ⋅   cos       (  𝛽  )       


\begin {align}a^2=b^2+c^2-2\cdot b\cdot c\cdot \cos \left (\alpha \right ) & & b^2=c^2+a^2-2\cdot c\cdot a\cdot \cos \left (\beta \right )\label {eq:Kosinussatz2}\end {align}


$h_a$


$h_b$


$h_c$


$h_a$


$\mathcal {A}$


$a$


$h_b$


$\mathcal {B}$


$b$


$h_c$


$\mathcal {C}$


$c$


             ℎ  𝑎      =  𝑏  ⋅   sin       (  𝛾  )        ℎ  𝑏      =  𝑐  ⋅   sin       (  𝛼  )        ℎ  𝑐      =  𝑎  ⋅   sin       (  𝛽  )             =  𝑐  ⋅   sin       (  𝛽  )        =  𝑎  ⋅   sin       (  𝛾  )        =  𝑏  ⋅   sin       (  𝛼  )     


\begin {align}h_a & =b\cdot \sin \left (\gamma \right ) & h_b & =c\cdot \sin \left (\alpha \right ) & h_c & =a\cdot \sin \left (\beta \right )\label {eq:Dreieck Hoehen}\\ & =c\cdot \sin \left (\beta \right ) & & =a\cdot \sin \left (\gamma \right ) & & =b\cdot \sin \left (\alpha \right )\nonumber \end {align}
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       𝑟  →   1  


$\vec {r}_1$


   𝒪 
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     𝒫  1  
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     𝒫  2  
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     𝒫  3  
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$y$


$\mathcal {O}$


$\mathcal {P}_1$


     𝑥  1  


$x_1$


     𝑦  1  


$y_1$


$\vec {r}_1$


               𝑟  →   1      =    (                𝑥  1           𝑦  1           )     


\begin {align}\vec {r}_1 & =\begin {pmatrix} x_1\\ y_1 \end {pmatrix}\label {eq:Vektor2-r1}\end {align}


$\mathcal {O}$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_1$
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     𝑥  2  


$x_2$


     𝑦  2  


$y_2$


$\vec {r}_1$


$\mathcal {O}$


$\vec {r}_1$


$\mathcal {P}_2$


$\mathcal {P}_3$


$x$


$y$


     𝑥  1   =    𝑥  3   −    𝑥  2  


$x_1=x_3-x_2$


     𝑦  1   =    𝑦  3   −    𝑦  2  


$y_1=y_3-y_2$


$x$


$y$


$x$


$y$


$\mathcal {P}_2$


$\mathcal {P}_3$


   𝑧 


$z$


               𝑟  →   1      =    (                𝑥  1           𝑦  1           𝑧  1           )     


\begin {align}\vec {r}_1 & =\begin {pmatrix} x_1\\ y_1\\ z_1 \end {pmatrix}\label {eq:Vektor-r1}\end {align}
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$y$


$x$
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$x$


$y$
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$y$


$z$


$z$


$x$


$y$
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$x$
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$\sid {90}{\degree }$


$x$


$y$


$z$


$x$


$y$


$z$


   𝑥  ⇾  𝑦  ⇾  𝑧 


$x\rightarrowtriangle y\rightarrowtriangle z$


   𝑦  ⇾  𝑧  ⇾  𝑥 


$y\rightarrowtriangle z\rightarrowtriangle x$


   𝑧  ⇾  𝑥  ⇾  𝑦 


$z\rightarrowtriangle x\rightarrowtriangle y$


$x$


$y$


$x$


$y$


$z$


   ⊙ 


$\odot $


   ⊗ 


$\otimes $


$x$


$y$


     𝑧  1   =  0 


$z_1=0$


               𝑟  →   1      =    (                𝑥  1           𝑦  1         0          )     


\begin {align}\vec {r}_1 & =\begin {pmatrix} x_1\\ y_1\\ 0 \end {pmatrix}\label {eq_Vektor-r1-z1=00003D0}\end {align}


$\vec {r}_1$


               𝑟  →   2      =    (                𝑥  2           𝑦  2           𝑧  2           )     


\begin {align}\vec {r}_2 & =\begin {pmatrix} x_2\\ y_2\\ z_2 \end {pmatrix}\label {eq:Vektor-r2}\end {align}


               𝑟  →   1   +      𝑟  →   2      =    (                𝑥  1           𝑦  1           𝑧  1           )   +    (                𝑥  2           𝑦  2           𝑧  2           )   =    (                𝑥  1   +    𝑥  2           𝑦  1   +    𝑦  2           𝑧  1   +    𝑧  2           )     


\begin {align}\vec {r}_1+\vec {r}_2 & =\begin {pmatrix} x_1\\ y_1\\ z_1 \end {pmatrix}+\begin {pmatrix} x_2\\ y_2\\ z_2 \end {pmatrix}=\begin {pmatrix} x_1+x_2\\ y_1+y_2\\ z_1+z_2 \end {pmatrix}\label {eq:Vektor-r1+r2}\end {align}


       𝑟  →   3   =      𝑟  →   1   +      𝑟  →   2  


$\vec {r}_3=\vec {r}_1+\vec {r}_2$


$\vec {r}_3=\vec {r}_1+\vec {r}_2$


       𝑟  →   4   =      𝑟  →   1   −      𝑟  →   2  


$\vec {r}_4=\vec {r}_1-\vec {r}_2$


       𝑟  →   2  


$\vec {r}_2$


   −      𝑟  →   2  


$-\vec {r}_2$


$\vec {r}_2$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$\mathcal {O}$


$\mathcal {P}_3$


             0  →      =    (              0        0        0          )     


\begin {align}\vec {0} & =\begin {pmatrix} 0\\ 0\\ 0 \end {pmatrix}\label {eq:Vektor-0}\end {align}


$-\vec {r}_2$


$\vec {r}_2$


           −      𝑟  →   2      =    (              −    𝑥  2         −    𝑦  2         −    𝑧  2           )     


\begin {align}-\vec {r}_2 & =\begin {pmatrix} -x_2\\ -y_2\\ -z_2 \end {pmatrix}\label {eq:Vektor-r2-negativ}\end {align}


$\vec {r}_2$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_1$


   (  −      𝑟  →   2   ) 


$(-\vec {r}_2)$


               𝑟  →   1   −      𝑟  →   2      =      𝑟  →   1   +  (  −      𝑟  →   2   )  =    (                𝑥  1           𝑦  1           𝑧  1           )   +    (              −    𝑥  2         −    𝑦  2         −    𝑧  2           )   =    (                𝑥  1   −    𝑥  2           𝑦  1   −    𝑦  2           𝑧  1   −    𝑧  2           )     


\begin {align}\vec {r}_1-\vec {r}_2 & =\vec {r}_1+(-\vec {r}_2)=\begin {pmatrix} x_1\\ y_1\\ z_1 \end {pmatrix}+\begin {pmatrix} -x_2\\ -y_2\\ -z_2 \end {pmatrix}=\begin {pmatrix} x_1-x_2\\ y_1-y_2\\ z_1-z_2 \end {pmatrix}\label {eq:Vektor-r1-r2}\end {align}


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_1$


             |      𝑟  →   1   |   =        𝑥  1  2   +    𝑦  1  2   +    𝑧  1  2       (1.34)  


\begin {equation}\left |\vec {r}_1\right | =\sqrt {x_1^2+y_1^2+z_1^2}\label {eq:Vektor-Laenge}\end {equation}


$\vec {r}_1$


     𝑟  1  


$r_1$


$z_1=0$


$x$


$y$


$\vec {r}_1$


             |      𝑟  →   1   |   =        𝑥  1  2   +    𝑦  1  2       (1.35)  


\begin {equation}\left |\vec {r}_1\right | =\sqrt {x_1^2+y_1^2}\label {eq:Vektor2-Laenge}\end {equation}


$\vec {r}_1$


   −      𝑟  →   1  


$-\vec {r}_1$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$x$


$y$


$\vec {r}_1$


$x$


$\vec {r}_1$


$\mathcal {O}$


     𝛽  1  


$\beta _1$


$\beta _1$


$\vec {r}_1$


    arg  


$\arg $


            arg       (      𝑟  →   1   )   =    𝛽  1     (1.36)  


\begin {equation}\arg \left (\vec {r}_1\right )=\beta _1\label {eq:beta1-Winkel}\end {equation}


            tan       (    𝛽  1   )   =      𝑦  1     𝑥  1      (1.37)  


\begin {equation}\tan \left (\beta _1\right ) =\dfrac {y_1}{x_1}\label {eq:Vektor2-beta1}\end {equation}


     𝑥  1   =   cos       (    𝛽  1   )  


$x_1=\cos \left (\beta _1\right )$


     𝑦  1   =   sin       (    𝛽  1   )  


$y_1=\sin \left (\beta _1\right )$


$\vec {r}_1$


$-\vec {r}_1$


     |      𝑟  →   1   |   =    |  −      𝑟  →   1   |  


$\left |\vec {r}_1\right |=\left |-\vec {r}_1\right |$


$\beta _1$


     𝑥  1   >  0 


$x_1>0$


     𝑦  1   >  0 


$y_1>0$


$\beta =\arctan \left (k\right )$


     𝛽  1  ′   =   arg       (  −      𝑟  →   1   )  


$\beta _1'=\arg \left (-\vec {r}_1\right )$


     𝛽  1  ′  


$\beta _1'$


   −    𝑥  1   <  0 


$-x_1<0$


   −    𝑦  1   <  0 


$-y_1<0$


   −   180   °  <    𝛽  1  ′   <  −   90   ° 


$\sid {-180}{\degree }<\beta _1'<\sid {-90}{\degree }$


     𝛽  1  ′   =    𝛽  1   +   180   ° 


$\beta _1'=\beta _1+\sid {180}{\degree }$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$\arg $


            arg       (      𝑟  →   1   ,      𝑟  →   2   )   =   arg       (      𝑟  →   1   )   −   arg       (      𝑟  →   2   )   =    𝛽  1   −    𝛽  2     (1.38)  


\begin {equation}\arg \left (\vec {r}_1,\vec {r}_2\right ) =\arg \left (\vec {r}_1\right )-\arg \left (\vec {r}_2\right )=\beta _1-\beta _2\label {eq:angle-r1-r2}\end {equation}


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$\vec {r}_2$


$\vec {r}_1$


            arg       (      𝑟  →   2   ,      𝑟  →   1   )   =   arg       (      𝑟  →   2   )   −   arg       (      𝑟  →   1   )   =  −   arg       (      𝑟  →   1   ,      𝑟  →   2   )   =    𝛽  2   −    𝛽  1     (1.39)  


\begin {equation}\arg \left (\vec {r}_2,\vec {r}_1\right ) =\arg \left (\vec {r}_2\right )-\arg \left (\vec {r}_1\right )=-\arg \left (\vec {r}_1,\vec {r}_2\right )=\beta _2-\beta _1\label {eq:angle-r2-r1}\end {equation}


       𝑒  →   𝑥  


$\vec {e}_x$


       𝑒  →   𝑦  


$\vec {e}_y$


$x$


$y$


$z$


               𝑒  →   𝑥      =    (              1        0        0          )          𝑒  →   𝑦      =    (              0        1        0          )          𝑒  →   𝑧      =    (              0        0        1          )     


\begin {align}\vec {e}_x & =\begin {pmatrix} 1\\ 0\\ 0 \end {pmatrix} & \vec {e}_y & =\begin {pmatrix} 0\\ 1\\ 0 \end {pmatrix} & \vec {e}_z & =\begin {pmatrix} 0\\ 0\\ 1 \end {pmatrix}\label {eq:ex-ey-ez}\end {align}


       𝑒  →     𝑟  1   


$\vec {e}_{r_1}$


$\vec {r}_1$


               𝑒  →     𝑟  1    =        𝑟  1   →     |      𝑟  →   1   |      (1.41)  


\begin {equation}\vec {e}_{r_1} =\dfrac {\vec {r_1}}{\left |\vec {r}_1\right |}\label {eq:er1}\end {equation}


$\vec {e}_{r_1}$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_1$


$a$


$\vec {r}_1$


        0,5    


$\protect \sid {0,5}{}$


           𝑎  ⋅      𝑟  →   1      =    (              𝑎  ⋅    𝑥  1         𝑎  ⋅    𝑦  1         𝑎  ⋅    𝑧  1           )     


\begin {align}a\cdot \vec {r}_1 & =\begin {pmatrix} a\cdot x_1\\ a\cdot y_1\\ a\cdot z_1 \end {pmatrix}\label {eq:Vektor-a*r1}\end {align}


$\vec {r}_1$


               𝑟  →   1      =    𝑥  1   ⋅      𝑒  →   𝑥   +    𝑦  1   ⋅      𝑒  →   𝑦   +    𝑧  1   ⋅      𝑒  →   𝑧             =    𝑥  1   ⋅            (              1        0        0          )    ⏟       𝑒  →   𝑥    +    𝑦  1   ⋅            (              0        1        0          )    ⏟       𝑒  →   𝑦    +    𝑧  1   ⋅            (              0        0        1          )    ⏟       𝑒  →   𝑧    =            (                𝑥  1         0        0          )    ⏟       𝑥  1   ⋅      𝑒  →   𝑥     +            (              0          𝑦  1         0          )    ⏟       𝑦  1   ⋅      𝑒  →   𝑦     +            (              0        0          𝑧  1           )    ⏟       𝑧  1   ⋅      𝑒  →   𝑧     =    (                𝑥  1           𝑦  1           𝑧  1           )     


\begin {align}\vec {r}_1 & =x_1\cdot \vec {e}_x+y_1\cdot \vec {e}_y+z_1\cdot \vec {e}_z\nonumber \\ & =x_1\cdot \underbrace {\begin {pmatrix} 1\\ 0\\ 0 \end {pmatrix}}_{\vec {e}_x}+y_1\cdot \underbrace {\begin {pmatrix} 0\\ 1\\ 0 \end {pmatrix}}_{\vec {e}_y}+z_1\cdot \underbrace {\begin {pmatrix} 0\\ 0\\ 1 \end {pmatrix}}_{\vec {e}_z}=\underbrace {\begin {pmatrix} x_1\\ 0\\ 0 \end {pmatrix}}_{x_1\cdot \vec {e}_x}+\underbrace {\begin {pmatrix} 0\\ y_1\\ 0 \end {pmatrix}}_{y_1\cdot \vec {e}_y}+\underbrace {\begin {pmatrix} 0\\ 0\\ z_1 \end {pmatrix}}_{z_1\cdot \vec {e}_z}=\begin {pmatrix} x_1\\ y_1\\ z_1 \end {pmatrix}\label {eq:Vektor-r1-aus-ex-ey}\end {align}


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


       𝑟  →   1   ⋅      𝑟  →   2  


$\vec {r}_1\cdot \vec {r}_2$


               𝑟  →   1   ⋅      𝑟  →   2   =    𝑥  1   ⋅    𝑥  2   +    𝑦  1   ⋅    𝑦  2   +    𝑧  1   ⋅    𝑧  2     (1.44)  


\begin {equation}\vec {r}_1\cdot \vec {r}_2 =x_1\cdot x_2+y_1\cdot y_2+z_1\cdot z_2\label {eq:Skalarprodukt}\end {equation}


               𝑟  →   1   ⋅      𝑟  →   2   =    |      𝑟  →   1   |   ⋅    |      𝑟  →   2   |   ⋅   cos       (   arg       (      𝑟  →   1   ,      𝑟  →   2   )   )     (1.45)  


\begin {equation}\vec {r}_1\cdot \vec {r}_2 =\left |\vec {r}_1\right |\cdot \left |\vec {r}_2\right |\cdot \cos \left (\arg \left (\vec {r}_1,\vec {r}_2\right )\right )\label {eq:Skalarprodukt2}\end {equation}


               𝑟  →   1   ⋅      𝑟  →   2   =      𝑟  →   2   ⋅      𝑟  →   1     (1.46)  


\begin {equation}\vec {r}_1\cdot \vec {r}_2 =\vec {r}_2\cdot \vec {r}_1\label {eq:Inneres-Produkt-kommutativ}\end {equation}


$\vec {r}_1\cdot \vec {r}_2$


       𝑟  →   1   ⋅      𝑟  →   2   =    |      𝑟  →   1   |   ⋅    |      𝑟  →   2   |  


$\vec {r}_1\cdot \vec {r}_2=\left |\vec {r}_1\right |\cdot \left |\vec {r}_2\right |$


       𝑟  →   1   ⋅      𝑟  →   2   =  −    |      𝑟  →   1   |   ⋅    |      𝑟  →   2   |  


$\vec {r}_1\cdot \vec {r}_2=-\left |\vec {r}_1\right |\cdot \left |\vec {r}_2\right |$


       𝑟  →   2   =      𝑟  →   1  


$\vec {r}_2=\vec {r}_1$


       𝑟  →   1   ⋅      𝑟  →   1   =      |    𝑟  →   |   2  


$\vec {r}_1\cdot \vec {r}_1=\left |\vec {r}\right |^2$


$\vec {r}_1$


       𝑟  →   1   =    𝑥  1   ⋅      𝑒  →   𝑥   +    𝑦  1   ⋅      𝑒  →   𝑦   +    𝑧  1   ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {r}_1=x_1\cdot \vec {e}_x+y_1\cdot \vec {e}_y+z_1\cdot \vec {e}_z$


             𝑥  1      =      𝑟  →   1   ⋅      𝑒  →   𝑥        𝑦  1      =      𝑟  →   1   ⋅      𝑒  →   𝑦        𝑧  1      =      𝑟  →   1   ⋅      𝑒  →   𝑧             =    (                𝑥  1           𝑦  1           𝑧  1           )   ⋅    (              1        0        0          )        =    (                𝑥  1           𝑦  1           𝑧  1           )   ⋅    (              0        1        0          )        =    (                𝑥  1           𝑦  1           𝑧  1           )   ⋅    (              0        0        1          )     


\begin {align}x_1 & =\vec {r}_1\cdot \vec {e}_x & y_1 & =\vec {r}_1\cdot \vec {e}_y & z_1 & =\vec {r}_1\cdot \vec {e}_z\nonumber \\ & =\begin {pmatrix} x_1\\ y_1\\ z_1 \end {pmatrix}\cdot \begin {pmatrix} 1\\ 0\\ 0 \end {pmatrix} & & =\begin {pmatrix} x_1\\ y_1\\ z_1 \end {pmatrix}\cdot \begin {pmatrix} 0\\ 1\\ 0 \end {pmatrix} & & =\begin {pmatrix} x_1\\ y_1\\ z_1 \end {pmatrix}\cdot \begin {pmatrix} 0\\ 0\\ 1 \end {pmatrix}\label {eq:x1,y1,z1-inneres-Produkt}\end {align}


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


   × 


$\times $


       𝑟  →   1   ×      𝑟  →   2  


$\vec {r}_1\times \vec {r}_2$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$\vec {r}_1\times \vec {r}_2$


$\vec {r}_1\times \vec {r}_2$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


               𝑟  →   1   ×      𝑟  →   2      =   det       (                  𝑒  →   𝑥        𝑥  1        𝑥  2             𝑒  →   𝑦        𝑦  1        𝑦  2             𝑒  →   𝑧        𝑧  1        𝑧  2           )   =    (                𝑦  1   ⋅    𝑧  2   −    𝑦  2   ⋅    𝑧  1           𝑧  1   ⋅    𝑥  2   −    𝑧  2   ⋅    𝑥  1           𝑥  1   ⋅    𝑦  2   −    𝑥  2   ⋅    𝑦  1           )     


\begin {align}\vec {r}_1\times \vec {r}_2 & =\det \begin {pmatrix} \vec {e}_x & x_1 & x_2\\ \vec {e}_y & y_1 & y_2\\ \vec {e}_z & z_1 & z_2 \end {pmatrix}=\begin {pmatrix} y_1\cdot z_2-y_2\cdot z_1\\ z_1\cdot x_2-z_2\cdot x_1\\ x_1\cdot y_2-x_2\cdot y_1 \end {pmatrix}\label {r1xr2-allgemein}\end {align}


$\vec {e}_x$


$\vec {e}_y$


       𝑒  →   𝑧  


$\vec {e}_z$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$\vec {r}_1\times \vec {r}_2$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$x$


$y$


             |      𝑟  →   1   ×      𝑟  →   2   |   =    |      𝑟  →   1   |   ⋅    |      𝑟  →   2   |   ⋅    |   sin       (   arg       (      𝑟  →   1   ,      𝑟  →   2   )   )   |     (1.49)  


\begin {equation}\left |\vec {r}_1\times \vec {r}_2\right |=\left |\vec {r}_1\right |\cdot \left |\vec {r}_2\right |\cdot \left |\sin \left (\arg \left (\vec {r}_1,\vec {r}_2\right )\right )\right |\label {eq:r1xr2-eben-betrag-winkel}\end {equation}


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$
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     |      𝑟  →   1   |   ⋅    |      𝑟  →   2   |  


$\left |\vec {r}_1\right |\cdot \left |\vec {r}_2\right |$


               𝑟  →   1   ×      𝑟  →   2   =  −      𝑟  →   2   ×      𝑟  →   1     (1.50)  


\begin {equation}\vec {r}_1\times \vec {r}_2 =-\vec {r}_2\times \vec {r}_1\label {eq:r1xr2-r2xr1}\end {equation}


$\vec {r}_1\times \vec {r}_2$


     |      𝑟  →   1   ×      𝑟  →   2   |   =    |      𝑟  →   1   |   ⋅    |      𝑟  →   2   |  


$\left |\vec {r}_1\times \vec {r}_2\right |=\left |\vec {r}_1\right |\cdot \left |\vec {r}_2\right |$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


$x$


$y$


$z$


$z$


            ��     (1.51)  


\begin {equation}\boxed {\vec {r}_1\times \vec {r}_2=\left (x_1\cdot y_2-x_2\cdot y_1\right )\cdot \vec {e}_z}\label {eq:r1xr2-eben}\end {equation}


               𝑒  →   𝑥   ×      𝑒  →   𝑦      =      𝑒  →   𝑧          𝑒  →   𝑦   ×      𝑒  →   𝑥      =  −      𝑒  →   𝑧               𝑒  →   𝑦   ×      𝑒  →   𝑧      =      𝑒  →   𝑥          𝑒  →   𝑧   ×      𝑒  →   𝑦      =  −      𝑒  →   𝑥               𝑒  →   𝑧   ×      𝑒  →   𝑥      =      𝑒  →   𝑦          𝑒  →   𝑥   ×      𝑒  →   𝑧      =  −      𝑒  →   𝑦     


\begin {align}\vec {e}_x\times \vec {e}_y & =\vec {e}_z & \vec {e}_y\times \vec {e}_x & =-\vec {e}_z\label {eq:ex_ey_ez}\\ \vec {e}_y\times \vec {e}_z & =\vec {e}_x & \vec {e}_z\times \vec {e}_y & =-\vec {e}_x\label {eq:ey_ez_ex}\\ \vec {e}_z\times \vec {e}_x & =\vec {e}_y & \vec {e}_x\times \vec {e}_z & =-\vec {e}_y\label {eq:ez_ex_ey}\end {align}
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       𝑒  →   𝑥   ×      𝑒  →   𝑦  
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$\vec {e}_y$


       𝑒  →   𝑦   ×      𝑒  →   𝑥  


$\vec {e}_y\times \vec {e}_x$
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$\vec {r}_2$
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$z$


$\vec {r}_1$


$\vec {r}_2$


     j 


$\jj $


            ��     (1.55)  


\begin {equation}\boxed {\jj ^2=-1}\label {eq:j**2=00003D-1}\end {equation}
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$\underline {z}_1$


$\mathbb {C}$


$\underline {z}_1\in \mathbb {C}$


$x_1$


$y_1$


$\underline {z}_1$


             𝑧  _   =    𝑥  1   +    j  ⋅    𝑦  1     (1.56)  


\begin {equation}\underline {z}_1 =x_1+\jj \cdot y_1\label {eq:Complex_z1}\end {equation}
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     j  ⋅    𝑦  1  


$\jj \cdot y_1$
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$\Re $


   ℑ 


$\Im $


$\underline {z}_1$


           ℜ      (    𝑧  _   )      =    𝑥  1      ℑ      (    𝑧  _   )      =    𝑦  1     


\begin {align}\Re \left (\underline {z}_1\right ) & =x_1 & \Im \left (\underline {z}_1\right ) & =y_1\label {eq:Re(z)-Im(z)}\end {align}


$\underline {z}_1$
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     𝑧  _   =    𝑥  1   +    j  ⋅    𝑦  1  


$\underline {z}_1=x_1+\jj \cdot y_1$


$\underline {z}_1=x_1+\jj \cdot y_1$


     𝑧  _   =  2  +    j  ⋅  3 


$\underline {z}_1=2+\jj \cdot 3$


$\Re $


     j  ⋅  ℑ 


$\jj \cdot \Im $


$\sid {90}{\degree }$


$\leftturn $


$\underline {z}_1=x_1+\jj \cdot y_1$


$x_1$


$\jj \cdot y_1$


$\underline {z}_1$


$\circ $


$\underline {z}_1$


$\underline {z}_1$


$\underline {z}_1=x_1+\jj \cdot y_1$


$\underline {z}_1$


             |    𝑧  _   |   =   abs       (    𝑧  _   )   =    𝑧  1   =        𝑥  1  2   +    𝑦  1  2       (1.58)  


\begin {equation}\left |\underline {z}_1\right | =\abs \left (\underline {z}_1\right )=z_1=\sqrt {x_1^2+y_1^2}\label {eq:Complex_Betrag}\end {equation}


$\underline {z}_1$


     𝑧  1  


$z_1$


$\underline {z}_1$


   |    𝑧  _   | 


$\left |\underline {z}_1\right |$


    abs  


$\abs $


$z_1$


     𝜑  1  


$\varphi _1$


$\underline {z}_1$


$\arg $


            arg       (    𝑧  _   )   =    𝜑  1     (1.59)  


\begin {equation}\arg \left (\underline {z}_1\right ) =\varphi _1\label {eq:arg(z1)=00003Dphi1}\end {equation}


$\underline {z}_1=x_1+\jj \cdot y_1$


             𝑧  _   =    𝑧  1   ∠    𝜑  1     (1.60)  


\begin {equation}\underline {z}_1 =z_1\angle \varphi _1\label {eq:Polar_z1}\end {equation}


   ∠    𝜑  1  


$\angle \varphi _1$


   (   cos       (    𝜑  1   )   +    j  ⋅   sin       (    𝜑  1   )   ) 


$\left (\cos \left (\varphi _1\right )+\jj \cdot \sin \left (\varphi _1\right )\right )$


$\varphi _1$


$z_1$


$\varphi _1$


           ℜ      (    𝑧  _   )   =    𝑥  1      =    𝑧  1   ⋅   cos       (    𝜑  1   )      ℑ      (    𝑧  _   )   =    𝑦  1   =    𝑧  1   ⋅   sin       (    𝜑  1   )       


\begin {align}\Re \left (\underline {z}_1\right )=x_1 & =z_1\cdot \cos \left (\varphi _1\right ) & \Im \left (\underline {z}_1\right )=y_1=z_1\cdot \sin \left (\varphi _1\right )\label {eq:x1=00003Dz1*cos(phi1)_y1=00003Dz1*sin(phi1)}\end {align}


$\underline {z}_1=x_1+\jj \cdot y_1$


     𝑧  _   =    𝑥  2   +    j  ⋅    𝑦  2  


$\underline {z}_2=x_2+\jj \cdot y_2$


             𝑧  _   +    𝑧  _   =    (    𝑥  1   +    𝑥  2   )   +    j  ⋅    (    𝑦  1   +    𝑦  2   )     (1.62)  


\begin {equation}\underline {z}_1+\underline {z}_2 =\left (x_1+x_2\right )+\jj \cdot \left (y_1+y_2\right )\label {eq:Complex_z1+z2}\end {equation}
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     𝑧  _  


$\underline {z}_2$
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   −    𝑧  _  


$-\underline {z}_2$


$\underline {z}_2=x_2+\jj \cdot y_2$


$-\underline {z}_2$


           −    𝑧  _   =  −    𝑥  2   −    j  ⋅    𝑦  2     (1.63)  


\begin {equation}-\underline {z}_2=-x_2-\jj \cdot y_2\label {eq:Complex-negativ}\end {equation}


$\underline {z}_2$


$-\underline {z}_2$
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$\pm $


$\underline {z}_1=x_1+\jj \cdot y_1$


$\underline {z}_2=x_2+\jj \cdot y_2$


$\underline {z}_1$


$-\underline {z}_2$


             𝑧  _   −    𝑧  _   =    𝑧  _   +    (  −    𝑧  _   )   =    (    𝑥  1   −    𝑥  2   )   +    j  ⋅    (    𝑦  1   −    𝑦  2   )       


\begin {align}\underline {z}_1-\underline {z}_2=\underline {z}_1+\left (-\underline {z}_2\right ) =\left (x_1-x_2\right )+\jj \cdot \left (y_1-y_2\right )\label {eq:Complex_z1-z2}\end {align}


$\underline {z}_1$


$\underline {z}_2$


$\underline {z}_1=x_1+\jj \cdot y_1$


$\underline {z}_2=x_2+\jj \cdot y_2$


             𝑧  _   ⋅    𝑧  _   =    (    𝑥  1   ⋅    𝑥  2   −    𝑦  1   ⋅    𝑦  2   )   +    j  ⋅    (    𝑥  1   ⋅    𝑦  2   +    𝑥  2   ⋅    𝑦  1   )     (1.65)  


\begin {equation}\underline {z}_1\cdot \underline {z}_2 =\left (x_1\cdot x_2-y_1\cdot y_2\right )+\jj \cdot \left (x_1\cdot y_2+x_2\cdot y_1\right )\label {eq:Complex_Multiplikation}\end {equation}


     𝑧  _   =    𝑧  1   ∠    𝜑  1  


$\underline {z}_1=z_1\angle \varphi _1$


     𝑧  _   =    𝑧  2   ∠    𝜑  2  


$\underline {z}_2=z_2\angle \varphi _2$


            ��     (1.66)  


\begin {equation}\boxed {\underline {z}_1\cdot \underline {z}_2=z_1\cdot z_2\angle \left (\varphi _1+\varphi _2\right )}\label {eq:Polar_Multiplikation}\end {equation}


$\underline {z}_1$


$-\underline {z}_2$


            ��     (1.67)  


\begin {equation}\boxed {\jj ^0=1\angle \sid 0{\degree }=1}\label {eq:j^0}\end {equation}


       j  2   =  −  1 


$\jj ^2=-1$


             j  =      j  1      =  1  ∠   90   °       1      j    =      j    −  1       =  1  ∠  −     90   °  =  −    j              j  2      =  1  ∠   180   °  =  −  1       1        j  2     =      j    −  2       =  1  ∠  −     180   °  =  −  1              j  3      =  1  ∠   270   °  =  −    j       1        j  3     =      j    −  3       =  1  ∠  −     270   °  =    j              j  4      =  1  ∠  0  °  =  1       1        j  4     =      j    −  4       =  1  ∠  0  °  =  1    


\begin {align}\jj =\jj ^1 & =1\angle \sid {90}{\degree } & \dfrac {1}{\jj }=\jj ^{-1} & =1\angle -\!\sid {90}{\degree }=-\jj \label {eq:j^1}\\ \jj ^2 & =1\angle \sid {180}{\degree }=-1 & \dfrac {1}{\jj ^2}=\jj ^{-2} & =1\angle -\!\sid {180}{\degree }=-1\label {eq:j^2}\\ \jj ^3 & =1\angle \sid {270}{\degree }=-\jj & \dfrac {1}{\jj ^3}=\jj ^{-3} & =1\angle -\!\sid {270}{\degree }=\jj \label {eq:j^3}\\ \jj ^4 & =1\angle \sid 0{\degree }=1 & \dfrac {1}{\jj ^4}=\jj ^{-4} & =1\angle \sid 0{\degree }=1\label {eq:j^4}\end {align}
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$\jj $


$-\underline {z}_2$


     𝑧  _  


$\underline {z}_2^*$
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$\underline {z}_2=z_2\angle \varphi _2$
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     𝑧  2  
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$\leftturn $


             𝑧  _   ⋅    j  =          𝑧  2   ∠    𝜑  2    ⏟     𝑧  _    ⋅        1  ∠   90   °   ⏟       j    =    𝑧  2   ⋅  ∠      (    𝜑  2              +     90   °   ⏟        Drehungum 90°                   𝜑  2     )       


\begin {align}\underline {z}_2\cdot \jj =\underbrace {z_2\angle \varphi _2}_{\underline {z}_2}\cdot \underbrace {1\angle \sid {90}{\degree }}_{\jj }=z_2\cdot \angle \left (\varphi _2\right .\underbrace {+\thinspace \sid {90}{\degree }}_{\kern -1em\text {Drehung\,um 90°}\kern -1em}\left .\vphantom {\varphi _2}\right )\label {eq:z2*j}\end {align}


$\underline {z}_2$


$\jj $


       j    −  1    =  −    j 


$\jj ^{-1}=-\jj $


$z_2$


$\sid {90}{\degree }$


$\rightturn $


               𝑧  _       j    =    𝑧  _   ⋅    (  −    j  )   =          𝑧  2   ∠    𝜑  2    ⏟     𝑧  _    ⋅        1  ∠  −     90   °   ⏟     −    j    =    𝑧  2   ⋅  ∠      (    𝜑  2              −     90   °   ⏟        Drehungum –90°                   𝜑  2     )       


\begin {align}\dfrac {\underline {z}_2}{\jj } =\underline {z}_2\cdot \left (-\jj \right )=\underbrace {z_2\angle \varphi _2}_{\underline {z}_2}\cdot \underbrace {1\angle -\!\sid {90}{\degree }}_{-\jj }=z_2\cdot \angle \left (\varphi _2\right .\underbrace {-\thinspace \sid {90}{\degree }}_{\kern -1em\text {Drehung\,um --90°}\kern -1em}\left .\vphantom {\varphi _2}\right )\label {eq:z2/j}\end {align}


     𝑧  _   =    𝑥  2   +    j  ⋅    𝑦  2   =    𝑧  2   ∠    𝜑  2  


$\underline {z}_2=x_2+\jj \cdot y_2=z_2\angle \varphi _2$


   ∗ 


$*$


             𝑧  _   =    𝑥  2   −    j  ⋅    𝑦  2   =    𝑧  2   ∠  −    𝜑  2     (1.74)  


\begin {equation}\underline {z}_2^* =x_2-\jj \cdot y_2=z_2\angle -\varphi _2\label {eq:Komplex_z2*}\end {equation}


$\underline {z}_2$


$\underline {z}_2^*$


            ��     (1.75)  


\begin {equation}\boxed {\underline {z}_2\cdot \underline {z}_2^*=x_2^2+y_2^2=\left |\underline {z}_2\right |^2=z_2^2}\label {eq:z2*conj(z2)}\end {equation}


$\underline {z}_1=x_1+\jj \cdot y_1$


$\underline {z}_2=x_2+\jj \cdot y_2$


               𝑧  _     𝑧  _    =      𝑧  _     𝑧  _    ⋅            (        𝑧  _     𝑧  _     )    ⏟   1   =        𝑥  1   ⋅    𝑥  2   +    𝑦  1   ⋅    𝑦  2        𝑥  2  2   +    𝑦  2  2     +    j  ⋅        𝑦  1   ⋅    𝑥  2   −    𝑦  2   ⋅    𝑥  1        𝑥  2  2   +    𝑦  2  2         


\begin {align}\dfrac {\underline {z}_1}{\underline {z}_2} =\dfrac {\underline {z}_1}{\underline {z}_2}\cdot \underbrace {\left (\dfrac {\underline {z}_2^*}{\underline {z}_2^*}\right )}_1=\dfrac {x_1\cdot x_2+y_1\cdot y_2}{x_2^2+y_2^2}+\jj \cdot \dfrac {y_1\cdot x_2-y_2\cdot x_1}{x_2^2+y_2^2}\label {eq:Komplex_z1/z2}\end {align}


$\underline {z}_1$


$\underline {z}_2$


$\underline {z}_1=z_1\angle \varphi _1$


$\underline {z}_2=z_2\angle \varphi _2$


            ��     (1.77)  


\begin {equation}\boxed {\dfrac {\underline {z}_1}{\underline {z}_2}=\dfrac {z_1}{z_2}\angle \left (\varphi _1-\varphi _2\right )}\label {eq:Polar_Division}\end {equation}


$U=R\cdot I$


$U=-R\cdot I$


$U=\text {konstant}$


$U=\text {konstant}$


$P=U\cdot I$


$P=-U\cdot I$


$P=U\cdot I$


$P=-U\cdot I$


           𝑈     =  𝑅  ⋅  𝐼      fürdenFall     1             𝑈     =  −  𝑅  ⋅  𝐼      fürdenFall     2       


\begin {align}U & =R\cdot I & \text {für\,den\,Fall\,\,}\Circgray {1}\label {eq:VZS-Ohmsches-Gesetz}\\ U & =-R\cdot I & \text {für\,den\,Fall\,\,}\Circgray {2}\label {eq:EZS-Ohmsches-Gesetz}\end {align}


   𝑃  >  0    W 


$P>\sid 0W$


   𝑃  <  0    W 


$P<\sid 0W$


           𝑃     =  𝑈  ⋅  𝐼      fürdie Fälle     1      und     3             𝑃     =  −  𝑈  ⋅  𝐼      fürdie Fälle     2      und     4       


\begin {align}P & =U\cdot I & \text {für\,die Fälle\,\,}\Circgray {1}\,\text {und\,}\Circgray {3}\label {eq:VZS-Leistung}\\ P & =-U\cdot I & \text {für\,die Fälle\,\,}\Circgray {2}\,\text {und\,}\Circgray {4}\label {eq:EZS-Leistung}\end {align}
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    20       °  C   =   293,15     K 


$\sid {20}{\celsius }=\sid {293,15}K$


            ��     (3.1)  


\begin {equation}\boxed {R_W=R_{20}\cdot \left (1+\alpha _{20}\cdot \left (T_W-\sid {293,15}K\right )\right )}\label {eq:Temperaturabh=0000E4ngiger-Widerstand}\end {equation}
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            ��     (3.2)  


\begin {equation}\boxed {T_{\ddot {u}}=T_W-T_K}\label {eq:=0000DCbertemperatur}\end {equation}
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$P_v$


$T_W$


$T_K$


     𝑅   th   


$R_{\th }$


            ��     (3.3)  


\begin {equation}\boxed {T_{\ddot {u}}=R_{\th }\cdot P_v}\label {eq:Waermeleitung}\end {equation}


$l$


$A$


$\lambda $


            ��     (3.4)  


\begin {equation}\boxed {R_{\th }=\dfrac {l}{\lambda \cdot A}}\label {eq:Rth_Waermeleitung}\end {equation}


            ��     (3.5)  


\begin {equation}\boxed {G_{\th }=\dfrac {1}{R_{\th }}}\label {eq:Gth}\end {equation}
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            ��     (3.6)  


\begin {equation}\boxed {P_C=m\cdot c\cdot \dfrac {\Delta T}{\Delta t}}\label {eq:W=0000E4rmespeicherung}\end {equation}


            ��     (3.7)  


\begin {equation}\boxed {C_{\th }=m\cdot c}\label {eq:Cth}\end {equation}


$T_W$


$T_K$


$P_v$
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$P_C=\sid 0W$


$P_v$


     𝑃  𝑅   =    𝑃  𝑣  


$P_R=P_v$


$T_W$


     𝑃  𝑅  


$P_R$
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   𝑡  =      0          s   


$t=\protect \sid 0s$


            ��     (3.8)  


\begin {equation}\boxed {T_{\th }=R_{\th }\cdot C_{\th }}\label {eq:Tth}\end {equation}


$T_W$


   𝑡  ≥  0    s 


$t\ge \sid 0s$


             𝑇  𝑊   =    𝑇  𝐾   +    𝑇      𝑢  ¨   ∞    ⋅    (  1  −    e    −  𝑡  /    𝑇   th      )     (3.9)  


\begin {equation}T_W=T_K+T_{\ddot {u}\infty }\cdot \left (1-\mathrm {e}^{-t/T_{\th }}\right )\label {eq:S1_Temperatur}\end {equation}


$T_K$


            ��     (3.10)  


\begin {equation}\boxed {T_{\ddot {u}\infty }=R_{\th }\cdot P_v}\label {eq:S1_T=0000FC}\end {equation}
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   0    s  <  𝑡  <    𝑡  1  


$\sid 0s<t<t_1$


$T_{WG}$


     𝑡  2  


$t_2$


     𝑡  3  


$t_3$


     𝑡  3   −    𝑡  2  
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$t_3$


   𝐷 


$D$


     𝐼  𝑎  


$I_a$


$l$


     𝑈  𝑎  


$U_a$


     Φ  ℎ  


$\Phi _h$


   𝛿 


$\delta $


   𝜏 


$\tau $


     𝜏  𝑝  


$\tau _p$


$\tau $


$\delta $


   𝛿  ≪  𝐷 


$\delta \ll D$


       𝐵  →   ℎ  


$\vec {B}_h$


   ℎ 


$h$


     𝐵  ℎ  


$B_h$


$\Phi _h$


$\tau $


$D$


$\tau $


   𝐷  ⋅  π 


$D\cdot \uppi $


   𝑝 


$p$


$p$


   2  ⋅  𝑝 


$2\cdot p$


$\vec {B}_h$


   𝑝  ∈  ℕ 


$p\in \mathbb {N}$


$\tau $


$\tau _p$


            ��     (7.1)  


\begin {equation}\boxed {\tau _p=\dfrac {D\cdot \uppi }{2\cdot p}}\label {eq:taup}\end {equation}


$I_a$


$D$


$U_a$


$I_a$


       𝐹  →   1  


$\vec {F}_1$


            ��     (4.28)  


\begin {equation}\boxed {\vec {F}=i\cdot \vec {e_i}\times \vec {B}\cdot l}\label {eq:Lorentzkraft}\end {equation}


   −      𝐹  →   1  


$-\vec {F}_1$


     |      𝑀  →   1   |   =  𝐷  ⋅    |      𝐹  →   1   |  


$\left |\vec {M}_1\right |=D\cdot \left |\vec {F}_1\right |$


   ±      𝐹  →   2  


$\pm \vec {F}_2$


     |      𝐹  →   1   |   =    |      𝐹  →   2   |  


$\left |\vec {F}_1\right |=\left |\vec {F}_2\right |$


$I_a$


$\tau $


   𝑤 


$w$


$2\cdot p$


$2\cdot p$


$w$


$I_a$


     𝐼  𝑒  


$I_e$


$I_e$


     𝐼  𝑎   =  0    A 


$I_a=\sid 0A$


     𝐼  𝑒   =  0    A 


$I_e=\si 0A$


$I_a$


$\Phi _h$


$I_a$


$I_a$


$\Phi _h$


$I_e$


     𝑖  𝑒  


$i_e$


   𝐽 


$J$


   ⋅    m  2  


$\cdot \mathrm {m^2}$


     𝐿  𝑎  


$L_a$


     𝐿  𝑒  


$L_e$


     𝑀  𝑖  


$M_i$


     𝑁  𝑎  


$N_a$


     𝑃  𝑖  


$P_i$


     𝑈  𝑒  


$U_e$


     𝑢  𝑒  


$u_e$


     𝑈  𝑖  


$U_i$


     𝑅  𝑎  


$R_a$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑅  𝑒  


$R_e$


$\sid {}{\ohm }$


   Ω 


$\Omega $


$\Phi _h$


   Ω  =  2  ⋅  π  ⋅  𝑛 


$\Omega =2\cdot \uppi \cdot n$


            ��     (7.2)  


\begin {equation}\boxed {U_i=N_a\cdot \Phi _h\cdot \Omega }\label {eq:GM-Innere-Spannung}\end {equation}


$N_a$


            ��     (4.29)  


\begin {equation}\boxed {\left |\vec {F}\right |=\left |i\right |\cdot \left |\vec {B}\right |\cdot l}\label {eq:Lorentzkraft_Betrag}\end {equation}


$I_a$


$U_i$


             𝑃  𝑖   =    𝑈  𝑖   ⋅    𝐼  𝑎   =    𝑀  𝑖   ⋅  Ω    (7.3)  


\begin {equation}P_i=U_i\cdot I_a=M_i\cdot \Omega \label {eq:GM-Innere-Leistung}\end {equation}


$P_i$


$M_i$


$\Omega $


            ��     (7.4)  


\begin {equation}\boxed {M_i=N_a\cdot \Phi _h\cdot I_a}\label {eq:GM-Inneres-Drehmoment}\end {equation}


$\vec {e}_z$


     Ω  →   =  −  Ω  ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {\Omega }=-\Omega \cdot \vec {e}_z$


       𝑀  →   𝑖   =  −    𝑀  𝑖   ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {M}_i=-M_i\cdot \vec {e}_z$


       𝑀  →   𝐿   =    𝑀  𝐿   ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {M}_L=M_L\cdot \vec {e}_z$


$\Omega $


$\vec {\Omega }=-\Omega \cdot \vec {e}_z$


$U_i$


$U_a$


$R_a$


            ��     (7.5)  


\begin {equation}\boxed {U_a=R_a\cdot I_a+U_i}\label {eq:Ua-stationaer}\end {equation}


            ��     (7.6)  


\begin {equation}\boxed {U_e=R_e\cdot I_e}\label {eq:Ue-stationaer}\end {equation}


$L_e$


$I_e$


$\Phi _h$


$I_e$


$\Phi _h$


            ��     (7.7)  


\begin {equation}\boxed {M_i=M_L}\label {eq:ML}\end {equation}


$I_e$


$i_e$


$\Phi _h$


     𝑈  𝑎   ≈    𝑈  𝑖   =    𝑁  𝑎   ⋅    Φ  ℎ   ⋅  Ω 


$U_a\approx U_i=N_a\cdot \Phi _h\cdot \Omega $


     𝑀  𝑖   =    𝑁  𝑎   ⋅    Φ  ℎ   ⋅    𝐼  𝑎  


$M_i=N_a\cdot \Phi _h\cdot I_a$


            ��         ��       


\begin {align}\boxed {u_a=R_a\cdot i_a+L_a\cdot \dfrac {\Delta i_a}{\Delta t}+U_i} & & \boxed {u_e=R_e\cdot i_e+L_e\cdot \dfrac {\Delta i_e}{\Delta t}}\label {eq:GM-Anker-Erreger-transient}\end {align}


            ��     (2.55)  


\begin {equation}\boxed {\sum _k\vec {M_k}=J\cdot \vec {\alpha }}\label {eq:Vektor_M=00003DJ*alpha}\end {equation}


            ��     (7.9)  


\begin {equation}\boxed {J\cdot \dfrac {\Delta \Omega }{\Delta t}=M_i-M_L}\label {eq:GM-Drallsatz}\end {equation}


$J$


     Δ    Δ  𝑡   


$\frac {\Delta }{\Delta t}$


     𝑀  𝑤  


$M_w$


     𝑃  𝑎  


$P_a$


     𝑃   Bü   


$P_{\text {Bü}}$


     𝑃     Cu   ,  𝑎   


$P_{\text {Cu},a}$


     𝑃  𝑒  


$P_e$


     𝑃   Fe   


$P_{\text {Fe}}$


     𝑃  𝑚  


$P_m$


     𝑃  𝑄  


$P_Q$


     𝑃   Rbg   


$P_{\Rbg }$


$R_a$


$R_e$


            ��     (7.10)  


\begin {equation}\boxed {P_{\Cu ,a}=R_a\cdot I_a^2}\label {eq:GM-PCua}\end {equation}


            ��     (7.11)  


\begin {equation}\boxed {P_{\Cu ,e}=R_e\cdot I_e^2}\label {eq:GM-PCue}\end {equation}


     𝑈   Bü    ≈  1  −  2    V 


$U_{\text {Bü}}\approx 1-\sid 2V$


            ��     (7.12)  


\begin {equation}\boxed {P_{\text {Bü}}=U_{\text {Bü}}\cdot I_a}\label {eq:GM-PB=0000FC}\end {equation}


     𝑈   Bü   


$U_{\text {Bü}}$


     𝑈   Bü   


$U_{\Bue }$


$P_{\Fe }$


$P_{\Rbg }$


            ��     (7.13)  


\begin {equation}\boxed {P_a=U_a\cdot I_a}\label {eq:GM-Pa}\end {equation}


            ��     (7.14)  


\begin {equation}\boxed {P_e=U_e\cdot I_e=P_{\Cu ,e}}\label {eq:GM-Pe}\end {equation}


            ��     (7.15)  


\begin {equation}\boxed {P_{\text {Q}}=P_a+P_e}\label {eq:GM-Pel}\end {equation}


     𝑈  𝑒   =    𝑈  𝑎  


$U_e=U_a$


     𝐼  𝑒   =    𝐼  𝑎  


$I_e=I_a$


            ��     (7.16)  


\begin {equation}\boxed {P_i=P_a-P_{\Cu ,a}-P_{\text {Bü}}=U_i\cdot I_a=M_i\cdot \Omega }\label {eq:GM-Pi}\end {equation}


            ��     (7.17)  


\begin {equation}\boxed {P_m=P_i-P_{\Fe }-P_{\Rbg }=M_w\cdot \Omega }\label {eq:GM-Pm}\end {equation}


$M_w$


$P_Q$


$P_e$


$P_a$


$P_{\text {Bü}}$


$P_{\Cu ,a}$


$P_i$


$P_{\Fe }$


$P_{\Rbg }$


$P_m$


   + 


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


   ∓ 


$\mp $


$+$


   − 


$-$


$+$


$+$


$-$


$+$


$+$


$-$


           𝜂  =      𝑃  𝑚     𝑃  𝑄      (7.18)  


\begin {equation}\eta =\dfrac {P_m}{P_Q}\label {eq:GM-eta-Motor}\end {equation}


$\mp $


$P_Q$


     𝑃  𝑄   =    𝑃  𝑎   +    𝑃  𝑒  


$P_Q=P_a+P_e$


           𝜂  =      𝑃  𝑄     𝑃  𝑚      (7.19)  


\begin {equation}\eta =\dfrac {P_Q}{P_m}\label {eq:GM-eta-Generator}\end {equation}


             𝑃  𝑖   =    𝑃  𝑚         für     𝑃   Fe    =    𝑃   Rbg    =  0    W      


\begin {align}P_i=P_m & & \text {für\,}P_{\Fe }=P_{\Rbg }=\sid 0W\label {eq:GM-Pi=00003DPm}\end {align}


             𝑀  𝑖   =    𝑀  𝑤         für     𝑃   Fe    =    𝑃   Rbg    =  0    W      


\begin {align}M_i=M_w & & \text {für\,}P_{\Fe }=P_{\Rbg }=\sid 0W\label {eq:GM-Mi=00003DM}\end {align}


     𝑈    𝑎  𝑁   


$U_{aN}$


     𝐼    𝑎  𝑁   


$I_{aN}$


     𝑃  𝑁  


$P_N$


     𝑛  𝑁  


$n_N$


     𝑈    𝑒  𝑁   


$U_{eN}$


     𝐼    𝑒  𝑁   


$I_{eN}$


             Ω  𝑁   =  2  ⋅  π  ⋅    𝑛  𝑁     (7.22)  


\begin {equation}\Omega _N=2\cdot \uppi \cdot n_N\label {eq:GM-OmegaN}\end {equation}


             𝑀  𝑁   =      𝑃  𝑁     Ω  𝑁      (7.23)  


\begin {equation}M_N=\dfrac {P_N}{\Omega _N}\label {eq:GM-Bemessungsmoment}\end {equation}


$D$


$l$


             𝑉  𝑟   =      π  ⋅    𝐷  2   ⋅  𝑙   4     (7.24)  


\begin {equation}V_r=\dfrac {\uppi \cdot D^2\cdot l}{4}\label {eq:GM-Bohrungsvolument}\end {equation}


$M_i$


     𝑉  𝑟  


$V_r$


             𝑀  𝑖   =  𝐶  ⋅    𝑉  𝑟     (7.25)  


\begin {equation}M_i=C\cdot V_r\label {eq:GM-Ausnutzungsfaktor-Leistungszahl}\end {equation}


$C$


   Ω  =  0      s    −  1   


$\Omega =\sid 0{s^{-1}}$


$U_a$


$I_a$


     𝑈  𝑎   =    𝑅  𝑎   ⋅    𝐼  𝑎   +    𝑁  𝑎   ⋅    Φ  ℎ   ⋅  Ω 


$U_a=R_a\cdot I_a+N_a\cdot \Phi _h\cdot \Omega $


$R_a$


             𝐼  𝑎   =      𝑈  𝑎     𝑅  𝑎          für   Ω  =  0      s    −  1        


\begin {align}I_a=\dfrac {U_a}{R_a} & & \text {für\,}\Omega =\sid 0{s^{-1}}\label {eq:Anlaufstrom}\end {align}


$U_{aN}$


     𝐼  𝑎   ≫    𝐼    𝑎  𝑁   


$I_a\gg I_{aN}$


$M_i=N_a\cdot \Phi _h\cdot I_a$


     𝑈  𝑖   =    𝑁  𝑎   ⋅    Φ  ℎ   ⋅  Ω 


$U_i=N_a\cdot \Phi _h\cdot \Omega $


$\Omega $


   𝑛 


$n$


            ��     (7.27)  


\begin {equation}\boxed {\Omega =2\cdot \uppi \cdot n}\label {eq:GM-Omega-n}\end {equation}


$N_a$


     Φ    ℎ  𝑁   


$\Phi _{hN}$


$R_a$


             𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁    =        𝑈    𝑎  𝑁    ±    𝑅  𝑎   ⋅    𝐼    𝑎  𝑁       Ω  𝑁      (7.28)  


\begin {equation}N_a\cdot \Phi _{hN}=\dfrac {U_{aN}\pm R_a\cdot I_{aN}}{\Omega _N}\label {eq:GM-Na-Phih}\end {equation}


   𝑁 


$N$


     𝐼  𝑎   =    𝐼    𝑎  𝑁   


$I_a=I_{aN}$


     𝐼  𝑎   =  −    𝐼    𝑎  𝑁   


$I_a=-I_{aN}$


$\pm $


$N_a$


$\Phi _{hN}$


     𝑈  𝑎   =    𝑈   𝑎𝑁   


$U_a=U_{aN}$


     𝑈  𝑎   =    𝑈   𝑎𝑁    /  2 


$U_a=U_{aN}/2$


     𝑈  𝑎   =      0          V   


$U_a=\protect \sid 0V$


     𝑈  𝑎   =  −    𝑈   𝑎𝑁    /  2 


$U_a=-U_{aN}/2$


     𝑈  𝑎   =  −    𝑈   𝑎𝑁   


$U_a=-U_{aN}$


$M_i$


$n$


             𝑀  𝑖   =        𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁    ⋅    𝑈  𝑎      𝑅  𝑎    −        (    𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁    )   2     𝑅  𝑎    ⋅  Ω    (7.29)  


\begin {equation}M_i=\dfrac {N_a\cdot \Phi _{hN}\cdot U_a}{R_a}-\dfrac {\left (N_a\cdot \Phi _{hN}\right )^2}{R_a}\cdot \Omega \label {eq:Gm-Mi(Omega)}\end {equation}


     𝑀  𝑁  


$M_N$


$M_i$


$\Omega $


$n$


     𝑀  𝑖   =  0     Nm  


$M_i=\sid 0{Nm}$


   0 


$0$


             Ω  0   =      𝑈  𝑎       𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁             𝑛  0   =         𝑈  𝑎     2  ⋅  π  ⋅    𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁        


\begin {align}\Omega _0=\dfrac {U_a}{N_a\cdot \Phi _{hN}} & & n_0= & \dfrac {U_a}{2\cdot \uppi \cdot N_a\cdot \Phi _{hN}}\label {eq:GM-Omega0}\end {align}


$U_a$


     𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁   


$N_a\cdot \Phi _{hN}$


     𝑈  𝑎   =  0    V 


$U_a=\sid 0V$


$U_a=U_{aN}$


             Ω    0  𝑁    =      𝑈    𝑎  𝑁        𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁             𝑛    0  𝑁    =      𝑈    𝑎  𝑁      2  ⋅  π  ⋅    𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁          


\begin {align}\Omega _{0N}=\dfrac {U_{aN}}{N_a\cdot \Phi _{hN}} & & n_{0N}=\dfrac {U_{aN}}{2\cdot \uppi \cdot N_a\cdot \Phi _{hN}}\label {eq:GM-n0N}\end {align}


$U_a=-U_{aN}$


$U_a$


               Δ    𝑀  𝑖      Δ  Ω    =  −        (    𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁    )   2     𝑅  𝑎             Δ    𝑀  𝑖      Δ  𝑛    =  −  2  ⋅  π  ⋅        (    𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁    )   2     𝑅  𝑎        


\begin {align}\dfrac {\Delta M_i}{\Delta \Omega }=-\dfrac {\left (N_a\cdot \Phi _{hN}\right )^2}{R_a} & & \dfrac {\Delta M_i}{\Delta n}=-2\cdot \uppi \cdot \dfrac {\left (N_a\cdot \Phi _{hN}\right )^2}{R_a}\label {eq:GM-dMi-dOmega}\end {align}


$U_a=U_{aN}$


$n$


$I_a=I_{aN}$


$I_a=-I_{aN}$


$U_a=-U_{aN}$


     𝑃  𝑖   =    𝑀  𝑖   ⋅  Ω 


$P_i=M_i\cdot \Omega $


$U_a=R_a\cdot I_a+N_a\cdot \Phi _h\cdot \Omega $


$U_a=\sid 0V$


   𝑣 


$v$


$\Omega =\sid 0{s^{-1}}$


     𝑅  𝑎   ≈  0        Ω   


$R_a\approx \sid 0{\ohm }$


             𝑈  𝑎   ≈    𝑁  𝑎   ⋅    Φ  ℎ   ⋅  Ω         𝑀  𝑖   =    𝑁  𝑎   ⋅    Φ  ℎ   ⋅    𝐼  𝑎          𝑃  𝑖   =    𝑀  𝑖   ⋅  Ω  ≈    𝑈  𝑎   ⋅    𝐼  𝑎         für     𝑅  𝑎   ≈  0        Ω        


\begin {align}U_a\approx N_a\cdot \Phi _h\cdot \Omega & & M_i=N_a\cdot \Phi _h\cdot I_a & & P_i=M_i\cdot \Omega \approx U_a\cdot I_a & & \text {für\,}R_a\approx \sid 0{\ohm }\label {eq:GM-Grenzkennlinien}\end {align}


$P_i$


$P_m$


$P_a$


   ≈ 


$\approx $


$\Omega =\sid 0{s^{-1}}$


     Ω  𝑁  


$\Omega _N$


   0      s    −  1    ≤  𝑛  ≤    𝑛  𝑁  


$\sid 0{s^{-1}}\le n\le n_N$


$\Phi _{hN}$


$I_{eN}$


             𝑈  𝑎   ≈    𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁    ⋅  Ω    (7.34)  


\begin {equation}U_a\approx N_a\cdot \Phi _{hN}\cdot \Omega \label {eq:GM-KF-Ua-Omega}\end {equation}


$U_{aN}$


$\Omega _N$


             𝑈    𝑎  𝑁    ≈    𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁    ⋅    Ω  𝑁     (7.35)  


\begin {equation}U_{aN}\approx N_a\cdot \Phi _{hN}\cdot \Omega _N\label {eq:GM-UaN-OmegaN}\end {equation}


     𝑈  𝑎   ≤    𝑈    𝑎  𝑁   


$U_a\le U_{aN}$


   𝑛  >    𝑛  𝑁  


$n>n_N$


$U_a=U_{aN}$


     Φ  ℎ   <    Φ    ℎ  𝑁   


$\Phi _h<\Phi _{hN}$


                 𝑈    𝑎  𝑁    ⏟        konstant     ≈    𝑁  𝑎   ⋅        Φ  ℎ   ⏟    sinkt    ⋅        Ω          ℎ      ⏟    steigt        


\begin {align}\underbrace {U_{aN}}_{\kern 0.5em\text {konstant}}\approx N_a\cdot \underbrace {\Phi _h}_{\text {sinkt}}\cdot \underbrace {\Omega \vphantom {_h}}_{\text {steigt}}\label {eq:GM-FS-Ua-Omega}\end {align}


$U_a$


$I_a$


$\Phi _h$


$M_i$


$P_i$


$0\thinspace \mathrm {s^{-1}}\le n\le n_N$


$\frac {n}{n_N}\cdot U_{aN}$


$I_{aN}$


$\Phi _{hN}$


$M_N$


$\frac {n}{n_N}\cdot P_N$


$n_N<n\le n_K$


$U_{aN}$


$I_{aN}$


$\frac {n_N}{n}\cdot \Phi _{hN}$


$\frac {n_N}{n}\cdot M_N$


$P_N$


$n_K<n\le n_{\text {max}}$


$U_{aN}$


$\frac {n_K}{n}\cdot I_{aN}$


$\frac {n_N}{n}\cdot \Phi _{hN}$


$\frac {n_N}{n_K}\cdot \left (\frac {n_K}{n}\right )^2\cdot M_N$


$\frac {n_K}{n}\cdot P_N$


$I_{aN}$


     𝑛  𝐾  


$n_K$


     1  𝑛  


$\frac {1}{n}$


$\frac {1}{n}$


     𝑛   max   


$n_{\text {max}}$


$\Omega _N$


             𝑀  𝑁   =       𝑁  𝑎   ⋅    Φ    ℎ  𝑁    ⋅    𝐼    𝑎  𝑁         𝑃  𝑁   =    𝑀  𝑁   ⋅    Ω  𝑁   ≈    𝑈    𝑎  𝑁    ⋅    𝐼    𝑎  𝑁          für     𝑅  𝑎   ≈  0        Ω        


\begin {align}M_N= & N_a\cdot \Phi _{hN}\cdot I_{aN} & P_N=M_N\cdot \Omega _N\approx U_{aN}\cdot I_{aN} & & \text {für\,}R_a\approx \sid 0{\ohm }\label {eq:GM-Grenzkennlinien-Bemessungsgr=0000F6=0000DFen}\end {align}
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             𝑈   Str       =  𝑈  =    |    𝑈  _   |   =    |    𝑈  _   |   =    |    𝑈  _   |   =    |    𝑈  _   |   =    |    𝑈  _   |   =    |    𝑈  _   |             𝐼   Str       =    𝐼    3    =    |    𝐼  _   |   =    |    𝐼  _   |   =    |    𝐼  _   |     


\begin {align}U_{\Str } & =U=\left |\underline {U}_{\texttt {U}}\right |=\left |\underline {U}_{\texttt {V}}\right |=\left |\underline {U}_{\texttt {W}}\right |=\left |\underline {U}_{12}\right |=\left |\underline {U}_{23}\right |=\left |\underline {U}_{31}\right |\label {eq:Dreieck_UStr}\\ I_{\Str } & =\dfrac {I}{\sqrt {3}}=\left |\underline {I}_{\texttt {U}}\right |=\left |\underline {I}_{\texttt {V}}\right |=\left |\underline {I}_{\texttt {W}}\right |\label {eq:Dreieck_IStr}\end {align}


     𝑍  _  


$\underline {Z}_{\triangle }$


             𝑍  _   =      𝑍  _   3     (1.122)  


\begin {equation}\underline {Z}_{\Ydown } =\dfrac {\underline {Z}_{\triangle }}{3}\label {eq:ZY-ZD-Umrechnung}\end {equation}


$U$


$I$


           𝑆  =  3  ⋅    𝑈   Str    ⋅    𝐼   Str    =    3   ⋅  𝑈  ⋅  𝐼    (1.123)  


\begin {equation}S =3\cdot U_{\Str }\cdot I_{\Str }=\sqrt {3}\cdot U\cdot I\label {eq:Drehstrom_S}\end {equation}


             𝑆  _   =    𝑈  _   ⋅    𝐼  _   +    𝑈  _   ⋅    𝐼  _   +    𝑈  _   ⋅    𝐼  _   =  3  ⋅    𝑈  _   ⋅    𝐼  _     (1.124)  


\begin {equation}\underline {S} =\underline {U}_{\texttt {U}}\cdot \underline {I}_{\texttt {U}}^*+\underline {U}_{\texttt {V}}\cdot \underline {I}_{\texttt {V}}^*+\underline {U}_{\texttt {W}}\cdot \underline {I}_{\texttt {W}}^*=3\cdot \underline {U}_{\texttt {U}}\cdot \underline {I}_{\texttt {U}}^*\label {eq:Stern_Komplex_S}\end {equation}


   𝜑 


$\varphi $


             𝑆  _   =  𝑃  +    j  ⋅  𝑄  =  𝑆  ∠  𝜑    (1.125)  


\begin {equation}\underline {S} =P+\jj \cdot Q=S\angle \varphi \label {eq:Drehstrom_Polar_S}\end {equation}


           𝑃  =  ℜ      (    𝑆  _   )   =  𝑆  ⋅   cos       (  𝜑  )   =  3  ⋅    𝑈   Str    ⋅    𝐼   Str    ⋅   cos       (  𝜑  )   =    3   ⋅  𝑈  ⋅  𝐼  ⋅   cos       (  𝜑  )     (1.126)  


\begin {equation}P =\Re \left (\underline {S}\right )=S\cdot \cos \left (\varphi \right )=3\cdot U_{\Str }\cdot I_{\Str }\cdot \cos \left (\varphi \right )=\sqrt {3}\cdot U\cdot I\cdot \cos \left (\varphi \right )\label {eq:Drehstrom_P}\end {equation}


           𝑄  =  ℑ      (    𝑆  _   )   =  𝑆  ⋅   sin       (  𝜑  )   =  3  ⋅    𝑈   Str    ⋅    𝐼   Str    ⋅   sin       (  𝜑  )   =    3   ⋅  𝑈  ⋅  𝐼  ⋅   sin       (  𝜑  )     (1.127)  


\begin {equation}Q =\Im \left (\underline {S}\right )=S\cdot \sin \left (\varphi \right )=3\cdot U_{\Str }\cdot I_{\Str }\cdot \sin \left (\varphi \right )=\sqrt {3}\cdot U\cdot I\cdot \sin \left (\varphi \right )\label {eq:Drehstrom_Q}\end {equation}


$u$


$i$


   𝑢  =  0    V 


$u=\sid 0V$


    0,7     V 


$\sid {0,7}V$


   𝑖  =  0    A 


$i=\sid 0A$


$u$


$i$


$u$


     𝑢    𝐺  𝐾   


$u_{GK}$


     𝑢    𝐺  𝐸   


$u_{GE}$


$u$


$T$


                 𝑢    |    𝑡  ′     ⏟     𝑢    zum Zeitpunkt      𝑡  ′     =        𝑢    |      𝑡  ′   +  𝑇     ⏟     𝑢   zum Zeitpunkt      𝑡  ′   +  𝑇        


\begin {align}\underbrace {u\Bigr |_{t'}}_{u\text { zum Zeitpunkt }t'}=\underbrace {u\Bigr |_{t'+T}}_{u\text {\,zum Zeitpunkt }t'+T}\label {eq:LE-Periode}\end {align}


     𝑡  ′  


$t'$


   𝑢  (    𝑡  ′   )  =  𝑢  (    𝑡  ′   +  𝑇  ) 


$u(t')=u(t'+T)$


$u$


           𝑓  =    1  𝑇     (1.129)  


\begin {equation}f=\dfrac {1}{T}\label {eq:LE-Frequenz}\end {equation}


             𝑢   max    =   max       (  𝑢  )     (1.130)  


\begin {equation}u_{\text {max}}=\max \left (u\right )\label {eq:max}\end {equation}


     𝑢  ˆ  


$\hat {u}$


$u$


             𝑢   min    =   min       (  𝑢  )     (1.131)  


\begin {equation}u_{\text {min}}=\min \left (u\right )\label {eq:min}\end {equation}


$u$


     𝑢   max   


$u_{\text {max}}$


   𝑑  ⋅  𝑇 


$d\cdot T$


   −    𝑢   max   


$-u_{\text {max}}$


$u$


     𝑢  ‾  


$\overline {u}$


             𝑢  ‾   =     FlächeunterderKurve   𝑇         Erweitertes Wissen:              𝑢  ‾   =    1  𝑇     ∫    𝑡  ′       𝑡  ′   +  𝑇    𝑢  ⋅  d  𝑡    


\begin {align}\overline {u}=\dfrac {\text {Fläche\,unter\,der\,Kurve}}{T} & & \ERWsubsection \,\,\, & \overline {u}=\dfrac {1}{T}\int _{t'}^{t'+T}u\cdot \der t\label {eq:LE-arithmetischer-Mittelwert}\end {align}


$u$


$u$


     𝑢  1  


$u_1$


     𝑢  2  


$u_2$


                 𝑢  1   +    𝑢  2    ‾   =      𝑢  1   ‾   +      𝑢  2   ‾              𝑢  1   −    𝑢  2    ‾   =      𝑢  1   ‾   −      𝑢  2   ‾       


\begin {align}\overline {u_1+u_2}=\overline {u_1}+\overline {u_2} & & \overline {u_1-u_2}=\overline {u_1}-\overline {u_2}\label {eq:LE-Addition-Mittelwerte}\end {align}


       |  𝑢  |   ‾  


$\overline {\left |u\right |}$


$u$


   |  𝑢  | 


$|u|$


   |    𝑢  ‾   | 


$\left |\overline {u}\right |$


$\overline {\left |u\right |}$


$u$


$u$


$U$


     𝑢   Eff   


$u_{\Eff }$


$U$


$R$


$U$


$u$


$u$


     𝑢  2  


$u^2$


$u^2$


       𝑢  2   ‾  


$\overline {u^2}$


$u^2$


           𝑈  =            𝑢  2   ‾             Erweitertes Wissen:            𝑈  =          1  𝑇      ∫    𝑡  ′       𝑡  ′   +  𝑇      𝑢  2   ⋅  d  𝑡      


\begin {align}U=\sqrt {\thinspace \overline {u^2}\thinspace } & & \ERWsubsection \,\,\, & U=\sqrt {\dfrac {1}{T}\int _{t'}^{t'+T}u^2\cdot \der t}\label {eq:LE--Effektivwert}\end {align}


$x$


$y$


$x$


$y$


$x$


$y$


   𝑠 


$s$


$x$


             𝑠  →      =    (              𝑠        0    m        0    m          )   =  𝑠  ⋅      𝑒  →   𝑥     


\begin {align}\vec {s} & =\begin {pmatrix} s\\ \sid 0m\\ \sid 0m \end {pmatrix}=s\cdot \vec {e}_x\label {eq:s}\end {align}


$x$


$s$


$y$


$y$


$x$


$s$


$t$


$v$


$t$


$v$


$x$


             𝑣  →      =    (              𝑣        0    m  /  s        0    m  /  s          )   =  𝑣  ⋅      𝑒  →   𝑥     


\begin {align}\vec {v} & =\begin {pmatrix} v\\ \sid 0{m/s}\\ \sid 0{m/s} \end {pmatrix}=v\cdot \vec {e}_x\label {eq:v_vec}\end {align}


$\Delta t$


$x$


   Δ  𝑠 


$\Delta s$


$x$


            ��     (2.26)  


\begin {equation}\boxed {v=\dfrac {\Delta s}{\Delta t}}\label {eq:vx=00003Ddsx/dt}\end {equation}


     𝑡  1   ≤  𝑡  ≤    𝑡  2  


$t_1\le t\le t_2$


     𝑠  1  


$s_1$


     𝑠  2  


$s_2$


             𝑣   21    =      Δ  𝑠     Δ  𝑡    =        𝑠  2   −    𝑠  1        𝑡  2   −    𝑡  1       (2.27)  


\begin {equation}v_{21} =\dfrac {\Delta s}{\Delta t}=\dfrac {s_2-s_1}{t_2-t_1}\label {eq:vx12}\end {equation}


$v$


$\Delta s$


     𝑡  1  


$t_1$


$t_2$


$t_1$


$t_2$


   Δ  𝑠  =    𝑠  2   −    𝑠  1   =    𝑣   21    ⋅    (    𝑡  2   −    𝑡  1   )  


$\Delta s=s_2-s_1=v_{21}\cdot \left (t_2-t_1\right )$


$t_1$


$t_2$


$t_1$


$t_2$


    Δ𝑠   =    𝑠  2   −    𝑠  1  


$\Delta s=s_2-s_1$


$s_1$


$s_2$


$s_1$


$s_2$


       𝑣  →   𝒜  


$\vec {v}_{\mathcal {A}}$


       𝑣  →    ℬ𝒜   


$\vec {v}_{\mathcal {BA}}$


       𝑣  →   ℬ  


$\vec {v}_{\mathcal {B}}$


$\mathcal {A}$


$\vec {v}_{\mathcal {A}}$


$\vec {v}_{\mathcal {BA}}$


$\vec {v}_{\mathcal {BA}}$


$\vec {v}_{\mathcal {A}}$


$\mathcal {B}$


               𝑣  →   ℬ   =      𝑣  →   𝒜   +      𝑣  →     ℬ  𝒜      (2.28)  


\begin {equation}\vec {v}_{\mathcal {B}} =\vec {v}_{\mathcal {A}}+\vec {v}_{\mathcal {BA}}\label {eq:vB=00003DvA+vBA}\end {equation}


$a$


     s  2  


$\mathrm {s^2}$


             𝑎  →      =    (              𝑎        0    m  /    s  2         0    m  /    s  2           )   =  𝑎  ⋅      𝑒  →   𝑥     


\begin {align}\vec {a} & =\begin {pmatrix} a\\ \sid 0{m/s^2}\\ \sid 0{m/s^2} \end {pmatrix}=a\cdot \vec {e}_x\label {eq:a_vec}\end {align}


$x$


$a$


$\Delta t$


   Δ  𝑣 


$\Delta v$


            ��     (2.30)  


\begin {equation}\boxed {a=\dfrac {\Delta v}{\Delta t}}\label {eq:ax=00003Ddvx/dt}\end {equation}


     𝑡  1   <  𝑡  <    𝑡  2  


$t_1<t<t_2$


             𝑎   21    =      Δ  𝑣     Δ  𝑡    =        𝑣  2   −    𝑣  1        𝑡  2   −    𝑡  1       (2.31)  


\begin {equation}a_{21} =\dfrac {\Delta v}{\Delta t}=\dfrac {v_2-v_1}{t_2-t_1}\end {equation}


$t_1$


$t_2$


$\Delta v$


   Δ  𝑣  =    𝑣  2   −    𝑣  1   =    𝑎   21    ⋅    (    𝑡  2   −    𝑡  1   )  


$\Delta v=v_2-v_1=a_{21}\cdot \left (t_2-t_1\right )$


$k$


            ��     (2.32)  


\begin {equation}\boxed {\sum _k\vec {F_k}=m\cdot \vec {a}}\label {eq:Vektor_F=00003Dm*a}\end {equation}


$x$


       𝐹  →   𝑘   =    𝐹  𝑘   ⋅      𝑒  →   𝑥  


$\vec {F}_k=F_k\cdot \vec {e}_x$


     𝑎  →   =  𝑎  ⋅      𝑒  →   𝑥  


$\vec {a}=a\cdot \vec {e}_x$


$x$


            ��     (2.33)  


\begin {equation}\boxed {\sum _kF_k=m\cdot a}\label {eq:Fx=00003Dm*ax}\end {equation}


$E$


$\Delta t$


$P$


            ��     (2.36)  


\begin {equation}\boxed {\Delta E=P\cdot \Delta t}\label {eq:dE=00003DP*dt}\end {equation}


$t_1$


     𝐸  1  


$E_1$


$t_1$


$t_2$


     𝑃   21   


$P_{21}$


$t_2$


           Δ  𝐸  =    𝐸  2   −    𝐸  1   =    𝑃   21    ⋅    (    𝑡  2   −    𝑡  1   )     (2.37)  


\begin {equation}\Delta E =E_2-E_1=P_{21}\cdot \left (t_2-t_1\right )\label {eq:dE}\end {equation}


$t_1<t<t_2$


$P_{21}$


$m$


$v$


            ��     (2.38)  


\begin {equation}\boxed {E=m\cdot \dfrac {v^2}{2}}\label {eq:E=00003Dm*v^2}\end {equation}


       𝑣  →   𝒪  


$\vec {v}_{\mathcal {O}}$


       𝑣  →    ℬ𝒪   


$\vec {v}_{\mathcal {BO}}$


$\mathcal {B}$


   𝑟 


$r$


     Ω  →   =  Ω  ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {\Omega }=\Omega \cdot \vec {e}_z$


$z$


$z$


   Ω  <  0      1  s  


$\Omega <\sid 0{\frac {1}{s}}$


     𝑣  →  


$\vec {v}$


$\mathcal {B}$


     𝑟  →   =  −  𝑟  ⋅      𝑒  →   𝑦  


$\vec {r}=-r\cdot \vec {e}_y$


$\mathcal {B}$


$\mathcal {B}$


             𝑣  →   =    Ω  →   ×    𝑟  →         ��       


\begin {align}\vec {v}=\vec {\Omega }\times \vec {r} & & \boxed {v=\Omega \cdot r}\label {eq:v=00003DOmega*r_vec}\end {align}


$\mathcal {B}$


     𝑣  →   =  −  Ω  ⋅  𝑟  ⋅      𝑒  →   𝑧   ×      𝑒  →   𝑦   =  Ω  ⋅  𝑟  ⋅      𝑒  →   𝑥   =  𝑣  ⋅      𝑒  →   𝑥  


$\vec {v}=-\Omega \cdot r\cdot \vec {e}_z\times \vec {e}_y=\Omega \cdot r\cdot \vec {e}_x=v\cdot \vec {e}_x$


   𝑣  <  0      m  s  


$v<\sid 0{\frac {m}{s}}$


$\Omega <\sid 0{\frac {1}{s}}$


$\mathcal {B}$


     𝐹  →   =  𝐹  ⋅      𝑒  →   𝑥  


$\vec {F}=F\cdot \vec {e}_x$


   𝐹  >  0    N 


$F>\sid 0N$


$\mathcal {O}$


   −    𝐹  →  


$-\vec {F}$


     𝐹  →  


$\vec {F}$


             𝑀  →   =    𝑟  →   ×    𝐹  →         ��       


\begin {align}\vec {M}=\vec {r}\times \vec {F} & & \boxed {M=r\cdot F}\label {eq:M+r*F_vec}\end {align}


     𝑀  →   =  −  𝑟  ⋅  𝐹  ⋅      𝑒  →   𝑦   ×      𝑒  →   𝑥   =  𝑟  ⋅  𝐹  ⋅      𝑒  →   𝑧   =  𝑀  ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {M}=-r\cdot F\cdot \vec {e}_y\times \vec {e}_x=r\cdot F\cdot \vec {e}_z=M\cdot \vec {e}_z$


   𝑀  >  0     Nm  


$M>\sid 0{Nm}$


$z$


$\mathcal {O}$


$\mathcal {B}$


$\mathcal {O}$


$x$


$y$


$\vec {v}_{\mathcal {O}}$


$\mathcal {B}$


$\mathcal {B}$


$\mathcal {O}$


$\vec {r}=-r\cdot \vec {e}_y$


$\vec {\Omega }=\Omega \cdot \vec {e}_z$


$\Omega <\sid 0{\frac {1}{s}}$


               𝑣  →     ℬ  𝒪    =    Ω  →   ×    𝑟  →     (2.62)  


\begin {equation}\vec {v}_{\mathcal {BO}} =\vec {\Omega }\times \vec {r}\label {eq:v_BA_Rad}\end {equation}


$r$


       𝑣  →     ℬ  𝒪    =  Ω  ⋅  𝑟  ⋅      𝑒  →   𝑥   =    𝑣    ℬ  𝒪    ⋅      𝑒  →   𝑥  


$\vec {v}_{\mathcal {BO}}=\Omega \cdot r\cdot \vec {e}_x=v_{\mathcal {BO}}\cdot \vec {e}_x$


$\Omega <\sid 0{\frac {1}{s}}$


     𝑣    ℬ  𝒪    <  0      m  s  


$v_{\mathcal {BO}}<\sid 0{\frac {m}{s}}$


$\mathcal {B}$


$\vec {v}_{\mathcal {BO}}$


$\vec {v}_{\mathcal {O}}$


               𝑣  →   ℬ   =      𝑣  →     ℬ  𝒪    +      𝑣  →   𝒪   =    0  →       m  s     (2.63)  


\begin {equation}\vec {v}_{\mathcal {B}}= \vec {v}_{\mathcal {BO}}+\vec {v}_{\mathcal {O}}=\vec {0}\thinspace \sid {}{\frac {m}{s}}\label {eq:v_B_Rad_0}\end {equation}


               𝑣  →   𝒪   =  −      𝑣  →     ℬ  𝒪      (2.64)  


\begin {equation}\vec {v}_{\mathcal {O}} =-\vec {v}_{\mathcal {BO}}\label {eq:v_Fahrzeug}\end {equation}


$\mathcal {B}$


$r$


$\vec {F}$


     Ω  →  


$\vec {\Omega }$


$\vec {F}$


$r_1$


     𝑟  2  


$r_2$


       𝑟  2     𝑟  1   


$\frac {r_2}{r_1}$


       𝑧  2     𝑧  1   


$\frac {z_2}{z_1}$


       Ω  →   1   =    Ω  1   ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {\Omega }_1=\Omega _1\cdot \vec {e}_z$


       Ω  →   2   =    Ω  2   ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {\Omega }_2=\Omega _2\cdot \vec {e}_z$


     Ω  1   >  0      1  s  


$\Omega _1>\sid 0{\frac {1}{s}}$


     Ω  2   <  0      1  s  


$\Omega _2<\sid 0{\frac {1}{s}}$


$\mathcal {B}$


$\mathcal {B}$


             𝑣  →      =      Ω  →   1   ×      𝑟  →   1   =      Ω  →   2   ×      𝑟  →   2   =    (    Ω  1   ⋅      𝑒  →   𝑧   )   ×    (    𝑟  1   ⋅      𝑒  →   𝑥   )   =    (    Ω  2   ⋅      𝑒  →   𝑧   )   ×    (  −    𝑟  2   ⋅      𝑒  →   𝑥   )   =  𝑣  ⋅      𝑒  →   𝑦           𝑣     =    Ω  1   ⋅    𝑟  1   =  −    Ω  2   ⋅    𝑟  2     


\begin {align}\vec {v} & =\vec {\Omega }_1\times \vec {r}_1=\vec {\Omega }_2\times \vec {r}_2=\left (\Omega _1\cdot \vec {e}_z\right )\times \left (r_1\cdot \vec {e}_x\right )=\left (\Omega _2\cdot \vec {e}_z\right )\times \left (-r_2\cdot \vec {e}_x\right )=v\cdot \vec {e}_y\label {eq:v_vec_Getriebe}\\ v & =\Omega _1\cdot r_1=-\Omega _2\cdot r_2\label {eq:v_Getriebe}\end {align}


            ��     (2.67)  


\begin {equation}\boxed {i=\dfrac {\left |n_1\right |}{\left |n_2\right |}=\dfrac {\left |\Omega _1\right |}{\left |\Omega _2\right |}=\dfrac {r_2}{r_1}=\dfrac {z_2}{z_1}}\label {eq:n1/n2=00003Dr2/r1}\end {equation}


   𝑖  >  1 


$i>1$


     |    𝑛  1   |   >    |    𝑛  2   |  


$\left |n_1\right |>\left |n_2\right |$


   𝑖  <  1 


$i<1$


     |    𝑛  2   |   >    |    𝑛  1   |  


$\left |n_2\right |>\left |n_1\right |$


$\mathcal {B}$


$\vec {F}_1$


       𝐹  →   2  


$\vec {F}_2$


               𝐹  →   1   +      𝐹  →   2   =    0  →     N    (2.68)  


\begin {equation}\vec {F}_1+\vec {F}_2 =\vec {0}\thinspace \sid {}N\label {eq:F1+F2=00003D0_Getriebe}\end {equation}


       𝐹  →   1   =  −      𝐹  →   2   =  𝐹  ⋅      𝑒  →   𝑦  


$\vec {F}_1=-\vec {F}_2=F\cdot \vec {e}_y$


               𝑀  →   1      =      𝑟  →   1   ×      𝐹  →   1   =    (    𝑟  1   ⋅      𝑒  →   𝑥   )   ×    (  𝐹  ⋅      𝑒  →   𝑦   )   =    𝑟  1   ⋅  𝐹  ⋅      𝑒  →   𝑧   =    𝑀  1   ⋅      𝑒  →   𝑧     ,              𝑀  →   2      =      𝑟  →   2   ×      𝐹  →   2   =    (  −    𝑟  2   ⋅      𝑒  →   𝑥   )   ×    (  −  𝐹  ⋅      𝑒  →   𝑦   )   =    𝑟  2   ⋅  𝐹  ⋅      𝑒  →   𝑧   =    𝑀  2   ⋅      𝑒  →   𝑧     ,    


\begin {align}\vec {M}_1 & =\vec {r}_1\times \vec {F}_1=\left (r_1\cdot \vec {e}_x\right )\times \left (F\cdot \vec {e}_y\right )=r_1\cdot F\cdot \vec {e}_z=M_1\cdot \vec {e}_z\:,\label {eq:M1_Getriebe}\\ \vec {M}_2 & =\vec {r}_2\times \vec {F}_2=\left (-r_2\cdot \vec {e}_x\right )\times \left (-F\cdot \vec {e}_y\right )=r_2\cdot F\cdot \vec {e}_z=M_2\cdot \vec {e}_z\:,\label {eq:M2_Getriebe}\end {align}


   𝐹  =      𝑀  1     𝑟  1    =      𝑀  2     𝑟  2   


$F=\frac {M_1}{r_1}=\frac {M_2}{r_2}$


            ��     (2.71)  


\begin {equation}\boxed {i=\dfrac {\left |M_2\right |}{\left |M_1\right |}}\label {eq:i=00003DM1/M2}\end {equation}


       𝑀  →   1  


$\vec {M}_1$


       𝑀  →   2  


$\vec {M}_2$


       Ω  →   1  


$\vec {\Omega }_1$


       Ω  →   2  


$\vec {\Omega }_2$


     𝑃  1  


$P_1$


     𝑃  2  


$P_2$


                   𝑀  1   ⋅    Ω  1    ⏞     𝑃  1    +          𝑀  2   ⋅    Ω  2    ⏞     𝑃  2    =  0    W      


\begin {align}\overbrace {M_1\cdot \Omega _1}^{P_1}+\overbrace {M_2\cdot \Omega _2}^{P_2} =\sid 0W\label {eq:P1+P2=00003D0}\end {align}


     𝑃  2   <  0    W 


$P_2<\sid 0W$


     𝑃  1   >  0    W 


$P_1>\sid 0W$


   −      𝑀  →   2  


$-\vec {M}_2$


$P_1>\sid 0W$


$\vec {\Omega }_1$


$\vec {\Omega }_2$


$r_1$


$r_2$


             𝑖   12    =      |    𝑛  1   |     |    𝑛  2   |    =      |    Ω  1   |     |    Ω  2   |    =      𝑟  2     𝑟  1    =      |    𝑀  2   |     |    𝑀  1   |      (2.73)  


\begin {equation}i_{12} =\dfrac {\left |n_1\right |}{\left |n_2\right |}=\dfrac {\left |\Omega _1\right |}{\left |\Omega _2\right |}=\dfrac {r_2}{r_1}=\dfrac {\left |M_2\right |}{\left |M_1\right |}\label {eq:i1}\end {equation}


     𝑟  3  


$r_3$


     𝑟  4  


$r_4$


             𝑖   34    =      |    𝑛  3   |     |    𝑛  4   |    =      |    Ω  3   |     |    Ω  4   |    =      𝑟  4     𝑟  3    =      |    𝑀  4   |     |    𝑀  3   |      (2.74)  


\begin {equation}i_{34} =\dfrac {\left |n_3\right |}{\left |n_4\right |}=\dfrac {\left |\Omega _3\right |}{\left |\Omega _4\right |}=\dfrac {r_4}{r_3}=\dfrac {\left |M_4\right |}{\left |M_3\right |}\label {eq:i2}\end {equation}


     Ω  4  


$\Omega _4$


     Ω  1  


$\Omega _1$


            ��     (2.75)  


\begin {equation}\boxed {i=i_{12}\cdot i_{34}=\dfrac {\left |n_1\right |}{\left |n_4\right |}=\dfrac {\left |\Omega _1\right |}{\left |\Omega _4\right |}=\dfrac {\left |M_4\right |}{\left |M_1\right |}}\label {eq:=0000DCbersetzung-zweistufig}\end {equation}


     𝐽  1  


$J_1$


     𝐽  2  


$J_2$


     1  2   ⋅    𝐽  1   ⋅    Ω  1  2   =    1  2   ⋅    𝐽  2   ⋅    Ω  2  2  


$\frac {1}{2}\cdot J_1\cdot \Omega _1^2=\frac {1}{2}\cdot J_2\cdot \Omega _2^2$


$i$


            ��     (2.76)  


\begin {equation}\boxed {J_2=i^2\cdot J_1}\label {eq:J2_i^2*J1}\end {equation}


$s$


$\varphi $


$v$


$\Omega $


$a$


$\mathrm {m/s^2}$


$\alpha $


    rad   /    s  2  


$\mathrm {rad/s^2}$


$m$


$J$


$\cdot \mathrm {m^2}$


   𝐹 


$F$


$M$


$v=\dfrac {\Delta s}{\Delta t}$


$\Omega =\dfrac {\Delta \varphi }{\Delta t}$


$a=\dfrac {\Delta v}{\Delta t}$


$\alpha =\dfrac {\Delta \Omega }{\Delta t}$


$P=F\cdot v$


$P=M\cdot \Omega $


$E=m\cdot \dfrac {v^2}{2}$


$E=J\cdot \dfrac {\Omega ^2}{2}$


$\sum F=m\cdot a$


$\sum M=J\cdot \alpha $


$F$


$\vec {F}_1$


$\vec {F}_2$


       𝐹  →   𝐺  


$\vec {F}_G$


$\vec {F}_1$


$\vec {F}_2$


     𝐹  →   =      𝐹  →   1   +      𝐹  →   2  


$\vec {F}=\vec {F}_1+\vec {F}_2$


$\vec {F}_1$


$\vec {F}_2$


$\vec {F}$


$x$


$y$


$x$


$y$


            ��     (2.1)  


\begin {equation}\boxed {\sum \vec {F}=\vec {0}\thinspace \sid {}N}\label {eq:Zentral-ebenes-Kraftsystdem-sumF=00003D0}\end {equation}


     𝐹  𝐺  


$F_G$


   𝑔 


$g$


$\mathrm {s^2}$


$m$


$m$


            ��     (2.2)  


\begin {equation}\boxed {\left |\vec {F}_G\right |=m\cdot g}\label {eq:FG-Gewichtskraft}\end {equation}


   𝑔  ≈       9,81           m  /    s  2    


$g\approx \sid {9,81}{m/s^2}$


   𝒮 


$\mathcal {S}$


$\vec {F}_G$


$y$


               𝐹  →   𝐺      =    (              0    N        −  𝑚  ⋅  𝑔        0    N          )   =  −  𝑚  ⋅  𝑔  ⋅      𝑒  →   𝑦     


\begin {align}\vec {F}_G & =\begin {pmatrix} \sid 0N\\ -m\cdot g\\ \sid 0N \end {pmatrix}=-m\cdot g\cdot \vec {e}_y\label {eq:FG-Gewichtskraft-Vektor}\end {align}


$x$


$z$


$z$


$m$


$\mathcal {S}$


$\mathcal {S}$


$\mathcal {S}$


$\mathcal {S}$


$\vec {F}_G$


       𝐹  →   𝐷  


$\vec {F}_D$


       𝐹  →   𝐺   +      𝐹  →   𝐷   =    0  →  


$\vec {F}_G+\vec {F}_D=\vec {0}$


       𝐹  →   𝐷   =  −      𝐹  →   𝐺  


$\vec {F}_D=-\vec {F}_G$


$\vec {F}_1$


$\vec {F}_2$


       𝐹  →   1   +      𝐹  →   2   +      𝐹  →   𝐺   =    0  →  


$\vec {F}_1+\vec {F}_2+\vec {F}_G=\vec {0}$


$-\vec {F}_1$


   −      𝐹  →   2  


$-\vec {F}_2$


$\vec {F}_D$


   −      𝐹  →   𝐺  


$-\vec {F}_G$


   −      𝐹  →   1   −      𝐹  →   2   +      𝐹  →   𝐷   =    0  →  


$-\vec {F}_1-\vec {F}_2+\vec {F}_D=\vec {0}$


$x$


$y$


$x$


$y$


$z$


$\mathcal {O}$


            ��         ��       


\begin {align}\boxed {\sum \vec {F}=\vec {0}\thinspace \sid {}N} & & \boxed {\sum \vec {M}=\vec {0}\thinspace \sid {}{Nm}}\label {eq:sumM=00003D0}\end {align}


     𝑐  𝑤  


$c_w$


$A$


$\mathrm {m^2}$


$v$


   𝜌 


$\rho $


     m  3  


$\mathrm {m^3}$


$v$


$\beta $


$x$


$y$


$x$


     𝑣  →   =  𝑣  ⋅      𝑒  →   𝑥  


$\vec {v}=v\cdot \vec {e}_x$


$x$


               𝐹  →   𝑅   =    𝜇  𝑅   ⋅  𝑚  ⋅  𝑔  ⋅   cos       (  𝛽  )   ⋅    (  −      𝑒  →   𝑥   )     (2.19)  


\begin {equation}\vec {F}_R=\mu _R\cdot m\cdot g\cdot \cos \left (\beta \right )\cdot \left (-\vec {e}_x\right )\label {eq:MEC-FRx}\end {equation}


$c_w$


$A$


$\rho $


$v$


               𝐹  →   𝐿   =    𝑐  𝑤   ⋅  𝐴  ⋅  𝜌  ⋅      𝑣  2   2   ⋅    (  −      𝑒  →   𝑥   )     (2.20)  


\begin {equation}\vec {F}_L=c_w\cdot A\cdot \rho \cdot \dfrac {v^2}{2}\cdot \left (-\vec {e}_x\right )\label {eq:MEC-FLx}\end {equation}


$x$


   (  −      𝑒  →   𝑥   ) 


$\left (-\vec {e}_x\right )$


$\vec {e}_x$


               𝐹  →     𝐺  𝑇    =  𝑚  ⋅  𝑔  ⋅   sin       (  𝛽  )   ⋅    (  −      𝑒  →   𝑥   )     (2.21)  


\begin {equation}\vec {F}_{GT}=m\cdot g\cdot \sin \left (\beta \right )\cdot \left (-\vec {e}_x\right )\label {eq:MEC-FTx}\end {equation}


   𝛽  >  0 


$\beta >0$


$x$


   𝛽  <  0 


$\beta <0$


$x$


   𝛽  =  0 


$\beta =0$


               𝐹  →   𝐹   =      𝐹  →   𝑅   +      𝐹  →   𝐿   +      𝐹  →   𝑇     (2.22)  


\begin {equation}\vec {F}_F=\vec {F}_R+\vec {F}_L+\vec {F}_T\label {eq:MEC-Fahrwiderstand}\end {equation}


       𝐹  →   𝐴  


$\vec {F}_A$


       𝐹  →   𝐹  


$\vec {F}_F$


               𝐹  →   𝐴   +      𝐹  →   𝐹   =    0  →     N    (2.23)  


\begin {equation}\vec {F}_A+\vec {F}_F=\vec {0}\thinspace \sid {}N\label {eq:MEC-FT=00003DFF}\end {equation}


$B$


$\mathrm {m^2}$


$H$


   𝜇 


$\mu $


     𝜇  𝑟  


$\mu _r$


$i$


     𝐻  →  


$\vec {H}$


$\mathcal {P}$


$\vec {H}$


     𝐵  →  


$\vec {B}$


            ��     (4.1)  


\begin {equation}\boxed {\vec {B}=\mu \cdot \vec {H}}\label {eq:MAG-B=00003Dmu*H}\end {equation}


$\mu $


$\mu _r$


     𝜇  0  


$\mu _0$


            ��         ��       


\begin {align}\boxed {\mu =\mu _r\cdot \mu _0}&&\boxed {\mu _0=4\cdot \uppi \cdot \sid {E-7}{\frac {Vs}{Am}}}\label {eq:Permeabilitaet}\end {align}


$\mu $


     𝐺  𝑚  


$G_m$


     𝑅  𝑚  


$R_m$


     𝑈  𝑚  


$U_m$


   Φ 


$\Phi $


$l$


$A$


$\mu $


$A$


$\mu $


$\Phi $


$l$


$A$


$\mu $


$l$


$A$


            ��     (4.3)  


\begin {equation}\boxed {R_m=\dfrac {l}{\mu \cdot A}}\label {eq:Rm}\end {equation}


            ��     (4.4)  


\begin {equation}\boxed {G_m=\dfrac {1}{R_m}=\dfrac {\mu \cdot A}{l}}\label {eq:Gm}\end {equation}


$U_m$


$R_m$


$\Phi $


            ��     (4.5)  


\begin {equation}\boxed {U_m=R_m\cdot \Phi }\label {eq:OhmschesGesetz_Magnetfeld}\end {equation}


$\Phi $


$U_m$


     Φ  _  


$\underline {\Phi }$


     𝑈  _  


$\underline {U}_m$


             𝑈  _   =    𝑅  𝑚   ⋅    Φ  _     (4.6)  


\begin {equation}\underline {U}_m=R_m\cdot \underline {\Phi }\label {eq:OhmscheGesetz_Magnetfeld_komplex}\end {equation}


$\mathcal {A}$


$N$


       𝑈  ̊   𝑚  


$\mathring {U}_m$


   Θ 


$\Theta $


$i$


   𝑁  =  4 


$N=4$


$\mathcal {A}$


$i$


$N$


$\mathcal {A}$


$\Theta $


            ��     (4.7)  


\begin {equation}\boxed {\Theta =\sum i}\label {eq:Durchflutung}\end {equation}


$\mathcal {A}$


           Θ  =  𝑁  ⋅  𝑖    (4.8)  


\begin {equation}\Theta =N\cdot i\label {eq:Durchflutung_NI}\end {equation}


$\Theta $


$\mathring {U}_m$


$\Theta $


$\mathcal {A}$


$\mathring {U}_m$


            ��     (4.9)  


\begin {equation}\boxed {\Theta =\mathring {U}_m}\label {eq:Durchflutungssatz}\end {equation}


$\mathring {U}_m$


$\mathcal {A}$


$\mathring {U}_m$


$k$


            ��     (4.10)  


\begin {equation}\boxed {\mathring {U}_m=\sum _kU_{m,k}}\label {eq:MagnetischeUmlaufSpannugn}\end {equation}


$\underline {I}$


     Θ  _  


$\underline {\Theta }$


$\underline {U}_m$


         𝑈  _   ̊   𝑚  


$\mathring {\underline {U}}_m$


$i$


   Ψ  =  𝑁  ⋅  Φ 


$\Psi =N\cdot \Phi $


            ��     (4.25)  


\begin {equation}\boxed {L=\dfrac {\Psi }{i}}\label {eq:MAG-Induktivitaet}\end {equation}


           𝐿  =    𝑁  2   ⋅    𝐺  𝑚   =      𝑁  2     𝑅  𝑚      (4.26)  


\begin {equation}L=N^2\cdot G_m=\dfrac {N^2}{R_m}\label {eq:MAG-Induktiviaet-Berechnung}\end {equation}


   𝐿 


$L$


            ��     (4.27)  


\begin {equation}\boxed {u=L\cdot \dfrac {\Delta i}{\Delta t}}\label {eq:MAG-Induktivitaet-u-i}\end {equation}


$\Phi $


     𝑢  ̊  


$\mathring {u}$


$i$


     Φ  1  


$\Phi _1$


$\Phi $


     𝑖  1  


$i_1$


$B$


$H$


$B$


     𝐸  ℎ  


$E_h$


$f$


             𝑃  ℎ   =  𝑓  ⋅    𝐸  ℎ     (4.30)  


\begin {equation}P_h=f\cdot E_h\label {eq:MAG-Ph}\end {equation}


$H$


$B$


$\Phi $


     𝑢  ̊   =  −      Δ  Φ     Δ  𝑡   


$\mathring {u}=-\frac {\Delta \Phi }{\Delta t}$


$\mathring {u}$


$\Phi $


$n$


     Φ  1   =  Φ  /  𝑛 


$\Phi _1=\Phi /n$


       𝑢  ̊   1  


$\mathring {u}_1$


                     O  ⏟     K  1          N  ⏟     A  1     ⏞    innen                  A  ⏟     K  2          N  ⏟     A  2     ⏞    außen    =   ONAN       


\begin {align*}\overbrace {\underbrace {\text {O}}_{\text {K}_1}\thinspace \underbrace {\text {N}}_{\text {A}_1}}^{\text {innen}}\thinspace \overbrace {\underbrace {\text {A}}_{\text {K}_2}\thinspace \underbrace {\text {N}}_{\text {A}_2}}^{\text {außen}} =\text {ONAN}\end {align*}


     K  1  


$\text {K}_1$


     K  2  


$\text {K}_2$


     A  1  


$\text {A}_1$


     A  2  


$\text {A}_2$


              ��                  ��       ��       


\begin {align}& \boxed {\dfrac {\underline {U}_{1\Ydown }}{\underline {U}_{2\Ydown }}=\ddot {u}_{\Ydown }=n_{12\Ydown }}\label {eq:TR3_U1/U2}\\ & \boxed {\dfrac {\underline {I}_{1\Ydown }}{\underline {I}_{2\Ydown }}=-\dfrac {1}{\ddot {u}_{\Ydown }}=-\dfrac {1}{n_{12\Ydown }}} & \boxed {\dfrac {\underline {I}_{1\Ydown }}{\underline {I}_{L\Ydown }}=\dfrac {1}{\ddot {u}_{\Ydown }}=\dfrac {1}{n_{12\Ydown }}}\label {eq:TR3-I1/I2}\end {align}


            ��     (6.14)  


\begin {equation}\boxed {\underline {Z}_{2\Ydown }'=\ddot {u}_{\Ydown }^2\cdot \underline {Z}_{2\Ydown }=n_{12\Ydown }^2\cdot \underline {Z}_{2\Ydown }}\label {eq:TR3-Transformation-Impedanz}\end {equation}


             𝑈  _   =    𝑍  _   ⋅    𝐼  _   +    𝑈  _   =    𝑅    𝑘  ^^05    ⋅    𝐼  _   +    j  ⋅    𝑋    𝑘  ^^05    ⋅    𝐼  _   +    𝑈  _     (6.15)  


\begin {equation}\underline {U}_{1\Ydown }=\underline {Z}_{k\Ydown }\cdot \underline {I}_{1\Ydown }+\underline {U}_{2\Ydown }'=R_{k\Ydown }\cdot \underline {I}_{1\Ydown }+\jj \cdot X_{k\Ydown }\cdot \underline {I}_{1\Ydown }+\underline {U}_{2\Ydown }'\label {eq:TR3-Spannungsgleichung}\end {equation}


$\sid {120}{\degree }$


             𝑁  1   ⋅    𝐼  _   =    2  3   ⋅    𝑁  2   ⋅    𝐼  _     (6.16)  


\begin {equation}N_1\cdot \underline {I}_{\texttt {1V}}=\dfrac {2}{3}\cdot N_2\cdot \underline {I}_{\texttt {2V}}\label {eq:Yyn-Druchflutungsbedingung}\end {equation}


     𝐼  _  


$\underline {I}_2'$


     𝐼  _  


$\underline {I}_L$


     𝐼  _  


$\underline {I}_L'$


     𝑅  1  


$R_1$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑅  2  


$R_2$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑅  2  ′  


$R_2'$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑅  𝑘  


$R_k$


$\sid {}{\ohm }$


$R_{\Fe }$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑈  _  


$\underline {U}_2'$


     𝑢  ¨  


$\ddot {u}$


     𝑋    1  𝜎   


$X_{1\sigma }$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑋    2  𝜎   


$X_{2\sigma }$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑋    2  𝜎   ′  


$X_{2\sigma }'$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑋  ℎ  


$X_h$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑋  𝑘  


$X_k$


$\sid {}{\ohm }$


     Φ  _  


$\underline {\Phi }_{1\sigma }$


     Φ  _  


$\underline {\Phi }_{2\sigma }$


   𝜎 


$\sigma $


$X_{1\sigma }$


$X_{2\sigma }$


$R_1$


$R_2$


     𝑈  _   =    j  ⋅    𝑋    1  ℎ    ⋅    𝐼  _   +    j  ⋅    𝑋   12    ⋅    𝐼  _  


$\underline {U}_1=\jj \cdot X_{1h}\cdot \underline {I}_1+\jj \cdot X_{12}\cdot \underline {I}_2$


     𝑈  _   =    j  ⋅    𝑋   12    ⋅    𝐼  _   +    j  ⋅    𝑋    2  ℎ    ⋅    𝐼  _  


$\underline {U}_2=\jj \cdot X_{12}\cdot \underline {I}_1+\jj \cdot X_{2h}\cdot \underline {I}_2$


     𝑋   12    =        𝑋    1  ℎ    ⋅    𝑋    2  ℎ     


$X_{12}=\sqrt {X_{1h}\cdot X_{2h}}$


     𝑋    1  ℎ   


$X_{1h}$


     𝑋    2  ℎ   


$X_{2h}$


$X_{1h}$


$R_{\Fe }$


$X_{1h}$


$R_{\Fe }$


            ��     (5.10)  


\begin {equation}\boxed {\underline {Z}_2'=\left (\dfrac {N_1}{N_2}\right )^2\cdot \underline {Z}_2=n_{12}^2\cdot \underline {Z}_2}\label {eq:Z2'-Transformation}\end {equation}


     𝑛   12   2  


$n_{12}^2$


             𝑅  2  ′      =    𝑛   12   2   ⋅    𝑅  2             𝑋    2  𝜎   ′      =    𝑛   12   2   ⋅    𝑋    2  𝜎      


\begin {align}R_2' & =n_{12}^2\cdot R_2\label {eq:R2'}\\ X_{2\sigma }' & =n_{12}^2\cdot X_{2\sigma }\label {eq:X2sigma'}\end {align}


$R_{\Fe }$


$X_{1h}$


$X_{1\sigma }$


$X_{2\sigma }$


             𝑅   Fe       ≫    𝑅  1        𝑅   Fe       ≫    𝑅  2  ′             𝑋    1  ℎ       ≫    𝑋    1  𝜎         𝑋    1  ℎ       ≫    𝑋    2  𝜎   ′     


\begin {align}R_{\Fe } & \gg R_1 & R_{\Fe } & \gg R_2'\label {eq:TR1-ESB-VSS-R}\\ X_{1h} & \gg X_{1\sigma } & X_{1h} & \gg X_{2\sigma }'\label {eq:TR1-ESB-VSS-X}\end {align}


$R_{\Fe }$


$X_{1h}$


$R_1$


$X_{1\sigma }$


$X_{2\sigma }'$


$R_2'$


            ��     (5.15)  


\begin {equation}\boxed {R_k=R_1+R_2'}\label {eq:Rk}\end {equation}


            ��     (5.16)  


\begin {equation}\boxed {X_k=X_{1\sigma }+X_{2\sigma }'}\label {eq:Xk}\end {equation}


$R_k$


$X_k$


$k$


     𝑈  _  


$\underline {U}_1$


$\underline {I}_1$


     𝑈    1  𝑁   


$U_{1N}$


     𝑈    2  𝑁   


$U_{2N}$


     𝑓  𝑁  


$f_N$


$\ddot {u}$


            ��       


\begin {align}\boxed {\ddot {u}= \begin {cases} \frac {U_{1N}}{U_{2N}}\approx n_{12} & \text {falls\,}U_{1N}>U_{2N}\\ \frac {U_{2N}}{U_{1N}}\approx \frac {1}{n_{12}} & \text {falls\,}U_{1N}<U_{2N} \end {cases}}\label {eq:TR1_ue_Bemessung}\end {align}


     𝑆  𝑁  


$S_N$


            ��         ��       


\begin {align}\boxed {I_{1N}=\dfrac {S_N}{U_{1N}}} & & \boxed {I_{2N}=\dfrac {S_N}{U_{2N}}}\label {eq:TR1-I1N-I2N}\end {align}


$\underline {Z}_2$


     𝑈  _  


$\underline {U}_2$


$\underline {U}_2'$


$\underline {U}_1$


            ��     (5.19)  


\begin {equation}\boxed {\dfrac {\underline {U}_2'}{\underline {U}_2}=n_{12}}\label {eq:RealerTrafo-Spannungsuebersetzung}\end {equation}


$\underline {I}_1$


$\underline {I}_2$


     𝐼  _   =  −    𝐼  _  


$\underline {I}_L=-\underline {I}_2$


$\underline {I}_2'$


$\underline {I}_L'$


            ��         ��       


\begin {align}\boxed {\dfrac {\underline {I}_2'}{\underline {I}_2}=\dfrac {1}{n_{12}}} & & \boxed {\dfrac {\underline {I}_L'}{\underline {I}_L}=\dfrac {1}{n_{12}}}\label {eq:RealerTrafo-Stromuebersetzung}\end {align}


             𝑈  _      =    𝑈  _   −    𝑅  𝑘   ⋅    𝐼  _   −    j  ⋅    𝑋  𝑘   ⋅    𝐼  _        𝑈  _      =    𝑈  _   +    𝑅  𝑘   ⋅    𝐼  _   +    j  ⋅    𝑋  𝑘   ⋅    𝐼  _     


\begin {align}\underline {U}_1 & =\underline {U}_2'-R_k\cdot \underline {I}_2'-\jj \cdot X_k\cdot \underline {I}_2' & \underline {U}_1 & =\underline {U}_2'+R_k\cdot \underline {I}_L'+\jj \cdot X_k\cdot \underline {I}_L'\label {eq:RealerTrafo-Kirchhoffsche-Maschengleichung}\end {align}


             𝐼  _   +    𝐼  _      =      𝑈  _     𝑅   Fe     +      𝑈  _       j  ⋅    𝑋    1  ℎ           𝐼  _   =    𝐼  _      +      𝑈  _     𝑅   Fe     +      𝑈  _       j  ⋅    𝑋    1  ℎ        


\begin {align}\underline {I}_1+\underline {I}_2' & =\dfrac {\underline {U}_1}{R_{\Fe }}+\dfrac {\underline {U}_1}{\jj \cdot X_{1h}} & \underline {I}_1=\underline {I}_L' & +\dfrac {\underline {U}_1}{R_{\Fe }}+\dfrac {\underline {U}_1}{\jj \cdot X_{1h}}\label {eq:RealerTrafo-Kirchhoffsche-Knotengleichung}\end {align}


     𝑍  _   =    𝑅  2  


$\underline {Z}_2=R_2$


     𝑢  𝑘  


$u_k$


     𝑍  𝑘  


$Z_k$


$\sid {}{\ohm }$


   |    𝐼  _   | 


$\left |\underline {I}_{\Fe }\right |$


   |    𝐼  _   | 


$\left |\underline {I}_{1h}\right |$


$\left |\underline {I}_{\Fe }\right |$


$\left |\underline {I}_{1h}\right |$


$R_{\Fe }$


$X_{1h}$


$R_{\Fe }$


$X_{1h}$


            ��     (5.23)  


\begin {equation}\boxed {\underline {Z}_k=R_k+\jj \cdot X_k}\label {eq:Zk}\end {equation}


$\underline {U}_1$


$\underline {U}_2'$


             𝑈  _   =    𝑍  _   ⋅    𝐼  _     (5.24)  


\begin {equation}\underline {U}_k=\underline {Z}_k\cdot \underline {I}_1\label {eq:TR1-Uk_komplex}\end {equation}


$R_k$


     j  ⋅    𝑋  𝑘  


$\jj \cdot X_k$


     |    𝐼  _   |   =    |    𝐼  _   |  


$\left |\underline {I}_L'\right |=\left |\underline {I}_1\right |$


   |    𝑈  _   | 


$\left |\underline {U}_k\right |$


$\underline {U}_2'$


$\underline {I}_L'$


   |    𝑈  _   | 


$\left |\underline {U}_1\right |$


$\underline {U}_1$


$\left |\underline {U}_k\right |$


   |    𝑈  _   | 


$\left |\underline {U}_2'\right |$


$\left |\underline {U}_k\right |$


$\left |\underline {U}_1\right |$


$\left |\underline {U}_k\right |$


    10     % 


$\sid {10}{\%}$


$U_{1N}$


     𝐼    1  𝑁   


$I_{1N}$


       𝑈  2     𝑈    2  𝑁    


$\frac {U_2}{U_{2N}}$


       𝐼  1     𝐼    1  𝑁    


$\frac {I_1}{I_{1N}}$


    arg       (    𝑍  _   )   =      −   90         °   


$\arg \left (\underline {Z}_2\right )=\protect \sid {-90}{\degree }$


    arg       (    𝑍  _   )   =      −   45         °   


$\arg \left (\underline {Z}_2\right )=\protect \sid {-45}{\degree }$


    arg       (    𝑍  _   )   =      0        °   


$\arg \left (\underline {Z}_2\right )=\protect \sid 0{\degree }$


    arg       (    𝑍  _   )   =       45         °   


$\arg \left (\underline {Z}_2\right )=\protect \sid {45}{\degree }$


    arg       (    𝑍  _   )   =       90         °   


$\arg \left (\underline {Z}_2\right )=\protect \sid {90}{\degree }$


    arg       (    𝑍  _   )   =   60   ° 


$\arg \left (\underline {Z}_k\right )=\sid {60}{\degree }$


   |    𝑍  _   | 


$\left |\underline {Z}_2\right |$


    arg       (    𝑍  _   )  


$\arg \left (\underline {Z}_2\right )$


       𝑈  2  ′     𝑈    1  𝑁     =      𝑈  2     𝑈    2  𝑁    


$\frac {U_2'}{U_{1N}}=\frac {U_2}{U_{2N}}$


$\sid {100}{\%}$


     𝐼  1   /    𝐼    1  𝑁    =   1000     % 


$I_1/I_{1N}=\sid {1000}{\%}$


     |    𝑍  _   |   =  0        Ω   


$\left |\underline {Z}_2\right |=\sid 0{\ohm }$


$u_k$


            ��     (5.25)  


\begin {equation}\boxed {u_k=\dfrac {Z_k\cdot I_{1N}}{U_{1N}}}\label {eq:TR1-uk}\end {equation}


$u_k$


$U_{1N}$


$I_{1N}$


     𝑈  2  


$U_2$


             𝑈    2  𝑁    ⋅    (  1  −    𝑢  𝑘   )   ≤    𝑈  2   ≤    𝑈    2  𝑁    ⋅    (  1  +    𝑢  𝑘   )     (5.26)  


\begin {equation}U_{2N}\cdot \left (1-u_k\right )\le U_2\le U_{2N}\cdot \left (1+u_k\right )\label {eq:TR1_U2(uk)}\end {equation}


$U_{1N}$


             𝐼  1   =      𝑈    1  𝑁      𝑍  𝑘    =      𝐼    1  𝑁      𝑢  𝑘      (5.27)  


\begin {equation}I_1=\dfrac {U_{1N}}{Z_k}=\dfrac {I_{1N}}{u_k}\label {eq:Tr1-I1-KS}\end {equation}


$u_k$


$u_k$


$u_k$


$Z_k$


     𝑃  0  


$P_0$


$P_{\Cu }$


$P_{\Fe }$


     𝑃  𝑘  


$P_k$


$P_v$


$R_1$


$R_2$


     𝑈  2  ′   =  0    V 


$U_2'=\sid 0V$


$\underline {U}_1$


$R_k$


$X_k$


$R_k$


$X_k$


$R_{\Fe }$


$X_{1h}$


     𝐼  1   =    𝐼    1  𝑁   


$I_1=I_{1N}$


$P_k$


$R_k$


$P_k$


     𝑍  _   =    𝑅  𝑘   +    j  ⋅    𝑋  𝑘  


$\underline {Z}_k=R_k+\jj \cdot X_k$


$u_k$


     𝑛   12   


$n_{12}$


     𝐼  1  


$I_1$


     𝑈  1  


$U_1$


$P_1$


     𝐼  2  


$I_2$


$I_1=I_{1N}$


$U_1$


$U_{1N}$


$R_k$


            ��     (5.28)  


\begin {equation}\boxed {P_1\approx P_{\Cu }=R_k\cdot I_1^2}\label {eq:Tr1-Stromw=0000E4rmeverluste}\end {equation}


$I_1$


$I_{1N}$


$P_1$


$R_k$


            ��     (5.29)  


\begin {equation}\boxed {P_k=R_k\cdot I_{1N}^2=P_1\cdot \left (\dfrac {I_{1N}}{I_1}\right )^2}\label {eq:Einphasentransformator-Kurzschlussversuch-Pk}\end {equation}


$U_1$


$I_1$


            ��     (5.30)  


\begin {equation}\boxed {Z_k=\dfrac {U_1}{I_1}}\label {eq:Einphasentransformator-Kurzschlussversuch-Zk}\end {equation}


            ��     (5.31)  


\begin {equation}\boxed {u_k=Z_k\cdot \dfrac {I_{1N}}{U_{1N}}}\label {eq:Einphasentransformator-Kurzschlussspannung}\end {equation}


            ��     (5.32)  


\begin {equation}\boxed {X_k=\sqrt {Z_k^2-R_k^2}}\label {eq:Einphasentransformator-Kurzschlussversuch-Xk}\end {equation}


$I_1$


$I_2$


            ��     (5.33)  


\begin {equation}\boxed {n_{12}\approx \dfrac {I_2}{I_1}}\label {eq:Einphasentransformator-Kurzschlussversuch-n12}\end {equation}


     𝐼  2  ′  


$I_2'$


$R_{\Fe }$


$X_{1h}$


$I_1$


$I_2$


     𝐼  2  ′   =  0    A 


$I_2'=\sid 0A$


$\underline {I}_1$


     𝐼  _  


$\underline {I}_{\Fe }$


     𝐼  _  


$\underline {I}_{1h}$


$R_{\Fe }$


$X_{1h}$


     𝑈  1   =    𝑈    1  𝑁   


$U_1=U_{1N}$


$P_0$


$R_{\Fe }$


$P_0$


$X_{1h}$


$n_{12}$


$I_1$


$U_1$


$P_1$


$U_2$


$U_1=U_{1N}$


$R_{\Fe }$


            ��     (5.34)  


\begin {equation}\boxed {P_1=P_{\Fe }=\dfrac {U_1^2}{R_{\Fe }}}\label {eq:TR1-Leerlaufversuch-RFe}\end {equation}


$U_1$


$U_{1N}$


$P_1$


$R_{\Fe }$


            ��     (5.35)  


\begin {equation}\boxed {P_0=\dfrac {U_{1N}^2}{R_{\Fe }}=P_1\cdot \left (\dfrac {U_{1N}}{U_1}\right )^2}\label {eq:Einphasentransformator-Leerlaufversuch-P0}\end {equation}


             𝑄  1   =        (    𝑈  1   ⋅    𝐼  1   )         2   −    𝑃  1  2       (5.36)  


\begin {equation}Q_1=\sqrt {\left (U_1\cdot I_1\right ){}^2-P_1^2}\label {eq:Einphasentransformator-Leerlaufversuch-Q1}\end {equation}


$X_{1h}$


            ��     (5.37)  


\begin {equation}\boxed {Q_1=\dfrac {U_1^2}{X_{1h}}}\label {eq:Einphasentransformator-Leerlaufversuch-X1h}\end {equation}


$U_1$


$U_2$


            ��     (5.38)  


\begin {equation}\boxed {n_{12}\approx \dfrac {U_1}{U_2}}\label {eq:Einphasentransformator-Leerlaufversuch-n12}\end {equation}


     𝐼  _   =  0    A 


$\underline {I}_2=\sid 0A$


     𝑈  _   =    𝑈  _  


$\underline {U}_{1h}=\underline {U}_2'$


$\underline {U}_1$


$P_0$


$P_k$


$u_k$


$P_1$


$P_{\Fe }$


$P_{\Cu }$


     𝑃  𝐿  


$P_L$


             𝑃  1   =  ℜ      (    𝑈  _   ⋅    𝐼  _   )     (5.39)  


\begin {equation}P_1 =\Re \left (\underline {U}_1\cdot \underline {I}_1^*\right )\label {eq:TR1-P1}\end {equation}


$P_L$


             𝑃  𝐿   =  ℜ      (    𝑈  _   ⋅    𝐼  _   )   =  −  ℜ      (    𝑈  _   ⋅    𝐼  _   )     (5.40)  


\begin {equation}P_L =\Re \left (\underline {U}_2\cdot \underline {I}_L^*\right )=-\Re \left (\underline {U}_2\cdot \underline {I}_2^*\right )\label {eq:TR1-P2}\end {equation}


     𝐼  _   =  −    𝐼  _  


$\underline {I}_2=-\underline {I}_L$


            ��     (5.41)  


\begin {equation}\boxed {\eta =\dfrac {P_L}{P_1}}\label {eq:TR1-eta}\end {equation}


$P_v$


$P_{\Fe }$


$P_{\Cu }$


            ��     (5.42)  


\begin {equation}\boxed {P_v=P_1-P_L=P_{\Fe }+P_{\Cu }}\label {eq:TR1-Pv}\end {equation}


$U_1$


            ��     (5.43)  


\begin {equation}\boxed {P_{\Fe }=P_0\cdot \left (\dfrac {U_1}{U_{1N}}\right )^2}\label {eq:TR1-PFe-U1}\end {equation}


$I_1$


$I_1$


            ��     (5.44)  


\begin {equation}\boxed {P_{\Cu }=P_k\cdot \left (\dfrac {I_1}{I_{1N}}\right )^2}\label {eq:TR1-PJ-U1}\end {equation}


     𝐼  2   /    𝐼    2  𝑁   


$I_2/I_{2N}$


   𝜂 


$\eta $


$I_2/I_{2N}$


$\underline {Z}_2$


$\arg \left (\underline {Z}_2\right )=\protect \sid 0{\degree }$


$\arg \left (\underline {Z}_2\right )=\protect \sid {45}{\degree }$


    arg       (    𝑍  _   )   =       60         °   


$\arg \left (\underline {Z}_2\right )=\protect \sid {60}{\degree }$


    arg       (    𝑍  _   )   =       85         °   


$\arg \left (\underline {Z}_2\right )=\protect \sid {85}{\degree }$


    99     % 


$\sid {99}{\%}$


$\sid {100}{\%}$


            ��     (5.4)  


\begin {equation}\boxed {\dfrac {\underline {U}_1}{\underline {U}_2}=\dfrac {N_1}{N_2}=n_{12}}\label {eq:TR1_U1/U2=00003DN1/N2}\end {equation}


     𝑁  2   =    𝑁  3  


$N_2=N_3$


$\underline {U}_2$


     𝑈  _  


$\underline {U}_3$


     𝑈  _   +    𝑈  _  


$\underline {U}_2+\underline {U}_3$


   Δ    𝑁  2  


$\Delta N_2$


$U_1$


$U_2$


$U_{1N}$


$U_{2N}$


            ��     (5.45)  


\begin {equation}\boxed {\ddot {u}=\dfrac {U_{1N}}{U_{2N}}}\label {eq:Spannungswandler_=0000FC}\end {equation}


            ��     (5.46)  


\begin {equation}\boxed {\varepsilon _u=\dfrac {\ddot {u}\cdot U_2-U_1}{U_1}\cdot \sid {100}{\%}}\label {eq:epsilon_u}\end {equation}


    0,1  


$\sid {0,1}{}$


    0,1     % 


$\sid {0,1}{\%}$


$\underline {U}_2$


$\underline {U}_1$


$I_1$


$I_2$


$I_{1N}$


     𝐼    2  𝑁   


$I_{2N}$


            ��     (5.47)  


\begin {equation}\boxed {\ddot {u}=\dfrac {I_{1N}}{I_{2N}}}\label {eq:Stromwandler_=0000FC}\end {equation}


            ��     (5.48)  


\begin {equation}\boxed {\varepsilon _i=\dfrac {\ddot {u}\cdot I_2-I_1}{I_1}\cdot \sid {100}{\%}}\label {eq:epsilon_u-1}\end {equation}


$\underline {I}_2$


$\underline {I}_1$


     𝑈  1   <    𝑈  2  


$U_1<U_2$


     𝑈  1   >    𝑈  2  


$U_1>U_2$


$U_1$


$U_2$


            ��     (5.49)  


\begin {equation}\boxed {S_D=U_1\cdot I_1=U_2\cdot I_2}\label {eq:Durchgangsleistung}\end {equation}


     𝑆  𝑇  


$S_T$


$U_1<U_2$


            ��     (5.50)  


\begin {equation}\boxed {S_T=\left (1-\dfrac {U_1}{U_2}\right )\cdot S_D}\label {eq:Typenleistung-Hochspanner}\end {equation}


     𝑈  2   <    𝑈  1  


$U_2<U_1$


            ��     (5.51)  


\begin {equation}\boxed {S_T=\left (1-\dfrac {U_2}{U_1}\right )\cdot S_D}\label {eq:Typenleistung-Tiefspanner}\end {equation}


     𝑈  1   →    𝑈  2  


$U_1\rightarrow U_2$


     𝑢  △  


$u_{\triangle }$


     𝑢   Ref   


$u_{\text {Ref}}$


       𝑢  1   ‾  


$\overline {u_1}$


$U$


$T$


$D$


     𝑢  𝑎  


$u_a$


             𝑖  𝑎   =    𝑖  𝑇   +    𝑖  𝐷        𝑈  =    𝑢  𝑇   +    𝑢  1          𝑢  1   =    𝑢  𝐿   +    𝑢  𝑎       


\begin {align}i_a=i_T+i_D & & U=u_T+u_1 & & u_1=u_L+u_a\label {eq:DCDC-Tiefsetzsteller-Momentanwerte}\end {align}


               𝑖  𝑎   ‾   =      𝑖  𝑇   ‾   +      𝑖  𝐷   ‾        𝑈  =      𝑢  𝑇   ‾   +      𝑢  1   ‾            𝑢  1   ‾   =      𝑢  𝐿   ‾   +      𝑢  𝑎   ‾       


\begin {align}\overline {i_a}=\overline {i_T}+\overline {i_D} & & U=\overline {u_T}+\overline {u_1} & & \overline {u_1}=\overline {u_L}+\overline {u_a}\label {eq:DCDC-Tiefsetzsteller-Mittelwerte}\end {align}


     𝑢    𝐺  𝑆   


$u_{GS}$


$u_{\triangle }$


     𝑢   Ref   


$u_{\REF }$


$T$


     𝑓   Sch   


$f_{\Sch }$


$u_{GS}$


$u_{GS}$


   𝑑 


$d$


$u_{\REF }$


$u_{\triangle }$


            ��     (8.3)  


\begin {equation}\boxed {0\le d\le 1}\label {eq:DCDC-Tastverhaeltnis}\end {equation}


$u_1$


$U$


     𝑖  𝑎  


$i_a$


$T$


$L$


$u_a$


$i_a$


$D$


$d\cdot T$


$U$


            ��     (8.4)  


\begin {equation}\boxed {\overline {u_1}=d\cdot U}\label {eq:DCDC-Tiefsetzsteller-u1_avg}\end {equation}


   0    V    ≤      𝑢  ‾     ≤    𝑈 


$\sid 0V\thinspace \ensuremath {\le \thinspace \overline {u}_1\thinspace \le \thinspace U}$


$d$


$U$


$L$


$u_1$


$U$


$u_1$


$i_a$


$f_{\Sch }$


$L$


$L$


     𝑢  ‾   =  0    V 


$\overline {u}_L=\sid 0V$


               𝑢  1   ‾   =      𝑢  𝑎   ‾   =  𝑑  ⋅  𝑈    (8.5)  


\begin {equation}\overline {u_1}=\overline {u_a}=d\cdot U\label {eq:DCDC-Tiefsetzstseller-ua_avg}\end {equation}


$L$


$i_a$


$u_a$


$i_a$


$U$


$d$


$\Omega $


     𝑈  𝑎   =    𝑅  𝑎   ⋅    𝐼  𝑎   +    𝑁  𝑎   ⋅    Φ  ℎ   ⋅  Ω  ≈    𝑁  𝑎   ⋅    Φ  ℎ   ⋅  Ω 


$U_a=R_a\cdot I_a+N_a\cdot \Phi _h\cdot \Omega \approx N_a\cdot \Phi _h\cdot \Omega $


               𝑢  𝑎   ‾   ≈    𝑁  𝑎   ⋅    Φ  ℎ   ⋅  Ω        für     𝑅  𝑎   ≈  0        Ω        


\begin {align}\overline {u_a}\approx N_a\cdot \Phi _h\cdot \Omega & & \text {für\,\,\,}R_a\approx \sid 0{\ohm }\label {eq:DCDC-Winkelgeschwindigkeit-avg}\end {align}


               𝑀  𝑖   ‾   =      𝑀  𝐿   ‾   =    𝑁  𝑎   ⋅    Φ  ℎ   ⋅      𝑖  𝑎   ‾     (8.7)  


\begin {equation}\overline {M_i}=\overline {M_L}=N_a\cdot \Phi _h\cdot \overline {i_a}\label {eq:DCDC-Mi-ia}\end {equation}


   • 


$\bullet $


$\circ $


$T$


$D$


$u_1$


$i_T$


$i_D$


$\bullet $


$\circ $


$u_1=U$


$i_T=i_a$


$i_D=0\thinspace \mathrm {A}$


$\circ $


$\bullet $


$u_1=0\thinspace \mathrm {V}$


$i_T=0\thinspace \mathrm {A}$


$i_D=i_a$


$\circ $


$\circ $


$u_1=U_i$


$i_T=0\thinspace \mathrm {A}$


$i_D=0\thinspace \mathrm {A}$


       𝑖  𝑎   ‾  


$\overline {i_a}$


       𝑢  𝑎   ‾   =  𝑑  ⋅  𝑈 


$\overline {u_a}=d\cdot U$


$u_1$


$U_i=N_a\cdot \Phi _h\cdot \Omega $


     𝑇    1  𝑝   


$T_{1p}$


     𝐷    1  𝑛   


$D_{1n}$


     𝑇    1  𝑛   


$T_{1n}$


     𝐷    1  𝑝   


$D_{1p}$


     𝑇    2  𝑝   


$T_{2p}$


     𝐷    2  𝑛   


$D_{2n}$


     𝑇    2  𝑛   


$T_{2n}$


     𝐷    2  𝑝   


$D_{2p}$


$L$


     𝑢   12   


$u_{12}$


$T_{1n}$


$T_{2p}$


   −  𝑈    ≤        𝑢   12    ‾     ≤    𝑈 


$-U\thinspace \le \thinspace \overline {u_{12}}\thinspace \le \thinspace U$


            ��     (8.8)  


\begin {equation}\boxed {\overline {u_{12}}=\left (2\cdot d-1\right )\cdot U}\label {eq:DCDC-HBruecke--u12_avg}\end {equation}


           𝑑  =        𝑢    𝑇  1  𝑛    ‾   𝑈   =        𝑢    𝑇  2  𝑝    ‾   𝑈     (8.9)  


\begin {equation}d=\dfrac {\overline {u_{T1n}}}{U}=\dfrac {\overline {u_{T2p}}}{U}\label {eq:DCDC-HBruecke-Tastverhaeltnis}\end {equation}


           𝑈  −          𝑢    𝑇  1  𝑛    ‾   ⏟     𝑑  ⋅  𝑈    +      𝑢   12    ‾   −          𝑢    𝑇  2  𝑝    ‾   ⏟     𝑑  ⋅  𝑈    =  0    V      


\begin {align}U-\underbrace {\overline {u_{T1n}}}_{d\cdot U}+\overline {u_{12}}-\underbrace {\overline {u_{T2p}}}_{d\cdot U}=\sid 0V\label {eq:DCDC-HBruecke-Kirchhoff-Steuergesetz}\end {align}


$L$


               𝑢  𝑎   ‾   =      𝑢   12    ‾   =    (  2  ⋅  𝑑  −  1  )   ⋅  𝑈    (8.11)  
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$\underline {U}_s$


$\underline {I}_1$


   |    𝑈  _   | 


$\left |\underline {U}_s\right |$


   |    𝐼  _   | 


$\left |\underline {I}_1\right |$


     𝜑  𝑠  


$\varphi _s$


             𝜑  𝑠   =   arg       (    𝑈  _   )   −   arg       (    𝐼  _   )     (11.14)  


\begin {equation}\varphi _s=\arg \left (\underline {U}_s\right )-\arg \left (\underline {I}_1\right )\label {eq:ASM-phis}\end {equation}


             𝑃   Fe    =  3  ⋅        |    𝑈  _   |   2     𝑅   Fe       (12.10)  


\begin {equation}P_{\Fe }=3\cdot \dfrac {\left |\underline {U}_s\right |^2}{R_{\Fe }}\label {eq:SM-PFe}\end {equation}


$w$


$\tau _p$


$H$


     𝑖  ℎ  


$i_h$


       𝑖  ˆ   ℎ  


$\hat {i}_h$


$B$


$\Phi _h$


$\hat {\Phi }_h$


$i_h$


$\Phi _h$


$\hat {i}_h$


     𝑟  𝑖  


$r_i$


     𝑟  𝑎  


$r_a$


$H$


$r_a$


$r_i$


             𝑉  𝐻   =    (    𝑟  𝑎  2   −    𝑟  𝑖  2   )   ⋅  π  ⋅  𝑙    (2.42)  


\begin {equation}V_H =\left (r_a^2-r_i^2\right )\cdot \uppi \cdot l\label {eq:VHolhlzylinder}\end {equation}


             𝑚  𝐻   =  𝜌  ⋅    𝑉  𝐻     (2.43)  


\begin {equation}m_H=\rho \cdot V_H\label {eq:mH=00003Drho*VH}\end {equation}


            ��     (2.44)  


\begin {equation}\boxed {J_H=m_H\cdot \dfrac {r_a^2+r_i^2}{2}=\rho \cdot \dfrac {r_a^4-r_i^4}{2}\cdot \uppi \cdot l}\label {eq:J_Hohlzylinder}\end {equation}


     𝑧  ′  


$z'$


$a$


$z$


$z'$


            ��     (2.45)  


\begin {equation}\boxed {J'=J+m\cdot a^2}\label {eq:J_Steiner}\end {equation}


$m$


$J$


$z$


$z$


             𝑉  𝑉   =    𝑟  2   ⋅  π  ⋅  𝑙    (2.39)  


\begin {equation}V_V =r^2\cdot \uppi \cdot l\label {eq:Vzylinder}\end {equation}


             𝑚  𝑉   =  𝜌  ⋅    𝑉  𝑉     (2.40)  


\begin {equation}m_V =\rho \cdot V_V\label {eq:m=00003Drho*V}\end {equation}


            ��     (2.41)  


\begin {equation}\boxed {J_V=m_V\cdot \dfrac {r^2}{2}=\rho \cdot \dfrac {r^4}{2}\cdot \uppi \cdot l}\label {eq:J_Vollzylinder}\end {equation}


           𝛿  =        2      𝜇  0   ⋅    𝜔  𝑟   ⋅  𝛾        (11.48)  


\begin {equation}\delta =\sqrt {\dfrac {2}{\mu _0\cdot \omega _r\cdot \gamma }}\label {eq:ASM-Eindringtiefe}\end {equation}


   𝛾  ≈   58       m        Ω    ⋅     mm   2    


$\gamma \approx \sid {58}{\frac {m}{\ohm \cdot mm^2}}$


$\sid {50}{Hz}$


   𝛿  ≈   10      mm  


$\delta \approx \sid {10}{mm}$
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$u_{kA}$
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$u_{kB}$
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$f_N$
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$S_{NA}$


     𝑆   𝑁𝐵   


$S_{NB}$


$\underline {U}_s$


$U_s$


             𝑈    𝑠  𝑁    =    {              𝑈  𝑁   /    3            bei Sternschaltung           𝑈  𝑁            bei Dreieckschaltung                


\begin {align}U_{sN}=\begin {cases} U_N/\sqrt {3} & \text {bei Sternschaltung}\\ U_N & \text {bei Dreieckschaltung} \end {cases}\label {eq:ASM-UsN-Bemessungs-Strangspannung}\end {align}


$\sqrt {3}$


$U$


$I_s$


$\sqrt {3}$


     1  3  


$\frac {1}{3}$


$\frac {1}{3}$


$M_A$


$n=\sid 0{s^{-1}}$


       𝑀  𝐴   3  


$\frac {M_A}{3}$


$M_L$


$U$


$I$


$U_s$


$I_s$


$\rightarrow $


$P_N$
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$U_N$


     𝐼  𝑁  


$I_N$


$f_N$


     𝜆  𝑁  
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$n_N$


     𝑋  𝑑  


$X_d$


     𝑄  𝑠   <  0     var  


$Q_s<\sid 0{var}$


     𝑄  𝑠   >  0     var  


$Q_s>\sid 0{var}$


     𝐼  𝑒   =    𝐼    𝑒  0   


$I_e=I_{e0}$


     𝐼  𝑒  ′   =    𝐼    𝑒  0   ′  


$I_e'=I_{e0}'$


             𝐼    𝑒  0   ′   =      𝑈    𝑠  𝑁      𝑋  ℎ      (12.32)  


\begin {equation}I_{e0}'=\dfrac {U_{sN}}{X_h}\label {eq:SMVP-Ie0'}\end {equation}


     𝑛  𝑠   =      𝑓  𝑠   𝑝  


$n_s=\frac {f_s}{p}$


$\sid {50}{Hz}$


    3000  


$\sid {3000}{}$


    1500      Upm  


$\sid {1500}{Upm}$


     𝑇    𝑊  𝐺    =    𝑇  𝐾   +    𝑇      𝑢  ¨   𝐺   


$T_{WG}=T_K+T_{\ddot {u}G}$


$\Omega $


$\vec {\Omega }=\Omega \cdot \vec {e}_z$


$z$


$\Omega $


$\Omega $


$\omega =2\cdot \uppi \cdot f$


$\varphi $


$t$


$\Omega $


$t$


$\Omega $


$\varphi $


$t$


   Δ  𝜑 


$\Delta \varphi $


$\Delta t$


            ��     (2.50)  


\begin {equation}\boxed {\Omega =\dfrac {\Delta \varphi }{\Delta t}}\label {eq:omegaz=00003Ddphiz/dt}\end {equation}


$\varphi $


$\varphi $


$t$


$\Omega $


             Ω   21    =      Δ  𝜑     Δ  𝑡    =        𝜑  2   −    𝜑  1        𝑡  2   −    𝑡  1       (2.51)  


\begin {equation}\Omega _{21} =\dfrac {\Delta \varphi }{\Delta t}=\dfrac {\varphi _2-\varphi _1}{t_2-t_1}\label {eq:omega_z12}\end {equation}


$t_1$


$t_2$


$\Delta \varphi $


$\varphi _1$


     𝜑  2  


$\varphi _2$


$\varphi _1$


$\varphi _2$


   Δ  𝜑  =    𝜑  2   −    𝜑  1  


$\Delta \varphi =\varphi _2-\varphi _1$


$\alpha $


$\mathrm {rad/s^2}$


$\alpha $


$z$


     𝛼  →   =  𝛼  ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {\alpha }=\alpha \cdot \vec {e}_z$


   Δ  Ω 


$\Delta \Omega $


$\Delta t$


            ��     (2.53)  


\begin {equation}\boxed {\alpha =\dfrac {\Delta \Omega }{\Delta t}}\label {eq:alphaz=00003Ddomegaz/dt}\end {equation}


   𝑡  <    𝑡  1  


$t<t_1$


   𝑡  >    𝑡  2  


$t>t_2$


$t<t_1$


$t>t_2$


$t_1<t<t_2$


             𝛼   21    =      Δ  Ω     Δ  𝑡    =        Ω  2   −    Ω  1        𝑡  2   −    𝑡  1       (2.54)  


\begin {equation}\alpha _{21} =\dfrac {\Delta \Omega }{\Delta t}=\dfrac {\Omega _2-\Omega _1}{t_2-t_1}\label {eq:alpha_z12}\end {equation}


$t_1<t<t_2$


   Δ  Ω  =    Ω  2   −    Ω  1   =    𝛼   21    ⋅    (    𝑡  2   −    𝑡  1   )  


$\Delta \Omega =\Omega _2-\Omega _1=\alpha _{21}\cdot \left (t_2-t_1\right )$


$i$


$I$


$t$


           𝜔  =  2  ⋅  π  ⋅  𝑓    (1.84)  


\begin {equation}\omega =2\cdot \uppi \cdot f\label {eq:omega}\end {equation}


$f$


     𝑖  ˆ   =    2   ⋅  𝐼 


$\hat {i}=\sqrt {2}\cdot I$
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       𝐹  →   2   =  −      𝐹  →   1  


$\vec {F}_2=-\vec {F}_1$
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       𝑟  →   𝑛  


$\vec {r}_n$


$n$


$\vec {F}$


   |      𝑟  →   𝑛   | 


$\left |\vec {r}_n\right |$


   |    𝐹  →   | 


$\left |\vec {F}\right |$


             𝑀  →      =    (              0     Nm         0     Nm         ±    |      𝑟  →   𝑛   |   ⋅    |    𝐹  →   |           )     


\begin {align}\vec {M} & =\begin {pmatrix} \sid 0{Nm}\\ \sid 0{Nm}\\ \pm \left |\vec {r}_n\right |\cdot \left |\vec {F}\right | \end {pmatrix}\label {eq:Mz}\end {align}


$z$


$\mathcal {O}$


$z$


            ��     (2.6)  


\begin {equation}\boxed {\left |\vec {M}\right |=\left |\vec {r}_n\right |\cdot \left |\vec {F}\right |}\label {eq:M}\end {equation}


       𝑀  →   1   =      𝑟  →   𝑛   ×    𝐹  →   =  𝑎  ⋅  𝐹  ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {M}_1=\vec {r}_n\times \vec {F}=a\cdot F\cdot \vec {e}_z$


       𝑟  →   𝑛   =  𝑎  ⋅      𝑒  →   𝑥  


$\vec {r}_n=a\cdot \vec {e}_x$


     𝐹  →   =  𝐹  ⋅      𝑒  →   𝑦  


$\vec {F}=F\cdot \vec {e}_y$


$\mathcal {O}$


$\vec {F}$


$\vec {F}_R$


$\vec {F}$


     𝐹  →   +      𝐹  →   𝑅   =    0  →  


$\vec {F}+\vec {F}_R=\vec {0}$


$\vec {F}_R$


$\vec {F}$


$\mathcal {O}$


$\vec {F}_R$


$\mathcal {O}$


$\mathcal {O}$


$\vec {F}_R$


     0  →     m 
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     0  →      Nm  


$\vec {0}\thinspace \sid {}{Nm}$


$\mathcal {O}$


$\mathcal {O}$


$\mathcal {O}$


$-\vec {F}$


   2 


$2$


       𝑀  →   2   =  2  ⋅  𝑎  ⋅  𝐹  ⋅      𝑒  →   𝑧   =  2  ⋅      𝑀  →   1  


$\vec {M}_2=2\cdot a\cdot F\cdot \vec {e}_z=2\cdot \vec {M}_1$


$\mathcal {O}$


$\vec {M}_2$


$\beta $


$x$


$y$


$k$


$\beta $


$\vec {F}_G$


$\vec {F}_G$


       𝐹  →    𝐺𝑁   


$\vec {F}_{GN}$


       𝐹  →    𝐺𝑇   


$\vec {F}_{GT}$


       𝐹  →   𝑁  


$\vec {F}_N$


$\vec {F}_A$


$\vec {F}_G$


$\vec {F}_{GN}$


$\vec {F}_{GT}$


$\mathcal {S}$


     |      𝐹  →   𝐺   |   =  𝑚  ⋅  𝑔 


$\left |\vec {F}_G\right |=m\cdot g$


$\vec {F}_G$


$\vec {F}_A$


$x$


$\vec {F}_N$


$\vec {F}_A$


$x$


$\vec {F}_{GT}$


$\beta $


$\beta $


$\beta $


$k$


     𝜇  𝐺  


$\mu _G$


$1$


     𝜇  𝐻  


$\mu _H$


     𝜇  𝑅  


$\mu _R$


$\vec {F}_G$


$\mu $


   |      𝐹  →   𝑁   | 


$\left |\vec {F}_N\right |$


$y$


             |      𝐹  →   𝑁   |   =    |      𝐹  →     𝐺  𝑁    |            𝐹  →   𝑁   +      𝐹  →     𝐺  𝑁    =    0  →   N      


\begin {align}\left |\vec {F}_N\right |=\left |\vec {F}_{GN}\right | & & \vec {F}_N+\vec {F}_{GN}=\vec {0}\sid {}N\label {eq:MEC-FN-FGN}\end {align}


$\vec {F}_G$


$\vec {F}_R$


       𝐹  →   𝐻  


$\vec {F}_H$


$\vec {F}_H$


$\vec {F}_{GT}$


$x$


$y$


$z$


               𝐹  →   𝐻   +      𝐹  →     𝐺  𝑇    =      0  →     N    (2.12)  


\begin {equation}\vec {F}_H+\vec {F}_{GT}=\thinspace \vec {0}\thinspace \sid {}N\label {eq:FH+FT=00003D0}\end {equation}


     𝛽   max    >  0 


$\beta _{\text {max}}>0$


            ��     (2.13)  


\begin {equation}\boxed {\left |\vec {F}_H\right |\le \left |\vec {F}_N\right |\cdot \sin \left (\beta _{\text {max}}\right )=\mu _H\cdot \left |\vec {F}_N\right |}\label {eq:FH<muH*FN}\end {equation}


             𝜇  𝐻   =   sin       (    𝛽   max    )     (2.14)  


\begin {equation}\mu _H =\sin \left (\beta _{\text {max}}\right )\label {eq:muH}\end {equation}


     𝜇  𝐻   ⋅    |      𝐹  →   𝑁   |  


$\mu _H\cdot \left |\vec {F}_N\right |$


$\vec {F}_R$


$\vec {F}_N$


            ��     (2.15)  


\begin {equation}\boxed {\left |\vec {F}_R\right |=\mu _G\cdot \left |\vec {F}_N\right |}\label {eq:FG=00003DmuG*FN}\end {equation}


$\mu _G$


$\vec {F}_R$


$\beta $


       𝐹  →   𝑅   +      𝐹  →     𝐺  𝑇    =    0  →     N 


$\vec {F}_R+\vec {F}_{GT}=\vec {0}\thinspace \sid {}N$


$\vec {F}_{GT}$


$\vec {F}_A$


               𝐹  →   𝐴   +      𝐹  →   𝑅   =      0  →     N    (2.16)  


\begin {equation}\vec {F}_A+\vec {F}_R=\thinspace \vec {0}\thinspace \sid {}N\label {eq:MEC-Gleitreibung-Gleichgewicht}\end {equation}


$\vec {F}_R$


$\vec {F}_R$


            ��     (2.17)  


\begin {equation}\boxed {\left |\vec {F}_R\right |=\mu _R\cdot \left |\vec {F}_N\right |}\label {eq:FR=00003DmuR*FN}\end {equation}


$\mu _R$


$\vec {F}_R$


$\vec {F}_A$


$\vec {F}_R$


               𝐹  →   𝐴   +      𝐹  →   𝑅   =    0  →     N    (2.18)  


\begin {equation}\vec {F}_A+\vec {F}_R=\vec {0}\thinspace \sid {}N\label {eq:MEC-Rollreibung-Gleichgewicht}\end {equation}


$\vec {F}_R$


$\alpha $


$\vec {F}_R+\vec {F}_{GT}=\vec {0}\thinspace \sid {}N$


$\vec {F}_{GT}$


$\vec {F}_F$


$\vec {v}$


$\vec {F}_R$


       𝐹  →   𝐿  
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$\mathcal {S}$


$\vec {F}_G$


$\vec {F}_{GN}$


$\vec {F}_N$


$P$


$\vec {F}$


$\vec {v}$


            ��     (2.34)  


\begin {equation}\boxed {P=\vec {F}\cdot \vec {v}}\label {eq:P=00003DFvec*vvec}\end {equation}


$x$


$\vec {F}=F\cdot \vec {e}_x$


$\vec {v}=v\cdot \vec {e}_x$


$J$


$\cdot \mathrm {m^2}$


$\rho $


    kg   /    m  3  


$\mathrm {kg/m^3}$


     𝐽  𝐻  


$J_H$


             𝑚  𝐵   =  𝜌  ⋅    𝑟  𝐵  2   ⋅  π  ⋅  𝑙    (2.47)  


\begin {equation}m_B =\rho \cdot r_B^2\cdot \uppi \cdot l\label {eq:mB}\end {equation}


             𝐽  𝐵   =  𝜌  ⋅      𝑟  𝐵  4   2   ⋅  π  ⋅  𝑙    (2.48)  


\begin {equation}J_B =\rho \cdot \dfrac {r_B^4}{2}\cdot \uppi \cdot l\label {eq:JB}\end {equation}


$\varphi $


$\varphi $


   ° 


$\sid {}{\degree }$


    360   °  =  2  ⋅  π 


$\sid {360}{\degree }=2\cdot \uppi $


$z$


     𝜑  →   =  𝜑  ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {\varphi }=\varphi \cdot \vec {e}_z$


$\varphi $


$z$


$k$


       𝑀  →   𝑘   =    𝑀  𝑘   ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {M}_k=M_k\cdot \vec {e}_z$


$\vec {\alpha }=\alpha \cdot \vec {e}_z$


            ��     (2.56)  


\begin {equation}\boxed {\sum _kM_k=J\cdot \alpha }\label {eq:M=00003DJ*alpha}\end {equation}


            ��     (2.57)  


\begin {equation}\boxed {P=\vec {M}\cdot \vec {\Omega }}\label {eq:P=00003DMvec*omegavec}\end {equation}


     𝑀  →   =  𝑀  ⋅      𝑒  →   𝑧  


$\vec {M}=M\cdot \vec {e}_z$


$\vec {\Omega }=\Omega \cdot \vec {e}_z$


            ��     (2.58)  


\begin {equation}\boxed {P=M\cdot \Omega }\label {eq:P=00003DMz*omegaz}\end {equation}


$J$


$\Omega $


            ��     (2.59)  


\begin {equation}\boxed {E=J\cdot \dfrac {\Omega ^2}{2}}\label {eq:E_kin_rotatorisch}\end {equation}
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            ��     (4.11)  


\begin {equation}\boxed {\Psi =N\cdot \Phi }\label {eq:Flussverkettung}\end {equation}
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$\Phi $


$\Psi $
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$\Psi $


            ��     (4.13)  


\begin {equation}\boxed {\mathring {u}=-\dfrac {\Delta \Psi }{\Delta t}=-N\cdot \dfrac {\Delta \Phi }{\Delta t}}\label {eq:Induktionsgesetz}\end {equation}
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$\mathring {u}$


$u$


     𝑢  𝑅  


$u_R$
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$u_R=R\cdot i$


$R$


$i$


$+$


$u$


$-$


$u$


$u$


$\Psi $


$t$


$u$


$t$


$t<t_1$


$t>t_2$


$t_1<t<t_2$


   Δ  Ψ 


$\Delta \Psi $
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$t_1$
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   Δ  Ψ  =    Ψ  2   −    Ψ  1   =    𝑢   21    ⋅    (    𝑡  2   −    𝑡  1   )  


$\Delta \Psi =\Psi _2-\Psi _1=u_{21}\cdot \left (t_2-t_1\right )$


     Ψ  1  


$\Psi _1$


     Ψ  2  


$\Psi _2$


$\Phi $


$\Psi $


$u$
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            ��     (4.18)  
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\begin {equation}\boxed {f_{\Cu }=\dfrac {A_{\Cu }}{A}}\label {eq:DF-fCu}\end {equation}
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$n_s=\frac {f_s}{p}$


     𝑈   KL    =    𝑈     KL   ,  0   


$U_{\texttt {KL}}=U_{\texttt {KL},0}$


$f_r=f_s$


$U_{\texttt {KL},0}$


$U_{\texttt {KL}}$


     𝑓  𝑟   =  0     Hz  


$f_r=\sid 0{Hz}$


$s$


$U_{\texttt {KL}}$


$n$


$U_{\texttt {KL}}$


$U_{\texttt {KL}}$


$f_r$


$s$


$\underline {I}_1$


$\underline {I}_{\Fe }$


$R_{\Fe }$


$R_{\Fe }$


$\underline {I}_h$


     𝐼  _  


$\underline {I}_r$


     𝐼  _  


$\underline {I}_r'$


$\underline {I}_s$


$L_h$


     𝐿   𝑟𝜎   


$L_{r\sigma }$


     𝐿   𝑟𝜎   ′  


$L_{r\sigma }'$


$L_{s\sigma }$


     𝑈  _  


$\underline {U}_r$


     𝑈  _  


$\underline {U}_r'$


$\underline {U}_s$


$R_{\Fe }$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑅  𝑟  


$R_r$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑅  𝑟  ′  


$R_r'$


$\sid {}{\ohm }$


$R_s$


$\sid {}{\ohm }$


$L_h$


     𝑈  _  


$\underline {U}_h$


$\underline {U}_s$


$\underline {I}_1$


$f_s$


$R_{\Fe }$


$\omega _s$


$\omega _r$


$\underline {U}_r$


$\underline {I}_r$


$f_r$


     𝜔  𝑟   =  2  ⋅  π  ⋅    𝑓  𝑟  


$\omega _r=2\cdot \uppi \cdot f_r$


$s$


       𝑓  𝑟     𝑓  𝑠   


$\frac {f_r}{f_s}$


$U_{\texttt {KL}}$


$'$


             𝑈  _   =    𝑅  𝑟  ′   ⋅    𝐼  _   +    j  ⋅    𝜔  𝑟   ⋅    𝐿    𝑟  𝜎   ′   ⋅    𝐼  _   +      𝑓  𝑟     𝑓  𝑠    ⋅    𝑈  _     (11.8)  


\begin {equation}\underline {U}_r'=R_r'\cdot \underline {I}_r'+\jj \cdot \omega _r\cdot L_{r\sigma }'\cdot \underline {I}_r'+\dfrac {f_r}{f_s}\cdot \underline {U}_h\label {eq:ASM-Ur-omegar}\end {equation}


       𝑓  𝑠     𝑓  𝑟   


$\frac {f_s}{f_r}$


       𝜔  𝑠     𝜔  𝑟   


$\frac {\omega _s}{\omega _r}$


$L_{r\sigma }'$


$\omega _s$


     𝜔  𝑠   ⋅    𝐿    𝑟  𝜎   ′  


$\omega _s\cdot L_{r\sigma }'$


$f_s$


$f_r$


$f_s$


$f_s$


$f_r$


       𝑓  𝑟   𝑝  


$\frac {f_r}{p}$


$n$


$\sqrt {3}$


     1    3   


$\frac {1}{\sqrt {3}}$


$\sid {60}{Hz}$


$\sid {50}{Hz}$


$\sid {50}{Hz}$


$\sid {50}{Hz}$


$M_i$


$M_L$


$M_w$


     𝑃     Cu   ,  𝑟   


$P_{\Cu ,r}$


     𝑃     Cu   ,  𝑠   


$P_{\Cu ,s}$


     𝑃  𝐷  


$P_D$


$P_i$


$P_{\Fe }$


$P_m$


$P_{\Rbg }$


$P_s$


$\varphi _s$


     𝑈  _   =  0    V 


$\underline {U}_r'=\sid 0V$


$\frac {f_r}{f_s}$


$R_{\Fe }$


             𝑃   Fe    =  3  ⋅        |    𝑈  _   |   2     𝑅   Fe       (11.15)  


\begin {equation}P_{\Fe }=3\cdot \dfrac {\left |\underline {U}_s\right |^2}{R_{\Fe }}\label {eq:ASM-PFe}\end {equation}


$\underline {I}_1$


     |    𝐼  _   |   ≪    |    𝐼  _   |  


$\left |\underline {I}_{\Fe }\right |\ll \left |\underline {I}_s\right |$


     |    𝐼  _   |   ≈    |    𝐼  _   |  


$\left |\underline {I}_1\right |\approx \left |\underline {I}_s\right |$


             𝑃     Cu   ,  𝑠    =  3  ⋅    𝑅  𝑠   ⋅      |    𝐼  _   |   2   ≈  3  ⋅    𝑅  𝑠   ⋅      |    𝐼  _   |   2     (11.16)  


\begin {equation}P_{\Cu ,s}=3\cdot R_s\cdot \left |\underline {I}_1\right |^2\approx 3\cdot R_s\cdot \left |\underline {I}_s\right |^2\label {eq:ASM-PCus}\end {equation}


             𝑃  𝐷   =    𝑃  𝑠   −    𝑃   Fe    −    𝑃     Cu   ,  𝑠      (11.17)  


\begin {equation}P_D=P_s-P_{\Fe }-P_{\Cu ,s}\label {eq:ASM-PD}\end {equation}


       𝑓  𝑠     𝑓  𝑟    ⋅    𝑅  𝑟  ′  


$\frac {f_s}{f_r}\cdot R_r'$


             𝑃  𝐷   =  3  ⋅      𝑓  𝑠     𝑓  𝑟    ⋅    𝑅  𝑟  ′   ⋅      |    𝐼  _   |   2          𝑃  𝐷   =  3  ⋅      𝑅  𝑟  ′   𝑠   ⋅      |    𝐼  _   |   2       


\begin {align}P_D=3\cdot \frac {f_s}{f_r}\cdot R_r'\cdot \left |\underline {I}_r'\right |^2 & & P_D=3\cdot \dfrac {R_r'}{s}\cdot \left |\underline {I}_r'\right |^2\label {eq:ASM-PD2}\end {align}


$R_r'$


             𝑃     Cu   ,  𝑟       =      𝑓  𝑟     𝑓  𝑠    ⋅    𝑃  𝐷        𝑃     Cu   ,  𝑟    =  𝑠  ⋅    𝑃  𝐷               =  3  ⋅    𝑅  𝑟  ′   ⋅      |    𝐼  _   |   2         


\begin {align}P_{\Cu ,r} & =\dfrac {f_r}{f_s}\cdot P_D & P_{\Cu ,r}=s\cdot P_D\label {eq:ASM-PCur-PD}\\ & =3\cdot R_r'\cdot \left |\underline {I}_r'\right |^2\label {eq:ASM-PCur}\end {align}


             𝑃  𝑖      =    (  1  −      𝑓  𝑟     𝑓  𝑠    )   ⋅    𝑃  𝐷        𝑃  𝑖      =  (  1  −  𝑠  )  ⋅    𝑃  𝐷             =  3  ⋅    (      𝑓  𝑠     𝑓  𝑟    −  1  )   ⋅    𝑅  𝑟  ′   ⋅      |    𝐼  _   |   2        =  3  ⋅    (    1  𝑠   −  1  )   ⋅    𝑅  𝑟  ′   ⋅      |    𝐼  _   |   2     


\begin {align}P_i & =\left (1-\dfrac {f_r}{f_s}\right )\cdot P_D & P_i & =(1-s)\cdot P_D\label {eq:ASM-Pi}\\ & =3\cdot \left (\dfrac {f_s}{f_r}-1\right )\cdot R_r'\cdot \left |\underline {I}_r'\right |^2 & & =3\cdot \left (\dfrac {1}{s}-1\right )\cdot R_r'\cdot \left |\underline {I}_r'\right |^2\label {eq:ASM-Pi-PD}\end {align}


           Ω  =    (  1  −      𝑓  𝑟     𝑓  𝑠    )   ⋅    Ω  𝑠        Ω  =  (  1  −  𝑠  )  ⋅    Ω  𝑠       


\begin {align}\Omega =\left (1-\dfrac {f_r}{f_s}\right )\cdot \Omega _s & & \Omega =(1-s)\cdot \Omega _s\label {eq:ASM-Omegam}\end {align}


             𝑀  𝑖   =      𝑃  𝑖   Ω   =      𝑃  𝐷     Ω  𝑠      (11.24)  


\begin {equation}M_i=\dfrac {P_i}{\Omega }=\dfrac {P_D}{\Omega _s}\label {eq:ASM-Mi}\end {equation}


$P_{\Rbg }$


$P_s$


$P_{\Fe }$


$P_{\Cu ,s}$


$P_D$


$P_{\Cu ,r}$


$P_i$


$P_{\Rbg }$


$P_m$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$-$


$+$


$+$


$-$


$+$


$-$


$+$


$-$


$\frac {f_r}{f_s}$


$s$


     𝑅   Fe    →  ∞ 


$R_{\Fe }\rightarrow \infty $


     𝑃   Fe    →  0    W 


$P_{\Fe }\rightarrow \sid 0W$


     𝑅  𝑠   →  0        Ω   


$R_s\rightarrow \sid 0{\ohm }$


     𝑃     Cu   ,  𝑠    →  0    W 


$P_{\Cu ,s}\rightarrow \sid 0W$


     𝑃   Rbg    →  0    W 


$P_{\Rbg }\rightarrow \sid 0W$


$P_s$


$P_D$


            ��     (11.27)  


\begin {equation}\boxed {P_D=P_s}\label {eq:ASM-vereinfacht-PD-Ps}\end {equation}


            ��         ��       


\begin {align}\boxed {P_{\Cu ,r}=\dfrac {f_r}{f_s}\cdot P_D} & & \boxed {P_{\Cu ,r}=s\cdot P_D}\label {eq:ASM-vereinfacht-PCur-PD}\end {align}


            ��         ��       


\begin {align}\boxed {P_i=P_m=\left (1-\dfrac {f_r}{f_s}\right )\cdot P_D} & & \boxed {P_i=P_m=(1-s)\cdot P_D}\label {eq:ASM-vereinfacht-Pi-Pm}\end {align}


            ��     (11.30)  


\begin {equation}\boxed {P_i=P_m=P_D-P_{\Cu ,r}}\label {eq:ASM-vereinfacht-Pi-Pm-PD-PCur}\end {equation}


$L_{s\sigma }$


$L_{s\sigma }$


$L_h$


$L_{r\sigma }'$


$\sigma $


$L_{s\sigma }$


$L_h$


$L_{r\sigma }'$


$R_r'$


$\sigma $


$P_N$


$M_N$


$n_s=\frac {f_s}{p}$


   𝑠  →  ∞ 


$s\rightarrow \infty $


$s$


$\frac {f_r}{f_s}$


             𝐼  _   =      𝑈  _       j  ⋅    𝑋  ℎ       (11.33)  


\begin {equation}\underline {I}_h=\dfrac {\underline {U}_s}{\jj \cdot X_h}\label {eq:ASM-KL-vereinfacht-Ih}\end {equation}


$\underline {U}_s$


$\sid {90}{\degree }$


$\underline {I}_s$


$\underline {I}_s$


$\underline {I}_s$


   ℳ 


$\mathcal {M}$


             𝐼  _   =    𝐼  _   +    𝐼  _     (11.34)  


\begin {equation}\underline {I}_h=\underline {I}_s+\underline {I}_r'\label {eq:ASM-KL-vereinfacht-Knotenregel}\end {equation}


$\underline {I}_h$


$\underline {I}_s$


$\underline {I}_r'$


       𝑅  𝑟  ′   𝑠  


$\frac {R_r'}{s}$


     𝑋    𝑟  𝜎   ′  


$X_{r\sigma }'$


$\underline {U}_s$


               𝑅  𝑟  ′   𝑠   ⋅    𝐼  _   +    j  ⋅    𝑋    𝑟  𝜎   ′   ⋅    𝐼  _   +    𝑈  _   =  0    V    (11.35)  


\begin {equation}\dfrac {R_r'}{s}\cdot \underline {I}_r'+\jj \cdot X_{r\sigma }'\cdot \underline {I}_r'+\underline {U}_s=\sid 0V\label {eq:ASM-KL-vereinfacht-Maschengleichung}\end {equation}


       𝑅  𝑟  ′   𝑠   ⋅    𝐼  _  


$\frac {R_r'}{s}\cdot \underline {I}_r'$


     j  ⋅    𝑋    𝑟  𝜎   ′   ⋅    𝐼  _  


$\jj \cdot X_{r\sigma }'\cdot \underline {I}_r'$


$\underline {U}_s$


             𝑃  𝑠   =    𝑃  𝐷   =  3  ⋅  ℜ      (    𝑈  _   ⋅    𝐼  _   )   =  3  ⋅    |    𝑈  _   |   ⋅    |    𝐼  _   |   ⋅   cos       (    𝜑  𝑠   )   =  3  ⋅    |    𝑈  _   |   ⋅    𝐼    𝑠  ,  𝑤      (11.36)  


\begin {equation}P_s=P_D=3\cdot \Re \left (\underline {U}_s\cdot \underline {I}_s^*\right )=3\cdot \left |\underline {U}_s\right |\cdot \left |\underline {I}_s\right |\cdot \cos \left (\varphi _s\right )=3\cdot \left |\underline {U}_s\right |\cdot I_{s,w}\label {eq:ASM-KL-vereinfacht-Ps}\end {equation}


$\underline {U}_s$


$\underline {I}_s$


   |    𝑈  _   | 


$|\underline {U}_s|$


             𝐼    𝑠  ,  𝑤    =    |    𝐼  _   |   ⋅   cos       (    𝜑  𝑠   )     (11.37)  


\begin {equation}I_{s,w}=\left |\underline {I}_s\right |\cdot \cos \left (\varphi _s\right )\label {eq:ASM-KL-Isw}\end {equation}


$\underline {I}_s$


$\varphi _s$


             𝑀  𝑖   =      𝑃  𝑠     Ω  𝑠    =      𝑃  𝐷     Ω  𝑠      (11.38)  


\begin {equation}M_i=\dfrac {P_s}{\Omega _s}=\dfrac {P_D}{\Omega _s}\label {eq:ASM-vereinfacht-Mi}\end {equation}


   ℜ      (    𝐼  _   )   >  0    A 


$\Re \left (\underline {I}_s\right )>\sid 0A$


   ℜ      (    𝐼  _   )   <  0    A 


$\Re \left (\underline {I}_s\right )<\sid 0A$


     𝐼    𝑠  ,  𝑤   


$I_{s,w}$


     |    𝐼  _   |   =    𝐼    𝑠  𝑁   


$\left |\underline {I}_s\right |=I_{sN}$


$s=1$


$s\rightarrow \infty $


             𝐼  _   =      𝑈  _       j  ⋅    𝑋  ℎ     +      𝑈  _       j  ⋅    𝑋    𝑟  𝜎   ′       (11.39)  


\begin {equation}\underline {I}_{s,\infty }=\dfrac {\underline {U}_s}{\jj \cdot X_h}+\dfrac {\underline {U}_s}{\jj \cdot X_{r\sigma }'}\label {eq:ASM-vereinfacht-Isinfty}\end {equation}


$R_s$


$R_{\Fe }$


$\mathcal {M}$


     𝑠  𝑘  


$s_k$


$U_N$


     𝑀  𝑘  


$M_k$


$U_N$


$U_N$


$M_A$


$U_N$


$U_N$


$P_s$


$P_m$


$M_i$


$n<0\thinspace \mathrm {s^{-1}}$


$s>1$


$P_s>0\thinspace \mathrm {W}$


$P_m<0\thinspace \mathrm {W}$


$M_i>0\thinspace \mathrm {Nm}$


$n=0\thinspace \mathrm {s^{-1}}$


$s=1$


$P_s>0\thinspace \mathrm {W}$


$P_m=0\thinspace \mathrm {W}$


$M_i>0\thinspace \mathrm {Nm}$


$0\thinspace \mathrm {s^{-1}}<n<n_s$


$0<s<1$


$P_s>0\thinspace \mathrm {W}$


$P_m>0\thinspace \mathrm {W}$


$M_i>0\thinspace \mathrm {Nm}$


$n=n_s$


   𝑠  =  0 


$s=0$


$P_s\approx 0\thinspace \mathrm {W}$


$P_m=0\thinspace \mathrm {W}$


$M_i\approx 0\thinspace \mathrm {Nm}$


   𝑛  >    𝑛  𝑠  


$n>n_s$


$s<0$


$P_s<0\thinspace \mathrm {W}$


$P_m<0\thinspace \mathrm {W}$


$M_i<0\thinspace \mathrm {Nm}$


$M_w$


$n$


$s$


   0      s    −  1    <  𝑛  <    𝑛  𝑠  


$\sid 0{s^{-1}}<n<n_s$


$P_s$


$P_m$


$n>n_s$


$P_s$


$P_m$


   𝑛  <  0      s    −  1   


$n<\sid 0{s^{-1}}$


$n=\sid 0{s^{-1}}$


$s=1$


           𝑛  =  0      s    −  1         𝑠  =  1        im Anlaufpunkt     A       


\begin {align}n=\sid 0{s^{-1}} & & s=1 & & \text {im Anlaufpunkt\,\,}\Circled {A}\label {eq:ASM-KL-n=00003Dns-s=00003D0-1}\end {align}


           𝑛  =    𝑛  𝑠        𝑠  =  0        im Leerlaufpunkt     L       


\begin {align}n=n_s & & s=0 & & \text {im Leerlaufpunkt\,\,}\Circled {L}\label {eq:ASM-KL-n=00003Dns-s=00003D0}\end {align}


$\approx $


$M_k$


$M_k$


   −    𝑀  𝑘  


$-M_k$


$M_k$


$s$


$s_k$


   −    𝑠  𝑘  


$-s_k$


            ��     (11.42)  


\begin {equation}\boxed {\dfrac {M_i}{M_k}=\dfrac {2}{\dfrac {s}{s_k}+\dfrac {s_k}{s}}}\label {eq:ASM-KL-Klosssche-Gleichung}\end {equation}


             𝑀  𝑘   =    3    Ω  𝑠    ⋅      𝑈  𝑠  2     2  ⋅    𝜔  𝑠   ⋅    𝐿    𝑟  𝜎   ′            𝑠  𝑘   =      𝑅  𝑟  ′       𝜔  𝑠   ⋅    𝐿    𝑟  𝜎   ′         


\begin {align}M_k=\dfrac {3}{\Omega _s}\cdot \dfrac {U_s^2}{2\cdot \omega _s\cdot L_{r\sigma }'} & & s_k=\dfrac {R_r'}{\omega _s\cdot L_{r\sigma }'}\label {eq:ASM-KL-Mk-sk}\end {align}


$M_i$


$M_L$


$P_s$


$P_m$


   |    𝐼  _   | 


$\left |\underline {I}_s\right |$


   |    𝐼  _   | 


$\left |\underline {I}_r'\right |$


$P_s$


$P_i$


$s=1$


   𝑛  =  0 


$n=0$


$s=1$


$\left |\underline {I}_s\right |$


     𝐼    𝑠  𝑁   


$I_{sN}$


   ±    𝑠  𝑁  


$\pm s_N$


$\underline {I}_h$


    25  


$\sid {25}{}$


$\sid {50}{\%}$


$\left |\underline {I}_r'\right |$


     𝑃  𝑚   =    𝑃  𝑖   =  (  1  −  𝑠  )  ⋅    𝑃  𝐷   =  (  1  −  𝑠  )  ⋅    𝑃  𝑠  


$P_m=P_i=(1-s)\cdot P_D=(1-s)\cdot P_s$


           𝜂    ≤         1  −  𝑠        imMotorbetrieb           𝜂    ≤           1    1  −  𝑠          imGeneratorbetrieb     


\begin {align}\eta \thinspace \le \,\thinspace & 1-s & & \text {im\,Motorbetrieb}\label {eq:ASM-KL-eta-Motor} \\ \eta \thinspace \le \thinspace \thinspace & \dfrac {1}{1-s} & & \text {im\,Generatorbetrieb}\label {eq:ASM-KL-eta-Generator}\end {align}


   𝑠  →  0 


$s\rightarrow 0$


$\delta $


$\gamma $


$R_r'$


$L_{r\sigma }'$


   𝑠  ≈  1 


$s\approx 1$


     𝑓  𝑟   ≈    𝑓  𝑠  


$f_r\approx f_s$


$R_r'$


$R_r'$


$s=1$


$\frac {R_r'}{s}$


$s=0$


$s=1$


$R_r'$


     𝑍  _  


$\underline {Z}_A$


$L_{r\sigma }'$


$L_{r\sigma }'$


$s=1$


     𝐼   𝑠𝐴   


$I_{sA}$


$U_N$


$U_N$


     𝐼  𝐴  


$I_A$


$U_N$


$U_N$


$M_A$


$U_N$


$U_N$


$\underline {Z}_A$


$\sid {}{\ohm }$


$n=\sid 0{s^{-1}}$


$s=1$


$U_N$


     𝑍  _  


$\underline {Z}_v$


$U_{sN}$


$U_N$


$I_A$


       𝐼  𝐴     𝐼  𝑁   


$\frac {I_A}{I_N}$


             𝐼    𝑠  𝐴    =    {              𝐼  𝐴            bei Sternschaltung           𝐼  𝐴   /    3            bei Dreieckschaltung                


\begin {align}I_{sA}=\begin {cases} I_A & \text {bei Sternschaltung}\\ I_A/\sqrt {3} & \text {bei Dreieckschaltung} \end {cases}\label {eq:ASM-IsA-Anlauf-Strangsstrom}\end {align}


$n=\sid 0{s^{-1}}$


$s=1$


             𝑍  𝐴   =      𝑈    𝑠  𝑁      𝐼    𝑠  𝐴     =    (    j  ⋅    𝑋  ℎ   )     |  |      (    𝑅  𝑟  ′   +    j  ⋅    𝑋    𝑟  𝜎   ′   )   ≈    𝑅  𝑟  ′   +    j  ⋅    𝑋    𝑟  𝜎   ′     (11.51)  


\begin {equation}Z_A=\dfrac {U_{sN}}{I_{sA}} =\left (\jj \cdot X_h\right )\thinspace ||\thinspace \left (R_r'+\jj \cdot X_{r\sigma }'\right )\approx R_r'+\jj \cdot X_{r\sigma }'\label {eq:ASM-KL-ZA}\end {equation}


     |    𝑈  _   |   =    𝑈    𝑠  𝑁   


$\left |\underline {U}_Q\right |=U_{sN}$


             𝐼  𝑠   =      𝑈    𝑠  𝑁      |    𝑍  _   +    𝑍  _   |      (11.53)  


\begin {equation}I_s=\dfrac {U_{sN}}{\left |\underline {Z}_v+\underline {Z}_A\right |}\label {eq:ASM-KL-Is-Vorimpedanz}\end {equation}


             𝑈  𝑠   =      |    𝑍  _   |     |    𝑍  _   +    𝑍  _   |    ⋅    𝑈    𝑠  𝑁    =    |    𝑍  _   |   ⋅    𝐼  𝑠     


\begin {equation*}U_s=\dfrac {\left |\underline {Z}_A\right |}{\left |\underline {Z}_v+\underline {Z}_A\right |}\cdot U_{sN}=\left |\underline {Z}_A\right |\cdot I_s\end {equation*}


$\frac {1}{3}$


$M_L$


$I$


     𝑈  _   =    𝑈  _  


$\underline {U}_s=\underline {U}_Q$


$f_s$


$p$


$s$


$s=1$


$\underline {Z}_A$


$R_r'$


$X_{r\sigma }'$


$M_A$


     𝐼   Fe    ≪    𝐼  𝑠  


$I_{\Fe }\ll I_s$


     𝐼  𝑠   ≈    𝐼  1  


$I_s\approx I_1$


     𝐼  ℎ   ≪    𝐼  𝑠  


$I_h\ll I_s$


     𝐼  𝑠   ≈    𝐼  𝑟  ′  


$I_s\approx I_r'$


     𝑃   Fe    ≈  0    W 


$P_{\Fe }\approx \sid 0W$


$R_s$


             𝑃     Cu   ,  𝑠    ≈  3  ⋅    𝑅  𝑠   ⋅    𝐼  𝑠  2     (11.55)  


\begin {equation}P_{\Cu ,s}\approx 3\cdot R_s\cdot I_s^2\label {eq:ASM-KL-KS-PCus}\end {equation}


             𝑃  𝐷   =    𝑃  𝑠   −    𝑃     Cu   ,  𝑠      (11.56)  


\begin {equation}P_D=P_s-P_{\Cu ,s}\label {eq:ASM-KL-KS-PFe+Rbg}\end {equation}


$U_s$


             𝑀  𝑖   =      𝑃  𝐷     Ω  𝑠      (11.57)  


\begin {equation}M_i=\dfrac {P_D}{\Omega _s}\label {eq:ASM-KL-KS-Mi}\end {equation}


$A$


             𝑀  𝐴   =    𝑀  𝑖   ⋅      (      𝑈    𝑠  𝑁      𝑈  𝑠    )   2   =      𝑃  𝐷     Ω  𝑠    ⋅      (      𝑈    𝑠  𝑁      𝑈  𝑠    )   2     (11.58)  


\begin {equation}M_A=M_i\cdot \left (\dfrac {U_{sN}}{U_s}\right )^2=\dfrac {P_D}{\Omega _s}\cdot \left (\dfrac {U_{sN}}{U_s}\right )^2\label {eq:ASM-KL-KS-M1}\end {equation}


$R_r'$


$P_s$


$I_s$


$R_s$


             𝑃  𝑠   =  3  ⋅    (    𝑅  𝑠   +    𝑅  𝑟  ′   )   ⋅    𝐼  𝑠  2     (11.59)  


\begin {equation}P_s=3\cdot \left (R_s+R_r'\right )\cdot I_s^2\label {eq:ASM-KL-KS-Rr'}\end {equation}


$X_{r\sigma }'$


             𝑄  𝑠   =          (  3  ⋅    𝑈  𝑠   ⋅    𝐼  𝑠   )   2   −    𝑃  𝑠  2       (11.60)  


\begin {equation}Q_s =\sqrt {\left (3\cdot U_s\cdot I_s\right )^2-P_s^2}\label {eq:ASM_KL-KS-Rs}\end {equation}


$I_s$


             𝑄  𝑠   =  3  ⋅    𝑋    𝑟  𝜎   ′   ⋅    𝐼  𝑠  2     (11.61)  


\begin {equation}Q_s =3\cdot X_{r\sigma }'\cdot I_s^2\label {eq:ASM-KL-KS-Xrsigma'}\end {equation}


             𝑍  _   =    𝑅  𝑠   +    𝑅  𝑟  ′   +    j  ⋅    𝑋    𝑟  𝜎   ′     (11.62)  


\begin {equation}\underline {Z}_A =R_s+R_r'+\jj \cdot X_{r\sigma }'\label {eq:ASM-KL-KS-ZA}\end {equation}


$P_{\Rbg }$


$R_{\Fe }$


$X_h$


$I_s=\left |\underline {I}_s\right |$


$U_s=\left |\underline {U}_s\right |$


$P_s$


$U_s$


     𝑈  𝑠  2  


$U_s^2$


$I_s$


$I_{\Fe }\ll I_s$


$I_s\approx I_1$


$R_s$


     𝑈  ℎ   ≈    𝑈  𝑠  


$U_h\approx U_s$


             𝑃     Cu   ,  𝑠    ≈  3  ⋅    𝑅  𝑠   ⋅    𝐼  𝑠  2     (11.63)  


\begin {equation}P_{\Cu ,s}\approx 3\cdot R_s\cdot I_s^2\label {eq:ASM-KL-LL-PCus}\end {equation}


$P_s$


             𝑃   Fe    +    𝑃   Rbg    =    𝑃  𝑠   −    𝑃     Cu   ,  𝑠      (11.64)  


\begin {equation}P_{\Fe }+P_{\Rbg }=P_s-P_{\Cu ,s}\label {eq:ASM-KL-LL-PFe+Rbg}\end {equation}


             𝑃   Fe    =  3  ⋅      𝑈  𝑠  2     𝑅   Fe       (11.65)  


\begin {equation}P_{\Fe }=3\cdot \dfrac {U_s^2}{R_{\Fe }}\label {eq:ASM-KL-LL-PFe}\end {equation}


$P_{\Rbg }$


$U_s$


$P_{\Fe }$


$U_s$


$U_s^2$


$P_{\Rbg }$


$R_{\Fe }$


$X_h$


     𝑈  𝑠   =    𝑈    𝑠  𝑁   


$U_s=U_{sN}$


             𝑄  𝑠   =      (  3  ⋅    𝑈  𝑠   ⋅    𝐼  𝑠     )  2   −    𝑃  𝑠  2       (11.66)  


\begin {equation}Q_s=\sqrt {(3\cdot U_s\cdot I_s)^2-P_s^2}\label {eq:ASM-KL-LL-Q0}\end {equation}


$U_h\approx U_s$


             𝑄  𝑠   =  3  ⋅      𝑈  𝑠  2     𝑋  ℎ      (11.67)  


\begin {equation}Q_s=3\cdot \dfrac {U_s^2}{X_h}\label {eq:ASM-KL-LL-Xh}\end {equation}


     𝑛    𝑠  𝑟   


$n_{sr}$


$N_s$


$\Phi _h$


     Φ  𝑁  


$\Phi _N$


$f_s$


$f_r$


$\frac {f_s}{f_r}\cdot R_r'$


$\frac {R_r'}{s}$


$f_s$


$M_k$


     𝑇    𝑟  𝜎   


$T_{r\sigma }$


$U_s$


$f_s$


$\xi $


$N$


$N_s$


$\Phi _{hN}$


     𝑓  𝑠   =    𝑓  𝑁  


$f_s=f_N$


     𝑓  𝑠   =       0,5     ⋅    𝑓  𝑁  


$f_s=\protect \sid {0,5}{}\cdot f_N$


     𝑓  𝑠   →      0           Hz    


$f_s\rightarrow \protect \sid 0{Hz}$


     𝑓  𝑠   =       1,5     ⋅    𝑓  𝑁  


$f_s=\protect \sid {1,5}{}\cdot f_N$


     𝑓  𝑠   =      2    ⋅    𝑓  𝑁  


$f_s=\protect \sid 2{}\cdot f_N$


$U_{sN}$


$f_N$


   ±    𝑀  𝑁  


$\pm M_N$


   ±    𝑀  𝑘  


$\pm M_k$


               𝑈  𝑠     𝜔  𝑠    =    𝑁  𝑠   ⋅    Φ    ℎ  𝑁      (11.73)  


\begin {equation}\dfrac {U_s}{\omega _s}=N_s\cdot \Phi _{hN}\label {eq:ASM-KL-VSI-Grunddrehzahlbereich-Us/omegas}\end {equation}


$f_s$


$U_s$


     𝑓  𝑠   →  0     Hz  


$f_s\rightarrow \sid 0{Hz}$


$U_s$


$n=\sid 0{s^{-1}}$


$M_i=\sid 0{Nm}$


$\Phi _h$


$U_s=U_{sN}$


$f_s$


$f_N$


     𝑓  𝑠   >    𝑓  𝑁  


$f_s>f_N$


     𝜔  𝑠   >    𝜔  𝑁  


$\omega _s>\omega _N$


                 𝑈    𝑠  𝑁    ⏟        konstant     =    𝑁  𝑠   ⋅        Φ  ℎ   ⏟    sinkt    ⋅        𝜔  𝑠   ⏟    steigt        


\begin {align}\underbrace {U_{sN}}_{\kern 0.5em\text {konstant}} =N_s\cdot \underbrace {\Phi _h}_{\text {sinkt}}\cdot \underbrace {\omega _s}_{\text {steigt}}\label {eq:ASM-KL-Feldschwaechung-Phih}\end {align}


     𝑓  𝑠   =   1,5   ⋅    𝑓  𝑁  


$f_s=\sid {1,5}{}\cdot f_N$


     𝑓  𝑠   =  2  ⋅    𝑓  𝑁  


$f_s=2\cdot f_N$


             𝑀  𝑘   =      3  ⋅  𝑝   2   ⋅      𝑈  𝑠  2       𝜔  𝑠  2   ⋅    𝐿    𝑟  𝜎   ′       (11.75)  


\begin {equation}M_k=\dfrac {3\cdot p}{2}\cdot \dfrac {U_s^2}{\omega _s^2\cdot L_{r\sigma }'}\label {eq:ASM-KL-Umricher-Mk}\end {equation}


$U$


$\Phi _h$


$f_s$


$n$


$U$


$f_s$


$\Phi _h$


$M_i$


$M_k$


             𝑛  𝑁   ≈      𝑓  𝑁   𝑝         fürsehr kleinen Rotorwiderstand       


\begin {align}n_N\approx \dfrac {f_N}{p} & & \text {für\,sehr kleinen Rotorwiderstand}\label {eq:ASM-KL-Umrichter-nN-VSS}\end {align}


$\frac {f_s}{f_r}\cdot R_r'$


$U_N$


$\Phi _{hN}$


$n_N$


$\frac {1}{n}$


$n$


$I$


     𝐼  𝑘  


$I_k$


$P_i$


$P_k$


$M_i$


$M_N$


$\frac {1}{n}$


$\Phi _h$


     𝐼    𝑠  𝑤   


$I_{sw}$


             𝑀  𝑖   ∼    Φ  ℎ   ⋅    𝐼    𝑠  𝑤      (11.78)  


\begin {equation}M_i\sim \Phi _h\cdot I_{sw}\label {eq:ASM-KL-Mi-Phi-Isw-VSI}\end {equation}


$M_k$


$\frac {1}{n^2}$


$n_K$


$\frac {1}{n}$


   𝑛  >    𝑛  𝐾  


$n>n_K$


     𝑀  𝑖   =    𝑀  𝑘  


$M_i=M_k$


$I_k$


$I_k$


$\frac {1}{n}$


$I$


$\frac {1}{n}$


             𝑃  𝑖   =    𝑀  𝑖   ⋅  Ω    (11.79)  


\begin {equation}P_i=M_i\cdot \Omega \label {eq:ASM-KL-P-Mi-Omega}\end {equation}


$n$


$n_N$


$P_N$


$\frac {1}{n}$


$P_k$


$\frac {1}{n}$


$\frac {1}{n^2}$


$P_k$


$n_N$


$n>n_N$


$U$


$I$


$\Phi _h$


$M_i$


$P_i$


$0\,\mathrm {s}^{-1}\le n\le n_N$


$\frac {n}{n_N}\cdot U_N$


$I_N$


$\Phi _N$


$M_N$


$\frac {n}{n_N}\cdot P_N$


$n_N<n\le n_K$


$U_N$


$I_N$


$\frac {n_N}{n}\cdot \Phi _N$


$\frac {n_N}{n}\cdot M_N$


$P_N$


$n_K<n\le n_{\text {max}}$


$U_N$


$\frac {n_K}{n}\cdot I_N$


$\frac {n_N}{n}\cdot \Phi _N$


$\frac {n_N}{n_K}\cdot \left (\frac {n_K}{n}\right )^2\cdot M_N$


$\frac {n_K}{n}\cdot P_N$


     𝑅  𝑣  


$R_v$


$R_v$


$R_v$


     𝑅   GR   


$R_{\mathrm {GR}}$


$\frac {R_r'}{s}$


         𝑅  𝑟  ′   +    𝑅  𝑣  ′    𝑠  


$\frac {R_r'+R_v'}{s}$


     𝑅  𝑣  ′   =  0        Ω   


$R_v'=\sid 0{\ohm }$


     𝑅  𝑣  ′   =    𝑅  𝑟  ′  


$R_v'=R_r'$


$n=\sid 0{s^{-1}}$


$s=1$


$M_k$


$M_N$


$R_v$


     𝑅  𝑣  ′  


$R_v'$


     𝑅  𝑣  ′   =      0              Ω     


$R_v'=\protect \sid 0{\ohm }$


$R_v'=R_r'$


     𝑅  𝑣  ′   >    𝑅  𝑟  ′  


$R_v'>R_r'$


     𝑅  𝑣  ′   ≫    𝑅  𝑟  ′  


$R_v'\gg R_r'$


$n=\sid 0{s^{-1}}$


$s=1$


$R_v'$


     𝑠  𝑣  


$s_v$


$s$


$R_v$


     𝑅   GR   


$R_{\text {GR}}$


$s=0$


   𝑛  <    𝑛  𝑠  


$n<n_s$


     𝑓  𝑟   >  0     Hz  


$f_r>\sid 0{Hz}$


$n>n_s$


     𝑓  𝑟   <  0     Hz  


$f_r<\sid 0{Hz}$


$P_Q$


$P_s$


$P_m$


     𝑃  𝑟  


$P_r$


$R_r'$


$P_Q$


$P_m$


             𝑃  𝑚   =    𝑃  𝑄     (11.83)  


\begin {equation}P_m=P_Q\label {eq:DGASG-Pm-PQ}\end {equation}


$P_s$


$P_r$


$P_Q$


             𝑃  𝑚   =    𝑃  𝑄   =    𝑃  𝑠   +    𝑃  𝑟     (11.84)  


\begin {equation}P_m=P_Q=P_s+P_r\label {eq:DGASM-PQ-Ps-Pr}\end {equation}


     𝑃  𝑟   >  0    W 


$P_r>\sid 0W$


     𝑃  𝑟   <  0    W 


$P_r<\sid 0W$


$n$


$f_r$


$P_Q$


$P_s$


$P_r$


$P_m$


$n<n_s$


$+$


$+$


$+$


$-$


$+$


$n>n_s$


$-$


$+$


$+$


$+$


$+$


$n<n_s$


$+$


$-$


$-$


$+$


$-$


$n>n_s$


$-$


$-$


$-$


$-$


$-$


     |    𝑃  𝑟   |   <    |    𝑃  𝑄   |  


$\left |P_r\right |<\left |P_Q\right |$


$|P_r|<|P_Q|$


     𝑖  1   =  0    A 


$i_1=\sid 0A$


     𝑖  2   =  −    𝑖  3  


$i_2=-i_3$


$\phi =\omega \cdot t$


$\phi =\sid 0{\degree }$


   𝜙  =   60   ° 


$\phi =\sid {60}{\degree }$


   𝜙  =   120   ° 


$\phi =\sid {120}{\degree }$


$\phi =\sid {180}{\degree }$


$\underline {\hat {I}}_s$


   𝜙  =      0        °   


$\phi =\protect \sid 0{\degree }$


   𝜙  =       60         °   


$\phi =\protect \sid {60}{\degree }$


   𝜙  =       120         °   


$\phi =\protect \sid {120}{\degree }$


   𝜙  =       180         °   


$\phi =\protect \sid {180}{\degree }$


     𝑎  _   ⋅    𝑖  V  


$\underline {a}\cdot i_{\texttt {V}}$


     𝑎  _   ⋅    𝑖  W  


$\underline {a}^2\cdot i_{\texttt {W}}$


$C$


$C$


$C$


     𝐶  𝐴  


$C_A$


$C$


$C$


$C_A$


    ��  


$\boxed {\texttt {n>}}$


$\sid {120}{\degree }$


$\sid {90}{\degree }$


$\sid {90}{\degree }$


$R_e$


$\sid {}{\ohm }$


$I_e$


$U_e$


$I_e$


$U_e$


$R_e$


$d$


$q$


$d$


$q$


$d$


$d$


$d$


$d$


$q$


$\underline {I}_1$


$I_e$


$I_e'$


$\underline {I}_h$


$\underline {I}_s$


$n_{Ie}$


$R_{\Fe }$


$\sid {}{\ohm }$


$R_s$


$\sid {}{\ohm }$


$\underline {U}_h$


$\underline {U}_s$


     𝑈  _  


$\underline {U}_p$


$X_d$


$\sid {}{\ohm }$


$X_h$


$\sid {}{\ohm }$


     𝑋   𝑠𝜎   


$X_{s\sigma }$


$\sid {}{\ohm }$


     𝐼  _  


$\underline {I}_e'$


$\underline {U}_p$


$d$


$q$


$\underline {I}_e'$


$I_e$


$I_e'$


$\underline {I}_e'$


$d$


$\underline {I}_e'$


$X_h$


$\underline {I}_e'$


$X_h$


$\underline {I}_e'$


$\underline {U}_p$


            ��     (12.4)  


\begin {equation}\boxed {\underline {U}_p=\jj \cdot X_h\cdot \underline {I}_e'}\label {eq:SM_Up-Ie}\end {equation}


$d$


$q$


$\underline {I}_e'$


$\underline {U}_p$


$\sid {90}{\degree }$


$X_h$


$\underline {I}_e'$


$X_h$


$\underline {U}_p$


$X_{s\sigma }$


$X_h$


            ��     (12.5)  


\begin {equation}\boxed {X_d=X_{s\sigma }+X_h}\label {eq:SM-Xd}\end {equation}


$\underline {I}_h$


            ��     (12.6)  


\begin {equation}\boxed {\underline {I}_h=\underline {I}_1+\underline {I}_e'}\label {eq:SM-Ih}\end {equation}


            ��     (12.7)  


\begin {equation}\boxed {\underline {U}_h=\jj \cdot X_h\cdot \underline {I}_h}\label {eq:SM-Uh}\end {equation}


$\underline {U}_s$


$\underline {U}_p$


            ��     (12.8)  


\begin {equation}\boxed {\underline {U}_s=R_s\cdot \underline {I}_1+\jj \cdot X_d\cdot \underline {I}_1+\underline {U}_p}\label {eq:SM-Us-Rs-Xd-Up}\end {equation}


$M_i$


$M_w$


$P_e$


$P_{\Cu ,s}$


$P_{\Fe }$


$P_i$


$P_m$


$P_{\Rbg }$


$P_s$


$\varphi _s$


$P_e$


             𝑃  𝑒   =    𝑈  𝑒   ⋅    𝐼  𝑒   =    𝑅  𝑒   ⋅    𝐼  𝑒  2     (12.9)  


\begin {equation}P_e=U_e\cdot I_e=R_e\cdot I_e^2\label {eq:SM-Pe}\end {equation}


             𝑃     Cu   ,  𝑠    =  3  ⋅    𝑅  𝑠   ⋅      |    𝐼  _   |   2   ≈    3  ⋅    𝑅  𝑠   ⋅      |    𝐼  _   |   2     (12.11)  


\begin {equation}P_{\Cu ,s}=3\cdot R_s\cdot \left |\underline {I}_1\right |^2\approx \thinspace 3\cdot R_s\cdot \left |\underline {I}_s\right |^2\label {eq:SM-PCus}\end {equation}


$P_{\Rbg }$


             𝜑  𝑠   =   arg       (    𝑈  _   )   −   arg       (    𝐼  _   )     (12.12)  


\begin {equation}\varphi _s=\arg \left (\underline {U}_s\right )-\arg \left (\underline {I}_1\right )\label {eq:SM-phis}\end {equation}


             𝑃  𝑠   =  3  ⋅  ℜ      (    𝑈  _   ⋅    𝐼  _   )   =  3  ⋅    |    𝑈  _   |   ⋅    |    𝐼  _   |   ⋅   cos       (    𝜑  𝑠   )     (12.13)  


\begin {equation}P_s=3\cdot \Re \left (\underline {U}_s\cdot \underline {I}_s^*\right )=3\cdot \left |\underline {U}_s\right |\cdot \left |\underline {I}_s\right |\cdot \cos \left (\varphi _s\right )\label {eq:SM-Ps}\end {equation}


             𝑃  𝑄   =    𝑃  𝑠   +    𝑃  𝑒     (12.14)  


\begin {equation}P_Q=P_s+P_e\label {eq:SM-Pel}\end {equation}


$M_i$


$\Omega _s$


             𝑃  𝑖   =    𝑃  𝑠   −    𝑃   Fe    −    𝑃     Cu   ,  𝑠    =    𝑀  𝑖   ⋅    Ω  𝑠     (12.15)  


\begin {equation}P_i=P_s-P_{\Fe }-P_{\Cu ,s}=M_i\cdot \Omega _s\label {eq:SM-Pi}\end {equation}


             𝑃  𝑚   =    𝑃  𝑖   −    𝑃   Rbg    =    𝑀  𝑤   ⋅    Ω  𝑠     (12.16)  


\begin {equation}P_m=P_i-P_{\Rbg }=M_w\cdot \Omega _s\label {eq:SM-Pm}\end {equation}


$M_w$


$\Omega _s$


$P_Q$


$P_e$


$P_s$


$P_{\Fe }$


$P_{\Cu ,s}$


$P_i$


$P_{\Rbg }$


$P_m$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$+$


$\mp $


$+$


$-$


$+$


$+$


$-$


$+$


$-$


$\mp $


$\underline {I}_e'$


$\underline {U}_p$


$I_{eN}$


$U_{eN}$


$\underline {U}_p$


$\underline {U}_s$


$\underline {U}_p$


$\underline {U}_s$


   𝜗 


$\vartheta $


$\underline {U}_s$


$\underline {U}_p$


$\underline {U}_s$


$\underline {U}_p$


$\underline {U}_p$


$\underline {U}_s$


            ��     (12.20)  


\begin {equation}\boxed {\vartheta =\arg \left (\underline {U}_s\right )-\arg \left (\underline {U}_p\right )}\label {eq:SM-Polradwinkel}\end {equation}


$\vartheta $


$\underline {U}_s$


$\underline {I}_s$


$\underline {U}_s$


$\varphi _s$


$\underline {U}_s$


$\underline {I}_s$


$\underline {U}_s$


$\underline {I}_s$


$\underline {I}_s$


$\underline {U}_s$


     |    𝑈  _   |   >    |    𝑈  _   |  
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             𝑃  𝑘   =  3  ⋅        𝑈  𝑠   ⋅    𝑈  𝑝      𝑋  𝑑      (12.28)  


\begin {equation}P_k= 3\cdot \dfrac {U_s\cdot U_p}{X_d}\label {eq:SMVP-Pk}\end {equation}
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             𝑄  0   =  3  ⋅      𝑈  𝑠  2     𝑋  𝑑      (12.29)  


\begin {equation}Q_0 =3\cdot \dfrac {U_s^2}{X_d}\label {eq:SMVP-Q0}\end {equation}
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   𝜗  =  ±   90   ° 


$\vartheta =\pm \sid {90}{\degree }$


     𝑄  0  


$Q_0$


             𝑀  𝑘   =      𝑃  𝑘     Ω  𝑠      (12.30)  


\begin {equation}M_k= \dfrac {P_k}{\Omega _s}\label {eq:SMVP-Mk}\end {equation}


             𝑀  𝑖   =      𝑃  𝑠     Ω  𝑠    =      𝑃  𝑚     Ω  𝑠    =      𝑃  𝑘     Ω  𝑠    ⋅   sin       (  𝜗  )   =  3  ⋅        𝑈  𝑠   ⋅    𝑈  𝑝        Ω  𝑠   ⋅    𝑋  𝑑     ⋅   sin       (  𝜗  )     (12.31)  


\begin {equation}M_i=\dfrac {P_s}{\Omega _s}=\dfrac {P_m}{\Omega _s}=\dfrac {P_k}{\Omega _s}\cdot \sin \left (\vartheta \right )=3\cdot \dfrac {U_s\cdot U_p}{\Omega _s\cdot X_d}\cdot \sin \left (\vartheta \right )\label {eq:SMVP-Ps-Pm-Mi-Omega}\end {equation}
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           𝑛  =        𝑓  𝑠   −    𝑓  𝑟    𝑝   =    (  1  −  𝑠  )   ⋅      𝑓  𝑠   𝑝   =    (  1  −  𝑠  )   ⋅    𝑛  𝑠     (11.54)  


\begin {equation}n=\dfrac {f_s-f_r}{p}=\left (1-s\right )\cdot \dfrac {f_s}{p}=\left (1-s\right )\cdot n_s\label {eq:ASM-KL-Drehzahl-fs-fr-p}\end {equation}


     𝑓  𝑠  


$f_s$


$2\cdot p$


$n_s=\frac {f_s}{p}$


$\underline {\hat {\Phi }}_h$


            ��     (11.1)  


\begin {equation}\boxed {s=\dfrac {n_s-n}{n_s}=1-\dfrac {n}{n_s}}\label {eq:ASM-Schlupf}\end {equation}


             𝑈   KL    =    |  𝑠  |   ⋅    𝑈     KL   ,  0           𝑓  𝑟   =  𝑠  ⋅    𝑓  𝑠       


\begin {align}U_{\texttt {KL}}=\left |s\right |\cdot U_{\texttt {KL},0} & & f_r=s\cdot f_s\label {eq:ASM-UKL-fr-s}\end {align}


            ��     (11.3)  


\begin {equation}\boxed {f_s=p\cdot n+f_r}\label {eq:ASM-fr-p*n-fs}\end {equation}


            ��         ��       


\begin {align}\boxed {\omega _s=2\cdot \uppi \cdot f_s} & & \boxed {\ensuremath {\omega _r=2\cdot \uppi \cdot f_r}}\label {eq:ASM-omegas-omegar}\end {align}


             𝑈  _   =    𝑅  𝑠   ⋅    𝐼  _   +    j  ⋅    𝜔  𝑠   ⋅    𝐿    𝑠  𝜎    ⋅    𝐼  _   +    𝑈  _     (11.5)  


\begin {equation}\underline {U}_s=R_s\cdot \underline {I}_1+\jj \cdot \omega _s\cdot L_{s\sigma }\cdot \underline {I}_1+\underline {U}_h\label {eq:ASM-Us-omegas}\end {equation}


             𝑈  _      =    𝑅   Fe    ⋅    𝐼  _             𝐼  _      =    𝐼  _   +    𝐼  _     


\begin {align}\underline {U}_s & =R_{\Fe }\cdot \underline {I}_{\Fe }\label {eq:Us-RFe}\\ \underline {I}_s & =\underline {I}_{\Fe }+\underline {I}_1\label {eq:I1-IFe-Is}\end {align}


               𝑓  𝑠     𝑓  𝑟    ⋅    𝑈  _   =      𝑓  𝑠     𝑓  𝑟    ⋅    𝑅  𝑟  ′   ⋅    𝐼  _   +    j  ⋅    𝜔  𝑠   ⋅    𝐿    𝑟  𝜎   ′   ⋅    𝐼  _   +    𝑈  _     (11.9)  


\begin {equation}\dfrac {f_s}{f_r}\cdot \underline {U}_r'=\dfrac {f_s}{f_r}\cdot R_r'\cdot \underline {I}_r'+\jj \cdot \omega _s\cdot L_{r\sigma }'\cdot \underline {I}_r'+\underline {U}_h\label {eq:ASM-Ur-omegas}\end {equation}


             𝐼  _   =    𝐼  _   +    𝐼  _     (11.10)  


\begin {equation}\underline {I}_h=\underline {I}_1+\underline {I}_r'\label {eq:ASM-Ih}\end {equation}


             𝑛  𝑠   =      𝑓  𝑠   𝑝   =      𝑓  𝑟   𝑝   +  𝑛    (11.11)  


\begin {equation}n_s=\dfrac {f_s}{p}=\dfrac {f_r}{p}+n\label {eq:ASM-Drehfeld-Drehzahl}\end {equation}


            ��     (11.12)  


\begin {equation}\boxed {s=\frac {f_r}{f_s}}\label {eq:ASM-Schlupf-fr-fs}\end {equation}


           𝜎  =  1  −      𝐿  ℎ  2       (    𝐿    𝑠  𝜎    +    𝐿  ℎ   )   ⋅    (    𝐿    𝑟  𝜎   ′   +    𝐿  ℎ   )       (11.31)  


\begin {equation}\sigma =1-\dfrac {L_h^2}{\left (L_{s\sigma }+L_h\right )\cdot \left (L_{r\sigma }'+L_h\right )}\label {eq:ASM-sigma}\end {equation}


             𝑇  𝑟   =        𝐿  ℎ   +    𝐿    𝑟  𝜎   ′      𝑅  𝑟  ′      (11.32)  


\begin {equation}T_r=\dfrac {L_h+L_{r\sigma }'}{R_r'}\label {eq:ASM-Tr-Rotorzeitkonstante}\end {equation}


$R_s$


             𝑛    𝑠  𝑟    ≈      𝑈   UV      𝑈     KL   ,  0       (11.68)  


\begin {equation}n_{sr}\approx \dfrac {U_{\texttt {UV}}}{U_{\texttt {KL},0}}\label {eq:ASM-SRL-nsr}\end {equation}


   𝑛  =    (  1  −  𝑠  )   ⋅      𝑓  𝑠   𝑝  


$n=\left (1-s\right )\cdot \frac {f_s}{p}$


             𝑋  ℎ   =    𝜔  𝑠   ⋅    𝐿  ℎ          𝑋    𝑟  𝜎   ′   =    𝜔  𝑠   ⋅    𝐿    𝑟  𝜎   ′       


\begin {align}X_h=\omega _s\cdot L_h & & X_{r\sigma }'=\omega _s\cdot L_{r\sigma }'\label {eq:ASM-KL-X-VSI}\end {align}


            ��         ��       


\begin {align}\boxed {\dfrac {M_i}{M_k}=\dfrac {2}{\omega _r\cdot T_{r\sigma }+\dfrac {1}{\omega _r\cdot T_{r\sigma }}}} & & \boxed {T_{r\sigma }=\dfrac {L_{r\sigma }'}{R_r'}}\label {eq:ASM-KL-VSI-Klosssche-Gleichung}\end {align}


            ��     (11.71)  


\begin {equation}\boxed {U_s=N_s\cdot \Phi _h\cdot \omega _s}\label {eq:ASM-KL-Umrichter-Induktionsgesetz}\end {equation}


             Φ    ℎ  𝑁    =      𝑈    𝑠  𝑁        𝑁  𝑠   ⋅  2  ⋅  π  ⋅    𝑓  𝑁       (11.72)  


\begin {equation}\Phi _{hN}=\dfrac {U_{sN}}{N_s\cdot 2\cdot \uppi \cdot f_N}\label {eq:ASM-KL-Umrichter-PhiN}\end {equation}


             𝑅  𝑣  ′   =    𝑛    𝑠  𝑟   2   ⋅    𝑅  𝑣     (11.80)  


\begin {equation}R_v'=n_{sr}^2\cdot R_v\label {eq:Rv'-nsr^2-Rv}\end {equation}


               𝑅  𝑟  ′   𝑠   =        𝑅  𝑟  ′   +    𝑅  𝑣  ′      𝑠  𝑣      (11.81)  


\begin {equation}\dfrac {R_r'}{s}=\dfrac {R_r'+R_v'}{s_v}\label {eq:SRL-Rr/s=00003D(Rr+Rv)/s}\end {equation}


$f_s$


           𝑛  =        𝑓  𝑠   −    𝑓  𝑟    𝑝     (11.82)  


\begin {equation}n=\dfrac {f_s-f_r}{p}\label {eq:DGASM-n-fs-fr}\end {equation}


            ��     (4.12)  


\begin {equation}\boxed {\mathring {u}=\sum _ku_k}\label {eq:Umlaufspannung}\end {equation}


             𝑢  ̊   =    𝑢  𝑅   −  𝑢  =  𝑅  ⋅  𝑖  −  𝑢    (4.14)  


\begin {equation}\mathring {u}=u_R-u=R\cdot i-u\label {eq:Induktionsgesetz_Klemmen1}\end {equation}


           𝑢  =      Δ  Ψ     Δ  𝑡    +  𝑅  ⋅  𝑖  =  𝑁  ⋅      Δ  Φ     Δ  𝑡    +  𝑅  ⋅  𝑖    (4.15)  


\begin {equation}u=\dfrac {\Delta \Psi }{\Delta t}+R\cdot i=N\cdot \dfrac {\Delta \Phi }{\Delta t}+R\cdot i\label {eq:Induktionsgesetz_Klemmenspannung}\end {equation}


            ��     (4.16)  


\begin {equation}\boxed {u=\dfrac {\Delta \Psi }{\Delta t}=N\cdot \dfrac {\Delta \Phi }{\Delta t}}\label {eq:Induzierte_Spannung}\end {equation}


             𝑢   21    =      Δ  Ψ     Δ  𝑡    =        Ψ  2   −    Ψ  1        𝑡  2   −    𝑡  1       (4.17)  


\begin {equation}u_{21}=\dfrac {\Delta \Psi }{\Delta t}=\dfrac {\Psi _2-\Psi _1}{t_2-t_1}\label {eq:Induzierte_Spannung_u12}\end {equation}
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            ��     (2.46)  


\begin {equation}\boxed {J_m=m\cdot r^2}\label {eq:J_Punktmasse}\end {equation}


            ��     (2.49)  


\begin {equation}\boxed {J_F=J_H-b\cdot \left (J_B+m_B\cdot r_L^2\right )}\label {eq:JF}\end {equation}
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             𝑢    𝑑  ,   max     =    2  π   ⋅    𝑢  ˆ     (9.7)  


\begin {equation}u_{d,\text {max}}=\dfrac {2}{\uppi }\cdot \hat {u}\label {eq:ACDC-B2C-Udmax}\end {equation}


               𝑢  𝑑   ‾   =    𝑢    𝑑  ,   max     ⋅   cos       (  𝛼  )     (9.8)  


\begin {equation}\overline {u_d}=u_{d,\text {max}}\cdot \cos \left (\alpha \right )\label {eq:ACDC-B2C-ud_avg}\end {equation}


$\bullet $


$\circ $


           𝜆  =    𝑃  𝑆   ≈   cos       (  𝛼  )     (9.9)  


\begin {equation}\lambda =\dfrac {P}{S}\approx \cos \left (\alpha \right )\label {eq:ACDC-B2C-lambda}\end {equation}


               𝑢  𝑑   ‾   =    𝑢    𝑑  ,   max     ⋅   cos       (  𝛼  )     (9.15)  


\begin {equation}\overline {u_d}=u_{d,\text {max}}\cdot \cos \left (\alpha \right )\label {eq:ACDC_ud_avg_B6C}\end {equation}


             𝑢    𝑑  ,   max     =      3  ⋅    2    π   ⋅  𝑈    (9.16)  


\begin {equation}u_{d,\text {max}}=\dfrac {3\cdot \sqrt {2}}{\uppi }\cdot U\label {eq:ACSDC-B6C-Udmax}\end {equation}
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            ��     (2.4)  


\begin {equation}\boxed {\vec {M}=\vec {r}\times \vec {F}}\label {eq:M=00003DrxF}\end {equation}


                     (              −  𝑚  ⋅  𝑔  ⋅   sin       (  𝛽  )         −  𝑚  ⋅  𝑔  ⋅   cos       (  𝛽  )         0    N          )    ⏞       𝐹  →   𝐺       =            (              0    N        −  𝑚  ⋅  𝑔  ⋅   cos       (  𝛽  )         0    N          )    ⏞       𝐹  →     𝐺  𝑁     +            (              −  𝑚  ⋅  𝑔  ⋅   sin       (  𝛽  )         0    N        0    N          )    ⏞       𝐹  →     𝐺  𝑇       


\begin {align}\overbrace {\begin {pmatrix} -m\cdot g\cdot \sin \left (\beta \right )\\ -m\cdot g\cdot \cos \left (\beta \right )\\ \sid 0N \end {pmatrix}}^{\vec {F}_G} & =\overbrace {\begin {pmatrix} \sid 0N\\ -m\cdot g\cdot \cos \left (\beta \right )\\ \sid 0N \end {pmatrix}}^{\vec {F}_{GN}}+\overbrace {\begin {pmatrix} -m\cdot g\cdot \sin \left (\beta \right )\\ \sid 0N\\ \sid 0N \end {pmatrix}}^{\vec {F}_{GT}}\label {eq:FG=00003DFN+FT}\end {align}


               𝐹  →   𝐺   +      𝐹  →   𝑁   +      𝐹  →   𝐴   =    0  →     N    (2.9)  


\begin {equation}\vec {F}_G+\vec {F}_N+\vec {F}_A=\vec {0}\thinspace \sid {}N\label {eq:MEC-Kraeftegleichgewicht-schiefe-Ebene}\end {equation}


             |      𝐹  →   𝑁   |   =  𝑚  ⋅  𝑔  ⋅   cos       (  𝛽  )     (2.10)  


\begin {equation}\left |\vec {F}_N\right |=m\cdot g\cdot \cos \left (\beta \right )\label {eq:FN_abs}\end {equation}
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            ��     (4.21)  


\begin {equation}\boxed {\Phi =B\cdot A}\label {eq:Fluss-Flussdichte}\end {equation}


               Δ  Φ     Δ  𝑡    =      𝐵  ⋅  𝑙  ⋅  Δ  𝑥     Δ  𝑡    =  𝐵  ⋅  𝑙  ⋅  𝑣  =  −    𝑢  ̊     (4.22)  


\begin {equation}\dfrac {\Delta \Phi }{\Delta t}= \dfrac {B\cdot l\cdot \Delta x}{\Delta t}=B\cdot l\cdot v=-\mathring {u}\label {eq:Bewegungsinduktion2}\end {equation}


            ��     (4.23)  


\begin {equation}\boxed {u=B\cdot l\cdot v}\label {eq:Bewegungsinduktion}\end {equation}


             𝑈  _   =    j  ⋅  𝜔  ⋅    𝑁  1   ⋅    Φ  _     (5.1)  


\begin {equation}\underline {U}_1 =\jj \cdot \omega \cdot N_1\cdot \underline {\Phi }_h\label {eq:U1_Induktionsgesetz}\end {equation}


             𝑈  _   =    j  ⋅  𝜔  ⋅    𝑁  2   ⋅    Φ  _     (5.2)  


\begin {equation}\underline {U}_2 =\jj \cdot \omega \cdot N_2\cdot \underline {\Phi }_h\label {eq:U2_Induktionsgesetz}\end {equation}


             𝑁  1   ⋅    𝐼  _   +    𝑁  2   ⋅    𝐼  _   =    Θ  _   =      𝑈  ̊   _     (5.5)  


\begin {equation}N_1\cdot \underline {I}_1+N_2\cdot \underline {I}_2=\underline {\Theta }=\underline {\mathring {U}}_m\label {eq:Transformator-Durchflutungssatz}\end {equation}


            ��     (5.6)  


\begin {equation}\boxed {\underline {\mathring {U}}_m=\underline {U}_m=R_m\cdot \underline {\Phi }_h}\label {eq:OhmschesGesetzMagnetfeld}\end {equation}


             𝑈  _   ⋅    𝐼  _   +    𝑈  _   ⋅    𝐼  _   =  0     VA     (5.8)  


\begin {equation}\underline {U}_1\cdot \underline {I}_1^*+\underline {U}_2\cdot \underline {I}_2^*=\sid 0{VA}\label {eq:Idealer-Transformator-Scheinleistung}\end {equation}


             𝐼    𝑠  𝑑    <  0    A        für Feldschwächung       


\begin {align}I_{sd}<\sid 0A & & \text {für Feldschwächung}\label {eq:SMPM-Isd<0}\end {align}


            ��     (12.50)  


\begin {equation}\boxed {X_d=\dfrac {U_{sN}}{I_{sK}}=\dfrac {U_{sN}}{I_{sN}\cdot n_{0K}}}\label {eq:Xd-LL-KS-Verh=0000E4ltnis}\end {equation}


            ��         ��         ��       


\begin {align}\boxed {\dfrac {I_{1A}}{I_{1B}}=\dfrac {S_{NA}}{S_{NB}}} & & \boxed {\dfrac {I_{1A}}{I_{1A}+I_{1B}}=\dfrac {S_{NA}}{S_{NA}+S_{NB}}} & & \boxed {\dfrac {I_{1B}}{I_{1A}+I_{1B}}=\dfrac {S_{NB}}{S_{NA}+S_{NB}}}\label {eq:Stroeme-Parallelschaltung-Einphasentransformtor}\end {align}


             𝑍  _   ⋅    𝐼  _   =    𝑍  _   ⋅    𝐼  _     (5.53)  


\begin {equation}\underline {Z}_{kA}\cdot \underline {I}_{1A}=\underline {Z}_{kB}\cdot \underline {I}_{1B}\label {eq:uk-Parallelschaltung-Einphasentransformator}\end {equation}
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             𝜏  𝑁   =      𝐷  ⋅  π     𝑍  𝑁      (10.10)  


\begin {equation}\tau _N=\dfrac {D\cdot \uppi }{\NNN }\label {eq:DF-tauN}\end {equation}


            ��     (10.11)  


\begin {equation}\boxed {q=\dfrac {\NNN }{2\cdot p\cdot 3}}\label {eq:DF-Lochzahl}\end {equation}


             𝑈  𝑒   =    𝑅  𝑒   ⋅    𝐼  𝑒     (12.2)  


\begin {equation}U_e=R_e\cdot I_e\label {eq:SM-Ue=00003DRe*Ie}\end {equation}


             𝑋  𝑑      =    𝑋    𝑠  𝜎    +    𝑋  ℎ        𝐼  _      =    𝐼  _   +    𝐼  _        𝑈  _      =    j  ⋅    𝑋  ℎ   ⋅    𝐼  _             𝑈  _      =    j  ⋅    𝑋  𝑑   ⋅    𝐼  _   +    𝑈  _        𝑈  _      =    j  ⋅    𝑋  ℎ   ⋅    𝐼  _        𝑃  𝑠      =  3  ⋅  ℜ      (    𝑈  _   ⋅    𝐼  _   )             𝜑  𝑠      =   arg       (    𝑈  _   )   −   arg       (    𝐼  _   )      𝜗     =   arg       (    𝑈  _   )   −   arg       (    𝑈  _   )         


\begin {align}X_d & =X_{s\sigma }+X_h & \underline {I}_h & =\underline {I}_s+\underline {I}_e' & \underline {U}_h & =\jj \cdot X_h\cdot \underline {I}_h\label {eq:SM-vereinfacht-Xd-Ih}\\ \underline {U}_s & =\jj \cdot X_d\cdot \underline {I}_s+\underline {U}_p & \underline {U}_p & =\jj \cdot X_h\cdot \underline {I}_e' & P_s & =3\cdot \Re \left (\underline {U}_s\cdot \underline {I}_s^*\right )\label {eq:SM-vereinfacht-U}\\ \varphi _s & =\arg \left (\underline {U}_s\right )-\arg \left (\underline {I}_s\right ) & \vartheta & =\arg \left (\underline {U}_s\right )-\arg \left (\underline {U}_p\right )\end {align}


$n_s=\frac {f_s}{p}$


$\sid {3000}{}$


$\sid {1500}{Upm}$


             𝜑  𝑠   =   arg       (    𝑈  _   )   −   arg       (    𝐼  _   )     (12.21)  


\begin {equation}\varphi _s=\arg \left (\underline {U}_s\right )-\arg \left (\underline {I}_s\right )\label {eq:SMVP-phis-Us-Is}\end {equation}


             𝑈  𝑠      =    |    𝑈  _   |        𝑈  𝑝      =    |    𝑈  _   |        𝐼  𝑠      =    |    𝐼  _   |        𝐼  𝑒  ′      =    |    𝐼  _   |     


\begin {align}U_s & =\left |\underline {U}_s\right | & U_p & =\left |\underline {U}_p\right | & I_s & =\left |\underline {I}_s\right | & I_e' & =\left |\underline {I}_e'\right |\label {eq:SM-Betraege-Us-Is}\end {align}


             𝑈  𝑝   ⋅   cos       (  𝜗  )      =    𝑈  𝑠   −    𝑋  𝑑   ⋅    𝐼  𝑠   ⋅   sin       (    𝜑  𝑠   )        𝑈  𝑝   ⋅   sin   (  𝜗  )     =    𝑋  𝑑   ⋅    𝐼  𝑠   ⋅   cos       (    𝜑  𝑠   )     


\begin {align}U_p\cdot \cos \left (\vartheta \right ) & =U_s-X_d\cdot I_s\cdot \sin \left (\varphi _s\right ) & U_p\cdot \sin (\vartheta ) & =X_d\cdot I_s\cdot \cos \left (\varphi _s\right )\label {eq:SMVP-Masche-phi-theta}\end {align}


            tan       (  𝜗  )      =        𝑋  𝑑   ⋅    𝐼  𝑠   ⋅   cos       (    𝜑  𝑠   )        𝑈  𝑠   −    𝑋  𝑑   ⋅    𝐼  𝑠   ⋅   sin       (    𝜑  𝑠   )         tan       (    𝜑  𝑠   )      =        𝑈  𝑠   −    𝑈  𝑝   ⋅   cos       (  𝜗  )        𝑈  𝑝   ⋅   sin       (  𝜗  )       


\begin {align}\tan \left (\vartheta \right ) & =\dfrac {X_d\cdot I_s\cdot \cos \left (\varphi _s\right )}{U_s-X_d\cdot I_s\cdot \sin \left (\varphi _s\right )} & \tan \left (\varphi _s\right ) & =\dfrac {U_s-U_p\cdot \cos \left (\vartheta \right )}{U_p\cdot \sin \left (\vartheta \right )}\label {eq:SMVP-WInkel}\end {align}


             𝑃  𝑚   =    𝑃  𝑠      =  3  ⋅    𝑈  𝑠   ⋅    𝐼  𝑠   ⋅   cos       (    𝜑  𝑠   )   =  3  ⋅        𝑈  𝑠   ⋅    𝑈  𝑝      𝑋  𝑑    ⋅   sin       (  𝜗  )             𝑄  𝑠      =  3  ⋅    𝑈  𝑠   ⋅    𝐼  𝑠   ⋅   sin       (    𝜑  𝑠   )   =  3  ⋅      𝑈  𝑠  2     𝑋  𝑑    −  3  ⋅        𝑈  𝑠   ⋅    𝑈  𝑝      𝑋  𝑑    ⋅   cos       (  𝜗  )     


\begin {align}P_m=P_s & =3\cdot U_s\cdot I_s\cdot \cos \left (\varphi _s\right )=3\cdot \dfrac {U_s\cdot U_p}{X_d}\cdot \sin \left (\vartheta \right )\label {eq:SMVP-Ps-Pm}\\ Q_s & =3\cdot U_s\cdot I_s\cdot \sin \left (\varphi _s\right )=3\cdot \dfrac {U_s^2}{X_d}-3\cdot \dfrac {U_s\cdot U_p}{X_d}\cdot \cos \left (\vartheta \right )\label {eq:SMVP-Qs}\end {align}


             𝑋  𝑑   =    𝑋    ℎ  𝑑    +    𝑋    𝑠  𝜎           𝑋  𝑞   =    𝑋    ℎ  𝑞    +    𝑋    𝑠  𝜎        


\begin {align}X_d=X_{hd}+X_{s\sigma } & & X_q=X_{hq}+X_{s\sigma }\label {eq:SMSP-Xd-Xq}\end {align}


             𝑈  _   =    j  ⋅    𝑈  𝑝   =    j  ⋅    |    𝑈  _   |          𝐼  _   =    𝐼  𝑒  ′   =    |    𝐼  _   |       


\begin {align}\underline {U}_p=\jj \cdot U_p=\jj \cdot \left |\underline {U}_p\right | & & \underline {I}_e'=I_e'=\left |\underline {I}_e'\right |\label {eq:SMSP-Ie-Up-d-q}\end {align}


             𝑈  _      =    𝑈    𝑠  𝑑    +    j  ⋅    𝑈    𝑠  𝑞         𝐼  _      =    𝐼    𝑠  𝑑    +    j  ⋅    𝐼    𝑠  𝑞              𝑈  _      =    𝑈    ℎ  𝑑    +    j  ⋅    𝑈    ℎ  𝑞         𝐼  _      =    𝐼    ℎ  𝑑    +    j  ⋅    𝐼    ℎ  𝑞      


\begin {align}\underline {U}_s & =U_{sd}+\jj \cdot U_{sq} & \underline {I}_s & =I_{sd}+\jj \cdot I_{sq}\label {eq:SMSP-Us-iS}\\ \underline {U}_h & =U_{hd}+\jj \cdot U_{hq} & \underline {I}_h & =I_{hd}+\jj \cdot I_{hq}\label {eq:SMSP-Uh-Ih}\end {align}


             𝑈    𝑠  𝑑       =  −    𝑋  𝑞   ⋅    𝐼    𝑠  𝑞    =  −    𝑋    𝑠  𝜎    ⋅    𝐼    𝑠  𝑞    +    𝑈    ℎ  𝑑         𝑈    𝑠  𝑞       =    𝑋  𝑑   ⋅    𝐼    𝑠  𝑑    +    𝑈  𝑝   =    𝑋    𝑠  𝜎    ⋅    𝐼    𝑠  𝑑    +    𝑈    ℎ  𝑞              𝑈    ℎ  𝑑       =  −    𝑋    ℎ  𝑞    ⋅    𝐼    𝑠  𝑞         𝑈    ℎ  𝑞       =    𝑋    ℎ  𝑑    ⋅    𝐼    𝑠  𝑑    +    𝑈  𝑝     


\begin {align}U_{sd} & =-X_q\cdot I_{sq}=-X_{s\sigma }\cdot I_{sq}+U_{hd} & U_{sq} & =X_d\cdot I_{sd}+U_p=X_{s\sigma }\cdot I_{sd}+U_{hq}\label {eq:SMSP-Spannungsgleichung}\\ U_{hd} & =-X_{hq}\cdot I_{sq} & U_{hq} & =X_{hd}\cdot I_{sd}+U_p\end {align}


                tan       (  𝜗  )   =        𝑋  𝑞   ⋅    𝐼  𝑠   ⋅   cos       (    𝜑  𝑠   )        𝑈  𝑠   −    𝑋  𝑞   ⋅    𝐼  𝑠   ⋅   sin       (    𝜑  𝑠   )                 𝑈  𝑝   =    𝑈  𝑠   ⋅   cos       (  𝜗  )   +    𝑋  𝑑   ⋅    𝐼  𝑠   ⋅   sin       (  𝜗  −    𝜑  𝑠   )     


\begin {align}& \tan \left (\vartheta \right )=\dfrac {X_q\cdot I_s\cdot \cos \left (\varphi _s\right )}{U_s-X_q\cdot I_s\cdot \sin \left (\varphi _s\right )}\label {eq:SMSP-theta}\\ & U_p=U_s\cdot \cos \left (\vartheta \right )+X_d\cdot I_s\cdot \sin \left (\vartheta -\varphi _s\right )\label {eq:SMVP-Up}\end {align}


             𝑃  𝑠      =  3  ⋅    𝑈  𝑠   ⋅    𝐼  𝑠   ⋅   cos       (    𝜑  𝑠   )   =  3  ⋅        𝑈  𝑠   ⋅    𝑈  𝑝      𝑋  𝑑    ⋅   sin       (  𝜗  )   +  3  ⋅      𝑈  𝑠  2   2   ⋅    (    1    𝑋  𝑞    −    1    𝑋  𝑑    )   ⋅   sin       (  2  ⋅  𝜗  )             𝑄  𝑠      =  3  ⋅    𝑈  𝑠   ⋅    𝐼  𝑠   ⋅   sin       (    𝜑  𝑠   )             =  3  ⋅      𝑈  𝑠  2   2   ⋅    (    1    𝑋  𝑞    +    1    𝑋  𝑑    )   −  3  ⋅        𝑈  𝑠   ⋅    𝑈  𝑝      𝑋  𝑑    ⋅   cos       (  𝜗  )   −  3  ⋅      𝑈  𝑠  2   2   ⋅    (    1    𝑋  𝑞    −    1    𝑋  𝑑    )   ⋅   cos       (  2  ⋅  𝜗  )     


\begin {align}P_s & =3\cdot U_s\cdot I_s\cdot \cos \left (\varphi _s\right )=3\cdot \dfrac {U_s\cdot U_p}{X_d}\cdot \sin \left (\vartheta \right )+3\cdot \dfrac {U_s^2}{2}\cdot \left (\dfrac {1}{X_q}-\dfrac {1}{X_d}\right )\cdot \sin \left (2\cdot \vartheta \right )\label {eq:SMSP-Ps}\\ Q_s & =3\cdot U_s\cdot I_s\cdot \sin \left (\varphi _s\right )\nonumber \\ & =3\cdot \dfrac {U_s^2}{2}\cdot \left (\dfrac {1}{X_q}+\dfrac {1}{X_d}\right )-3\cdot \dfrac {U_s\cdot U_p}{X_d}\cdot \cos \left (\vartheta \right )-3\cdot \dfrac {U_s^2}{2}\cdot \left (\dfrac {1}{X_q}-\dfrac {1}{X_d}\right )\cdot \cos \left (2\cdot \vartheta \right )\label {eq:SMSP-Qs}\end {align}


             𝑈  𝑠   =    𝑈  ℎ   =    𝑈  𝑝     (12.44)  


\begin {equation}U_s=U_h=U_p\label {eq:SM-Us-Uh-Up-Leerlauf}\end {equation}


             𝐼  ℎ   =    𝑛    𝐼  𝑒    ⋅    𝐼  𝑒   =    𝐼  𝑒  ′     (12.45)  


\begin {equation}I_h=n_{Ie}\cdot I_e=I_e'\label {eq:SM-Ih-Ie}\end {equation}


             𝐼  ℎ   =    𝐼  𝑒  ′   −    𝐼  𝑠     (12.46)  


\begin {equation}I_h=I_e'-I_s\label {eq:SM-KS-Ih}\end {equation}


             𝑛    0  𝐾    =      𝐼    𝑒  0      𝐼    𝑒  𝐾     =      𝐼    𝑠  𝐾      𝐼    𝑠  𝑁       (12.49)  


\begin {equation}n_{0K}=\dfrac {I_{e0}}{I_{eK}}=\dfrac {I_{sK}}{I_{sN}}\label {eq:SM-Is}\end {equation}


             𝑈  𝑝   =    𝜔  𝑠   ⋅    Ψ  𝑝          Ψ  𝑝   =    𝐿  ℎ   ⋅    𝐼  𝑒  ′       


\begin {align}U_p=\omega _s\cdot \Psi _p & & \Psi _p=L_h\cdot I_e'\label {eq:SMPM-Psip}\end {align}


             𝑋  𝑑   =    𝜔  𝑠   ⋅    𝐿  𝑑          𝑋  𝑞   =    𝜔  𝑠   ⋅    𝐿  𝑞   =    𝜔  𝑠   ⋅    𝑛    𝑞  𝑑    ⋅    𝐿  𝑑          𝑋    𝑠  𝜎    =    𝜔  𝑠   ⋅    𝐿    𝑠  𝜎        


\begin {align}X_d=\omega _s\cdot L_d & & X_q=\omega _s\cdot L_q=\omega _s\cdot n_{qd}\cdot L_d & & X_{s\sigma }=\omega _s\cdot L_{s\sigma }\label {eq:SMPM-X-L}\end {align}


             𝑈  _      =    𝑈    𝑠  𝑑    +    j  ⋅    𝑈    𝑠  𝑞         𝑈  _      =    𝑈    ℎ  𝑑    +    j  ⋅    𝑈    ℎ  𝑞         𝑈  _      =    j  ⋅    𝑈  𝑝             𝐼  _      =    𝐼    𝑠  𝑑    +    j  ⋅    𝐼    𝑠  𝑞         𝐼  _      =    𝐼    ℎ  𝑑    +    j  ⋅    𝐼    ℎ  𝑞         Ψ  _      =    Ψ  𝑝     


\begin {align}\underline {U}_s & =U_{sd}+\jj \cdot U_{sq} & \underline {U}_h & =U_{hd}+\jj \cdot U_{hq} & \underline {U}_p & =\jj \cdot U_p\label {eq:SM-Udq}\\ \underline {I}_s & =I_{sd}+\jj \cdot I_{sq} & \underline {I}_h & =I_{hd}+\jj \cdot I_{hq} & \underline {\Psi }_p & =\Psi _p\label {eq:SM-idq}\end {align}


             𝑈    𝑠  𝑑       =  −    𝜔  𝑠   ⋅    𝑛    𝑞  𝑑    ⋅    𝐿  𝑑   ⋅    𝐼    𝑠  𝑞         𝑈    𝑠  𝑞       =    𝜔  𝑠   ⋅  𝐿      𝑑   ⋅    𝐼    𝑠  𝑑    +    𝑈  𝑝             =  −    𝜔  𝑠   ⋅    𝐿    𝑠  𝜎    ⋅    𝐼    𝑠  𝑞    +    𝑈    ℎ  𝑑         =    𝜔  𝑠   ⋅    𝐿    𝑠  𝜎    ⋅    𝐼    𝑠  𝑑    +    𝑈    ℎ  𝑞      


\begin {align}U_{sd} & =-\omega _s\cdot n_{qd}\cdot L_d\cdot I_{sq} & U_{sq} & =\omega _s\cdot L{}_d\cdot I_{sd}+U_p\label {eq:SMSP-Usd-Usq}\\ & =-\omega _s\cdot L_{s\sigma }\cdot I_{sq}+U_{hd} & & =\omega _s\cdot L_{s\sigma }\cdot I_{sd}+U_{hq}\label {eq:SMPM-Uhd-Uhq}\end {align}


             𝐼    𝑠  𝑑    =    𝐼  𝑠   ⋅   sin       (  𝜀  )          𝐼    𝑠  𝑞    =    𝐼  𝑠   ⋅   cos       (  𝜀  )        𝜀     =   arg       (    𝑈  _   )   −   arg       (    𝐼  _   )                     =    𝜑  𝑠   −  𝜗    


\begin {align}I_{sd}=I_s\cdot \sin \left (\varepsilon \right ) & & I_{sq}=I_s\cdot \cos \left (\varepsilon \right ) & & \varepsilon & =\arg \left (\underline {U}_p\right )-\arg \left (\underline {I}_s\right )\label {eq:SMPM-Isd-Isq-Is-epsilon}\\ & & & & & =\varphi _s-\vartheta \nonumber \end {align}
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Schreibweisen und Gezeichnetes

Allgemeines

Wichtige Begriffe werden fett geschrieben.

Erweitertes Wissen.  Kennzeichnet Inhalte, die über das Grundlegende hinaus gehen.

Physikalische Größen werden kursiv dargestellt. Sie bestehen in aller Regel aus ei-
nem Zahlenwert und einer in gerader Schrift gesetzten Einheit. Die Momentanwer-
te elektrischer Größen werden als Kleinbuchstaben geschrieben, ihre Effektivwerte 

mit Großbuchstaben. Wenn eine physikalische Größe null ist, wird ihre Einheit aus 
Gründen der Vollständigkeit mit angegeben.

Beispiel: Effektivwert des Stroms 𝐼 = 0A

Beispiel: Momentanwert der Spannung 𝑢 = 10,5V

Komplexe physikalische Größen werden unterstrichen. Sie können entweder in kar-
tesischer oder polarer Schreibweise geschrieben werden.

Beispiel: Strom in kartesischer Schreibweise 𝐼 = 3A + j · 4A
Beispiel: Spannung in polarer Schreibweise 𝑈2 = 230V∠ −120◦

Physikalische Vektoren werden mit einem Pfeil über dem Formelzeichen versehen 

und können entweder zwei- oder dreidimensional sein.

Beispiel: Zweidimensionaler Geschwindigkeitsvektor 𝑣 =
(︃
3m/s
0m/s

)︃
Beispiel: Dreidimensionaler Drehmomentvektor 𝑀⃗ =

⎛⎜⎜⎝
0Nm
0Nm
20Nm

⎞⎟⎟⎠



2 Schreibweisen und Gezeichnetes

Punkte, Kurven und Flächen werden über kalligrafische Symbole – also in einer 
schreibschriftartigen Schrift – gekennzeichnet.

Beispiel: Punkt P im Raum

Beispiel: Fläche A1 als räumliches Objekt, zur Unterscheidung vom Flächenin-
halt 𝐴1

Gleichungen werden in einer separaten Zeile geschrieben und mit runden Klammern 

nummeriert. Dabei gibt die erste Zahl das Kapitel an, während die zweite Zahl 
eine fortlaufende Nummerierung repräsentiert. Besonders wichtige Gleichungen 

werden in einen rechteckigen Rahmen gesetzt, um deren Wichtigkeit zu unterstrei-
chen.

Beispiel: Der Satz von Pythagoras lautet:

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 (1.6)

Beispiel: Die Leistung in einem translatorischen System beträgt:

𝑃 = 𝐹 · 𝑣 (2.35)

Literaturstellen sind Verweise auf andere Bücher und Artikel, etwa aus Zeitschriften. 
Sie sind in eckigen Klammern angegeben und am Ende des Buchs unter »Literatur« 
aufgelistet.

Beispiel: Eine Ergänzung zur Leistungselektronik ist in [Pro15] angegeben.

Figuren

Durch dieses Buch begleiten uns drei Figuren, die sich am besten gleich selbst vorstel-
len:

Farad. Farad ist eine treibende Größe, wie etwa die Spannung. Farad hat lange Beine 

und ist ein recht drahtiger Typ. Seine Kraft sollten wir nicht unterschätzen, auch 

wenn er wie ein Fliegengewicht erscheint.
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Henry. Der Zweite ist Henry, er ist wie ein Strom. Seine äußere Form erinnert an einen 

Tropfen, und das kommt nicht von ungefähr. Wenn er will, kommt er durch alles 
hindurch, da er sich dehnen und stauchen, strecken und verrenken kann. Henry 

ist auch hart im Nehmen, da steht er Farad in nichts nach.

Ohm. Und dann ist da noch Ohm. Er geht nicht nur immer wieder auf Widerstand, er 
ist sogar der Widerstand und heißt nach seiner Einheit. Ohm macht es Farad und 

Henry nicht immer leicht. Und dennoch, die drei gehören einfach zusammen.

Symbole

Hervorhebungen mit Rufzeichen beinhalten wichtige Merkinhalte.

Beispiel:

Magnetische Feldlinien sind stets geschlossen.

Hervorhebungen mit Häkchen listen am Beginn eines Abschnitts physikalische 

Größen mit ihren Einheiten, einschließlich einer englischen Übersetzung, auf.

Beispiel:

Zeichen     Einheit     Größe Quantity
𝐸 J Energie, Arbeit Energy, work

Hervorhebungen mit Fahnen zeigen am Ende eines Abschnitts eine nach deutschen 

Begriffen sortierte Liste mit ihren englischen Übersetzungen.

Beispiel:

Deutsch English
Bürstenlose Gleichstrommaschine Brushless DC machine
Gleichstrommaschine DC machine





1
Grundlegendes Handwerkszeug

Dieses Kapitel fasst ausgewählte mathematische und elektrotechnische Grundlagen zu-
sammen, wie sie in den darauffolgenden Kapiteln angewandt werden. Die wichtigsten 

Zusammenhänge der Trigonometrie, der Vektorrechnung, der komplexen Rechnung 

sowie der ein- und dreiphasigen Wechselstromnetze werden knapp umrissen. Dadurch 

soll einerseits die in diesem Buch verwendete Schreibweise und Nomenklatur vermit-
telt werden. Andererseits sollen die erforderlichen Grundlagen in Erinnerung gerufen 

und aufgefrischt werden.

1.1 Trigonometrie

Zeichen     Einheit     Größe Quantity
𝛼, 𝛽, 𝛾 rad Winkel Angle

In der Trigonometrie werden Zusammenhänge zwischen Längen und Winkeln in Drei-
ecken hergestellt. Wir betrachten nachfolgend geometrische Darstellungen, die jeweils 
in einem 𝑥-𝑦-Koordinatensystem, wie beispielsweise in Bild 1.1a, angegeben sind. Als 
Folge dessen behandeln wir in diesem Abschnitt ausschließlich Winkel in der zweidi-
mensionalen 𝑥-𝑦-Ebene.
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1.1.1 Winkel

Der Winkel 𝛽 zwischen zwei Schenkeln 𝑎 und 𝑐, wie er in Bild 1.1b dargestellt ist, 
lässt sich beispielsweise mit einem Geodreieck bestimmen. Den Schnittpunkt der bei-
den Schenkel kann man auch als Drehpunkt ansehen, ähnlich wie bei der Schere in 

Bild 1.1c. Wenn man ausgehend von zwei parallelen, horizontal ausgerichteten Sche-
renhebeln, den einen Scherenhebel um den Winkel 𝛽 gegen den Uhrzeigersinn um 

den Drehpunkt dreht, erhalten wir eine Konfiguration wie in Bild 1.1b.

+
𝑥

𝑦

(a)

𝛽

𝑎

𝑐

(b) (c)

𝛽

𝑎

𝑐

(d)

𝛽′

𝑎

𝑐

(e)

Bild 1.1 (a) 𝑥-𝑦-Koordinatensystem, (b) Schenkel und Winkel 𝛽, (c) Schere mit zwei 
Scherenhebeln, (d) positiver Winkel 𝛽, (e) negativer Winkel 𝛽′

Eine Drehung gegen den Uhrzeigersinn (↺) entspricht in einem ebenen 𝑥-𝑦-Koordi-
natensystem dem mathematisch positiven Bezugssinn. Eine Drehung in Richtung 
dieses Bezugssinns entspricht daher einem positiven Winkel. Eine Drehung entge-
gen dem mathematisch positiven Bezugssinn (im Uhrzeigersinn) entspricht hingegen 
einem negativen Winkel.

Der mathematisch positive Drehsinn (↺) in Bild 1.1a ist mit einem kreisbogenförmi-
gen Pfeil um das Pluszeichen herum angezeigt. Der Winkel 𝛽 in Bild 1.1d, der vom 

Schenkel 𝑎 zum Schenkel 𝑐 gerichtet ist, ist größer als null1), da er im mathematisch 

positiven Bezugssinn gezeichnet ist. In Bild 1.1e betrachten wir den Winkel 𝛽′, welcher 
vom Schenkel 𝑐 zum Schenkel 𝑎 hin gerichtet ist. Der Winkel 𝛽′ ist daher kleiner als 
null2), da er gegen den mathematisch positiven Bezugssinn gerichtet ist.

Ein positiver Winkel wird mit einem Kreisbogen samt Pfeil gekennzeichnet, dessen 
Richtung mit dem mathematisch positiven Bezugssinn übereinstimmt (↺).

Ein negativer Winkel wird mit einem Kreisbogen samt Pfeil gekennzeichnet, des-
sen Richtung mit dem mathematisch positiven Bezugssinn nicht übereinstimmt 
(↻).

Als Kreisbogen gekennzeichnete Winkel ohne Pfeil meinen in der Regel einen po-
sitiven Winkel.

1 Genauer: 0◦ < 𝛽 < 180◦
2 Genauer: −180◦ < 𝛽′ < 0◦
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Der Winkel eines vollen Kreises beträgt: 

360◦ = 2 · π (1.1)

Der im Bogenmaß dargestellte Winkel 2 ·π wird mitunter auch mit der Einheit Radiant 
(rad) versehen. Letztlich ist die Einheit rad jedoch gleichbedeutend mit 1.

1.1.2 Rechtwinkeliges Dreieck und Winkelfunktionen

Um die Winkelfunktionen mathematisch beschreiben zu können, betrachten wir das 
rechtwinkelige Dreieck in Bild 1.2a. Die beiden Winkel 𝛼 und 𝛽 bezeichnen wir als 
Komplementwinkel, da sie zusammen 90◦ ergeben: 

𝛼 + 𝛽 = 90◦ (1.2)

Dabei benennen wir die beiden in einem rechten Winkel zueinander stehenden Seiten 

als Katheten und die dritte Seite als Hypotenuse. Bezüglich des Winkels 𝛼 nennen 

wir die Seite 𝑏 die Ankathete – da sie an den Winkel angrenzt – und die Seite 𝑎 die 

Gegenkathete – da sie dem Winkel gegenüberliegt. Da die Kathete 𝑎 an den Winkel 𝛽
angrenzt, heißt sie bezüglich des Winkels 𝛽 Ankathete und 𝑏 heißt Gegenkathete; 
siehe Tabelle 1.1.

𝑎

𝑏
𝑐

𝛽

𝛼

(a)

𝑥
𝑐

𝑦

𝑎

𝑏
𝛽

𝑐

(b)

𝑥
𝑐

𝑦

cos (𝛽)

𝑐

1

sin (𝛽)
𝛽

1

ta
n
( 𝛽

)

(c)

Bild 1.2 Rechtwinkeliges Dreieck mit Winkeln und Winkelfunktionen

Tabelle 1.1 Bezeichnungen im rechtwinkeligen Dreieck

Seite 𝒂 Seite 𝒃 Seite 𝒄

Bezüglich 𝛼 Gegenkathete Ankathete Hypotenuse

Bezüglich 𝛽 Ankathete Gegenkathete Hypotenuse
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Wir definieren folgende Winkelfunktionen:

Sinus. Der Sinus (Funktionsname sin) von einem der beiden Komplementwinkel ist 
die Gegenkathete dividiert durch die Hypotenuse:

sin (𝛼) =
𝑎

𝑐
sin

(︁
𝛽
)︁
=
𝑏

𝑐
(1.3)

 Kosinus. Der Kosinus (Funktionsname cos) ist jeweils gleich dem Verhältnis aus An-
kathete zu Hypotenuse:

cos (𝛼) =
𝑏

𝑐
cos

(︁
𝛽
)︁
=
𝑎

𝑐
(1.4)

 Tangens. Der Tangens (Funktionsname tan) berechnet sich aus Gegenkathete zu An-
kathete:

tan (𝛼) =
𝑎

𝑏
=
sin (𝛼)
cos (𝛼)

tan
(︁
𝛽
)︁
=
𝑏

𝑎
=
sin

(︁
𝛽
)︁

cos
(︁
𝛽
)︁ (1.5)

 Zwischen den Seiten 𝑎, 𝑏 und 𝑐 gilt der Satz von Pythagoras: 

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 (1.6)

Aus den Winkelfunktionen lassen sich noch folgende Eigenschaften ableiten:

Steigung. Bezüglich des Winkels 𝛽 sind die Winkelfunktionen in Bild 1.2b und c ver-
anschaulicht. Dass man neben dem Sinus und dem Kosinus des Winkels 𝛽 auch 

den Tangens einzeichnen kann, ist eine Folge der Betrachtung der Steigung 𝑘 der 
Hypotenuse im 𝑥-𝑦-Koordinatensystem; sie beträgt 

𝑘 = tan
(︁
𝛽
)︁

(1.7)

und stimmt mit Gl. (1.5) überein.

−180 −90 0 90 180 270 360 450 540 630 720
−→ β/◦

−π −π/2 0 π/2 π 3π/2 2π 5π/2 3π 7π/2 4π
−→β

–1,5
–1,0

0

1,0
1,5

sin
�
β
�

cos
�
β
�

tan
�
β
�

Bild 1.3 Funktionen sin
(︁
𝛽
)︁
, cos

(︁
𝛽
)︁
 und tan

(︁
𝛽
)︁
, Hilfspunkte für die näherungsweise 

Konstruktion einer Sinuskurve per Handskizze
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Satz von Pythagoras. Der Satz von Pythagoras angewandt auf die Winkelfunktionen 

aus Bild 1.2c zeigt: 

cos2
(︁
𝛽
)︁
+ sin2

(︁
𝛽
)︁
= 1 (1.8)

 

 

Handskizze. Die wesentlichen Merkmale einer Sinus-Funktion – für die Erstellung 

mittels Handskizze – sind in Bild 1.3 gezeigt. Dazu zeichnet man jeweils eine hori-
zontale Linie bei der positiven und negativen Amplitude sowie dem jeweils etwa 

1,5-fachen Wert der positiven und negativen Amplitude. Die in Bild 1.3 markierten 

Punkte werden über einen Linienzug miteinander verbunden. Dieser Linienzug, 
ebenso wie die horizontalen Linien bei der positiven und negativen Amplitude, 
sind die Tangenten für das Zeichnen der Sinuskurve: Das lässt sich mit freier Hand 

gut bewerkstelligen.

Verschiebung. Die Sinus- und Kosinuskurve in Bild 1.3 sind horizontal gegeneinander 
verschoben:

cos
(︁
𝛽
)︁
= sin

(︂
𝛽 + π

2

)︂
sin

(︁
𝛽
)︁
= cos

(︂
𝛽 − π

2

)︂
(1.9)

Diese beiden Winkelfunktionen weisen zusätzlich folgende Eigenschaften auf:

sin
(︁
−𝛽

)︁
= − sin

(︁
𝛽
)︁

cos
(︁
−𝛽

)︁
= cos

(︁
𝛽
)︁

(1.10)

 Periode. Die Winkelfunktionen sin
(︁
𝛽
)︁
, cos

(︁
𝛽
)︁
 und tan

(︁
𝛽
)︁
 sind in Bild 1.3 dargestellt. 

Die sin- und cos-Funktionen sind 2 · π-periodisch, die tan-Funktion ist π-periodisch. 
Die Periode gibt hier an, nach welchem kleinstmöglichen Winkel sich die Funktion 

(nach links und rechts) wiederholt. Dies schreiben wir mathematisch in folgender 
Form:

sin
(︁
𝛽
)︁
= sin

(︁
𝛽 + 𝑧 · 2 · π

)︁
cos

(︁
𝛽
)︁
= cos

(︁
𝛽 + 𝑧 · 2 · π

)︁
tan

(︁
𝛽
)︁
= tan

(︁
𝛽 + 𝑧 · π

)︁
(1.11)

Dabei ist 𝑧 ∈ Z eine ganze Zahl. Dieser Zusammenhang lässt sich mit einem Taschen-
rechner im Radiant-Modus einfach nachvollziehen. Die Funktion tan

(︁
𝛽
)︁
 weist im-

mer dann eine Unstetigkeitsstelle auf, wenn die Funktion cos
(︁
𝛽
)︁
 gleich null ist.

Für jede der drei Funktionen aus Bild 1.3 gibt es jeweils eine Umkehrfunktion:

Arkussinus. In Bild 1.4a können wir jedem beliebigen Winkel 𝛽 eindeutig einen Funk-
tionswert 

𝑦 = sin
(︁
𝛽
)︁

(1.12)
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zuordnen, wobei −1 ≤ 𝑦 ≤ 1 ist. Wenn wir umgekehrt 𝑦 kennen und den Winkel 𝛽
bestimmen wollen, so gibt es dazu meist zwei Lösungen im Intervall −π < 𝛽 ≤ π. 
Um die in Bild 1.4a im blau unterlegten Bereich liegende Lösung zu bestimmen, 
verwenden wir die Umkehrfunktion Arkussinus, mathematisch geschrieben als 
arcsin: 

𝛽 = arcsin
(︁
𝑦
)︁

(1.13)

Die Funktion arcsin
(︁
𝑦
)︁
 liefert in Bild 1.4b, im ebenfalls blau unterlegten Bereich, 

einen eindeutigen Funktionswert 𝛽, der im Intervall − π
2 ≤ 𝛽 ≤ π

2  liegt.3) Die ge-
suchte Lösung von 𝑦 = sin

(︁
𝛽
)︁
 könnte auch außerhalb des blauen Bereichs liegen. 

So liefert beispielsweise arcsin (0) in den Taschenrechner eingetippt als Ergebnis 
den Winkel 𝛽 = 0◦. Aus Bild 1.4a ist allerdings ersichtlich, dass auch beispielsweise 

𝛽 = π eine gültige Lösung von 𝑦 = sin
(︁
𝛽
)︁
 für 𝑦 = 0 ist. Welcher Winkel tatsächlich 

die korrekte Lösung von 𝑦 = sin
(︁
𝛽
)︁
 ist, hängt von den zu berücksichtigenden Be-

dingungen in einer technischen Aufgabe ab, ohne die die Lösung nicht eindeutig 

bestimmbar ist. Die zweite mathematische Lösung von 𝑦 = sin
(︁
𝛽
)︁
, zusätzlich zu 

arcsin
(︁
𝑦
)︁
 im Bereich −π < 𝛽 ≤ π, beträgt:

𝛽 =

{︄
π − arcsin

(︁
𝑦
)︁

wenn 𝑦 ≥ 0
arcsin

(︁
𝑦
)︁
− π wenn 𝑦 < 0

(1.14)

Mathematisch gesehen haben wir in der Regel zwei mögliche Lösungen. Die 

Gln. (1.13) und (1.14) liefern nur für 𝑦 = ±1 das jeweils selbe Ergebnis, womit wir 
in diesen beiden Sonderfällen eine eindeutige Lösung haben.

Arkuskosinus. In gleicher Weise wie beim Arkussinus gibt es für jeden beliebigen 

Winkel 𝛽 einen eindeutigen Funktionswert 

𝑥 = cos
(︁
𝛽
)︁

(1.15)

−180 −90 0 90 180
−→ β/◦

−π −π/2 0 π/2 π

−→β

−1

0

1

−→
si

n
� β

� =
y

(a)
  

−90◦

0◦

90◦

−1 0 1
−→ y

−π/2

0

π/2

−→
ar

cs
in

� y� =
β

(b)

Bild 1.4 (a) Funktion 𝑦 = sin
(︁
𝛽
)︁
, (b) Umkehrfunktion 𝛽 = arcsin

(︁
𝑦
)︁

3 Der Funktionsverlauf aus Bild 1.4b ergibt sich aus Bild 1.4a durch Vertauschen der beiden Achsen
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−180 −90 0 90 180
−→ β/◦

−π −π/2 0 π/2 π

−→β

−1

0

1

−→
co

s� β
� =

x

(a)
   

0◦

90◦

180◦

−1 0 1
−→ x

0

π/2

π

−→
ar

cc
o

s (
x

)=
β

(b)

Bild 1.5 (a) Funktion 𝑥 = cos
(︁
𝛽
)︁
, (b) Umkehrfunktion 𝛽 = arccos (𝑥)

mit −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 in Bild 1.5a. Mit der Umkehrfunktion Arkuskosinus, mathematisch 

geschrieben als arccos, lässt sich wiederum nur ein Lösungswinkel 𝛽 passend zu 

𝑥 = cos
(︁
𝛽
)︁
 bei gegebenem 𝑥 finden: 

𝛽 = arccos (𝑥) (1.16)

Die Umkehrfunktion arccos (𝑥) liefert als Resultat einen eindeutigen Winkel 𝛽 im 

Bereich 0 ≤ 𝛽 ≤ π, ist jedoch keine eindeutige Lösung von 𝑥 = cos
(︁
𝛽
)︁
. Eine mögli-

che zweite mathematische Lösung könnte außerhalb des rot unterlegten Bereichs 
von Bild 1.5a und b liegen. Zum Beispiel liefert arccos (0) als Lösung 𝛽 = π

2 . Bild 1.5a 

zeigt jedoch, dass für 𝑥 = cos
(︁
𝛽
)︁
 auch 𝛽 = − π

2  denselben Funktionswert 𝑥 = 0 auf-
weist. Für den Bereich −π < 𝛽 ≤ π gibt es zusätzlich zu arccos (𝑥) als mögliche 

zweite Lösung von 𝑥 = cos
(︁
𝛽
)︁
: 

𝛽 = − arccos (𝑥) (1.17)

 

Für den Sonderfall 𝑥 = 1 sind die beiden Lösungen . . .

Arkustangens. Einem Winkel 𝛽 wird über 

𝑘 = tan
(︁
𝛽
)︁

(1.18)

ein eindeutiger Funktionswert 𝑘 zugeordnet, der jeden beliebigen reellen Funkti-
onswert annehmen kann. Um umgekehrt den Winkel 𝛽 im grün unterlegten Bereich 

von Bild 1.6a aus 𝑘 zu bestimmen, verwendet man die Umkehrfunktion Arkustan-
ges, mathematisch geschrieben als arctan: 

𝛽 = arctan (𝑘) (1.19)
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Die Funktion arctan (𝑘) in Bild 1.6b liefert den Winkel 𝛽 im Bereich − π
2 < 𝛽 < π

2  als 
Ergebnis. Der Winkel 𝛽 als Lösung von 𝑘 = tan

(︁
𝛽
)︁
 könnte jedoch auch außerhalb 

des grün unterlegten Bereichs von Bild 1.6a liegen. So liefert etwa arctan (0) als 
Lösung 𝛽 = 0◦, aber eine zweite Lösung ist 𝛽 = π, wo ebenfalls tan

(︁
𝛽
)︁
= 0 ist. 

Neben der Umkehrfunktion arctan(𝑘) ist eine zweite Lösung von 𝑘 = tan
(︁
𝛽
)︁
:

𝛽 =

{︄
arctan (𝑘) − π wenn 𝑘 > 0
π + arctan (𝑘) wenn 𝑘 ≤ 0

(1.20)

Eine Ausnahme bilden die Winkel 𝛽 = ± π
2 , wo die Tangensfunktion eine Unstetig-

keitsstelle aufweist.

−180 −90 0 90 180
−→ β/◦

−π −π/2 0 π/2 π

−→β

−2

−1

0

1

2

−→
ta

n
� β

� =
k

(a)

−90◦

0◦

90◦

−2 −1 0 1 2
−→ k

−π/2

0

π/2

−→
ar

ct
an

(k
)=

β

(b)

Bild 1.6 (a) Funktion 𝑘 = tan
(︁
𝛽
)︁
, (b) Umkehrfunktion 𝛽 = arctan (𝑘)
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Die Umkehrfunktionen arcsin
(︁
𝑦
)︁
, arccos (𝑥) und arctan (𝑘) sind eindeutige Funktio-

nen, liefern aber jeweils nicht notwendigerweise eine eindeutige Lösung für den Win-
kel 𝛽 in folgenden Gleichungen:

𝑦 = sin
(︁
𝛽
)︁

𝑥 = cos
(︁
𝛽
)︁

𝑘 = tan
(︁
𝛽
)︁

Ausgenommen von Sonderfällen gibt es immer auch einen zweiten Lösungswinkel, 
wie er jeweils in den Gln. (1.14), (1.17) und (1.20) angegeben ist.

1.1.3 Allgemeines Dreieck

Bei einem allgemeinen Dreieck wie in Bild 1.7a ergibt die Summe der drei Winkel: 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 180◦ (1.21)

Sinussatz

Der Sinussatz besagt, dass die Verhältnisse der Seiten zum jeweils gegenüberliegenden 

Winkel in einem Dreieck konstant sind: 
𝑎

sin (𝛼)
=

𝑏

sin
(︁
𝛽
)︁ =

𝑐

sin
(︁
𝛾
)︁ (1.22)

Kosinussatz

Der Kosinussatz kann als Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras gemäß 𝑐2 =

𝑎2 + 𝑏2 angesehen werden: 

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2 · 𝑎 · 𝑏 · cos
(︁
𝛾
)︁

(1.23)

In gleicher Form gilt:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2 · 𝑏 · 𝑐 · cos (𝛼) 𝑏2 = 𝑐2 + 𝑎2 − 2 · 𝑐 · 𝑎 · cos
(︁
𝛽
)︁

(1.24)

𝑎

𝛽

𝛼

𝛾

𝑏𝑐

(a)
  𝑎

ℎ𝑏

𝑐
ℎ𝑐

ℎ𝑎
𝑏

A

CB
(b)

Bild 1.7 Allgemeines Dreieck (a) mit Seiten 𝑎, 𝑏, 𝑐 und Winkeln 𝛼, 𝛽, 𝛾, (b) zusätzlich 

mit Höhen ℎ𝑎, ℎ𝑏, ℎ𝑐 und den Eckpunkten A, B, C
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Höhen

Die drei Höhen ℎ𝑎, ℎ𝑏 und ℎ𝑐 eines allgemeinen Dreiecks sind in Bild 1.7b eingezeichnet. 
Dabei geht

die Höhe ℎ𝑎 durch den Punkt A und steht normal auf die Seite 𝑎,
die Höhe ℎ𝑏 durch den Punkt B und steht normal auf die Seite 𝑏,
die Höhe ℎ𝑐 durch den Punkt C und steht normal auf die Seite 𝑐.

Da jede Höhe das allgemeine Dreieck in jeweils zwei rechtwinkelige Dreiecke teilt, gilt:

ℎ𝑎 = 𝑏 · sin
(︁
𝛾
)︁

ℎ𝑏 = 𝑐 · sin (𝛼) ℎ𝑐 = 𝑎 · sin
(︁
𝛽
)︁

(1.25)

= 𝑐 · sin
(︁
𝛽
)︁

= 𝑎 · sin
(︁
𝛾
)︁

= 𝑏 · sin (𝛼)

Deutsch English
Rechtwinkeliges Dreieck Right triangle
Allgemeines Dreieck General triangle
Umkehrfunktion Inverse function
Winkel Angle

1.2 Vektorrechnung

Wir werden nachfolgend zunächst die zweidimensionalen und danach die dreidimen-
sionalen Vektoren behandeln. Dabei werden wir die wichtigsten mathematischen Ei-
genschaften und Rechenregeln zusammenfassen.

1.2.1 Zweidimensionale Vektoren

Um einen Punkt auf der Erdoberfläche zu finden, ist es ausreichend, seine GPS-
Koordinaten zu kennen. In ähnlicher Weise kann man einen beliebigen Punkt in der 
𝑥-𝑦-Ebene dadurch kennzeichnen, dass man seine 𝑥- und 𝑦-Koordinate angibt, wie 

das in Bild 1.8a dargestellt ist.

Ortsvektor

Wenn wir in Bild 1.8b in der 𝑥-𝑦-Ebene einen Pfeil vom Ursprung O zu einem Punkt P1

mit den Koordinaten 𝑥1 und 𝑦1 zeichnen, so bezeichnen wir diesen Pfeil als Ortsvektor
𝑟1. Wir schreiben die beiden Koordinaten in der Vektorschreibweise übereinander in 

einer runden Klammer:

𝑟1 =

(︃
𝑥1
𝑦1

)︃
(1.26)
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Ortsvektor nennen wir einen Vektor dann, wenn er vom Ursprung O weg gezeichnet 
wird. Ein Vektor wird in der Mathematik über einen kleinen Vektorpfeil oberhalb des 
Formelzeichens gekennzeichnet, wie bei 𝑟1.

Vektor

Wenn wir nun den Ortsvektor 𝑟1 aus Bild 1.8b derart parallel verschieben, dass sein 

Ursprungspunkt in P2 mit den Koordinaten 𝑥2 und 𝑦2 zu liegen kommt, dieser Pfeil 
jedoch dieselbe Länge aufweist und in dieselbe Richtung zeigt, so sprechen wir einfach 

nur von einem Vektor 𝑟1. Der Ortsvektor ist also ein Sonderfall des Vektors, der im 

Ursprung O beginnt. In unserem Beispiel ist der Vektor 𝑟1 von P2 nach P3 gerichtet. 
Seine Abmessungen in 𝑥- und 𝑦-Richtung sind gleich wie der ursprünglich gezeichnete 

Ortsvektor, d. h. 𝑥1 = 𝑥3 − 𝑥2 und 𝑦1 = 𝑦3 − 𝑦2. Die 𝑥- und 𝑦-Koordinaten (d. h. 𝑥- und 

𝑦-Abmessungen) des Vektors sind gleich wie jene des Ortsvektors. Damit weist auch 

der von P2 nach P3 gerichtete Vektor dieselben Koordinaten wie in Gl. (1.26) auf.

Der Endpunkt eines gezeichneten Vektors – wie in Bild 1.8b – wird über eine Pfeilspitze 

gekennzeichnet. Der gerade Bereich vom Ausgangspunkt des Vektorpfeils bis zur Spitze 

wird als Schaft bezeichnet.

Begrifflich unterscheiden wir zweidimensionale Vektoren in der Form (1.26) und ska-
lare Größen, kurz Skalare.

Ein Skalar ist eine gewöhnliche Zahl oder physikalische Größe mit Einheit.

Ein zweidimensionaler Vektor besteht aus einem Paar gewöhnlicher Zahlen oder 
physikalischen Größen: den Koordinaten. Die Koordinaten eines zweidimensiona-
len Vektors können wir uns in einem Koordinatensystem vorstellen, wie in Bild 1.8.

P1

O x1 x3

y2

y1

y3
P3

P2

r⃗1 r⃗1

x1

y1

x

y

x2

x

y

(a) (b)

Bild 1.8 (a) Zweidimensionaler Vektor, (b) Ortsvektor 𝑟1 von O nach P1 sowie Vektor 𝑟1
von P2 nach P3,
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1.2.2 Dreidimensionale Vektoren

Wenn wir unsere Vorstellung von den zwei- zu den dreidimensionalen Vektoren hin 

erweitern, fügen wir die 𝑧-Koordinate als dritte Koordinate der Vektorschreibweise 

hinzu:

𝑟1 =
⎛⎜⎜⎝
𝑥1
𝑦1
𝑧1

⎞⎟⎟⎠ (1.27)

Dreidimensional können wir uns das wie in Bild 1.9a perspektivisch vorstellen. Wenn 

man die 𝑥- und die 𝑦-Achse eines Koordinatensystems gezeichnet hat, zeichnet man die 

𝑧-Achse jeweils normal auf die beiden anderen Achsen, wie in Bild 1.10a. Die Richtung 

der 𝑧-Achse ist in die Richtung des Daumens der rechten Hand gerichtet, wenn die 

𝑥-Achse über den kürzeren der beiden möglichen Winkel in die 𝑦-Achse gedreht wird. 
Die vier Finger der rechten Hand in Bild 1.10b geben die Drehrichtung an.

Alternativ kann man sich die 𝑥-, 𝑦- und 𝑧-Achse als Dreibein vorstellen, dessen Beine 

über Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand gebildet werden. Die 

Finger weisen jeweils einen Winkel von 90◦ zueinander auf, wie das in Bild 1.10c 
gezeichnet ist. Dabei zeigt

der Daumen in die Richtung der 𝑥-Achse,

der Zeigefinger in Richtung der 𝑦-Achse und

der Mittelfinger in Richtung der 𝑧-Achse.

Die 𝑥-, 𝑦- und 𝑧-Achse des Koordinatensystems dürfen wir in Bild 1.10a nicht irgend-
welchen Fingern zuordnen. Stattdessen müssen wir uns an eine feste Reihenfolge der 
Koordinatenachsen halten. Anstelle der Reihenfolge 𝑥 ⇾ 𝑦 ⇾ 𝑧 können allerdings 
auch die Reihenfolgen 𝑦 ⇾ 𝑧 ⇾ 𝑥 oder 𝑧 ⇾ 𝑥 ⇾ 𝑦 verwendet werden. Wir sprechen in 
diesem Zusammenhang von einem zyklischen Vertauschen der Koordinatenachsen.

Damit wir ein dreidimensionales Koordinatensystem auf einem Blatt Papier zeichnen 

können, greifen wir anstelle einer perspektivischen Darstellung wie in Bild 1.9a auf 
eine Projektion zurück. Konkret werden wir in der angewandten Vektorrechnung die 

Projektion auf die 𝑥-𝑦-Ebene betrachten, wie sie auch in Bild 1.9a mit dem Schatten 

des Vektorpfeils illustriert ist.

Wenn wir in diesem Fall die 𝑥-Achse nach rechts und die 𝑦-Achse nach oben zeichnen, 
dann ist die 𝑧-Achse aus der Zeichenebene heraus gerichtet, wie in Bild 1.9b. Die Rich-
tung aus der Zeichenebene symbolisieren wir durch den Kreis mit dem Punkt (⊙), wie 

in Bild 1.10d. Wir können uns das wie den Blick auf eine Pfeilspitze vorstellen.

Umkehrt symbolisieren wir einen Richtungspfeil in die Zeichenebene über einen Kreis, 
in dessen Innerem zwei gekreuzte Linien gezeichnet sind (⊗). Wir können uns dazu 
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x

y

z

P1

r⃗1

x

y

z

(a) (b)

Bild 1.9 Dreidimensionaler Vektor, (a) perspektivisch dargestellt und mit Schattenpro-
jektion auf die 𝑥-𝑦-Ebene, (b) in einem dreidimensionalen Koordinatensystem mit 𝑥- 
und 𝑦-Achse in der Ebene und 𝑧-Achse aus der Ebene

𝑥

𝑦
𝑧

𝑥

𝑦𝑧
𝑧

(a) (b)
 

(c)
 

(d)
 

(e)

Bild 1.10 (a) Achsen 𝑥, 𝑦 und 𝑧 eines dreidimensionalen Koordinatensystems, (b) die 

Richtung der 𝑧-Achse entspricht der Richtung des Daumens der rechten Hand, wenn 

die vier Finger die Drehrichtung der 𝑥-Achse über den kleineren der beiden Winkel 
in die 𝑦-Achse anzeigt, (c) Koordinatensystem, aus drei rechtwinkelig aufeinander 
stehenden Fingern gebildet, (d) Pfeilspitze von vorne gesehen (⊙), (e) Pfeil von hinten 

gesehen (⊗)
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vorstellen, dass dies der Blick auf das Ende eines Pfeils in Bild 1.10e ist, der mit einer 
x-förmigen Einkerbung versehen ist.

Wir verwenden folgende Symbole:

Ein zweidimensionaler Vektor in der 𝑥-𝑦-Ebene kann daher als Sonderfall von Gl. (1.27) 
mit 𝑧1 = 0 betrachtet werden:

𝑟1 =
⎛⎜⎜⎝
𝑥1
𝑦1
0

⎞⎟⎟⎠ (1.28)

Die einzelnen Koordinaten eines Vektors sind bei Additionen und Subtraktionen wie 
auch in Vektorgleichungen immer voneinander unabhängig. In allen nachfolgen-
den Vektorgleichungen müssen wir daher jede Zeile jeweils als separate Gleichung 
behandeln.

Addition

Die Addition des Vektors 𝑟1 aus Gl. (1.27) und des Vektors

𝑟2 =
⎛⎜⎜⎝
𝑥2
𝑦2
𝑧2

⎞⎟⎟⎠ (1.29)

erfolgt koordinatenweise, d. h.:

𝑟1 + 𝑟2 =
⎛⎜⎜⎝
𝑥1
𝑦1
𝑧1

⎞⎟⎟⎠ +
⎛⎜⎜⎝
𝑥2
𝑦2
𝑧2

⎞⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎝
𝑥1 + 𝑥2
𝑦1 + 𝑦2
𝑧1 + 𝑧2

⎞⎟⎟⎠ (1.30)

Grafisch erhält man den Vektor 𝑟3 = 𝑟1+𝑟2 in Bild 1.11a, indem man den Anfangspunkt 
des Vektors 𝑟2 an die Spitze des Vektor 𝑟1 anfügt. Der Summenvektor wird dann vom 

Anfangspunkt des Vektors 𝑟1 zur Spitze des Vektor 𝑟2 gezeichnet, also von O zu P3.
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𝑥

𝑦

P1

O

®𝑟1

®𝑟2
−®𝑟2

®𝑟3®𝑟4
P3

P4

(a)
  

𝑥

𝑦

O ®𝑟2

−®𝑟2

(b)

Bild 1.11 (a) Addition 𝑟3 = 𝑟1+𝑟2 und Subtraktion 𝑟4 = 𝑟1−𝑟2 von Vektoren, (b) Vektoren 

𝑟2 und −𝑟2,

Nullvektor

Alle Koordinaten des Nullvektors sind gleich null:

0⃗ =
⎛⎜⎜⎝
0
0
0

⎞⎟⎟⎠ (1.31)

Negativer Vektor

Der negative Vektor −𝑟2 weist die gleiche Länge, aber die entgegengesetzte Richtung 

wie 𝑟2 auf, wie das in Bild 1.11b dargestellt ist:

−𝑟2 =
⎛⎜⎜⎝
−𝑥2
−𝑦2
−𝑧2

⎞⎟⎟⎠ (1.32)

Subtraktion

Subtrahieren wir den Vektor 𝑟2 vom Vektor 𝑟1, wie in Bild 1.11a, so entspricht das der 
Addition der Vektoren 𝑟1 und (−𝑟2):

𝑟1 − 𝑟2 = 𝑟1 + (−𝑟2) =
⎛⎜⎜⎝
𝑥1
𝑦1
𝑧1

⎞⎟⎟⎠ +
⎛⎜⎜⎝
−𝑥2
−𝑦2
−𝑧2

⎞⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎝
𝑥1 − 𝑥2
𝑦1 − 𝑦2
𝑧1 − 𝑧2

⎞⎟⎟⎠ (1.33)

Länge eines Vektors

Die Länge des Vektors 𝑟1 nennen wir auch den Betrag des Vektors 𝑟1. Diese Größe 

berechnen wir über: |︁|︁𝑟1|︁|︁ =√︃
𝑥21 + 𝑦21 + 𝑧21 (1.34)
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Die Länge des Vektors 𝑟1 kennzeichnen wir dadurch, dass wir vor und hinter dem Vek-
tor einen Betragsstrich schreiben. Wenn wir hingegen 𝑟1 ohne Vektorpfeil schreiben, 
dann meinen wir in der Regel einfach nur eine skalare Größe, aber nicht unbedingt 
den Betrag des Vektors; stattdessen könnten auch beispielsweise nur eine Koordinate 

oder ein Radius gemeint sein. Daher ist es fortan wichtig, einen Vektor immer mit ei-
nem Vektorpfeil zu kennzeichnen, um ihn von einer ähnlich bzw. gleich bezeichneten, 
skalaren Größe unterscheiden zu können.

Im Falle eines ebenen Vektors, der mit 𝑧1 = 0 in der 𝑥-𝑦-Ebene liegt, können wir die 

Länge des Vektors 𝑟1 mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnen: |︁|︁𝑟1|︁|︁ =√︃
𝑥21 + 𝑦21 (1.35)

Winkel ebener Vektoren

Unter dem Winkel des sich in der 𝑥-𝑦-Ebene befindlichen Vektors 𝑟1 verstehen wir 
jenen Winkel, der von der Richtung der positiven 𝑥-Achse weggezählt zum betrachteten 

Ortsvektor 𝑟1 (der im Ursprung O beginnt) gerichtet ist. In Bild 1.12a ist dieser Winkel 
als 𝛽1 bezeichnet. Den Winkel 𝛽1 des Vektors 𝑟1 bestimmen wir mit der Funktion arg
(vom Begriff Argument stammend) in folgender Form: 

arg
(︁
𝑟1
)︁
= 𝛽1 (1.36)

Für Berechnung dieses Winkels ist die Gleichung 

tan
(︁
𝛽1
)︁
=
𝑦1
𝑥1

(1.37)

unter der Berücksichtigung von 𝑥1 = cos
(︁
𝛽1
)︁
 und 𝑦1 = sin

(︁
𝛽1
)︁
 zu lösen.

Wenn wir den Vektor 𝑟1 in Bild 1.12a und den Vektor −𝑟1 in Bild 1.12b miteinander 
vergleichen, so stellen wir folgende Zusammenhänge fest:

P1

O x1

y1

r⃗1

x

y

β1

|⃗r 1
|

z

(a)
  

O

−r⃗1

x

y

β′
1

z−x1

−y1

(b)
  

r⃗1

x

y

z

r⃗2β1

β2

(c)

Bild 1.12 (a) Betrag und Winkel des Vektors 𝑟1, (b) Betrag und Winkel des Vektors −𝑟1, 
(c) Vektoren 𝑟1 und 𝑟2
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Die Beträge sind gleich, d. h. 
|︁|︁𝑟1|︁|︁ = |︁|︁−𝑟1|︁|︁.

Den Winkel 𝛽1 in Bild 1.12a können wir wegen 𝑥1 > 0 und 𝑦1 > 0 aus 𝛽 = arctan (𝑘)
berechnen.
Der Winkel 𝛽′1 = arg

(︁
−𝑟1

)︁
 muss aus Gl. (1.20) bestimmt werden, da der Lösungs-

winkel 𝛽′1 aufgrund von −𝑥1 < 0 und −𝑦1 < 0 im Bereich −180◦ < 𝛽′1 < −90◦ liegen 

muss; dies führt zu 𝛽′1 = 𝛽1 + 180◦.
Wenn wir den Winkel zwischen den beiden ebenen Vektoren 𝑟1 und 𝑟2 in Bild 1.12c 
bestimmen wollen, so schreiben wir die Funktion arg mit zwei Vektoren als Funktions-
argumenten an und meinen damit: 

arg
(︁
𝑟1, 𝑟2

)︁
= arg

(︁
𝑟1
)︁
− arg

(︁
𝑟2
)︁
= 𝛽1 − 𝛽2 (1.38)

Der Winkel zwischen 𝑟1 und 𝑟2 ist bis auf das Vorzeichen gleich dem Winkel zwischen 

𝑟2 und 𝑟1: 

arg
(︁
𝑟2, 𝑟1

)︁
= arg

(︁
𝑟2
)︁
− arg

(︁
𝑟1
)︁
= − arg

(︁
𝑟1, 𝑟2

)︁
= 𝛽2 − 𝛽1 (1.39)

Einsvektor

Einen besonderen Fall der Vektoren stellen die Einsvektoren dar, die mitunter auch als 
Einheitsvektoren bezeichnet werden. Ihre Länge beträgt jeweils eins. Die Einsvektoren, 
die in die 𝑥-, 𝑦- und 𝑧-Richtung zeigen, sind:

𝑒𝑥 =
⎛⎜⎜⎝
1
0
0

⎞⎟⎟⎠ 𝑒 𝑦 =
⎛⎜⎜⎝
0
1
0

⎞⎟⎟⎠ 𝑒𝑧 =
⎛⎜⎜⎝
0
0
1

⎞⎟⎟⎠ (1.40)

Zwei dieser Einsvektoren sind in Bild 1.13a dargestellt.
Den Einsvektor 𝑒𝑟1  eines beliebigen Vektors 𝑟1 können wir aus 

𝑒𝑟1 =
𝑟1|︁|︁𝑟1|︁|︁ (1.41)

berechnen. Die Länge des Richtungsvektors 𝑒𝑟1  beträgt eins und er weist dieselbe 

Richtung wie 𝑟1 auf.

®𝑒𝑥®𝑒𝑦
𝑥

𝑦

O

(a)

Bild 1.13 Einsvektoren 𝑒𝑥 und 𝑒𝑦
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Orthogonalität

Zwei Vektoren sind zueinander orthogonal . . .

Diese Orthogonalität ist gleichbedeutend mit der Formulierung, dass diese Vektoren 

aufeinander senkrecht oder zueinander im rechten Winkel stehen.

Zwei beliebige Einsvektoren aus Gl. (1.40) sind jeweils zueinander orthogonal.

Multiplikation mit Skalar

Wenn wir einen Vektor 𝑟1 mit einem Skalar 𝑎 multiplizieren, so müssen wir jede Koor-
dinate mit dem Skalar multiplizieren, wie das in Bild 1.14 dargestellt ist:

𝑎 · 𝑟1 =
⎛⎜⎜⎝
𝑎 · 𝑥1
𝑎 · 𝑦1
𝑎 · 𝑧1

⎞⎟⎟⎠ (1.42)

Als Besonderheit dieser Eigenschaft können wir den Vektor 𝑟1 auch als Summe der 
Einsvektoren aus Gl. (1.40) – jeweils multipliziert mit den Koordinatenwerten – kon-
struieren:

𝑟1 = 𝑥1 · 𝑒𝑥 + 𝑦1 · 𝑒 𝑦 + 𝑧1 · 𝑒𝑧

= 𝑥1 ·
⎛⎜⎜⎝
1
0
0

⎞⎟⎟⎠⏞⏟⏟⏞
𝑒𝑥

+𝑦1 ·
⎛⎜⎜⎝
0
1
0

⎞⎟⎟⎠⏞⏟⏟⏞
𝑒 𝑦

+𝑧1 ·
⎛⎜⎜⎝
0
0
1

⎞⎟⎟⎠⏞⏟⏟⏞
𝑒𝑧

=
⎛⎜⎜⎝
𝑥1
0
0

⎞⎟⎟⎠⏞⏟⏟⏞
𝑥1 ·𝑒𝑥

+
⎛⎜⎜⎝
0
𝑦1
0

⎞⎟⎟⎠⏞⏟⏟⏞
𝑦1 ·𝑒 𝑦

+
⎛⎜⎜⎝
0
0
𝑧1

⎞⎟⎟⎠⏞⏟⏟⏞
𝑧1 ·𝑒𝑧

=
⎛⎜⎜⎝
𝑥1
𝑦1
𝑧1

⎞⎟⎟⎠ (1.43)

x

y

O

r⃗1

0,5·⃗r1

Bild 1.14 Multiplikation von 𝑟1 mit Skalar 0,5
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Inneres Produkt

Wir unterscheiden in der Physik bei Vektoren das innere und das äußere Produkt. Das 
innere Produkt oder Skalarprodukt ist das Produkt zweier Vektoren 𝑟1 und 𝑟2, dessen 

Resultat eine skalare Größe ist. Das Multiplikationszeichen ist der Punkt im Ausdruck 

𝑟1 · 𝑟2. Die Berechnungsvorschrift lautet: 

𝑟1 · 𝑟2 = 𝑥1 · 𝑥2 + 𝑦1 · 𝑦2 + 𝑧1 · 𝑧2 (1.44)

Alternativ können wir das innere Produkt auch über folgende Gleichung bestimmen: 

𝑟1 · 𝑟2 =
|︁|︁𝑟1|︁|︁ · |︁|︁𝑟2|︁|︁ · cos (︁arg (︁𝑟1, 𝑟2)︁ )︁ (1.45)

Das Resultat des inneren Produkts kann positiv, negativ oder null sein. Das Skalarpro-
dukt ist kommutativ; dies bedeutet: 

𝑟1 · 𝑟2 = 𝑟2 · 𝑟1 (1.46)

Das innere Produkt 𝑟1 · 𝑟2 ergibt eine skalare Größe und hat folgende Eigenschaften:

Das innere Produkt zweier Vektoren, die orthogonal zueinander sind, ist stets 
null.

Für das innere Produkt zweier Vektoren, die in dieselbe Richtung gerichtet sind, 
gilt 𝑟1 · 𝑟2 =

|︁|︁𝑟1|︁|︁ · |︁|︁𝑟2|︁|︁.
Für das innere Produkt zweier Vektoren, die in entgegengesetzte Richtungen zei-
gen, gilt 𝑟1 · 𝑟2 = −

|︁|︁𝑟1|︁|︁ · |︁|︁𝑟2|︁|︁.
Das innere Produkt eines Vektors mit sich selbst (𝑟2 = 𝑟1) liefert das Quadrat seiner 
Länge: 𝑟1 · 𝑟1 =

|︁|︁𝑟|︁|︁2
Wenn wir das innere Produkt eines Vektors 𝑟1 mit einem Einsvektor bestimmen, dann 

erhalten wir den Längenanteil dieses Vektors, der in der Richtung des verwendeten 

Einsvektors auftritt. Das bedeutet konkret mit den Einsvektoren aus Gl. (1.40), dass wir 
die Koordinaten des Vektors 𝑟1 = 𝑥1 · 𝑒𝑥 + 𝑦1 · 𝑒 𝑦 + 𝑧1 · 𝑒𝑧 bestimmen können:

𝑥1 = 𝑟1 · 𝑒𝑥 𝑦1 = 𝑟1 · 𝑒 𝑦 𝑧1 = 𝑟1 · 𝑒𝑧

=
⎛⎜⎜⎝
𝑥1
𝑦1
𝑧1

⎞⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎝
1
0
0

⎞⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎝
𝑥1
𝑦1
𝑧1

⎞⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎝
0
1
0

⎞⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎝
𝑥1
𝑦1
𝑧1

⎞⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎝
0
0
1

⎞⎟⎟⎠ (1.47)

Ergibt das innere Produkt eines Vektors mit einem Einsvektor null, so ist der Längen-
anteil in Richtung des verwendeten Einsvektors ebenso null. Als Konsequenz davon 
müssen der Vektor und der Einsvektor zueinander orthogonal sein.
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Äußeres Produkt

Das äußere Produkt oder Vektorprodukt oder Exprodukt ist das Produkt zweier 
Vektoren 𝑟1 und 𝑟2, dessen Ergebnis wiederum ein Vektor ist. Als Multiplikationszei-
chen wird das Zeichen × verwendet, das »ex« gesprochen wird. Ganz allgemein gilt, 
dass der Ergebnisvektor von 𝑟1× 𝑟2 sowohl zu 𝑟1 als auch zu 𝑟2 orthogonal ist. Konkret 
erhält man die Richtung des Ergebnisvektors, wenn man 𝑟1 über den kleineren der 
beiden Winkel in 𝑟2 dreht, wie das in Bild 1.15a und b dargestellt ist. Wenn die Finger 
der rechten Hand die Drehrichtung angeben, so zeigt der Daumen in Richtung des 
Ergebnisvektors.

Die Berechnungsvorschrift für das äußere Produkt lautet:

𝑟1 × 𝑟2 = det
⎛⎜⎜⎝
𝑒𝑥 𝑥1 𝑥2
𝑒 𝑦 𝑦1 𝑦2
𝑒𝑧 𝑧1 𝑧2

⎞⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎝
𝑦1 · 𝑧2 − 𝑦2 · 𝑧1
𝑧1 · 𝑥2 − 𝑧2 · 𝑥1
𝑥1 · 𝑦2 − 𝑥2 · 𝑦1

⎞⎟⎟⎠ (1.48)

Das Vektorprodukt wird aus der Determinante einer Matrix berechnet, in deren drei 
Spalten der Reihe nach

die drei Einsvektoren in der Reihenfolge 𝑒𝑥 , 𝑒𝑦 und 𝑒𝑧,

der Vektor 𝑟1 und danach

der Vektor 𝑟2 stehen.

r⃗1

r⃗2

r⃗1 × r⃗2

(a)
  

(b)
  

y

r⃗2

xz
r⃗1

(c)

Bild 1.15 Äußeres Produkt: (a) Dreht man 𝑟1 über den kleineren der beiden Winkel in 

𝑟2 in Richtung (b) der Finger der rechten Hand, dann zeigt der Daumen in Richtung des 
Ergebnisvektors 𝑟1 × 𝑟2, (c) Betrag des äußeren Produkts 𝑟1 × 𝑟2 ist gleich der Fläche des 
aus 𝑟1 und 𝑟2 gebildeten Parallelogramms
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Den Betrag des Vektorprodukts 𝑟1 × 𝑟2 können wir alternativ auch aus den Längen und 

Winkeln der beiden Vektoren 𝑟1 und 𝑟2 berechnen:4)|︁|︁𝑟1 × 𝑟2|︁|︁ = |︁|︁𝑟1|︁|︁ · |︁|︁𝑟2|︁|︁ · |︁|︁sin (︁
arg

(︁
𝑟1, 𝑟2

)︁ )︁ |︁|︁ (1.49)

Dieser Betrag hat auch eine grafische Interpretation in der Mathematik: Er ist gleich 

der Fläche des von den beiden Vektoren 𝑟1 und 𝑟2 aufgespannten Parallelogramms, 
das in Bild 1.15c für zwei ebene Vektoren dargestellt ist. Wenn der Winkel zwischen 

den beiden Vektoren gleich 90◦ ist, dann wird aus dem Parallelogramm ein Rechteck 

mit der Fläche 
|︁|︁𝑟1|︁|︁ · |︁|︁𝑟2|︁|︁.

Das äußere Produkt ist nicht kommutativ. Stattdessen gilt allgemein: 

𝑟1 × 𝑟2 = −𝑟2 × 𝑟1 (1.50)

Das äußere Produkt 𝑟1 × 𝑟2 hat . . .

. . .  und folgende Eigenschaften:

Das äußere Produkt zweier paralleler Vektoren ist stets der Nullvektor.

Der Betrag des äußeren Produkts zweier Vektoren, die zueinander orthogonal 
sind, beträgt 

|︁|︁𝑟1 × 𝑟2
|︁|︁ = |︁|︁𝑟1|︁|︁ · |︁|︁𝑟2|︁|︁.

Wenn die Vektoren 𝑟1 und 𝑟2 in der 𝑥-𝑦-Ebene liegen und damit keine 𝑧-Koordinate 

enthalten, dann weist das äußere Produkt ausschließlich eine 𝑧-Koordinate auf: 

𝑟1 × 𝑟2 =
(︁
𝑥1 · 𝑦2 − 𝑥2 · 𝑦1

)︁
· 𝑒𝑧 (1.51)

Ob wir das innere oder das äußere Produkt auf zwei Vektoren anwenden müssen, ist 
eine Folge der zugrundeliegenden physikalischen Zusammenhänge. Anders gesagt: 
die Naturgesetze geben uns vor, welches Produkt wir in welchem Zusammenhang 
anzuwenden haben. Einen unmittelbaren Hinweis gibt dabei immer, ob das behandelte 
Ergebnis eine skalare Größe oder ein Vektor ist.

4 Kennen wir umgekehrt die Beträge des Ergebnisvektors sowie der Vektoren 𝑟1 und 𝑟2, so können wir 
daraus den Winkel zwischen ⃗𝑟1 und ⃗𝑟2 bestimmen. Dies funktioniert ganz allgemein auch für dreidimen-
sionale Vektoren, nicht nur für zweidimensionale Vektoren in der 𝑥-𝑦-Ebene.
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Äußeres Produkt der Einsvektoren

Wenn wir das äußere Produkt zweier Einsvektoren aus Gl. (1.40) unter Berücksichti-
gung von Bild 1.15 bilden, dann erhalten wir:

𝑒𝑥 × 𝑒 𝑦 = 𝑒𝑧 𝑒 𝑦 × 𝑒𝑥 = −𝑒𝑧 (1.52)

𝑒 𝑦 × 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥 𝑒𝑧 × 𝑒 𝑦 = −𝑒𝑥 (1.53)

𝑒𝑧 × 𝑒𝑥 = 𝑒 𝑦 𝑒𝑥 × 𝑒𝑧 = −𝑒 𝑦 (1.54)

Unter der zyklischen Abfolge der Indizes 𝑥, 𝑦, 𝑧 verstehen wir:

Index 𝑦 folgt auf Index 𝑥.

Index 𝑧 folgt auf Index 𝑦.

Index 𝑥 folgt auf Index 𝑧.

Das äußere Produkt zweier unterschiedlicher Einsvektoren, deren Indizes zyklisch 

nacheinander abfolgen (z. B. 𝑒 𝑦 folgt auf 𝑒𝑥  in 𝑒𝑥 × 𝑒 𝑦), ergibt den dritten Einsvektor 
mit positivem Vorzeichen. Folgen die Indizes hingegen nicht zyklisch aufeinander (z. B. 
𝑒𝑥  folgt nicht auf 𝑒 𝑦 in 𝑒 𝑦 × 𝑒𝑥), so ist das Vorzeichen des Ergebnisvektors negativ.

Division

Die Division zweier Vektoren ist nicht definiert.

Relation

Zwei Vektoren 𝑟1 und 𝑟2 sind dann gleich, wenn jeweils ihre 𝑥-, 𝑦- und 𝑧-Koordinaten 

gleich sind. Ein Vektor 𝑟1 kann aber nicht größer oder kleiner als ein Vektor 𝑟2 sein. Die 

Relationen größer oder kleiner können wir nur auf skalare Kenngrößen von Vektoren 

– wie etwa deren Länge oder Koordinaten – anwenden.

Deutsch English
Äußeres Produkt Outer product
Allgemeines Dreieck General triangle
Einsvektor Unity vector
Länge eines Vektors Magnitude of a vector
Inneres Produkt Inner product
Senkrecht auf Perpendicular to
Vektor Vector
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1.3 Komplexe Rechnung

Wir benötigen die komplexe Rechnung in der Wechsel- und Drehstromtechnik. Damit 
sind wir in der Lage, die zeitabhängigen sinus- bzw. kosinusförmigen Spannungen 

und Ströme auf eine mathematisch sehr einfache Art und Weise zu behandeln. Für 
die komplexen Zahlen benötigen wir die sogenannte imaginäre Einheit, die in der 
Elektrotechnik mit »j« und in der Mathematik mit »i« bezeichnet wird.
Das Quadrat der imaginären Einheit j ergibt: 

j2 = −1 (1.55)

Da keine reelle Zahl existiert, deren Quadrat −1 ergibt, eröffnet die imaginäre Einheit 
einen neuen Zahlenbereich. Die reellen und imaginären Zahlen bilden gemeinsam die 

Zahlenmenge C der komplexen Zahlen.

Kartesische Darstellung

Eine beliebige komplexe Zahl5) 𝑧1 ∈ C weist den Realteil 𝑥1 und den Imaginärteil 𝑦1 auf. 
Die zugehörige Schreibweise über Real- und Imaginärteil nennen wir die kartesische 

Darstellung der komplexen Zahl 𝑧1: 

𝑧1 = 𝑥1 + j · 𝑦1 (1.56)

Die komplexe Zahl 𝑧1 versehen wir mit einem Unterstrich, um sie von einer reellen 

Zahl zu unterscheiden.

Sowohl der Real- als auch der Imaginärteil sind . . .

Erst die Multiplikation mit j macht aus j · 𝑦1 eine imaginäre Zahl.

Der Real- und Imaginärteil werden in diesem Zusammenhang über die Funktionen Re
und Im aus der komplexen Zahl 𝑧1 ermittelt:

Re
(︁
𝑧1
)︁
= 𝑥1 Im

(︁
𝑧1
)︁
= 𝑦1 (1.57)

Zu den komplexen Zahlen gehören folgende Begriffe und Eigenschaften:
Komplexe Ebene. Die komplexe Ebene oder Gaußsche Zahlenebene in Bild 1.16a ist 

eine Ebene, die über zwei rechtwinkelig zueinander stehende Achsen aufgespannt 
wird:

5 Die Schreibweise 𝑧1 ∈ C besagt, dass 𝑧1 ein Element der Zahlenmenge C ist.
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Reelle Achse. Die reelle Achse »Re« zeichnen wir meist nach rechts.

Imaginäre Achse. Die imaginäre Achse » j · Im« ist um 90◦ im mathematisch posi-
tiven Sinn (↺) gegenüber der reellen Achse verdreht. In Bild 1.16b zeigt diese 

Achse nach oben.

Komplexe Zahl. Eine komplexe Zahl 𝑧1 = 𝑥1 + j · 𝑦1 finden wir in der Ebene, indem 

wir

eine gestrichelte Linie senkrecht auf die reelle Achse bei 𝑥1 und

eine gestrichelte Linie senkrecht auf die imaginäre Achse bei j · 𝑦1 zeichnen.
Der Schnittpunkt der gestrichelten Linien repräsentiert die komplexe Zahl 𝑧1
in der komplexen Ebene. Diese komplexe Zahl ist in Bild 1.16b durch eine kreis-
förmige Markierung (◦) repräsentiert.

Komplexer Pfeil. Wir repräsentieren eine komplexe Zahl in der Ebene in aller Regel 
durch einen »komplexen« Pfeil, wie er in Bild 1.17a dargestellt ist. Dazu zeichnen 

wir diesen Pfeil vom Ursprung zum eingezeichneten Punkt 𝑧1.

Parallelverschiebung. Komplexe Pfeile darf man in der Wechselstromtechnik zur 
Veranschaulichung von grafischen Zusammenhängen parallel verschieben. Der in 

Re

j · Im
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Bild 1.16 (a) Komplexe Ebene, (b) Konstruktion der komplexen Zahl 𝑧1, mit kreisförmi-
ger Markierung (◦) in der komplexen Ebene
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Bild 1.17 Repräsentation von 𝑧1 durch einen Pfeil: (a) allgemein für 𝑧1 = 𝑥1 + j · 𝑦1, 
(b) komplexe Zahl 𝑧1 = 𝑥1 + j · 𝑦1 parallel verschoben, (c) komplexe Zahl 𝑧1 = 2 + j · 3
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Bild 1.17b dargestellte Pfeil repräsentiert daher dieselbe komplexe Zahl 𝑧1 wie in 

Bild 1.17a, da er dieselbe Länge und dieselbe Richtung aufweist.

Betrag

Der Betrag einer komplexen Zahl 𝑧1 = 𝑥1 + j · 𝑦1 ist gemäß Bild 1.18 die Länge des 
zugehörigen komplexen Zeigers. Nach dem Satz von Pythagoras bestimmen wir: |︁|︁𝑧1|︁|︁ = abs

(︁
𝑧1
)︁
= 𝑧1 =

√︃
𝑥21 + 𝑦21 (1.58)

Für die komplexe Zahl 𝑧1 und deren Betrag 𝑧1 gilt:

Der Betrag des Vektors wird entweder durch zwei Betragsstriche um die komplexe Zahl 
𝑧1 in der Form 

|︁|︁𝑧1|︁|︁, durch die Funktion abs (Absolutwert) oder durch das Fortlassen 

des komplexen Unterstrichs gekennzeichnet, also durch 𝑧1.

Daher ist es fortan wichtig, komplexe Zahlen konsequent mit einem komplexen Unter-
strich zu versehen, um eine Verwechslung mit den zugehörigen Beträgen zu vermei-
den.

𝑥1

j · 𝑦1
𝑧1

Re

j · Im

𝜑1

� � 𝑧 1� �

Bild 1.18 Komplexe Zahl 𝑧1 in der komplexen Ebene mit Betrag und Winkel
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Winkel

Den Winkel 𝜑1 der komplexen Zahl 𝑧1 in Bild 1.18 nennen wir auch das Argument. 
Wir bestimmen diese Größe wir mit der Funktion arg (Argument): 

arg
(︁
𝑧1
)︁
= 𝜑1 (1.59)

Polardarstellung

Die komplexe Zahl 𝑧1 = 𝑥1 + j · 𝑦1 kann statt mit Real- und Imaginärteil auch über 
ihren Betrag und Winkel repräsentiert werden. Dafür gibt es die Polarschreibweise: 

𝑧1 = 𝑧1∠𝜑1 (1.60)

Dabei entspricht der Ausdruck ∠𝜑1 dem Term 
(︁
cos

(︁
𝜑1

)︁
+ j · sin

(︁
𝜑1

)︁ )︁
 und damit einem 

Zeiger mit der Länge eins und dem Winkel 𝜑1. Aus dem Betrag 𝑧1 und dem Winkel 𝜑1
können gemäß Gl. (1.57) der Real- und Imaginärteil bestimmt werden:

Re
(︁
𝑧1
)︁
= 𝑥1 = 𝑧1 · cos

(︁
𝜑1

)︁
Im

(︁
𝑧1
)︁
= 𝑦1 = 𝑧1 · sin

(︁
𝜑1

)︁
(1.61)

Jede komplexe Zahl kann gleichwertig . . .

Addition

Die Summe von 𝑧1 = 𝑥1 + j · 𝑦1 und 𝑧2 = 𝑥2 + j · 𝑦2 berechnen wir gemäß: 

𝑧1 + 𝑧2 = (𝑥1 + 𝑥2) + j ·
(︁
𝑦1 + 𝑦2

)︁
(1.62)

Der Realteil der Summe ist die Summe der Realteile, der Imaginärteil der Summe 

berechnet sich aus der Summe der Imaginärteile. Grafisch setzen wir in Bild 1.19a bei 
der Summenbildung den Anfang eines der beiden Pfeile an die Pfeilspitze des anderen 

Pfeils.

Gegenzahl

Die zur komplexen Zahl 𝑧2 = 𝑥2+ j · 𝑦2 gehörige negative Zahl −𝑧2 heißt Gegenzahl. Um 

sie zu bestimmen, müssen wir die Vorzeichen des Real- und Imaginärteils umdrehen: 

−𝑧2 = −𝑥2 − j · 𝑦2 (1.63)
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Bild 1.19 (a) Addition der komplexen Zahlen 𝑧1 und 𝑧2, (b) komplexe Zahl 𝑧2 und Ge-
genzahl −𝑧2

Die komplexe Zahl 𝑧2 und ihrer Gegenzahl −𝑧2 unterscheiden sich um den Winkel 
±180°.

z2

−z2

180
◦

Re

j · Im

−180
◦

Subtraktion

Die Differenz aus 𝑧1 = 𝑥1 + j · 𝑦1 und 𝑧2 = 𝑥2 + j · 𝑦2 berechnen wir dadurch, indem 

wir 𝑧1 und die Gegenzahl −𝑧2 addieren:

𝑧1 − 𝑧2 = 𝑧1 +
(︁
−𝑧2

)︁
= (𝑥1 − 𝑥2) + j ·

(︁
𝑦1 − 𝑦2

)︁
(1.64)

Bei der grafischen Subtraktion in Bild 1.20a werden die Pfeile von 𝑧1 und −𝑧2 addiert.

Multiplikation

Das Produkt aus 𝑧1 = 𝑥1 + j · 𝑦1 und 𝑧2 = 𝑥2 + j · 𝑦2 lässt sich in kartesischer Form 

durch Ausmultiplizieren bestimmen: 

𝑧1 · 𝑧2 =
(︁
𝑥1 · 𝑥2 − 𝑦1 · 𝑦2

)︁
+ j ·

(︁
𝑥1 · 𝑦2 + 𝑥2 · 𝑦1

)︁
(1.65)

Verwenden wir alternativ die Polardarstellung 𝑧1 = 𝑧1∠𝜑1 und 𝑧2 = 𝑧2∠𝜑2, so ergibt 
sich bei der Multiplikation: 

𝑧1 · 𝑧2 = 𝑧1 · 𝑧2∠
(︁
𝜑1 + 𝜑2

)︁
(1.66)
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Der Betrag des Produkts berechnet sich aus dem Produkt der einzelnen Beträge, der 
Winkel des Produkts berechnet sich aus der Summe der einzelnen Winkel, wie das in 

Bild 1.20b gezeigt ist.

Potenzen der imaginären Einheit

Es gilt folgende Definition: 

j0 = 1∠0◦ = 1 (1.67)

Zusätzlich erhalten wir unter Berücksichtigung von j2 = −1:

j = j1 = 1∠90◦
1
j
= j−1 = 1∠ −90◦ = − j (1.68)

j2 = 1∠180◦ = −1 1
j2

= j−2 = 1∠ −180◦ = −1 (1.69)

j3 = 1∠270◦ = − j
1
j3

= j−3 = 1∠ −270◦ = j (1.70)

j4 = 1∠0◦ = 1
1
j4

= j−4 = 1∠0◦ = 1 (1.71)

Die grafische Darstellung dieser Potenzen ist in Bild 1.21a angegeben.

Die Multiplikation einer komplexen Zahl mit Potenzen von j sind in Bild 1.21b gezeigt:

Multiplikation mit j. Multipliziert man die komplexe Zahl 𝑧2 = 𝑧2∠𝜑2 mit j, so ergibt 
das Produkt eine komplexe Zahl mit dem Betrag 𝑧2, aber um 90◦ im mathematisch 

positiven Sinn (↺) verdreht:

𝑧2 · j = 𝑧2∠𝜑2⏞⏟⏟⏞
𝑧2

· 1∠90◦⏞⏟⏟⏞
j

= 𝑧2 · ∠
(︁
𝜑2 + 90◦⏞⏟⏟⏞
Drehungum 90°

)︁
(1.72)
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Bild 1.20 (a) Subtraktion und (b) Multiplikation der komplexen Zahlen 𝑧1 und 𝑧2


