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Vorwort zur 25. Auflage

Druckfehler der Vorgidngerauflagen habe ich wie immer korrigiert, dafiir
sei allen aufmerksamen Leserinnen und Lesern gedankt, die mir Hinweise
geschickt haben.

Bei den Mehrfach-Integralen wurden die am hiufigsten vorkommenden
Flichen- und Volumenelemente in einer Tabelle zusammengestellt.

Mein Dank geht an Frau Natalia Silakova vom Carl Hanser Verlag fiir die
Betreuung und an Herrn Dr. Steffen Naake fiir die sorgféltige Arbeit des
Umbruches und die Gestaltung der endgiiltigen Fassung.

Miinchen, im Februar 2023 Michael Sachs
Bearbeiter

Aus dem Vorwort zur 23. Auflage

Das Taschenbuch Mathematischer Formeln soll vornehmlich Studierenden
von Ingenieurstudiengiingen an Hochschulen fiir Angewandte Wissen-
schaften (ehemals Fachhochschulen) und an Universititen ein niitzliches
Hilfsmittel zur Bewiltigung des Mathematikstoffes eines technischen oder
naturwissenschaftlichen Studiums sein. Dariiber hinaus will es auch Prak-
tikern im Beruf helfen, ihre benotigten Kenntnisse aufzufrischen.

Seit tiber 50 Jahren ist dieses Buch auf dem Markt und Generationen von
Studierenden und Anwendern der Mathematik ein Begriff geworden. Im
Januar 2008 ist der Verfasser, Dr.-Ing. Hans-Jochen BARTSCH, nachdem
er noch die 21. Auflage besorgt hatte, am Beginn der Vorbereitungen
zur 22. Auflage verstorben. Gerne habe ich die mir vom Fachbuchverlag
Leipzig angebotene Aufgabe, das Werk zu bearbeiten und weiterzufiihren,
wahrgenommen, und betreue nun seinen Fortgang seit der 22. Auflage.

Das Sachwortverzeichnis wurde bewusst redundant und sehr umfangreich
gestaltet, um dem Leser die Moglichkeit eines raschen Quereinstiegs zu
einem gewdhlten Thema oder Begriff zu gewédhren. Wohl kaum jemand
wird so ein Buch linear von vorne nach hinten durchlesen. Das Sachwort-
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verzeichnis soll daher auch zum ,,Stobern* und Diagonallesen einladen und
Interesse an der Materie erwecken.

Zahlreiche Beispiele, eingeleitet und beendet mit ¢, zeigen die abstrakten
mathematischen Formeln in ihrer Anwendung, wobei Wert gelegt wurde
auf Einfachheit der Rechnung, um das Verstindnis der Grundsitze nicht zu
erschweren.

Kapitel 14 enthilt Integraltabellen mit fast 600 unbestimmten und be-
stimmten Integralen. Eine zusitzliche Ubersicht am Kapitelanfang ermog-
licht einen raschen Zugriff auf das gesuchte Integral. Ein Daumenregister
erleichtert das Auffinden der einzelnen Kapitel.

Dem Wesen einer Formelsammlung geméf kann und will das Buch kein
Lehrbuch ersetzen, schon gar nicht in der Mathematik, wo die Herleitung
neuen Wissens aus bereits vorhandenem nach den strengen Regeln des
logischen SchlieBens oberstes Gebot ist. In diesem Buch sind Herleitungen
nur in Ausnahmefillen angedeutet, es soll in erster Linie ein Nachschlage-
werk fiir Studierende technischer Fachrichtungen sein. Gleichwohl ist die
Stoftfiille so in Kapitel gegliedert und sind diese Kapitel so aufgebaut, dass
sie auch einzeln zur Wiederholung eines schon einmal gelernten Stoffes
gelesen werden konnen.

Moge der BARTSCH auch nach dem Tode seines Verfassers weiterhin ein
treuer und zuverlédssiger Begleiter in Studium und Beruf bleiben.

Miinchen, im November 2013 Michael Sachs
Bearbeiter
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1 Logik, Mengen, Zahlensysteme

1.1 Aussagenlogik
1.1.1 Allgemeines

Aussage, Aussageform

Die Aussagenlogik betrachtet die Verkniipfungen elementarer Aussagen,
wobei die Aussagen nicht inhaltlich analysiert werden.

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das entweder wahr oder
falsch ist.

In der Aussagenlogik gelten zwei Grundprinzipien:

e Jede Aussage hat genau einen Wahrheitswert
,wahr (kurz: w oder 1), ,,falsch* (kurz: f oder 0).
(Satz der Zweiwertigkeit, der den Satz vom ausgeschlossenen Drit-
ten und den Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch beinhaltet,
s. 1.1.3)

e Der Wahrheitswert einer Aussagenverkniipfung héngt nur von den
Wahrheitswerten ihrer Bestandteile ab, nicht aber von deren Inhalt
(Extensionalitdtsprinzip).

Primaussage (Literal): Formel ohne logische Verkniipfung (nur p oder p).

Zusammengesetzte Aussage (aussagenlogische Formel, Ausdruck, Aussa-
geform): enthilt Primaussagen und Aussagenverkniipfungen und ist eine
endliche Zeichenfolge (Wort), bestehend aus aussagenlogischen Variablen,
Junktoren und technischen Zeichen.

Bindire (zweiwertige, BOOLEsche) Variablen p, q, 1, x;, ¢, . . . sind Platzhal-
ter fiir konkrete Aussagen und sind selbst Formeln.

A = ¢ heifit: ,, A erfiillt p*, ,,A ist Modell fiir .

Durch Belegung der Variablen wird eine Aussageform zur Aussage.

¢ Beispiele
Die einfache, einstellige Aussage ,,19 ist eine Primzahl* ist wahr.
Die dreistellige Aussage ,,8 — 3 = 4* ist falsch.

»A4x — 3 = 5“ist nur fiir x = 2 eine wahre Aussage.
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,Bs regnet.” ist eine Aussage ¢, die vom betrachteten Ort und der Zeit
(Interpretation A) abhingt: A = ¢.

,,Es gibt aulerhalb der Erde intelligente Lebewesen.* ist eine Aussage, deren
Wabhrheitswert nicht bekannt ist.

,,Wenn eine natiirliche Zahl die Endziffer O oder 5 hat, ist sie durch 5 teilbar.*
ist eine wahre, zusammengesetzte Aussage.

,Fischers Fritz“, ,Der hohe Berg® und ,,Wann kommst du?* sind keine
Aussagen; sie haben keinen Wahrheitswert. ¢

Wahrheits(wert)funktion

Eine Wahrheits(wert)funktion Fnk (BOOLEsche Funktion) ordnet jedem
k-Tupel von Wahrheitswerten der Argumente einen Wahrheitswert zu. n
ist dabei die dezimale Aquivalente der Bitfolge der Werte von F,f.

¢ Beispiel
NAND :=pV g = F72, denn (0111)y = (7)1¢, siche 1.1.2 und 1.1.4. ¢

Bei k Variablen sind 2% Belegungen moglich, fiir jede kann der Funktions-

. . £ .
wert wahr oder falsch sein. Es gibt also genau 2> BOOLEsche Funktionen
von k Argumenten.

Junktoren

Junktoren sind logische Zeichen, die Variablen oder Ausdriicke zu neuen
Ausdriicken verbinden. Sie sind durch eine Wahrheitstafel (Wahrheits-
tabelle) charakterisiert.

Nullstellige Junktoren: T  Verum, 1-Element
(Aussagenkonstanten) 1 Falsum, O-Element
Einstelliger Junktor: - Negation
(auch ~ oder Uberstrich)
Zweistellige Junktoren: A Und
VvV Oder
= Implikation

& Aquivalenz
Bindungen bei zusammengesetzten Ausdriicken gestatten das Weglassen
von Klammern:
(1) — bindet stédrker als zweistellige Junktoren.
(2) A bindet stirker als V (,,Punkt vor Strich®).
(3) =, < und < binden untereinander gleich stark, aber A und V binden
stirker als =, < und <.
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1.1.2 Ein- und zweistellige BooLEsche Funktionen
Negation, Komplement (einstellig)
Die Wahrheitswerte von p und —p (~ p, p) sind immer verschieden.
Wahrheitstafel der zweistelligen Grundfunktionen
Konjunktion Disjunktion . v
Name | UND ODER gmil’i‘zt";’; f{qu“’ii’;.zo .
logisches Produkt | Alternative uoJunLL qUgUnKiL
. » » ,L,wenn p ,.p genau dann,
lies ,»pund g ,»p oder g o f i
P49 |pPNg JAX P=49q P<=q
1111 1 1 1
11010 1 0 0
0| 1]0 1 1 0
0]0]O0 0 1 1

Wahrheitstafel der erweiterten Funktionen der Informatik

NAND NOR Replikation Antivalenz
Name | negiertes UND ,weder p noch g Falls® Lentweder p
SHEFFER-Fkt. N1coD-Fkt. ? oder ¢*
Plga | AN9=plq| (pVg=plqg |p<gq -(p<=q)
11110 0 1 0
1|01 1 1
01 |1 0 0 1
00 |1 1 1 0

Bemerkungen zu beiden Tabellen

Konjunktion, logisches Produkt (UND, AND): auch pgq, p-q, p&gq.

Disjunktion, Alternative (einschlieBendes ODER, OR): auch p + g.
Die Disjunktion schliet p = g = 1 nicht aus.

Implikation, Subjunktion (logische Folgerung): (p = q) = p V q.
Kontraposition: (p = q) = (§ = p).
Sprechweisen fiir p = ¢: ,,p impliziert g*, ,,p ist hinreichend fiir ¢*, ,,q ist

notwendig fiir p*.

Aquivalenz, Adjunktion: (p < q) = (p Aq)V (p A\ G)

Antivalenz (ausschlieBendes Entweder-Oder, XOR):
~(p=q)=pqVpg=-(q < p).
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Tautologie, Erflillbarkeit

Tautologien (Identitdten, universell giiltige Formeln) sind unabhéngig von
der Belegung der Variablen immer wahr, Kontradiktionen immer falsch.

Eine Formel ist erfiillbar, wenn es mindestens eine Belegung ihrer Varia-
blen gibt, fiir die die Formel wahr wird.

¢ Beispiele fiir Tautologien
p=@=p, p=@Ve, (pNG=pP)=q. ¢

Funktionelle Vollstandigkeit

Eine Menge von Junktoren und BOOLEschen Funktionen heif3t funktionell
vollstindig, wenn jede andere BOOLEsche Funktion mit ihr ausgedriickt
werden kann. Es sind dies

{—=, A,V {=, A}, {—, V}, NAND, NOR.

Direkte Beweisfiihrung

V Voraussetzung (Prdmisse, wahr), B die zu beweisende Behauptung.

V = B,V ist hinreichende Bedingung fiir B, B ist Folgerung (Konklusi-
on). Behauptung B ist bewiesen, wenn sie aus V = w folgt.

V & B,V ist hinreichende und notwendige Bedingung fiir B.

Im Falle B = V ist V nur notwendige, jedoch nicht hinreichende Bedin-
gung fiir B und damit kein Beweis fiir B, selbst wenn V = w ist.

¢ Beispiel
b
Man beweise direkt den Satz: Fiir a,b > 0 gilt B: % > vab (Das

arithmetische Mittel zweier Zahlen ist stets mindestens so gro3 wie ihr
geometrisches Mittel).

Eine geeignete wahre Aussage istV : (a — b)*> > 0.

V =a?>+b>—2ab>0=a®+b>+2ab > dab = (a + b)*> > 4dab

b
éa+b22\/ab:>%2\/ab:>3 g.e.d. ¢

Indirekte Beweisfiilhrung, Widerspruchsbeweis

B ist bewiesen, wenn man aus der negierten Annahme B einen Wider-
spruch zu B oder zu einer anderen bereits bewiesenen Aussage herleiten
kann.
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¢ Beispiel
Man beweise indirekt die Behauptung B: ,,Es gibt keine grofite natiirliche
Zahl.*

Annahme B: ,,Es gibt eine groBte natiirliche Zahl.“ Diese sei etwa N. Dann
ist auch N + 1 eine natiirliche Zahl und groBer als N im Widerspruch zu der
Annahme, N sei die grofite. ¢

Beweis durch vollstandige Induktion

Zu beweisen ist eine Aussage der Gestalt: ,,Fiir alle natiirlichen Zahlen n
gilt B(n).

Beweis-Schema:

(1) Induktionsanfang: Beweise Behauptung B(ng), meist ng = 0 oder 1.
(2) Induktionsvoraussetzung: Nimm an, B(n) sei wahr fiir ein n > n.
(3) Induktionsschritt: Beweise: aus B(n) folgt B(n + 1).

4 Beispiel

Man beweise die Summenformel: Fiir die Summe der ersten n natiirlichen
Zahlengilt 1 +2+ ...+ n=nn+1)/2.

(1) n=1:1=1-2/2 =1, die Behauptung ist wahr fiir n = 1.

(2) Annahme:
Die Behauptung ist wahr fiirn, also 1 +2+ ...+ n=n(n+ 1)/2.

(3) Unter der Voraussetzung (2) ist nun zu zeigen, dass die Behauptung auch fiir
n+1gilt dassalsol +2+...+n+@n+1)=m+ )(n+2)/2ist:

1
Beweis:1+2+...+n+(n+1):n(n2+ ) b+ 1)

o+ D) +21+2  n243n+2 (4 Dn+2)
B 2 B 2 B 2

1.1.3 BooLEsche Algebra

Ein Axiom ist eine grundlegende Aussage, die als in sich einsichtig
angesehen wird und daher keines Beweises bedarf. Axiome stehen am
Anfang deduktiver mathematischer Theorien und dienen als Ausgangs-

punkt zur Ableitung weiterfiihrender Ergebnisse.

Deduktiv: Ableitung des Besonderen aus dem Allgemeinen (Gegensatz:
induktiv)
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Sei M eine Menge von BOOLEschen Variablen, versehen mit den beiden
Junktoren A und V. Das Tripel (M, A, V) heilt dann BOOLEsche Algebra
(BOOLEscher Verband). Fiir sie gelten folgende Axiome (p, q,r, p € M):
Kommutativgesetze: pNgq=qANp, pVqg=q\Vp
Assoziativgesetze: pAN@@Ar)=((pANg)Nr=pgqr
pV@Vr)=(@VgVr=pVqgVr
Distributivgesetze:  pAN(qVr)=(pANq)V(pAr)=pg\ pr
pN@A) =@V NPpVr)=@VgN(pVr)
Idempotenz: pPApP=p, pVp=p
Neutrale Elemente: pAN1=p,pAN0=0, pvV1i=1,pVv0=p
Komplementdres Element: Zu jedem p existiert ein komplementires p.
p N\ p = 0 (Widerspruch, Kontradiktion)
pV p =1 (ausgeschlossenes Drittes)
-1=0 —-0=1
DE MORGANsche Regeln:
PNq=pNqg, pVNq=pNg

¢ Beispiele
(1) Man negiere den Ausdruck A = (x1 V %) A x3:
A= Vi) AXx3=xVinVi==xxVi3.
(2) Man negiere den Ausdruck B = ,,x < 1 oder x > 5%
B = —B =,x > 1 und zugleich x < 5“ (nach DE MORGAN). ¢

Rechenregeln
p = p (Involutionsregel, doppelte Verneinung)

pA(pVg)=p pV(pANg)=p
pAN@Vg=p pV@Ng=p
PANPVq =pAg pV(PANg=pVg
PNV (PANG =p PVgNPpVg=p
(Reduktionsregeln)

(pVAAN@GNVr)={@PAr)gNT)

(P=q) =pVgq P=>q9=pANq

(p = q) = (g = p) (Kontraposition)
p=@=nrN=W(Ng=r)

peq=(pesP=pPeq)

pPep=pP=q9Ng=p) pPep=@EN VPN
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¢ Beispiel
(PNV@PVr)gVr)=(ppNVprNgp\Nqr)gVr)=(prVpgVqr)qVr)
=prq N prrN qpq N qpr N qrq N qrr = pqr N pr N pg N pqr N qr
=(pV p)grV prVN pg\N qr=prV pg\V qr. ¢

Schaltalgebra

Die Schaltalgebra ist eine besondere BOOLEsche Algebra zur Kennzeich-
nung von Schaltzustinden. Die BOOLEsche Funktion wird zur Schalt-
funktion. Schaltalgebra und Aussagenalgebra sind isomorph durch die
Korrespondenz:

Schalter offen (kein Strom) = 0, Schalter geschlossen (Strom) = 1.

114 Normalformen

Der Term KX heiBt Elementarkonjunktion oder Min-Term, wenn er die
konjunktive Bindung (d.h. mit A) aller k£ Variablen (negiert oder nicht)
enthalt:
k
K,]f: /\xf,v :xfl/\xgz/\.../\x,fk, n=0,1,...,2x-1.
v=l1

Dabei sind die & € {0,1} und x) bezeichnet das positive Literal x,, x_
dagegen das negative x,. Ein Min-Term wird nur fiir eine einzige Varia-
blenbelegung wahr.

Der Term Dl,‘l heilt Elementardisjunktion oder Max-Term, wenn er die
disjunktive Bindung (d.h. mit V) aller k Variablen (negiert oder nicht)
enthalt:

k
lel: \/ Xty :xf‘ \/x§2\/...\/x,f", n=0,1,...,25—1.
v=I
Ein Max-Term wird nur fiir eine einzige Variablenbelegung falsch. Die

Anzahl der moglichen Elementarterme betrigt jeweils 2k,

Die Interpretation der Bitfolge (e1¢&; . . . &), als Binédrzahl liefert die dezi-
male Aquivalente n.

4 Beispiele

(1) Alle acht 3-stelligen Min-Terme: pqr, pq7, pgr, pgGr, pqr, pqv, pqr, pgr.

(2) X1XpX3X4X5X¢g = (1001 10)2 = (38)10, also K368 = X1 XpX3X4X5X¢.

3) xy Vi VizVxs =(1001); = (9)9, also Dg =x1 VX VX3V Xx4. ¢
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Disjunktive Normalform (DNF) einer BoOLEschen Funktion

Eine disjunktive Verkniipfung von Elementarkonjunktionen heil3t disjunkti-
ve Normalform (Summenform, Reihen-Parallelschaltung) der BOOLEschen
Funktion F', wenn in ihr genau die Elementarkonjunktionen auftreten, fiir
die K,lf = 1, F also wahr ist.

Konjunktive Normalform (KNF) einer BooLEschen Funktion

Eine konjunktive Verkniipfung von Elementardisjunktionen heiflt kon-
junktive Normalform (Produktform, Parallel-Reihenschaltung) der BOO-
LEschen Funktion F, wenn in ihr genau die Elementardisjunktionen auf-
treten, fiir die D'; = 0, F also falsch ist.

4 Beispiel

Eine BOOLEsche Funktion F ordnet den drei Eingangsvariablen x;, x5, x3 die
Ausgangsvariable y zu gemif nachfolgender Tabelle:

n|xy|x|(x3|)y
0/0]0]0(1
110011
210|110 |1
31011 (1|1
411]701]0]|1
5111011
611010
7111111710

Man berechne die DNF von F und vereinfache sie soweit wie moglich:
y=K3 VK VK VK;VK;VKS

= X1XoXx3 V X1X2x3 V X1X2X3 V X1X2X3 V X1X2X3 V X1XX3

= X Xp(X3 V x3) V X 1xp(X3 V Xx3) V x X (X3 V x3)

= X5 Vi Vikh =5 Vi)Vt =5 Vi

Da in nur zwei Zeilen KS = 0 auftritt, ist es giinstiger, die DNF von y zu
berechnen und das Ergebnis zu invertieren:

y= Kg \Y K73 = X1X2X3 V X1 Xpx3 = X1 X(¥X3 V X3) = X1X2.

Invertiert: y = X1x, = ¥; V X, (DE MORGAN) wie oben. ¢

Terme, die sich nicht weiter vereinfachen lassen, heillen Primimplikanten.
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1.2 Pradikatenlogik

Die Priidikatenlogik (auch Prddikatenkalkiil) beriicksichtigt Eigenschaften
von und Beziehungen zwischen (meist) mathematischen Objekten (Indivi-
duen) und ermdglicht es, kompliziertere logische Beziehungen zu erfassen.
Eine Aussage entsteht, indem man den Individuenvariablen bestimmte
Bezeichnungen (Werte) zuweist (Interpretation) bzw. sie durch Quantifi-
zierung bindet.

Ein k-stelliges Prdadikat iiber dem Individuenbereich I ist eine Abbil-
dung P(xy,x2, ..., Xy), die jedem k-Tupel von Individuen aus / eindeutig
einen Wert aus {0, 1} bzw. {,,falsch”, ,,wahr*} zuordnet.

4 Beispiele

(1) Einstelliges Priadikat P(x) = 1 genau dann, wenn x prim (/ = IN).

(2) Zweistelliges Pradikat P(x,y) = 1 genau dann, wenn x < y (/ = IN). ¢
Quantoren

Quantoren vereinigen eine Variable und eine Formel zu einer neuen
Formel. Eine Aussageform ldsst sich durch Quantifizierung in eine
Aussage iiberfiihren.

Allguantor (Generalisator) V
Vx P(x) oder Vx : P(x) ,Fur alle x gilt P(x).*
,»P(x) ist fiir jeden Wert von x erfiillt.*

relativiert:
Vx € A P(x) ,Fur alle x aus A gilt P(x).*

Existenzquantor (Partikularisator) 3
dx P(x) ,,Es gibt (mindestens) ein x mit P(x).*

Wirkungsbereich der Quantoren

V und 3 beziehen sich auf die unmittelbar folgende Individuenvariable.
Eine an einer Stelle eines Ausdrucks vorkommende Individuenvariable x
heif3t frei an dieser Stelle, wenn sie dort nicht im Wirkungsbereich eines
Quantors vorkommt, andernfalls heil3t sie gebunden.

4 Beispiel
Vx3dy (x < y), Individuenbereich I = R.
Lies: ,,Zu jedem reellen x gibt es ein reelles y, welches groBer als x ist.“ ¢
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Allgemeingiiltiger Ausdruck, Tautologie

Ein Ausdruck H heilit allgemeingiiltig, wenn fiir jede Belegung seiner
freien Variablen iiber I gilt: H = 1 (wahr). H hei3t erfiillbar, wenn eine
Belegung iiber 7 existiert, fiir die H = 1 wird.

Gegensatz: Kontradiktion, wenn fiir jede Belegung gilt H = 0.
Austausch von Quantoren durch Negation (P(x) beliebig)
dx P(x) = =Vx —=P(x) Vx P(x) = =3dx =P(x)
—dx P(x) = Vx —=P(x) —Vx P(x) = dx =P(x)

Verteilungssdtze (P(x), P,(x) beliebig)

dx (Pi(x) V Py(x)) = dx Pi(x) V dx Py (x) (gilt nicht fiir A 1)

Vx (Pi(x) A Py(x)) = Vx Pi(x) AN Vx Py(x) (gilt nicht fiir V !)
Verschiebungsscitze (x in P(x) frei, P* ohne x)

Ax (P(x) A P*) = 3x P(x) A P* (gilt auch fiir \V)

Vx (P(x) A P*) = Vx P(x) A\ P* (gilt auch fiir \V)
Austauschsditze fiir zwei Quantoren (P(x,y) beliebig)

dxJy P(x,y) = Jy3x P(x,y) VxVy P(x,y) = VyVx P(x,y)

Implikationen (P(x,y) beliebig)
VxVy P(x,y) = JyVx P(x,y)
JyVx P(x,y) = Vx3y P(x,y)
Vx3dy P(x,y) = Jydx P(x,y)

1.3 Mengen

1.3.1 Allgemeines

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von unterscheidbaren Objekten
(Individuen), den Elementen der Menge, zu einer Gesamtheit.

Fiir jedes Objekt x muss eindeutig entscheidbar sein, ob es Element der
Menge M ist (x € M) oder nicht (x ¢ M). Eine Menge ist durch ihre
Elemente vollstindig beschrieben, d. h. die Reihenfolge der Elemente
ist beliebig, Duplikate kommen nicht vor.

Bezeichnung: Mengen: A, B, M, ... Elemente: a,b,my, ...
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Darstellung und Beschreibung von Mengen

VENN-Diagramm: Grafik mit Umrandung der zur Menge gehorenden
Elemente (siche Bilder in 1.3.2).

Verbal: ,,Menge der natiirlichen Zahlen®, ,,Menge der eingeschriebenen
Studierenden eines Studienganges® usw.

Beschreibung durch Nennung einer Grund- oder Universalmenge und einer
fiir die Elemente von M charakteristischen Eigenschaft A(x) (einstelliges
Pradikat)

M:={x € G|AXx)}
Aufzihlungen:

endliche Mengen: A:={aj,az,a3}, B:=1{2,4,6,...,2n}
unendliche Mengen: M = {x|,x3, ...}

Leere Menge: 0,{}. Sie enthilt kein Element (auch nicht die Null). Die
leere Menge ist Teilmenge jeder anderen Menge: 0 C A.

Man unterscheidet eine Zweiermenge {a,b} (ungeordnet, d.h. {a,b} =
{b,a}) von einem geordneten Paar (a,b) (geordnet, d.h. (a,b) # (b,a)
fiir a # b).

Geordnetes Tripel: (x,y, 2).

Geordnetes n-Tupel: (x1,x>, ...,X,), wobei x; das i-te Element (die i-te
Koordinate) ist.

Punktmengen sind Mengen, deren Elemente Punkte einer Kurve, einer
Fldche oder eines noch hoherdimensionalen Raumes sind. Punktmengen
sind Teilmengen des R".

Konventionen fiir Bezeichnungen von Elementen

Koeffizienten: Beliebig wihlbare, aber innnerhalb der Betrachtung dann
konstante Zahlen a, b,ay, by, ... (erste Buchstaben des Alphabets).

Diskrete, ganzzahlige Variablen: i, j, k,l,m,n, p,q, ... (mittlere Buchsta-
ben).

Freie Variablen: Groflen, die beliebige Werte eines Definitionsbereiches
annehmen konnen #, u, v, w, x,y, z, . .. (letzte Buchstaben).
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Schranken einer Menge

Eine nicht-leere Menge M C R heillt nach oben beschrdnkt, falls eine
reelle Zahl S, existiert (obere Schranke), fiir die gilt: Vx € M S, > x.

Analog gilt fiir die untere Schranke S,: Vx € M S, < x.
M heiBt beschrinkt, wenn Vx e M Sy < x < S,.

Die kleinste obere Schranke von M heilt Supremum von M
(G = supM = sup x).
xXeM
Analog hei3t die grofite untere Schranke von M Infimum von M

= infM = inf x).
(g =1n xlng)

Das grofite (kleinste) Element einer Menge M heilit Maximum (Mini-
mum) von M (max M bzw. min M).

Es gilt:

e Nicht jede nicht-leere Menge muss ein Maximum, Minimum, Su-
premum oder Infimum besitzen, wenn sie aber eine der genannten
Schranken besitzt, so ist diese eindeutig bestimmt.

e Ein Maximum ist stets zugleich Supremum, ein Minimum ist stets
zugleich Infimum, aber nicht umgekehrt.

e Gist Supremum von M, wenn (1) Vx € M x < G (d. h. G ist eine obere
Schranke von M) und (ii) zu jedem noch so kleinen, aber positiven
e € Ry ein x; € M existiert mit x; > G — € (d.h. G — ¢ ist keine
obere Schranke mehr von M, G ist also die kleinste).

4 Beispiele
(1) Die Menge R aller positiven reellen Zahlen hat kein Maximum, kein
Supremum, kein Minimum, wohl aber ein Infimum, nédmlich 0.

(2) DasIntervall {x € R |0 < x < 1} hat 0 als Infimum und zugleich Minimum,
und 1 als Supremum, aber kein Maximum.

(3) Selbst eine nach oben beschrinkte Zahlenmenge muss kein Supremum besit-
zen: Soist M := {x € Q| X2 < 2} nach oben beschrénkt (z. B. durch 1,5),
besitzt aber kein Supremum. ¢

Inklusion

A ist Teilmenge (Untermenge) einer Obermenge B (A C B oder B D A),
wenn Vx € A : x € B.

A ist echte Teilmenge von B (A C B oder B D A), wenn A C B A\ A # B.
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Darstellung im VENN-Diagramm: Gra-
fik mit Umrandung der Mengen.
Zwei Mengen sind gleich (A = B), wenn B @
ACBABCA.
G
Inklusion A C B
im VENN-Diagramm

1.3.2 Mengenoperationen
G ist stets die Grundmenge.
Vereinigung zweier Mengen AU B
Alle Elemente, die zu A oder zu B (oder zu allen beiden) gehoren:

AUB:={xeG|x€AVxeB}, ,Avereinigtmit B“
Durchschnitt zweier Mengen AN B
Alle Elemente, die zu A und zugleich zu B gehoren:

ANB:={xe€G|x€AANx€B}, ,A geschnitten mit B*
Gilt AN B = 0, so heiBen A und B disjunkt (elementfremd).

Vereinigung AU B Durchschnitt AN B

(Absolutes) Komplement von A Z\
Alle Elemente von G, die nicht in A liegen: G

A:={xe€G|x¢A}, auch(CA.

Absolutes Komplement

Differenz zweier Mengen A\ B

Alle Elemente, die zu A, aber nicht zu B gehoren (Differenz von A und B,
relatives Komplement von B beziiglich A):

A\B:={x€G|x€AAx¢B}, ,AohneB* auch(,B
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Es ist nicht erforderlich, dass B Teilmenge

von A ist. A\B B\A
Es gilt A \ B = A N B, die Operation ,,Diffe-
renz‘ ist also entbehrlich. ‘

Die Differenz zweier Mengen ist weder
kommutativ noch assoziativ, d. h. es gelten
A\B#B\AundA\(B\C)# (A\B)\C. Differenzmengen

Potenzmenge P(A)

Die Potenzmenge von A ist die Menge aller Teilmengen von A. Sie enthilt
insbesondere stets 0 und A selbst als Elemente:

PA) := {X | X C A}

Ist A eine endliche Menge mit k Elementen, so besteht IP(A) aus 2k
Elementen.

¢ Beispiel

Fiir die zweielementige Menge A = {a, b} ist

P(A) = {0,{a},{b}.{a.b}}. \

Machtigkeit einer endlichen Menge

Die Mdichtigkeit (Kardinalitdit) einer endlichen Menge A ist die Anzahl
ihrer Elemente. Sie wird mit |A| oder mit card A bezeichnet.

Zwei Mengen von gleicher Michtigkeit sind eineindeutig aufeinander
abbildbar.

Ist A C B (A echte Teilmenge von B), so folgt card A < card B.

Eine unendliche Menge, die eine eineindeutige Zuordnung zur Menge IN
der natiirlichen Zahlen zulésst, hei3t abzdihlbar.

Kartesisches Produkt zweier Mengen Ax B

Das kartesische Produkt zweier Mengen (Produktmenge) A X B ist die
Menge aller geordneten Paare (x,y) mitx € Aund y € B:

AxXB:={(x,y)|x € AANye€ B} lies:, A kreuz B“

Fiir geordnete Paare gilt: (x,y) = (u,v) & x =ulNy=w.
Ist A £ B, so folgt AX B # B X A.
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Sind A und B endliche Mengen, so ist auch A X B endlich und es ist -
card (A X B) = (cardA) - (card B).

Es gilt:
AXB=0A=0VB=0
ACCOANBCD)=(AXB)C(CxD)

1.3.3 Beziehungen, Gesetze, Rechenregeln

G bezeichnet stets die Grundmenge, alle anderen vorkommenden Mengen
sind Teilmengen von G.

Reflexivitdt: ACA

Komplementgesetze: A= A,G=0,0=G,
ANA=0,AUA=G

Transitivitdt: ACBABCC=ACC

(Uberfiihrungsgesetz)

Teilmengenbeziehungen: ANBCAUB A\BCA

(Inklusionen) 0CA ACG

Kommutativgesetze: ANB=BNA AUB=BUA

(Vertauschungsgesetze)

Assoziativgesetze: ANBNC=ANMBNO)

(Zusammenfassungsgesetze) (AUB)UC =AU (B UC)

Absorptionsgesetze: ANAUB)=A AUANB)=A

Distributivgesetze: ANBUCO)=ANB)UMANCOD)

(Verteilungsgesetze) AUBNO)=AUBNAUC

DE MORGANsche Formeln: ANB=AUB
AUB=ANB

Die DE MORGANschen Formeln gelten analog fiir mehr als zwei Mengen.

Weiterhin gilt:
AUD=A AUA=A AUG=G
AND=0 ANA=A ANG=A
A\A=0 A\D=A

(A\B)NB =0 A\B=A\(ANB)
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sowie
AUB=(A\B)UB\AUANB)

Aus einer der nachstehenden Beziehungen folgen die anderen:
ACB AUB=B ANB=A BCA A\B=0

Produktbeziehungen

In den folgenden Formeln steht o fiir jeweils einen der Operatoren N, U
oder \:

Multiplikation von rechts: AoB)XC=AXC)o(Bx()
Multiplikation von links: CX(AoB)=(CxA)o(CxB)
1.34 Relationen

Eine (bindgre) Relation R ist eine Beziehung zwischen den Elementen
zweier Mengen A und B. Sie ist eine Teilmenge des kartesischen Pro-
dukts A X B aller geordneten Paare (x,y) mitx € A,y € B.

Jede Teilmenge R C M XM, X. . . XM, hei3t k-stellige Relation zwischen
den Mengen M, M5, ..., M.

Infix-Notation fUr bindre Relationen
xRy & (x,y) € RCAXB
gelesen: ,,Zwischen A und B besteht die Relation R.*

Bezeichnungen

A Vorbereich, Quelle von R
B Nachbereich, Ziel von R
Definitionsbereich Dg := {x € A | 3y : xRy}
Wertebereich Wy :={y € B|3x: xRy}

Fir A = B = M heift R eine Relation auf der Menge M.

¢ Beispiele

(1) Fiirx,y € A sei xRy :& x = y (Gleichheitsrelation, identische Relation id,).

(2) Fir x,y € R sei xRy :& x <y (Kleiner-gleich-Relation).

(3) Fiira,b € Z und festes n € IN" sei aRb :< n teilt (a — b) (Kongruenzrelation
modulo n). a und b haben denselben Rest bei Division durch n. Man schreibt
hierfiir auch n | (@ — b) (lies: ,.n teilt (a — b)) oder a = b mod n (lies: ,.a
kongruent » modulo n*). ¢
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Eine Relation R C A X B heif3t -

e voreindeutig, wenn jedem y € B hochstens ein x € A entspricht,

e (nach)eindeutig, wenn jedem x € A hochstens ein y € B entspricht
(Funktion, siehe 7.1),

e cineindeutig, wenn sie sowohl vor- als auch nacheindeutig ist,
e mehrdeutig, wenn sie weder vor- noch nacheindeutig ist.

Grafische Darstellung

Relationsgraphen mit Relationspfeilen (Digraphen), s. Bild.

o gy ? i " X Y1
Y 2 ¥ X, / iz ><
s T T
% Vs X4 X5 — Vs Vs
mehrdeutig voreindeutig (nach)eindeutig eineindeutig
Relationen
¢ Beispiel
Zwischen den Mengen A = {0, 1} und B = {2, 3} seien folgende Relationen
definiert:
Ri = AxB = {(0,2),(0,3),(1,2),(1,3)} (mehrdeutig)
R, ={(0,2),(0,3)} (vor-, aber nicht nacheindeutig)
R3; ={(0,2),(1,2)} (nach-, aber nicht voreindeutig)
Ry ={(0,2),(1,3)} (eineindeutig) 4

Eigenschaften binarer Relationen

R sei eine binire Relation auf M. R heif3it

o reflexiv, falls Vx € M xRx

irreflexiv, falls Vx € M —xRx

symmetrisch, falls Vx,y € M (xRy = yRx)
antisymmetrisch, falls Vx,y € M (xRy A yRx = x =y)
transitiv, falls Vx,y,z € M (xRy N\ yRz = xRz)

linear (auch total oder konnex), falls Vx,y € M (xRy V yRx)

L 4

Beispiele

(1) Auf der Potenzmenge P(G) = {A | A C G} einer Menge G sei die Relation
ARB < A C B definiert (Inklusion). R ist
reflexiv: ACA
transitiv: ACBABCC=ACC
antisymmetrisch: ACBABCA=A=8B
R ist dagegen nicht linear, z. B. gilt fir A = {1} und B = {2} weder A C B
noch B C A.
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Eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation heifit Halbordnung.
(2) Auf R sei die Relation xRy :& x < y definiert (Kleiner-gleich). R ist

reflexiv: x <ux

transitiv: x<yANy<z=x<z
antisymmetrisch: x <yAy<x=x=y
linear: x <yodery <x

(zwei reelle Zahlen sind stets vergleichbar)
Eine Halbordnung, die zusitzlich linear ist, heilit Ordnung.
(3) Sein € IN* eine feste Zahl. Auf Z sei aRb :<> a = b mod n (a und b haben
denselben Rest bei Division durch 7). R ist
reflexiv: a=a modn
transitiv: a=b modn AN b=c modn = a=c modn
symmetrisch:a =b mod n = b =a mod n.
Eine reflexive, transitive und symmetrische Relation heit Aquivalenzrelati-

on. ’

1.3.5 Intervalle

Ein endliches Intervall ist eine zusammenhingende Teilmenge reeller
Zahlen, die auf der reellen Zahlengeraden von zwei Randpunkten a
und b begrenzt wird (a < b). Unendliche Intervalle sind einseitig oder
zweiseitig unbegrenzte zusammenhédngende Teilmengen reeller Zahlen.

offen: (a,b) =la,b[={x | a <x < b}
abgeschlossen: [a,b] = {x | a < x < b}

halboffen: [a,b) = [a,b[={x|a <x < b}
(a,b] =la,b] ={x|a <x <b}

unendlich: (—o0,a) ={x | x <a} (—o0,a]l ={x|x <a}
(a,00)={x|a<x} [a,00) = {x|a <x}
(—00,00) = R = {x | |x| < oo}
(—00,0) =R.g={x | x <0}
(0,00) = R0 = {x [ x > 0}

Bei konkreten Zahlen schreibt man statt [0, 1] auch [0; 1], um Verwechs-
lung mit Kommazahlen (hier 0,1) auszuschlief3en.

1.3.6 Unscharfe Mengen

Eine unscharfe Menge (engl. Fuzzy-Set) weist gleitende Ubergiinge fiir
die Zugehorigkeit eines Elementes zu der Menge mit Wahrheitswerten
aus dem Intervall [0; 1] auf.
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Charakteristische Funktion, Zugehorigkeitsfunktion
my . X — [0; 1] (auch Zugehorigkeitsgrad)

my ordnet jedem Element x einer Grundmenge X O A den Wahrheitswert
der Aussage ,,x € A zu, gibt also an, ,,wie sehr x in A enthalten ist. Die
klassische Mengenlehre ist der Spezialfall mit m4(x) = 0, falls x ¢ A bzw.
my(x) = 1, falls x € A.

Mithilfe unscharfer Mengen konnen Probleme der realen Welt modelliert
werden, bei denen es aufgrund mangelnder Informationen oder ungenauer
Definitionen nicht moglich ist, eindeutig festzulegen, ob ein Element zu
einer Menge gehort oder nicht.

4 Beispiele unscharfer Mengen
ausreichende Zimmertemperatur, gefahrvoller Zustand eines chemischen

Prozesses, hohe Larmbeldstigung, kleine Kinder, dltere Damen, vertrauens-
wiirdige Personen, reiche Ernte, abgenutzte Werkzeuge u. v. m. ¢

Die in den Beispielen vorkommenden Adjektive heillen linguistische Varia-
blen. Oft ist das Vorliegen einer solchen Eigenschaft nicht eindeutig wahr
oder falsch.

Darstellung bei Einzelbeobachtungen
e als Tabelle, z. B.

Elemente von X | x; | xo | X3 | x4
ma (x;) 03107100109

e als Vektor (bei geordneten Indizes): my = (ma(xy), ma(xz), .. .).

4 Beispiele
(1) Leere Menge: A =0 = VxecX: my(x)=0.
Universalmenge: A = G = Vx € X : my(x) = 1.

(2) Das Bild zeigt eine Moglichkeit, den Grundbereich ,,KorpergroBe® mit den
Untermengen der linguistischen Variablen ,klein“, ,,mittelgro3*, ,,gro3* und
,»sehr gro3* gemif den iiblichen Gepflogenheiten einzuteilen. Man bestimme
die Zugehorigkeitsgrade bei 1,73 m Grofle!

m, A
’ klein - mittelgroB groR  sehr grolt
| 08

!

/A . A
0 "150 160 170 180 190 KsrpergriRe in cm
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Man liest ab:
my (173) = 0; mpy; (173) = 0,2; mg (173) = 0,8; my g (173) = 0.

(3) Man gebe eine Zugehorigkeitsfunktion fiir die unscharfe Menge A aller
reellen Zahlen an, die nahezu gleich 10 sind:

0 firx <8Vx>12,
_3g
ma(x) = XT fiir 8 < x < 10,
12—
* fir 10 < x < 12. ¢

KenngréBen und Beziehungen unscharfer Mengen

Triiger: supp(A) := {x € X | ma(x) > 0}
Hohe: hgt(A) := sup my(x)
xeX
Kardinalitdt: card(A) := Z my(x)
xeX

Teilmengen: A C B :& Vx € X my(x) < mp(x)
Es gilt A C B = supp(A) C supp(B) und A C B = hgt(A) < hgt(B).

1.4 Zahlensysteme

1.4.1 Polyadische Zahlensysteme

Polyadische Zahlensysteme sind Positions- oder Stellenwertsysteme.
Der Wert einer Ziffer hingt ab von ihrer Stellung innerhalb der Ziffern-
folge.

Polyadische Darstellung einer natiirlichen Zahl

Sei B eine natiirliche Zahl groBer 1 (Basis). Jede natiirliche Zahl a € IN*
hat eine eindeutige polyadische Darstellung

n
a=aB"+a, B '+...+aB+ay= Zak-Bk
k=0
ay sind die Ziffern von a, a;, € {0,1, ..., (p — D} fuirk =0, ...,n.

BCD (engl. ,,binary coded decimal®) stellt jede Ziffer des Dezimalsystems
als vierstellige Binérziffer dar.



1.4 Zahlensysteme 41

Gebrauchliche Zahlensysteme fiir natiirliche Zahlen

dezimal dual BCD | oktal | hexadezimal
0 | 0000 | 0000 0000 0 0
1 0001 | 0000 0001 1 1
2 | 0010 | 0000 0010 2 2
3 0011 | 0000 0011 3 3
4| 0100 | 00000100 4 4
5| 0101 | 00000101 5 5
6| 0110 | 00000110 6 6
71 0111 | 00000111 7 7
8 1000 | 0000 1000 10 8
9 1001 | 0000 1001 11 9
10 | 1010 | 0001 0000 12 A
11 1011 | 0001 0001 13 B
12 | 1100 | 0001 0010 14 C
13 1101 | 0001 0011 15 D
14 | 1110 | 0001 0100 16 E
15 1111 | 0001 0101 17 F
16 | 10000 | 0001 0110 20 10
17 | 10001 | 0001 0111 21 11

Zur Kennzeichnung des Zahlensystems kann bei Verwechslungsgefahr die
Zahl mit der giiltigen Basis als Index versehen werden, z. B. (125)g fiir eine
Oktalzahl.

Festkommadarstellung einer reellen Zahl
n
a== Z ay - Bk
k=—00

Stellenzahl: n + 1.

Kommen keine negativen Exponenten k vor, handelt es sich um eine ganze
Zahl (engl. ,,integer*).
Dualsystem (Zweiersystem, dyadisches, bindres System)
n
a=+= Z ay - 2k
k=—0o0
Basis B = 2, Ziffern a; € {0, 1}, in der Technik auch {O,L}. Eine Ziffer
im Dualsystem heifit Bir (engl. ,,binary digit*) oder Bindrstelle. Sie ist die
Einheit des Informationsgehaltes.
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Abgeleitete Einheiten:

1 Byte = 8 Bit

1 KB =1Kilo-Byte =2'9Byte =1024 Byte

1 MB =1 Mega-Byte = 22 Byte = 1024 KB = 1048 576 Byte

1 GB =1 Giga-Byte =2 Byte =1024 MB = 1073741 824 Byte

1 TB =1Tera-Byte =2% Byte=1024 GB =1099511627776 Byte

Dezimalsystem (dekadisches System)

a=% zn: a - 10¢

k=—00
Basis B = 10, Ziffern ¢; € {0, 1,2, ...,9}.
Schreibweisen:

Ganze Zahl: a = +a, a,_ ... ajag
Dezimalbruch: a = ta, a,_; ... ayap,a_ja_y ...

Die (n + 1) Ziffern links vom Komma heiflen Stellen, die Ziffern rechts

vom Komma Dezimalstellen oder Dezimalen.

Endlicher oder abbrechender Dezimalbruch: Ab einer Stelle sind alle
Dezimalen gleich 0. Ansonsten unendlicher oder nicht-abbrechender De-

zimalbruch.

Echter Dezimalbruch: O,a_1a_, ...

Tragende Ziffern einer Dezimaldarstellung sind alle Ziffern, links begin-

nend mit der ersten von O verschiedenen Ziffer (a, # 0).

Basiskonvertierung von Basis B in Basis 10

Man verwendet das HORNER-Schema (siehe 3.3.1.7):

an anp—1 an_» ap
B|O a, - B (ap-B+a,_1)-B ... | (.)-B
ap | ap-B+a,_1 | (@,-B+a,_1)-B+a,_,|... | Ergebnis
¢ Beispiel

Man konvertiere die Oktalzahl (7 301)g in ihr dezimales Aquivalent:

71 3 0 1
B=8|0|7-8(59-8|472-8
71 59 472 | 3777

Ergebnis: (7301)g = (3777)1¢-
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Basiskonvertierung von Basis 10 in Basis B

Ganzzahliger Anteil: Fortgesetzte Division durch B ergibt die Ziffern
ap,ap, - .. als jeweiligen Divisionsrest (1. Rest ist ap). Die letzte Zeile ist
erreicht, wenn erstmals der Divisor < B ist.

Gebrochener Anteil: Fortgesetzte Multiplikation mit B ergibt die Ziffern
a_y,a_o, ...als jeweiligen ganzzahligen Anteil des Multiplikationsergeb-
nisses. Ergibt die Multiplikation eine ganze Zahl oder ist die gewiinschte
Genauigkeit erreicht, wird abgebrochen.

4 Beispiel
Man konvertiere die Dezimalzahl (43,375);¢ in ihr duales Aquivalent:

Ganzzahliger Anteil: 43/2 =21 Rest 1 (ap=1)
21/2=10Rest 1 (a1 =1)
10/2= 5SRest0 (ap =0)

5/2= 2Rest1 (az=1)
2/2= 1Rest0 (a4 =0)
1/2= ORest1 (as=1)

Gebrochener Anteil: 0,375 -2=0,75 (a_1 =0)

0,75 -2=15 (@a,=1)
05 -2=10 (a3=1)
Ergebnis: (43,375)10 = (101011,011), ¢

Gleitpunktzahlen, Maschinenzahlen, Computerzahlen
(engl. ,,floating point numbers*)

M=4m-B =(-1)" -m-BF
Schreibweise: M = m(E)

Bezeichnungen
v Vorzeichenbit, v € {0, 1}
m Mantisse, normiert zu
m = 0.mymyms . .. my, mitm; # 0, daher% <m<1
(Statt des Kommas steht bei Maschinenzahlen ein Punkt.)

m; Mantissenziffern, m; € {0,1, ...,(B—1)},i=1,2, ...,n(m; #0)

n Mantissenldnge

B Basis der Zahldarstellung, vorzugsweise B = 2, aber auch B = 8§, 10, 16
E Exponent, E € 7. als Dezimalzahl
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E bestimmt bei Computerzahlen den zuldssigen Zahlenbereich, m und
B dagegen die innere Genauigkeit (den Rundungsfehler).

Da die in einem Computer darstellbare Zahlenmenge endlich, aber bereits
die Menge der reellen Zahlen im Intervall [0, 1] unendlich ist, miissen viele
reellen Zahlen auf die vorhandene Mantissenlidnge n gerundet werden:

rd(x) ist die zu x € R nichstgelegene Maschinenzahl, d. h. man erhoht die
letzte Mantissenziffer m,, um 1, falls die (n + 1)-te Ziffer m,,; > B/2 ist,
ansonsten schneidet man nach der n-ten Ziffer ab.

Die Maschinengenauigkeit eps ist die kleinste positive Maschinenzahl,
die auf 1 addiert eine Maschinenzahl groBer 1 liefert:

eps = min{x > 0 | rd(1 +x) > 1}

eps ist zugleich der maximale relative Fehler bei Rundungen:
rd(x) — x < EB*” ~ eps

X 2

oder gleichbedeutend:

rd(x) = x - (1 + &) mit |&] < eps.

¢ Beispiel
Bei Gleitpunktzahlen in einem Rechner mit 4-stelliger Mantisse zur Basis 10
betriagt der maximale relative Rundungsfehler eps = 5 - 10~% = 0.0005. Die
Nicht-Maschinenzahl a := 0.12347(1) wird abgebildet auf die Maschinen-
zahl rd(a) = 0.1235(1), der relative Fehler ist
0.1235(1) — 0.12347(1)
0.12347(1)
Gleichzeitig ist eps die kleinste positive Maschinenzahl x mit rd(1 + x) > 1:
Esistrd(1 4 eps) = rd(1.0005) = rd(0.10005)(1) = 0.1001(1) = 1.001 > 1,
dagegen rd(1 4+ 0.0004) = rd(1.0004) = rd(0.10004)(1) = 0.1000(1) = 1. ¢

=0.00024 ... < eps.

Fiir Gleitpunktzahlen M gelten folgende absoluten Grenzen:
BEmin—1 < M| < (1 — B7") . BEmax

Warnung

Viele der fiir reelle Zahlen geltenden Rechengesetze sind falsch fiir Gleit-
punktoperationen, so kann z. B. x +y = x sein, obwohl y eine Maschinen-
zahl ungleich O ist! Aulerdem gelten die Assoziativ- und Distributivgesetze
nicht.
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¢ Beispiel
(Mantissenlidnge n = 4, Basis B = 10).

Fiir die Maschinenzahlen x := 10 = 0.1000(2) und y := 0.004 = 0.4000(—2)
gilt x +y = 10.004 = 0.10004(2), die Summe ist also keine Maschinenzahl
mehr und wird zu rd(0.10004(2)) = 0.10002) = 10 = x, alsox +y = x. ¢

1.4.2 Rémisches Zahlensystem

Das romische Zahlensystem ist ein Additionssystem. Grundsymbole mit
ihrer dezimalen Bedeutung sind

I=1,Vv=5X=10,L =50,C=100,D = 500,M = 1000

Schreibweise

Man beginnt links mit dem Symbol der groBten Zahl. Die Symbole I, X
und C werden normalerweise nur bis zu dreimal geschrieben (bisweilen
auch viermal, insbesondere bei Uhren aus Symmetriegriinden).

Steht ein Symbol einer kleineren Zahl vor dem einer gro3eren, wird sein
Wert von dem der groBeren subtrahiert. Es gilt also

IV =4,IX =9, XL = 40, XC = 90, CD = 400, CM = 900

Alle anderen Kombinationen einer kleineren Zahl vor einer groeren sind
unzuldssig.

¢ Beispiel

1999 entspricht MCMXCIX (1 000 + 900 + 90 + 9). Falsch wire MIM.
2011 entspricht MMXI. ¢
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211 Standard-Zahlenmengen

In (Standard-)Zahlenmengen ist eine Ordnung erklért und gewisse ma-
thematische Operationen sind uneingeschrdnkt ausfithrbar. Bei Erweite-
rungen von Zahlenmengen ist die Ausgangsmenge echte Teilmenge der
neuenn NCZCQCRCC

Darstellung

Doppelstrich- oder fette Normalbuchsta-
ben.

Herausnahme der O durch *.

Q
Einschrinkungen auf Teilbereiche durch R

Indizes, z. B. R+ fiir positive reelle Zah-
len, oft auch mit angehingtem +: R™

C

Standard-Zahlenmengen

Natirliche Zahlen

Menge der nicht-negativen ganzen ZahlenV: N = {0,1,2,3, ...}
Menge der positiven ganzen Zahlen: N* = {1,2,3, ...}

Uneingeschrinkt ausfiihrbar sind: Addition, Multiplikation, Kleiner-als-
Relation.

Die Gleichung m + x = n mit m,n € IN ist in IN nicht immer nach x auf-
16sbar.

Jede natiirliche Zahl n hat einen unmittelbaren Nachfolger (n + 1) als
isolierten Punkt auf dem Zahlenstrahl (PEANOsches Axiomensystem).

Kardinalzahl: Anzahl der Elemente einer Menge (Mdchtigkeit)
Ordinalzahl: Stelle eines Elements in einer geordneten Menge

D nhach DIN 1302 und 5473, daneben auch (aber nicht DIN-gerecht) Ny = {0, 1,2, ...},
dann mit N = {1,2,3,...}
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Primzahlen

Eine Primzahl p, p > 2, ist eine natiirliche Zahl, die nur durch sich selbst
und durch 1 ohne Rest teilbar ist: 2,3,5,7,11,13,17 ...

Jede natiirliche Zahl n > 2 ist entweder selbst Primzahl oder lisst sich als
Produkt von Primfaktoren ausdriicken. Die Primfaktoren sind bis auf die
Reihenfolge eindeutig durch n bestimmt.

Ganze Zahlen

Menge der ganzen Zahlen: 7. = {...,-2,—1,0,1,2, ...}
Menge der ganzen Zahlen ohne Null: 7" = {...,-2,—1,1,2, ...}

Zusitzlich ausfiithrbar in Z: Subtraktion
Jede ganze Zahl hat genau einen Vorgéinger und genau einen Nachfolger.

Rationale Zahlen

Menge (Korper) der rationalen Zahlen:

Qz{;—’|pez,qem*}

Die Darstellung ist nicht eindeutig, z.B. 1/3 = 2/6 = ... Durch die
Forderung ggT(p,q) = 1 (p und q teilerfremd) wird Eindeutigkeit erreicht
(Normaldarstellung).

Zusitzlich ausfiihrbar: Division (auler durch 0).

Die rationalen Zahlen liegen iiberall dicht auf der Zahlengeraden, d. h., zwi-
schen zwei rationalen Zahlen liegen beliebig viele weitere. Eine rationale
Zahl hat daher keinen direkten Nachfolger oder Vorgénger.

Q ist ein (algebraischer) Korper (siehe 2.1.2.1). Q ist abzdhlbar, d.h., es
gibt eine eineindeutige Zuordnung von Q zu IN.

Einteilung der rationalen Zahlen

e Gemeine Briiche, Bruchzahlen , z.B. 4/7, siehe 2.1.2.1

e FEndliche Dezimalbriiche, z. B. 0,25

o Unendliche periodische Dezimalbriiche, bei der Division gemeiner
Briiche tritt periodische Wiederholung einer Ziffernfolge ein:
Reinperiodisch: 7/13 = 0,538 461538461 ... = 0,538 461
Gemischtperiodisch (mit Vorperiode): 1/6 = 0,166666... = 0,16
(sprich ,,0,1 Periode 6)
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2 Arithmetik

Reelle Zahlen

Menge (Korper) der reellen Zahlen: R = (—o0, 00)

Zusitzlich ausfithrbar: Grenzwertbildung

Reelle Zahlen kann man eineindeutig
auf Punkte der reellen Zahlengera-
den abbilden: R und Zahlengerade
sind gleichmdichtig. R ist nicht ab-

zahlbar.

Einteilung der reellen Zahlen
e Rationale Zahlen Q

e Irrationale Zahlen R \ Q: nicht periodische, unendliche Dezimalbrii-

che, z.B. sin 10°, 7, e, V2, log3

o Algebraische Zahlen: Nullstellen von Polynomen mit ganzzahligen
Koeffizienten, z. B. V2
o Transzendente Zahlen: reelle Zahlen, die nicht Nullstellen von Poly-

2151

0 % 12 2

Zahlengerade

nomen mit ganzzahligen Koeffizienten sind, z. B. , e

Als Niherungswerte benutzt man endliche Dezimalbriiche, z. B. V2 ~

1,414 21.

Menge der positiven reellen Zahlen: R~ = (0, 00), auch R™.

2.1.2

2.1.21

Grundoperationen an reellen Zahlen

Die vier Grundrechenarten

Rechenoperationen hoherer Stufe binden stirker als die niederer Stufe.

Stufe Operation a b c
Addition Summand Summand Summe
a+b=c

1. Stufe Subtrakdi
au_tli;a_nzn Minuend Subtrahend Differenz
Multiplikation Faktor, Faktor,

> Stufe ab' ':.a -b=c Multiplikand | Multiplikator Produkt
la) wision Dividend, Divisor, Quotient,
o ¢, (b #0) Zihler Nenner Bruch
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Axiomensystem der reellen Zahlen

(Zum Begriff Axiom siche 1.1.3) n
Eine Menge (K, + ,-) mit zwei Rechenoperationen heillt algebraischer

Korper, Zahlenkorper oder kurz Korper, wenn sie die folgenden Axiome
erfiillt:

Kérperaxiome (a, b, ¢ € K)

Abgeschlossenheit: a+belR a-belR
Kommutativgesetze: a+b=>b+a a-b=>b-a
Assoziativgesetze: (a@a+b)+c=a+b+c) a-b-c)=(@-b) c
Neutrale Elemente: a+ 0= a (Null) a -1 =a (Eins)

1
Inverse Elemente: a+(—a)=0 a-—=1(@a+#0)

a
Distributivgesetz: a-b+c)y=a-b+a-c

1
Fiir a + (—b) schreibt man kurz a — b, fiir a - b kurz % und fiir a - b kurz ab.

Von den Standardmengen sind @ und R Korper, IN und Z dagegen nicht
(keine multiplikativen Inversen).

Folgerungen

Differenz: at+x=bsx=b-—a —(—a)=a
Null: a—0=a —-0=0
a-0=0-a=0
a-b=0<%a=0V>b =0 (Korper sind nullteilerfrei.)
Quotient: a-x:b(:)x:é
0 a a
~= (a #0) Achtung: 0 nicht definiert

Anordnungsaxiome (a, b, ¢ € R)

Trichotomie: Fiir jedes a € R gilt genau eine der drei Beziehungen
a>0,a=0,—a>0.

Summe: Ausa > Ound b > 0O folgta + b > 0.

Produkt: Ausa >0Ound b > 0 folgta -b > 0.

Man vereinbart a > b, falls a — b > 0 ist, und a > b, falls a > b oder
a = b 1st. Statt a > b kann man auch b < a schreiben.
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Folgerungen
Transitivitdt: a<bANb<c=a<c
Monotonie der Addition: a<b=a+c<b+c

Monotonie der Multiplikation:a <bNc>0=a-c<b-c

Zahlenmengen, in denen die Korperaxiome und die Anordnungsaxiome
erfiillt sind, heiflen angeordnete Korper. Q) und R sind angeordnete Korper.

Vorzeichenregeln (a, b > 0)

a—(—b)=a+b a+(—=b)=a—->b
—a—b=—(a+0b) a—b=—Mb-—-a)
(—a)-(=b)=a-b a-(—b)=(—a)-b=—ab
—da a a —a a
b b b b b

Klammern auflésen, Ausklammern

Empfehlung: Vorzugsweise runde Klammern auch bei geschachtelten Aus-
driicken verwenden, da andere Klammerformen z. T. gesonderte Bedeutun-
gen haben und in Programmiersprachen ohnehin nur runde Klammern vor-
kommen. Geschachtelte Klammern sind von innen nach au3en aufzuldsen.

a+b—-c)=a+b—c a—((b—-c)=a—-b+c
a-b+c=(ab)+c ,Punktvor Strich
a(btc)=ab tac —ab tc)=—abFac

(a+b) -(c+d)=ac+ad—+ bc+bd

GroBter gemeinsamer Teiler (ggT) und kleinstes gemeinsames Viel-
faches (kgV)

Seienm,n € Z*.

Der grofsite gemeinsame Teiler ggT(m,n) ist die groBite natiirliche Zahl,
die m und n teilt.

Das kleinste gemeinsame Vielfache kgV (m,n) ist die kleinste natiirliche
Zahl, die m und n als Teiler enthilt.

Zur Berechnung faktorisiere man die Zahlen, d. h. man zerlege sie in ihre
Primfaktoren.
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¢ Beispiel
12 =22 .3!
40=2° .5l
ggT(12,40) = 22 = 4
kgV(12,40) =23 .3!. 51 120 ¢

Bruchrechnung (a,b,c € Z,n € IN¥)

Echter Bruch: % mit |a| < |b|, sonst unecht
Gemeiner Bruch: echter Bruch mit » # 10"
a a 1 |
Gemischte Zahl: - = —z.B.7-=7+—
emiscnte La nb n+bz 9 +9

Gemischte Zahlen moglichst vermeiden!

1 «
Stammbruch: —mita € N
a

Gleichnamige Briiche:  Briiche mit gleichen Nennern

a b
Kehrwert von —: -
b a
Erweit it a_4c
rweitern mit c: e —
b b-c
Kii " a a:c afc
iirzen mit c: —_—=— =
b b:c bJc

Kiirzen mit dem ggT(a, b) liefert Normaldarstellung.

Grundrechenarten mit Briichen
a*t

e Addition, Subtraktion: g + % — 2= (gleichnamige Briiche)

Ungleichnamige Briiche werden vor der Addition/Subtraktion auf den
Hauptnenner, z. B. das kgV der Nenner, gebracht (sieche Beispiel).

d=+b
Cé + 2 = % falls b und d teilerfremd sind.
e  Multiplikation: 4.6 9
b d y bd J
e Division: b 2 = % L= Z_c (zweiten Bruch stiirzen)

¢ Beispiel

3+5 11 3-21+5-6-11-7 16 4 .
4 14 12 2.2.7-3 84 21
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Polynomdivision (Partialdivision)

1. Ordnen von Dividend und Divisor nach fallenden Potenzen von x

2. Naichstes Glied Dividend durch néchstes Glied Divisor ergibt nidchstes
Glied Quotient

Riickmultiplikation mit Divisor

Subtraktion

5. Wiederhole Schritte 2—4, bis die Differenz 0 wird oder ein Rest bleibt

W

4 Beispiel
G —2x*+ S5x+1):(x>+4)=3x-2
3x° + 12x
—2x— Tx+1
—2x? -8

— Tx+9 (Rest)

3x3 —2x2 +5x + 1
x2 44
303 =202 +5x+1=0CBx—2)- 2 +4) + (=Tx +9). ¢

Also folgt

= 3x — 2 Rest (—7x + 9) oder

21.2.2 Proportionen, Verhaltnisgleichungen

a,d AuBlenglieder, b, c Innenglieder, a, ¢ Vorderglieder, b, d Hinterglieder.
Briiche ,,iiber Kreuz multiplizieren*.

Fortlaufende Proportionen lassen sich in Teilproportionen zerlegen:

Ausa:b:c=x:y:zfolgena:b=x:y,a:c=x:zundb:c=y:z
Proportionalitatsfaktor k

P D L S o
b=k-d c d

Direkte Proportionalitdit (Graph: Gerade)

y~x&y=k-x

Indirekte Proportionalitit (Graph: Hyperbel)

1 k
y~v ey =
X X
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Erweitern, Kiirzen, Vertauschungssdtze (a, b, c,d # 0)
a:b=c:dsak:bk=c:d
Sak:b=ck:d
Sd:b=c:a

< aic=b:dusw.

Korrespondierende Addition/Subtraktion
a:b=c:ds@tb):a=(c=xd):c
Saxb)y:b=(c+td):d
S(@a+b):(a—b)=(c+d):(c —d)usw.

Stetige Proportion:a : b =b : ¢

b
Arithmetisches Mittel: X = a+t

Geometrisches Mittel, mittlere Proportionale B
a:x:x:b@)?gz\/a_b (a,b > 0) Xy

Harmonisches Mittel, harmonische Pro-

portion - b
(a—x):(x—b):a:bﬁ)ih:a_i_b Mittelwerte

Allgemein gilt: X > X, > Xy, (Satz von CAUCHY, siehe 13.1.2)

21.23 Prozentrechnung

14 . . Go
P=Gy - — =Gy i, 1 % G d —
0 100 0-1 o von G Sin 100
Gy Grundwert, Basiswert, Bezugswert
P Prozentwert
p Prozentfuf3 in %, p von Hundert
. p
i = —— Prozentsatz

100

Beim Vergleich von Prozentsitzen zum gleichen Grundwert wird die Dif-
ferenz in Prozentpunkten ausgedriickt.

Die Sprechweise ,,p % von Go*“ meint P = i - Gy.
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Prozent ,,auf” und ,,in“ Hundert

Auf Hundert sind Aufschldge auf den Grundwert (Vomhundertsatz):

100
p = _P q (auch Geldentwertung mit Inflationsrate p)
100 4+ p
In Hundert sind Abschlige (Verlust) vom Grundwert (Rabatt):
100 p
/
=—%
P=q00-p"
4 Beispiele

(1) p = 19 % Mehrwertsteuer auf den Nettopreis sind

100 - 19
= 100119 % = 15,97 % Steueranteil am Verkaufspreis.

(2) Einem Materialverlust von 23 % von der Einsatzmasse der Rohstoffe bei

einer Fertigung entspricht ein hoherer Materialeinsatz, vom Fertigprodukt aus

100 - 23
betrachtet, von p’ = 100=-23 % = 29,87 %. ¢

21.24 Naherung

Abbruch der Grundziffernfolge

Zum Beispiel ergibt 1 ~ 3,14159 einen absoluten Fehler £ < 1075,

Runden (Das Zeichen = heif}t ,,gerundet gleich*)

Abrunden: Die letzte Ziffer a; bleibt unveridndert, wenn die erste weggelas-
sene Ziffer a; 1 € {0,1,2,3,4} ist.

Aufrunden: Ziffer a; wird um 1 erhoht, wenn a; 1 € {5,6,7,8,9} ist.
Absoluter Fehler beim Runden einer Dezimalzahl a auf ¢ Stellen der
gerundeten Zahl a:

ld —al <05-107" t sichere (giiltige) Dezimalen von a

Die Formel gilt analog fiir das Runden ganzer Zahlen, siehe Beispiel (2).

¢ Beispiele
(1) a = 4,700 steht fiir 4,6995 < a < 4,7005 (+ = 3), dagegen
a =47 stehtfiir4,65 <a <4,775@ =1)
(2) Runden auf Hunderter: 7 345 = 7300, absoluter Fehler < 0,5 - 10?
(3) Runden auf 1073: 6,748 8 = 6,749, absoluter Fehler < 0,5 - 107>

(4) Runden von 45500750 auf Millionen: 46 000000; auf Hunderttausend:
45500 000; auf Tausend: 45501 000, auf Hundert: 45 500 800 ¢
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2.1.25 Fehlerrechnung

Definition der FehlergréBen

Bezeichnungen

x Wahrer, aber unbekannter Wert; Sollwert
a Ndherungswert, Istwert, Messwert

Wahrer Fehler: Ax = x —a (Messtechnik: Abweichung)

Absoluter Fehler: |Ax| = [x —a| = x =a + Ax

Fehlerschranke fiir den absoluten Fehler, absoluter Hochstfehler
Ax| < & mit &, > 0, moglichst klein

dha—¢g <x<a+e&bzw. x €a— &:; a+ &]

Relativer Fehler
6x:|Ax|:|x—a|%5a:|Ax|:|x—a| va 40

| x] |x] a |al
Fehlerschranke fur den relativen Fehler, relativer Hochstfehler

Ox < Py mit p, > 0, moglichst klein
dhp, = 2
x|
Prozentualer Fehler: 8, - 100 %
Fehlerschranke fiir den prozentualen Fehler, prozentualer Hochstfehler

Oy - 100 % < py - 100 % = oy mit o, > 0, moglichst klein

4 Beispiel

Man berechne die relative Fehlerschranke (den relativen Hochstfehler) fiir
den Niherungswert 2,718 der EULERschen Zahl e.

Ein genauerer Ndherungswert ist e ~ 2,718 281, woraus eine obere Schranke
fiir den absoluten Fehler von z. B. g = 0,000 3 resultiert.

0,0003
Die relative Fehlerschranke von 2,718 ist dann p. = 2718 =0,00011. ¢
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Fehlerarten numerischer Berechnungen

Eingabefehler, Eingangsfehler
Ax=x—a
Verfahrensfehler

Differenz der Losung eines Nihe-
rungsverfahrens ®(x) zum exakten
Verfahren f(x):

Ay = ®(x) — f(x)

Rechenfehler

A
Fehler

0

Gesamtfehler

Rechenfehler ~m

Verfahrensfehler ~ 1/m’

[

Anzahl der Operationen m

Fehlerarten

Durch Rundung oder Abbruch entstandene Fehler.

Fortpflanzungsfehler

Fehler in den Ausgabedaten, die durch Fehler in den Eingabedaten erzeugt

wurden.

Bemerkungen

In der numerischen Mathematik werden Eingabe- und Rechenfehler zu-

sammengefasst.

Wird durch kleine Rundungsfehler wéihrend eines Algorithmus das Ergeb-
nis stark verdndert, ist der Algorithmus instabil und fiir eine Berechnung

eher ungeeignet.

Rufen kleine Anderungen der Parameter eines Modells groBe Anderungen

in den Losungen hervor, so liegt ein schlecht konditioniertes Modell vor.

2.1.2.6 Betrag und Sighum

(Absolut-)Betrag einer reellen Zahl

|[—x| = x|

L = xfirx >0
] —xfirx <0

x| >0

Fir a > 0 gilt:
x| =a & x=+a < x> =d?
x| <aexe(—a,a)e —a<x<a

x| <aexel[-a,ale —a<x<a

x| >a=xeR\[-a,al ©x<—aVx>a
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Regeln fir Rechnen mit Betragen

lla| = |b|| < |a £b]| < |a| + |b] Dreiecksungleichung
lai+ax + ...+ ay| <lai| + |az]| + ... + |an]
a| _ |d
bl = - b ‘_‘ - ! b 0
bl =lallol[2 =1 @20

Vorzeichen (Signum) einer reellen Zahl

1 fiirx >0
sgnx = Ofirx=0 X =sgnx - |x|
—1firx <0

sgn(a - b) = sgna - sgnb = sgn <;—Z> (b #0)

2.1.2.7 Summen- und Produktzeichen

Summations- bzw. Multiplikationsindex (Laufvariable) i € Z

Summenzeichen (rekursive Definition)

; 0 fiir m > n (leere Summe)

- —1
l.;'nxi T (rt xi> +x, firm <n

i=m

Gelesen ,,Summe iiber die x; fiir i von m bis n*

n m
Firm < n gilt Z Xi = Xm + Xpy1 + ... + Xp, speziell Z Xj = Xpm-

i=m i=m

Andere Schreibweisen: in, in, in, X

=m
icl i

Regeln fir Summenzeichen
n n n
Z(a,-ib,-) = Za,- + Zbl
i=1 i=1 i=1

Z caj=c i a; ¢ Konstante
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n

Zc:(n—m+1)-c m < n, ¢ Konstante
i=m

n

Z ai = Z ajyk Indexverschiebung
i=m j=m—k

i <Zn: a,j> Zn: (Z a; j> Summe zeilenweise

= Summe spaltenweise

n n n
Warnung: Im Allgemeinen ist Z a; - by # Z a; - Z b;.

i=m i=m i=m
¢ Beispiel
10
Man transformiere den Index der Summation Z Y so, dass von k = 1
an summiert wird. Dazu muss offenbar k=1i— 5 oder i = k + 5 sein:
10 5
1 1

1;34+2i:k214+2(k+5) Z 14+2k

Produktzeichen (rekursive Definition)

1 fiir m > n (leeres Produkt)

n—1

I I Xi = -

= (I I x,-) sxy furm <n
=m

Gelesen ,,Produkt iiber die x; fiir i von m bis n*

n
Firm < n gilt H Xi = Xm Xpyy1-- - - Xn, Speziell H X; = X, und Hl =n!
i=m i=m i=1
(n-Fakultdt, siehe 2.1.5)
Andere Schreibweisen analog zu denen des Summenzeichens

Regeln flir Produktzeichen

n n n
Hai-bi:Hai ~Hb,‘

i=1 i=1 i=1

n n
H ca; =c" Hai ¢ Konstante
i=1 i=1

n
H H ,-:Hai m<n
i=1 i=1

i=m+1



2.1 Menge der reellen Zahlen 59

n
H c ="l m < n, ¢ Konstante
i=m
n n—k
H a; = H ajik Indexverschiebung
i=m j=m—k
2.1.3 Potenzen und Wurzeln

Potenzieren und Radizieren (Wurzelziehen) sind Rechenoperationen der 3.
Stufe.

Potenzen mit ganzzahligen Exponenten (n € IN, a € R)

" 1 firn =0
’ a-a"firn> 1

ati=— (a #0)

n Exponent
a Basis

Firn € N*istalsoa"=a-a-...-a.
—

n Faktoren
Spezielle Basen: 0" = 0 (n # 0), 1"=1

0° ist nicht definiert! Aber zur Darstellung von Polynomen, binomischem
Lehrsatz und Potenzreihen mithilfe des Summenzeichens ist es sinnvoll,
0° := 1 zu setzen. Dann kann auch x = 0 im Zusammenhang x* = 1
zugelassen werden.

n = 2: Quadratzahlen, n = 3: Kubikzahlen

Reziproke Zahl, Kehrwert

1
a'l=-swaal=1 a#0
a

Vorzeichenregeln (n € 7))
a" >0 fira >0
a?" >0 fira <0 speziell (—1)*" =1

a?t <0 fira < 0 speziell (—1)>"! = —1
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n-te Wurzel (Radizieren)

Die nicht-negative, eindeutige Losung der Gleichung x" = a, n € IN>,,
a > 0 heilt n-te Wurzel aus a:

x=a

n Wurzelexponent (n = 2 nicht extra geschrieben)

a Radikand
x Wurzelwert
Speziell V0 = 0 V1i=1

n = 2: Quadratwurzeln: Vx? = |x| fiir x € R
n = 3: Kubikwurzeln: Vx3 = x fiir x € R>o

¢ Beispiele
(1) V32 =2, weil2° =32

(2) V4 = 2. Falsch: V4= —2 oder V4=+2. Dagegen richtig: Die quadratische
Gleichung x* =4 hat die zwei Losungen xj 5= +V4=12. ¢

Wurzelgesetze (m,n € IN*, a € R~)

Dagegen gilti. Allg.: Va + b # va + Vb

Potenzen mit gebrochenen Exponenten (m,n € IN*, a € R~)

1

m
" m
n

1
aﬁ ::\n/a a

a

Damit ist a* fiira > O und x € Q definiert. Fir x € R\Qista™ := klim a'k,
—00

wobei (x;) eine rationale Folge mit Grenzwert x ist (siehe 2.4.2).

Potenzgesetze (a,b € R-p, x,y € R)

a-a =av a*-b* =(a-b)"

@ _ “__<E>x
@ ¢ b~ \b

(@) = (@) =a”

Fiir x,y € Z sind die Gesetze auch giiltig fiir negative Basen a, b.
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4 Beispiele
T o 3e 3
1) 73 .73 =733 =7 :7,entsprlcht\ﬁ-ﬁ:7
@i L b _1_1
ps (32 28
3) (3V2)V8=3V2vB _3VIe _ 34 _g ¢

Warnung: Potenzen mit gebrochenen Exponenten sind nur fiir nicht-nega-
tive Basen definiert! Der Ausdruck (—8)1/ 3 ist also nicht definiert. Wiirde
man ihm den (nahe liegenden) Wert —2 zuordnen, wiirde die Anwendung
der iiblichen Potenzgesetze zu Widerspriichen fiihren, z. B.

1 2 . 1
~2=(-8)3 =(~8)6 = ((-8)*)6 = 6456 =2 |
Rationalmachen des Nenners

Briiche mit Wurzeln im Nenner kann man so erweitern, dass der Nenner
rational wird. In der Numerischen Mathematik evtl. ungiinstig wie im
folgenden Beispiel (1), falls a® ~ b (Ziffernausloschung im Nenner!)

4 Beispiele
1y M m(a — /b) _ mia — Vb)
a+Vb (a+Vba—vb)  a*—b
2 X X x - xl/4 _x-x1/4:x1/4:\4/; N

V3 34T 3BA AT

214 Logarithmen

Die eindeutige Losung der Gleichung b* = a mita,b € Rogund b # 1
heilit Logarithmus von a zur Basis b:

x =log,a

Der Logarithmus von a zur Basis b ist also diejenige reelle Zahl, mit der
man b potenzieren muss, um a zu erhalten.

a Numerus, Logarithmand, a € R~
b Basis,b € R \ {1}

Regeln
bl ¥ = x  (x € Rug) log,b* =x (x€R)
log, 1 =0 log, b =1
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¢ Beispiele

(1) log;o 1000 = 3, weil 10° = 1000
1

) log, V2 = 7 wel 213 =32

1 1
(3) logy g = —2, weil 372 = 5 ¢

Logarithmengesetze

X
log,,(x - y) = log, x + log;, y log, v log; x —logy y

X y 1
1 —=—] e 1 — ==
0gy y 0gp X 0gp y 08y Y

1
log, x =c-log,x (c €R) log, Vx = —log,x (n>2)
n

Bemerkung: log, (x & y) ldsst sich nicht symbolisch vereinfachen.

Dekadischer (gemeiner, BRIGGSscher) Logarithmus (Basis b = 10)

Bilder der Logarithmusfunktionen in 7.7.3

lga :=logya

lga=x<10"=a g 10" = x 1084 = ¢ x€R,a>0

Halblogarithmische Darstellung einer positiven reellen Zahl

a=m- 10~ a>0
lga =1lgm+k kel

Mantisse m € [1; 10) < 1gm € [0; 1)

Kennzahl k des Logarithmus gleich Stellenzahl der Mantisse vor dem
Komma minus 1 bzw. bei echten Dezimalbriichen negativ gleich Anzahl
der Nullen bis zur ersten giiltigen Ziffer.

¢ Beispiele

(1) 27900 = 2,79 - 10*, 1227900 = 1g2,79 + 4 = 4,445 60
(2) 0,00549 = 5491073,
1g0,00549 =1g5,49 —3 =0,73957 — 3 = —2,26043 ¢
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Natlrlicher Logarithmus (logarithmus naturalis, In)

1 n
Basis e := lim (1 + —> = 2,718281 828459 ... EULERsche Zahl
n

n—oo

Ina :=log.a

x=lhase =a Ine* =x e =g xeR,a>0

Zweierlogarithmus (binarer Logarithmus, Ib)

Basis b =2
Iba :=log, a
x=lbas2=a b2 =x olba _ , xeR,a>0

Statt Ib ist auch die Bezeichnung 1d (logarithmus dualis) gebriduchlich.

Basiswechsel der Logarithmensysteme

log, x = a,b € Ryo\ {1}, x € Ry

1
log, b

Speziell x = a = log, a =

4 Beispiele

In12
1) 1 12 =
(1) logy In7

(2) Wechsel binire in natiirliche Logarithmen (Taschenrechner!):

b — ™% 1442695 - Inx
In2

(3) Wechsel natiirliche in dekadische Logarithmen:

1
Inx = 25 ~2,302585 - lg x ¢
lge

~ 1,2770

2.1.5 Fakultat und Binomialkoeffizient

Fakultat (n € IN) (rekursive Definition)

L fiir n = 0
U ln-(n—D!firn>1

Gelesen: ,,n-Fakultait*
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Fiir n > 1 ist also n! das Produkt aller natiirlicher Zahlen von 1 bis n:

nt=1-2-3-....n=]]i
i=1

Interpretation: Gegeben seien n unterscheidbare Objekte. Dann gibt es n!
Moglichkeiten, diese Objekte anzuordnen (n! Permutationen, siehe 2.3.1).

Binomialkoeffizient (o« € R, k € IN)

. 1 firk=0
<k> — a-(a—1)'(0‘—;)'""(a_k+1)fﬁrk21

Speziell fir a =n € Nund 0 < k < n:

<n) B n!
k) kl'-(n—k)!

Gelesen: ,,« iiber £, fiir « = n € N auch , .,k aus n“

Interpretation von (Z) : Gegeben seien n unterscheidbare Objekte. Dann

gibt es (Z) Moglichkeiten, daraus k Objekte auszuwihlen (siehe 2.3.3).

— k 1
Rekursionsformel zur Berechnung: ( ) < _ ) ekl

Symmetriesatz: (Z) = <n ) speziell (0> ( ) 1
Additionssatz: (Z) + (kf_ 1) = (Zif)

4 Beispiele

M <160> - <140> B m: 210

@ <‘;> _ (2) (5)(5) s .

; =

3.2-1 16
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PAscALsches Dreieck zur Bestimmung der Binomialkoeffizienten

Zeile n Zeilensumme
n=>0 1 20

n=1 1 1 2!

n=>2 1 2 1 22

n=>3 1 3 3 1 23

n=4 1 4 6 4 1 24

n=5 1 5 10 10 5 1 2’
T i 7 T T T

W= 60 6 6 6 @ ©

Jede Zahl ist die Summe der beiden schridg dariiber stehenden Zahlen. In

Zeile n stehen von links nach rechts die Binomialkoeffizienten (g), (T)
bis (”)
n
Additionstheoreme (o, € R, k € IN)
<a>+<a+l)+“. (a+k) (a+k—|—1)
0 1
a\ (B a B a
)0+ (G2 ) =+ () E)-("4")
) (0) - ) (2”)
+ +. =
1 n
n) N n) N ) n _q
o)+ (2 (1) () (5)
Daraus durch Addition: (0) + (1) +... 4 ( ) ;) (Z) ="

Binomischer Lehrsatz fiir natlirliche Exponenten (a,b € R, n € IN)

n . n n—kypk n n n—1 n n—232 n
(a+b)" =Y, (k>a b =a —I—(1>a b+(2>a b*+...+b

k=0

@—by' =Y (~ (Z) a" kbt = a" — (’11) a" b+ ..+ (=1)D"

k=0

S

Speziell fira = =k=nec N (

(=)

S
S




66 2 Arithmetik

Spezialfille fiir kleine Werte von n (binomische Formeln):
(a + b)* = a® + 2ab + b?
(a +b)® = a® £ 3d*b + 3ab* + b*
(a +b)* = a* £ 4a’b + 6a°b* + 4ab® + b*
¢ Beispiel
Man berechne (2x — 3)*,d.h.a = 2x,b = 3,n = 4:
2x —3)* = 2x)* —42x)° -3+ 6(2x)* - 3% —4(2x) - 3> + 34
= 16x* — 96x> +216x> — 216x + 81 ¢

Division von Binomen

a — b
. —ad" "+ d" a0 n=1,2,3,. ..
q —
a"—b" n—1 n—2 n—2 n—1
b =a —a"“bx...+ab —b n=2,4,6,...
a
n bn
a ib =a" ' —ad" 4. —ab" b n=1,3,5,...
a
n n

ist dagegen nicht ohne Rest teilbar.

Allgemeiner binomischer Lehrsatz fiir reelle Exponenten (a,b,x € R)

(a+b)y =a* + <)1C) a b+ (;) a2 + ...

Fiir x ¢ IN entsteht eine unendliche Reihe, siehe 12.1.5 Binomische Reihe.
Konvergenzbedingung: |b| < |a|

2.2 Menge der komplexen Zahlen

2.21 Grundbegriffe

Eine komplexe Zahl z ist ein Ausdruck der Form x + jy mit x,y € R und

j2 = —1. Die Menge aller komplexen Zahlen ist

C={z=x+jy|xyeR, j=-1}
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Imagindre Einheit: j = v/—1,auchi = v —1

Realteil von z: Rez :=x
Imagindrteil von z: Imz =y

Uneingeschrinkt ausfiihrbar sind alle Operationen fiir reelle Zahlen sowie
zusitzlich die Erfiillbarkeit der algebraischen Gleichung x> 41 = 0 durch
x12 = £j. Cistein Korper (siehe 2.1.2.1). In C gibt es im Gegensatz zu R
aber keine Ordnungsrelation (> , <).

Reelle Zahl: z=x+])-0=x X e R>o
Imagindre Zahl: z=04j-y=jy (jy)2 = e R<o
Daraus folgt R C C.

Komplexe Zahlen in der GAussschen Zahlenebene

Eineindeutige Abbildung der komplexen Zahlen auf die Punkte P der Ebe-
ne R? (GAUSSsche Zahlenebene) durch 7 = x + jy < P(x,y). Darstellung
durch komplexen Zeiger (Vektor von 0 zu P(x,y)).

Obwohl hier eine Analogie zur Vektorrechnung im R? vorliegt, lassen
sich nicht alle Konzepte der Vektoralgebra auf C iibertragen, z. B. nicht
Skalarprodukt oder Vektorprodukt.

A
Im z P(a,b)
b
Py
1/
0 aRez

Komplexer Zeiger in der
GAussschen Zahlenebene

Konjugiert komplexe Zeiger

Konjugiert komplexe Zahlen

Zu z = a + jb gehort die konjugiert komplexe Zahl 7* = a — jb.

Die Zeiger von z und z* liegen spiegelbildlich zur reellen Achse.

Statt z* ist (vor allem in der reinen Mathematik) auch die Bezeichnung Z
tiblich.
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Es gilt
1 ; 1 *
x=Rez=-(z+2z) y=Imz==(z—2)
2 2j
(1 +t2)" =2 £7 (12" =22
EES < " Z*
() =z <—1) =—i
Vé) Zz

z-z" =Re?z +Im?z

Betrag einer komplexen Zahl (z = a + jb)

r=lzl=vz-z* = Va2 + b2 = v/Re2z + Im?; |z|] € Rxo

Der Betrag ist die Linge des Zeigers von z in der GAUSSschen Zahlenebe-
ne. Es gilt:

2
22

_lal
22|
lz1 + 22| < |z1| + |z2| Dreiecksungleichung

|Z1 'Zz| = |Zl| : |Zz|

Signum einer komplexen Zahl

ifijrzsfréO
sgnz:= < [Z] z=|z| -sgnz
0 firz=0

Argument einer komplexen Zahl (Polarwinkel, Phase)

Das Argument von z = x + jy ist der Winkel zwischen der positiven
reellen Achse und dem Zeiger von z:

@ = argz tan(p:X
X

Das Argument ist nur bis auf Vielfache von 360° eindeutig bestimmt, so
bedeutet z.B. ¢ = —40° dasselbe wie ¢ = 320°. Um Eindeutigkeit zu
erzwingen, wird der Hauptwert des Arguments auf —180° < ¢ < 180°
(—n < ¢ < m) festgelegt". ¢ wird dann fiir x # 0 nach folgender Qua-

drantenregel berechnet:
n  falls x 4+ jy im II. Quadranten

¢ = argz = arctan Y + ¢ —mnfalls x + jy im III. Quadranten
. 0 sonst

Man skizziere die Lage des Zeigers.

D Der Hauptwert wird manchmal auch (aber nicht DIN-gerecht) als 0° < ¢ < 360°
definiert.
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2.2.2 Darstellungsformen komplexer Zahlen
Kartesische Form Im i A z=a+jb
z=x+ jy=Rez+ jlmz, x,y€e R izl
0 aRez

Kartesische Form

z=r(cosg +j§in¢)
oder z=r-el

Trigonometrische Form
Z=rcos@ + jrsin g = r(cos ¢ + jsin @)
Polarform

z=rel? >
0 Re z

Den Zusammenhang zwischen den drei Formen

. . Trigonometrische und
liefert die g

Polarform

EuLERsche Formel

e1? = cos ¢ + jsing e 1% =cosp — jsing

Die komplexe Exponentialfunktion hat die Periode 2xj (siehe 7.12):
elot2mj _ oig

Spezielle Werte von el? (k € 7)

e2kn _ i@kt _
.Tc .’J.c 1 3
eJZ:J eJ3:§+7J
3n 2n . 3
I~ I
2 = 3 — 4 Y-
€ ] € 5 + 5 ]

4 Beispiele fiir Umwandlungen

(1) Man wandle z = —3 + 4 um in die Polarform:
r=lzl = V(=32 +42=5
@ = arg z = arctan —i3 +n=-09273 +7n=2214rad = 126,87°
(II. Quadrant)
z=-34+4j=5

(2) Man wandle z = 17653722 ym in die trigonometrische und kartesische Form:
7 = r(cos @ + jsin @) = 17(cos 37°22" 4 jsin37°22') = 13,5+ 10,3] ¢

2214
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2.2.3 Grundrechenarten mit komplexen Zahlen

Alle Rechenregeln fiir R bleiben erhalten (Permanenzprinzip).

Im Folgenden sei stets z; = x; + jy; und 2 = x3 + jy».

Gleichheit zweier komplexer Zahlen
N=2=X=XAy1 =¥y

Addition und Subtraktion komplexer Zahlen

Addition und Subtraktion sind nur in der kartesischen Form moglich.
2120 = (1 £ x2) + jO1 £ y2)
Grafisches Verfahren: Vektoraddition, Zeigeraddition (Parallelogrammre-

gel)

A
Imz

0 Rez 0

Grafische Addition und Subtraktion komplexer Zeiger

Multiplikation komplexer Zahlen

Arithmetische Form: 71220 = (x1x2 — y1y2) + j(x1y2 + x2y1)
Trigonometrische Form: z; - 20 =r; - 1 (cos((p1 + @) + jsin(g; + (Pz))
Polarform: 2120 = 1y - el @1t e

Geometrische Deutung, grafisches Verfahren | A
mz

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen
71 - 2o ist eine Drehstreckung: Der Zeiger von
z; wird um den Winkel ¢, gedreht und mit
dem Faktor r, gestreckt. 11

Konstruktion: ¢, an z; antragen; C = (1; 0)
mit A verbinden; & an z; in B antragen.

0 .
Begriindung: AOBD ~ AOCA, daher r/r; = # Gl Rez
ry/loderr =ry-r Grafische Multiplikation
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Division komplexer Zahlen

. : 1% XX . —X x
Arithmetische Form: -1 = ! 2 = ! §+ y;yz 1)2/2 i 22y1
2 2% X5 + 5 x5 + 3
r
Trigonometrische Form: a4 —l(cos((ol — @) + jsin(p; — ¢))
2 "
r .
Polarform: A _ Heitei-e»

2 n
Geometrische Deutung, grafisches Verfahren
Die Division zweier komplexer Zahlen z; - 2
ist eine Drehstreckung: Der Zeiger von z; wird

um den Winkel —¢; gedreht und mit dem
Faktor 1/r, gestreckt.

Konstruktion: —¢; an z; antragen; C = (1; 0)
mit A verbinden; o an z; in B antragen.

Begriindung: AODB ~ AOCA, daher ry/r =
rp/loderr =ri/r, Grafische Division

Multiplikation/Division von z mit —1 entspricht einer Drehung des Zei-
gers von z um 180°. Multiplikation mit j entspricht einer Drehung um
90° im Gegenuhrzeigersinn. Division durch j entspricht einer Drehung
um 90° im Uhrzeigersinn.

4 Beispiele
(H G-3D-CB+5)=2-38j
(2) 5j-7j =35> =35
B) (1+2)- B—j)=3—j+6j—2j*=5+5j
T T . .
@) 2eI3 -3el6 =2.3e1316) = 6el2 = 6]
) 1+2j _ (1+2)G+2) _ —1+8j _ 1 8.
3-2j (G-2)B+2j) 3P+(-2? 13 13’

224 Potenzen und Wurzeln komplexer Zahlen

Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Wie im Reellen definiert man z° := 1 und z " := Zi” fir z # 0.

Fiir Potenzbildung ist die Polarform besser geeignet als die kartesische:
7=rel? = 7" = re?

Speziell fiir r = 1 in der trigonometrischen Form folgt daraus der
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Satz von MOIVRE

(cos @ + jsin @)" = cosng + jsinng

Potenzen der imaginéaren Einheit j (k € Z)
jO — j4k -1 jl — j4k+1 —

J
j2: -4k+2:_1 J3:J _J

Die n-te Potenz einer komplexen Zahl ist eine n-fache Drehstreckung.
Konstruktion durch wiederholte grafische Multiplikation.

443 _

Komplexe Wurzeln

Komplexe Potenzen

Komplexe n-te Wurzeln

Die Gleichung z* = ¢ = rel? mit n € IN* hat fiir ¢ # 0 genau n ver-
schiedene Losungen in C. Sie heillen komplexe n-te Wurzeln von c:

_p+k2n k-2 k-2
= Vrel n z{’/?(cos—(p—i_ n+jsin—(p+ n)
n n

mitk=0,1...,n—1lund —n< ¢ <m.

zo heiBt Hauptwurzel, z; (k =1, ...,n — 1) k-te Nebenwurzel.

Geometrische Deutung

Die Pfeilspitzen der n-ten komplexen Wurzeln bilden in der GAUSSschen
Zahlenebene ein regulires n-Eck um den Nullpunkt mit Radius /7.

Komplexe n-te Einheitswurzeln

Die n verschiedenen Losungen der Gleichung 7" = 1 mit n € IN* heiflen
n-te Einheitswurzeln:

g=e""n =cos—— +jsi , k=0,1....n—1
n
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7 —1=0

Komplexe 3. und 4. Einheitswurzeln

4 Beispiele
V3

1
(1) 22 =1= 7y = 1 (Hauptwert), 7, » = —5 ]
(2) z*=1= 7y = 1 (Hauptwert), 713 = +j, 20 = —1

(3) V—2-vV/=8=jV2-jV8 = —4, falschist V—2-v/—8 = \/(—=2) - (—8) =4
¢

2.2.5 Natirliche Logarithmen komplexer Zahlen

Wiihlt man fiir z = rel? die Polardarstellung, so ergibt sich als Verallge-
meinerung des natiirlichen Logarithmus im Reellen der Logarithmus im
Komplexen:

Inz =In(rel?) =Inr + jo

Das Argument ¢ ist dabei aber nur bis auf Vielfache von 2n bestimmt,
d. h. der komplexe Logarithmus ist nicht eindeutig. Um Eindeutigkeit zu
erzwingen, verlangt man uiblicherweise, dass —n < ¢ < w ist (Hauptwert
des Arguments). Der dann eindeutig definierte komplexe Logarithmus wird
ebenfalls mit In bezeichnet:

Sei z = rel? eC,z#£0.

Inz =1Inr 4+ jo mit —n < ¢ < n heillt Hauptwert des Logarithmus.
Auch die Zahlen In 7 + j(¢ + k- 2n) mit k € Z" sind Logarithmen von z.
Sie heilen k-te Nebenwerte, kurz Iny, z.

4 Beispiele
(1) In(—2) =1In2 + jr (Argument von —2 ist 1)
2) In2j) =12 + jg

3) 1n(2—|—2j):1n\/§+jg ¢
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Warnung: Die im Reellen giiltige Funktionalgleichung des Logarithmus
In(xy) = Inx + Iny gilt im Komplexen nicht!

Beispielsweise ist In(—2) + In(—2) = 2In2 4 2jn = In4 + 2jn, dagegen
In((—2) - (=2)) = In4 = In4.

2.3 Kombinatorik

Die Kombinatorik befasst sich mit dem systematischen Anordnen und Ab-
zihlen einer endlichen Menge von Objekten unter Beachtung vorgegebener
Regeln.

Fundamentalprinzip der Kombinatorik (Zihlprinzip)

Aus k nicht-leeren Mengen M;, i = 1,2, ...,k mit jeweils n; Elementen
kann man n -n;-. . .-ny verschiedene geordnete k-Tupel (x1, xo, ..., xz),
X; € M;, bilden.

2.3.1 Permutationen

Eine eineindeutige (bijektive) Abbildung der endlichen Menge
G=1{12,...,n}

in sich selbst heilt Permutation (Umordnung).

Darstellung einer Permutation 7

T = ( 1 2 e ) oderm = ji jo ... jp mit j; = 7(i)
Ju J2 -+ Un

Bei Permutationen wird grundsitzlich die Reihenfolge beachtet, d.h.

123 # 132.

Permutationen ohne Wiederholung
Mengentheoretisches Modell: n-Tupel verschiedener Elemente

Urnenmodell: Ziehen aller n durchnummerierten Kugeln ohne Zuriicklegen
mit Notierung der Reihenfolge.

Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Elementen ohne Wieder-
holung:

P, =n!
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4 Beispiele

(1) Séamtliche Permutationen der Elemente 1, 2, 3 lexikografisch geordnet:
123,132,213,231,312,321
Anzahl der Tripel: P3s =3! =6

(2) Wie viele Moglichkeiten gibt es, vier Bilder waagerecht anzuordnen?
Anzahl der 4-Tupel: Py = 4! =24 ¢

Permutationen mit Wiederholung

Mengentheoretisches Modell: n-Tupel, in denen das Element i € G insge-
samt n;-mal vorkommt (1 < i < n).

Urnenmodell: Ziehen von n durchnummerierten Kugeln mit Zuriicklegen
und mit Notieren der Reihenfolge, wobei die i-te Kugel n;-mal gezogen
wurde.

Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Elementen mit Wiederho-
lungen ny,ny, ...,n,:

11 n n n! . .
Pl = = ——  (Polynomialkoeffizient)
ni, ...,Ny nl-...-n!

wobein =n; +...+n,, n € N

4 Beispiel
Wie viele verschiedene elf-buchstabige Worter kann man aus den Buchstaben
des Wortes MISSISSIPPI bilden?

n = 11 (Buchstaben insgesamt), n; = 1 (Wiederholungen von M), n, = 4
(von I), n3 = 4 (von S), ng = 2 (von P).
Kontrolle: n =1+4+4+4+4+2 =11.

Anzahl der Permutationen mit Wiederholung:

11 11!
1,4,4,2 _ _
By a (1,4,4,2) C1-41-41.21 = 34650 ¢

Inversionen

Stehen zwei Elemente in einer Permutation entgegen ihrer natiirlichen Rei-
henfolge, so bilden sie eine Inversion. Vertauschung zweier benachbarter
Elemente verindert also die Anzahl der Inversionen um =£1.

Eine Permutation heilit gerade bzw. ungerade, wenn sie eine gerade bzw.
ungerade Anzahl von Inversionen enthilt. Es gibt jeweils n!/2 gerade und
ungerade Inversionen.
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¢ Beispiel
7 = 4132 enthilt die vier Inversionen 41, 43, 42 und 32, ist also eine gerade
Permutation. ¢
2.3.2 Variationen

Anordnungen, die aus einer Menge G von n Elementen eine bestimmte
Anzahl k mit Beriicksichtigung der Reihenfolge enthalten, heilen Varia-
tionen von n Elementen zur k-ten Klasse (1 < k < n).

Variationen ohne Wiederholung
Mengentheoretisches Modell: k-Tupel verschiedener Elemente

Urnenmodell: Ziehen von k Kugeln aus n durchnummerierten ohne Zu-
riicklegen und mit Notieren der Reihenfolge (geordnete Stichprobe ohne
Zuriicklegen)

Anzahl der Variationen von n Elementen zur k-ten Klasse ohne Wiederho-
lung

yk— (") k! = [n] f[( +1), 1<k<
n = = KL= N = n—1 > = ~n
-k \k 11

Faktorielle (k € IN¥)

k

Steigende Faktorielle: (n); := H(n +i—D=nn+1-...-n+k—1)
i=1
k

Fallende Faktorielle: [n];:= H(n —i+1DD)=nn—-1-...-n—k+1)
i=1

Daneben findet man auch die Bezeichnungen obere Faktorielle n* bzw.
untere Faktorielle n*.

¢ Beispiele

(1) Wie viele Wiirfe mit verschiedenen Augen sind mit drei Wiirfeln moglich?
Ve =1[613=6-5-4=120

(2) Wie viele und welche zweistelligen Zahlen lassen sich aus den Ziffern 1, 2
und 3 ohne Wiederholung bilden?
V32 = [3], = 3 -2 = 6. Die Zahlen lauten 12, 13, 21, 23, 31, 32. ¢
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Variationen mit Wiederholung
Mengentheoretisches Modell: k-Tupel

Urnenmodell: Ziehen von k Kugeln aus n durchnummerierten mit Zu-
riicklegen und mit Notieren der Reihenfolge (geordnete Stichprobe mit
Zuriicklegen)

Anzahl der Variationen von n Elementen zur k-ten Klasse mit Wiederholung
V,{f w= nk

Bemerkung: Hier ist auch k > n zuléssig.

4 Beispiele
(1) Wie Beispiel (2) oben, aber mit Wiederholung:
Vi, = 3* = 9. Die Zahlen lauten 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33,
(2) Wie viele Varianten gibt es beim Ausfiillen eines FuBlballtoto-Scheines?

n =3 (gewonnen, unentschieden, verloren)
k =11 (Anzahl der Spiele)

Vi, =31 = 177147 ¢

2.3.3 Kombinationen

Anordnungen, die aus einer Menge G von n Elementen eine bestimm-
te Anzahl k ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge enthalten, heiflen
Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse (1 < k < n).

,,Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge hei3t, dass z.B. die Kombi-
nationen 123, 132, 213 als eine einzige und nicht als drei verschiedene
gezdhlt werden. Man erreicht dies am einfachsten dadurch, dass man jede
Kombination der Grée nach ordnet. Die Duplikate werden dann nicht
mitgezihlt.

Kombinationen ohne Wiederholung

Mengentheoretisches Modell: Teilmengen von G mit k Elementen

Urnenmodell: Ziehen von k Kugeln aus n durchnummerierten ohne Zu-
riicklegen und ohne Notieren der Reihenfolge (ungeordnete Stichprobe
ohne Zuriicklegen)

Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse ohine Wieder-
holung

n n! vk
c=(")=— = <<
n (k) Ko-(n—k)! k! =r=n
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¢ Beispiel
Wie viele Moglichkeiten gibt es beim Ankreuzen von sechs Zahlen aus dem
Bereich von 1 bis 49 (Zahlenlotto ,,6 aus 49)?
6 49 49 -48 - 47 -46-45-44
Q9:<6>: 6-54-3-2-1

= 13983816 ¢

Kombinationen mit Wiederholung
Mengentheoretisches Modell: geordnete k-Tupel

Urnenmodell: Ziehen von k Kugeln aus n durchnummerierten mit Zu-
riicklegen und ohne Notieren der Reihenfolge (ungeordnete Stichprobe mit
Zuriicklegen)

Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse mit Wieder-
holung

n+k—1
d (1)

4 Beispiel

Wie viele Ziffernkombinationen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge gibt
es bei einem Wurf mit zwei Wiirfeln?

6+2—1 7 7.6
2
Cow ( 2 ) (2> 2.1

Es sind dies: 11, 12, 13, 14, 15, 16, 22, 23, 24, 25, 26, 33, 34, 35, 36, 44, 45,

46, 55, 56, 66. ¢
Ubersicht
Permutationen Variationen Kombinationen
beteiligte alle n Auswabhl k aus n Auswabhl k aus n
Elemente
Reihenfolge beachten beachten nicht beachten
] n! <n>
n =
Anzahl ohne n! k (n—k)! k
Wiederholung mitl <k<n mitl <k<n
n! .
- mit k—1
Anzahl mit nl-...-np! nk <n+k )
Wiederholung n+...+n=n
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2.4 Folgen

2441 Allgemeines

Eine Folge ist eine Abbildung einer Menge natiirlicher Zahlen D C IN*
(gelegentlich auch D C Z) in eine Menge M (Wertebereich).

M ist Punktmenge: Punktfolge; M ist Zahlenmenge: Zahlenfolge, d.h.
eine geordnete Menge (Tupel) reeller Zahlen.

Eine reelle Zahlenfolge ist eine diskrete Funktion mit der Bildungsvor-
schrift a; := f(k), D(f) = N, d. h. Gliednummern k € IN*.

Folgen sind i. Allg. unendlich, soweit nichts anderes (endlich) erwiahnt ist.
Die Elemente f(k) des Wertebereiches (Funktionswerte) heillen Glieder
der Folge und sind ebenfalls Zahlen a; € R bzw. q;, € C.
Schreibweisen einer Zahlenfolge

(ax), auch {ai}, [ar], (ai) oder nur Folge a,
k: Index des Folgengliedes ay, Urbild, k € IN*
ay: allgemeines Folgenglied, Bild, Funktionswert
an: Endglied einer endlichen Zahlenfolge mita, .| = a,1 2 =... =0
Definitionen von Folgen

In Worten: ,Jeder natiirlichen Zahl wird ihr Quadrat zugeordnet.*
Explizite Darstellung: (ay) : a; := f(k)

e Endliche Folge: (ay) :=ay,ay, ...,apo0dera; := f(k)firk=1, ...,n
e Unendliche Folge: (a;) := ay,ay, ... oder a; := f(k) fiir k € N*
Rekursive Definition: a; := ¢(a;_1) mit Angabe des ersten Gliedes
Tabellarische Darstellungl): Beispiel: (a;) :=1,4,9, ...

Grafische Darstellungen:
e q; auf der Zahlengeraden (Zahlenfolge)
e (k,a;) im rechtwinkligen Koordinatensystem (Punktfolge)

D Diese Darstellung kann auch dann noch verwendet werden, wenn die analytischen
Darstellungen versagen, z. B. Folge der Primzahlen : 2,3,5,7,11,13,17 ...
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Eine Zahlenfolge (a;) heilit

negativ (positiv) definit ap < 0(a, >0)
(streng) monoton wachsend wenn Vk gilt (ap < agy1) ax < ag4q
(streng) monoton fallend (ar > agy1) ax > ag4q
alternierend ap-agy; <0

¢ Beispiele

(1) ap:=k* = () = 1,4,9,16, ... 12.Glied: aj, = 122 = 144

2) a1 :=2,a, = a1 + 2k, k=1,2, ... (rekursive Definition) =
ay, = k(k + 1) (explizite Darstellung) ¢

242 Schranken, Grenzen, Grenzwert einer Folge

Eine Zahlenfolge (a;) hat eine untere Schranke S,, wenn Vk: a; > S,
obere Schranke S,, wenn Vk: a; < S,.

Zum Beispiel ist jede monoton wachsende Folge nach unten beschrinkt
durch das erste Glied (S, = ay).

Das offene Intervall Ug(a) := (a — €,a + €) heillit e-Umgebung von a,
wobeia € R, e € R™.

Eine beliebige Zahlenfolge (a;) hat den Grenzwert g genau dann, wenn
fiir jede noch so kleine positive Zahl ¢ > 0 fast alle (d. h. alle bis auf
endlich viele) a; innerhalb der e-Umgebung U,(g) von g liegen.

Damit gleichbedeutend ist: Zu jedem & > 0 lésst sich ein Index ky =
ko(€) angeben, sodass gilt:

lay, — g| < e fiir alle k > k.

Schreibweise ¢ I )
. a—-e a ate

lim g, =g oder (qr) —— g
k—00 k—o0 e-Umgebung

Eine Zahlenfolge heiB3t konvergent, wenn der Grenzwert g existiert (d. h.
(ar) konvergiert gegen g), sonst divergent.

Jede nach oben (unten) beschrinkte, monoton wachsende (fallende) Zah-
lenfolge konvergiert gegen ihr Supremum (Infimum), siehe 1.3.1.



