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Uberlagerung von Schwingungen Quadratische Gleichung
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Differentiations— und Integrationsregeln
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1 Grundbegriffe

1.1 Logische Grundlagen, Aussagen

Mathematik ist ohne Logik undenkbar; doch keine Angst, uns reichen hier einfa-
che logische Prinzipien, die sich aus dem gesunden Menschenverstand erklédren.
Mathematik présentiert sich in Aussagen, im Folgenden mit groflen Buchstaben
A, B, ... bezeichnet.

Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch — ein Drittes gibt es nicht!
1.1 Beispiele fiir (mathematische) Aussagen:

32 > 23, ist eine wahre Aussage (ist richtig, gilt).

4 ist eine Primzahl, ist eine falsche Aussage (ist falsch, gilt nicht).

Ili)s.glbthtiner.llcllihch 1V1€1€ wahr oder falsch? Ein bis heute ungelostes Problem!

rimzahlzwillinge",

Aus (einfachen) Aussagen kann man weitere (kompliziertere) Aussagen bilden:
Bezeichnung  Symbole Lies ist genau dann wahr, wenn
Negation A nicht A A falsch ist.

Konjunktion ANB A und B A und B wahr sind.
Adjunktion AV B A oder B A oder B wahr ist (oder beide).

Implikation A== B  aus A folgt B A falsch oder B wahr ist 2.
Aquivalenz A<= B A iquivalent B A genau dann wahr ist, wenn B wahr ist.

Belegt man die Aussagen A und B mit Wahrheitswerten w fiir ”wahr” und f fiir
”falsch” | so ergeben sich die Wahrheitswerte der abgeleiteten Aussagen wie folgt:

| 4 | B | 2 | B |arB|lavB|a—Bla—B]
w w f f w w w w
w f f w / w f /
f w w f f w w f
f f w w f f w w
Ist die Aussage A <= B wahr, benutzt man statt ”<=" auch das Gleichheits-
zeichen =" um lingere Aussagen iibersichtlicher zu schreiben.

Statt A dquivalent B, sagt man auch: A und B sind gleichbedeutend.

Bei mathematischen Schliissen werden folgende Regeln haufig benutzt:

IPrimzahlzwillinge sind z.B. 3,5 und 17,19 und 41,43, ...
2Merke: Ist die Voraussetzung falsch, ist jede Implikation (nicht das Ergebnis) richtig!
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Logische Regeln
A=A doppelte Verneinung einer Aussage

(A=DB)=(AVB)=(B=A) _ _ Ersetzen der Implikation
(A«=B) = ((A=B A B=>A)) = (A<=DB) Ersetzen der Aquivalenz

ANB = AVB de Morgan’sche Regel

AV B = AAB de Morgan’sche Regel

A— B = AAB Verneinung der Implikation

A<= B = (ANB)V(AADB) Verneinung der Aquivalenz

1.2 Die Aussage z* > x = (v < 0) V (1 < x) ist gleichbedeutend (dquivalent)

mit der Aussage 0 < x < 1= 2% < x.

Die beiden Aussagen sind von der Form A = B bzw. B = A, sie sind daher
dquivalent.

1.3 Man beweise A =— B = AAB.

|A|Bl|A—=B|A=B|B|AAB]

A = B und A A B haben dieselbe

w | w w f f f
wl| f f w w w Belegung mit Wahrheitswerten,
flw w f f f die Aussagen sind also dquivalent.
f1r w f w f

- S|

”

Héufig enthalten Aussagen die Quantoren ”fiir alle ... ” oder "es gibt ... 7.

Die Negation der Aussage:
"Fiir alle 2 € X gilt die Aussage A(x).” ist offensichtlich:
"Es gibt (mindestens) ein z € X, fiir das A(z) falsch ist.”

Quantoren
Ve e X, A(x) i Fiir alle z € X gilt die Aussage A(z).
es:

dr e X, A(x) ' Es gibt ein z € X, fiir das A(z) gilt.

Vze X, A(z) = FreX, Ax)
Negation: _
dre X, A(z) = VreX, Alx)
14 Man negiere folgende Aussagen:

(a) n>ny=lay| <e
(b) Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € IN, so dass fiir alle n € IN A(n,ng) gilt.

(¢) Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € IN, so dass fiir alle n € IN gilt:
n > ny = |a,| < €. (Bedeutung?)
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(a)  Die Aussage (n > ng = |an| < €) ist eine Implikation: (B = C). Also:

(B=C) = (BVC) (Ersetzen der Implikation)
BAC (de Morgan)
= BAC (doppelte Verneinung)
Die Negation von (n > ng = |a,| <€) ist also (n>mngA lan| > €).

(b) Ve>03no e INVnelN, A(n,ng) = Fe>03ngeINVnelN, A(n,no)
= Je>0VngeINVnelN, A(n,no)
= Je>0VYno € IN Ine€IN, A(n,ny).

(c) Bedeutung: (a,) ist Nullfolge (siche Seite 330). Formales Negieren ergibt:

Ve>03ng e INVn € IN (n > ng = |an| <¢)

= Fe>0VngeINIneIN (n>ng A lay] >€) = (an) ist keine Nullfolge.
[V -

indirekter Beweis

Man beweist die Aussage A = B, indem man aus der Annahme, dass
die Behauptung B falsch sei, einen Widerspruch herleitet. Das heifft, man
nimmt zur Voraussetzung A noch die Annahme B hinzu und fithrt die Aussage
AN B auf eine der drei folgenden Arten auf einen Widerspruch (Zeichen : #).

ANB = A, also # (Widerspruch zur Voraussetzung A), [1.67]
AANB = B, also# (Widerspruch zur Annahme B), [1.52], [1.53]
AANB = F,also# (F steht fiir eine offensichtl. falsche Aussage), [1.66]

Ergibt sich aus A A B (durch richtige Schliisse) ein Widerspruch (etwas
Falsches), muss A A B falsch sein. Also muB, wenn A richtig ist, B falsch, also
B richtig sein, d.h. aus A folgt B. Klingt kompliziert, ist aber logisch und wird
h&ufig benutzt.

1.5 Man zeige: V2 ist irrational.

Die Aussage ”/2 ist irrational” ist von der Form A = B, wenn man sie als
Kurzform folgender Aussage betrachtet:
” Aus den Rechenregeln fiir die reellen Zahlen folgt, dass v/2 irrational ist.”

Indirekter Beweis:

V2 ist rational, d.h. v/2 schreibt sich in gekiirzter Bruchdarstellung:
2 = g, mit r,s € IN |, ggT (r,s) = 1.

Annahme:

Man schliefit nun folgendermafen:

V2 = g = 252 =r? = 2|r> = 2|r (da 2 Primzahl), etwa r = 2t,
2
— = :%:32:2t2:>2|52:>2|s.
s s

Also 2|r und 2|s = ggT (r,5) # 1 # (zur Annahme). Also ist v/2 irrational.
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1.2 Mathematische Grundlagen, Mengen

Selbst derjenige, der Mathematik nur als Hilfswissenschaft benutzt, benétigt ei-
nige Grundkenntnisse der Mengenlehre. Der Begriff einer Menge ist ein Grund-
begriff der Mathematik, der nicht auf andere Begriffe zuriickgefithrt wird.

Es bedeuten:
x € M : xist Element der Menge M, kurz: z in M.
x & M : xist nicht Element der Menge M, kurz: =z nicht in M.

Es gibt zwei Moglichkeiten, Mengen zu definieren:

M ={a,b,...,c} (Durch Angabe der Elemente).
M ist die Menge, die genau die paarweise verschiedenen Elemente a,b,...,c
enthiilt, wobei es auf die Reihenfolge der Elemente nicht ankommt.

M ={x € X | A(z)} (Durch eine definierende Eigenschaft).
M ist die Menge, die genau die Elemente z € X enthilt, fir welche die Aussage
A wahr ist. Ein "A” in A(z) ersetzt man hiufig durch ein Komma ”,”.

Ist klar, um welche Menge X es sich handelt, schreibt man kurz: {z | A(z)}.

Fiir folgende Mengen benutzt man Standardbezeichnungen:

2

= {1,2,3,4,5,...} = Menge der natiirlichen Zahlen?.

zZ = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} = Menge der ganzen Zahlen.
={z|zelNV—2zeINVve=0}=INU-INU{0}.

= {g |reZNseINAggT(r,s) =1} = Menge der rationalen Zahlen.

5 e
I

Menge der reellen Zahlen, siehe Seite 44.
€ = Menge der komplexen Zahlen, sieche Seite 93.

Beispiele fiir Mengen:

{1} = Menge, die nur das Element 1 enthilt.

Es gibt keine reelle Zahl, deren Quadrat —1 ist.

2
{zeR|a®=—1} Diese Menge enthélt kein Element, sie ist leer.

() = leere Menge = die Menge, die kein Element enthilt.
{0,v2,—V2} = {z e R | 2® =2z}

= Menge der Lésungen der Gleichung 23 — 2z = 0.
{#€IR®|(1,2,3)- & = 4} = Ebene im Raum, siehe Seite 147.
{z€C|z=¢"% 0<p<2r} = Einheitskreis in der komplexen Ebene, Seite 97.

{f1f'(x) =22} ={f | f(x) =2® + ¢, c€R}
= Menge aller Stammfunktionen von 2zx.

3Falls es zweckméBig ist, betrachtet man auch 0 als natiirliche Zahl!
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Man spricht von einer endlichen oder unendlichen Menge, je nachdem die An-
zahl der Elemente der Menge eine natiirliche Zahl ist oder nicht. Hier ist zweck-
miéBigerweise 0 eine natiirliche Zahl, sonst wire (nach unserer Definition) die
leere Menge unendlich!

1.8 {n € 1IN |2" < n?} ist eine endliche (einelementige) Menge, néimlich {3}.
{r €eR |sine =0} ={z |z =kn, k€ Z} ist eine unendliche Menge.
Bezeichnung Lies Bedeutung
ACB A Teilmenge von B reA=z€B
ACB A echte Teilmenge von B ACB AN A#B
A=B A gleich B r€EA<—zeB
AUB Vereinigung von A und B ={z|x€ AVz e B}
ANB Durchschnitt von A und B ={z|x€ ANz € B}
A\ B Differenz von A und B ={z|x€e ANz ¢ B}

Veranschaulichung mittels sogenannter Venn-Diagramme:

< O C
M N MUN MNN M\N MUN\MNON

symmetrische Differenz

Fiir die symmetrische Differenz gilt: MUN\MNON=(M\N)U(N\M).

Rechenregeln fiir Mengen
AN(BUC)=ANB)UANC)und AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
ACB «— AUB=B «<— ANnB=A.
Sind A, B Teilmengen der Menge X, dann gilt:
ANB=( < ACX\B <= BCX\A

{ X\(AUB) = (X\A)Nn(X\ B),

de Morgansche Regeln X\(ANB) = (X\A)U(X\B).

Gleichheit von Mengen
A:B<:>((xeA:>x€B)/\(x€B:>x€A))<:>(A§B/\B§A).

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn jedes Element der einen Menge zu
der anderen gehort und umgekehrt.

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn die eine Menge Teilmenge der an-
deren Menge ist und umgekehrt.
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(a) Man zeige: ACB < AUB=B.

(b) Man zeige die de Morganschen Regeln:
X\(AUB) = (X\A)N(X\B),
X\(ANB) = (X\AU(X\B).
Die Aquivalenz kann man durch zwei Implikationen ersetzen: Man spricht von
einem Beweis ”in zwei Richtungen”:
(1) 7= ,Beweisvon AC B=— AUB = B:
Unter der Voraussetzung A C B ist die Gleichheit AU B = B zu zeigen:

receAUB=>xc ACBVxeB=x€eB,also AUBCRB
reB = rec AUB ,also BCAUB

(2) "«<=" ,Beweisvon AUB=B = ACB:
Unter der Voraussetzung AU B = B ist zu zeigen, dass A C B ist:
r€ A=z € AUB = B. Also ist jedes Element von A in B, also ist A C B.

Durch (1) und (2) ist gezeigt: A C B <= AUB = B.

}éAUBB.

r€X\(AUB) < ze€XAx¢ (AUB)
reXN(xg¢g ANz ¢ B)
xeXhNe¢gAN(rzeXNz¢B)
ze(X\A)N(X\B).
reXANxé¢ (ANB)
reXN(xg¢ AVar ¢ B)
xeXNhNx¢gA)V(rzeXANz¢B)
ze(X\A)U(X\ B).

zeX\(ANB)

rrer e

Es seien A, B, C' folgende Teilmengen von IR:
A={z|2<z<1},B={a||z|<1},C={z|z(x+2)(x—1) =0}.
Man bestimme ANB , ANBNC,An(BUC),(ANB)U(ANC).
ANB=B. Esist C ={-2,0,1} und folglich: —a 5,
- -2 1
ANBNC=BN{-2,0,1} = {0} und B
- f 3 t—>
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)=BU{0,1} -1 1
={z|-1l<z<1}. c
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Héufig benutzte Teilmengen von IR sind die Intervalle. Man veranschaulicht sie
auf der Zahlengeraden und unterscheidet folgende Typen:

Beschriankte Intervalle:

abgeschlossenes Intervall,
—7F = <z< :
a b v b ={zr]a<z<b} die Randpunkte gehoren dazu.

v Jab={z|a<z<b}: offenes Intervall,
3 bE e " die Randpunkte gehoéren nicht dazu.

v Jab{={r|a<z<bl: linker Randpunkt gehort dazu,
—[—F>a ’ T = " rechter Randpunkt gehért nicht dazu.

Ja.b = {z|a <z <b): linker Randpunkt gehort nicht dazu,
—I— Hb TGO = AT AS TS0 hter Randpunkt gehort dazu.

Unbeschrinkte Intervalle:

} — 00, OO[ = R

]R’ = 07 = > 0
| —oo,b] = {z|z<bl spegiell: " 10,00[ = {z | z > 0}
R>o = [0,00[ = {z | z > 0}

la,00[ ={z|x>a}

Schreibweisen: Wenn keine Missverstindnisse — z.B. mit dem geordneten Paar
(a,b), siehe Seite 23 — zu befiirchten sind, schreibt man auch:

la,b[= (a,b) , ]a,b] = (a,b] usw. und skizziert: — y— statt —3 [— usw.
a b a b

1.3 Vollstidndige Induktion

Der stufenweise Aufbau der reellen Zahlen IR beginnt mit der unendlichen Menge
der natiirlichen Zahlen IN = {1,2,3,...}:

INCZcCc@QcCIR.

Das Axiomensystem von Peano fiir die natiirlichen Zahlen enthilt das

Enthélt eine Teilmenge A C IN die Zahl 1

wichtige Induktionsaxiom: und mit jedem k auch k+1, dann ist A = IN.

Will man nun zeigen, dass eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen richtig
ist, muss man beweisen, dass die Aussage fiir 1 richtig ist und dass sie, falls sie
fiir k richtig ist, auch fiir k + 1 richtig ist.*

4Dann gilt sie fiir 1 und, da fiir 1, auch fiir 2, da fiir 2 auch fiir 3, usw.
Das Induktionsaxiom besagt, dass man so alle natiirlichen Zahlen erh&lt und die Aussage
folglich fiir alle natiirlichen Zahlen richtig ist.
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Vollstéandige Induktion

Ist A(n) fiir jedes n € IN eine Aussage iiber die natiirliche Zahl n und sind die
beiden folgenden Aussagen richtig:

| formal
1) Die Aussage gilt fir 1. 1) A1)
2) Gilt die Aussage fiir k, so auch fiir k + 1. 2) A(k) = A(k+1)

Dann gilt die Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n € IN.

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: 14+2 4 -+ +n — "("; D) -
1) Die Aussage gilt fiir 1: 1= 1(1;_ 1) ist offensichtlich richtig.
2) Gilt die Aussage fiir k, ist also 1 +24---+ k= k(k;1)7 so folgt:
ok (e 1) = REED oy gy R0 (RH1)(h42)

Also gilt die Aussage fiir 1 und — falls sie fiir k£ gilt — auch fir k£ + 1.
Obige Aussage gilt also fiir alle natiirlichen Zahlen.

Ist + > —1, so gilt (1+x)™ > 1+ nx fiir allen € IN. (Bernoullische Ungl.)
1) A(1): 14z > 1+ x ist richtig.
2) A(k) = Ak+1): z>-1A1+2)*>1+kr =
(1+z) = 1+2)fQ+2) > QA+ka)1+2) =1+ (k+ Dz +ka? > 1+ (k+ 1)z,

da kz? > 0 ist. Damit ist die Bernoullische Ungleichung bewiesen.

Fiir n > 5 ist 2™ > n?2.
Hier ist eine Aussage fiir alle n > 5 zu beweisen. Man verfihrt analog wie oben:
1) A(5): 32=2°>5%2=25 = die Aussage gilt fiir n = 5.
2) Fir k> 5 gilt: A(k) = A(k+1):
kE>5A2F > k2 = 2kl =2.2F > |2 4 k2 (ﬁ) kK2 +2k+1=(k+1)2
(x) Benutzt wird 1.55(a): n >3 = n? > 2n+ 1.
Gilt die Aussage also fiir ein k > 5, so gilt sie auch fiir k 4 1. Fertig.

Auf den Induktionsanfang, d.h. auf den Nachweis, dass A(1) oder A(ng)
richtig ist, darf nicht verzichtet werden! Der Induktionsschritt, d.h.
A(k) = A(k+1) ldsst sich auch fiir die offensichtlich falsche Behauptung

1
n(n+1) durchfiihren, siehe 1.11:

1+2+4 - +n<

k(k+1 k+1)(k+2
1+2+~-~+k<(T) = 1+2+~~~+k+(k+1)<%,

Gilt die Aussage fiir k, so auch fir k£ + 1. Natiirlich findet man keinen Indukti-
onsanfang, denn die Aussage gilt wegen 1.11 fiir keine natiirliche Zahl!

Weitere Beispiele zur vollstindigen Induktion: 1.55 — 1.58 auf Seite 40 — 42 ‘
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(a) Sind x1,...,x, positive Zahlen und ist H xr = 1, so gilt Zxk >n.

k=1 k=1
(b)  Fiir das harmonische, geometrische und arithmetische Mittel positiver
Zahlen gilt h<g<a: % < vara, < W.

a1 ++a -
Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich richtig.

Ist die Aussage fiir n richtig und ist z; - - -z, - 41 = 1 so ist nach
Voraussetzung 1 + -+ + Tp—1 + Tn - Tt >N
und also x1 + -4+ Zp + Tpy1 >N+ Ty + Tpt1 — Ty - Tt >0 4 1.
Beweis (x): n+ &p + Tpi1 — Tp - Ty 20+ 1 <= (1 —2p41) > 1 — 2py1.
Fall 1:  Alle ; sind gleich 1. Dann gilt 2,(1 — 2p41) > 1 — Tpt1.
Fall 2:  Nicht alle x; sind gleich 1. Es gibt ein z; < 1 und ein z; > 1.
Sei &, > 1 und zp41 < 1. Dann gilt z,(1 — xp41) > 1 — Tppq.

n
Seip:=aj---a, und x := s—\/’%. Dann ist H z = 1 und nach (a) gilt:
k=1

n
Z TE = Z Lk > oalso War-an < - (a1 + -+ + ay). Fiir die Kehrwerte

n/1 l 1 n
gllt —an o an =( ” ):> vay - a, > 1 Iy +

Alternativer Beweis fiir g < a (Interessante Anwendung des Induktlonsbewelses):
Benutzt wird, dass mit k auch 2* gegen Unendlich geht. Der Beweis gliedert sich
in zwei Teile:

(1)  Durch v.I. zeigt man, dass die Aussage fiir alle n = 2% gilt.

(2) Dann zeigt man: Gilt die Aussage fiir n, so auch fiir n — 1.

Man {iberlege, dass so obige Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen gezeigt ist!

Fir n =1, also k = 0 ist die Aussage offensichtlich richtig.

Man benétigt im Laufe des Beweises die Aussage fir n = 2: Va-b < GT—H):
va-b < a_+b <= 4dab < a?® + 2ab + b? < 0 < (a — b)?, richtig fiir a,b € IR.

a1+ +a ok

Ist nun 2\/77 - -agr < — a2, so gilt:
k41 k k
2 /al‘.‘a2k+1 :\/2/a1.‘.a2k+1 :\/2\/a1‘.‘a2k.2\/a2k+1.‘.a2k+2k

< \/a1+...+a2k a2k+1+"'+a2k‘+2k

2k ' 2k
a1+...+a2k a2k+1+'“+a2k+2k
3 + k ai+-+a
< 2 5 2 (da Vab < GT—H) ist)= ITJAQM

Also gilt die Aussage, falls n irgendeine Potenz von 2 ist.
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ai+-- +an , so gilt die Aussage auch fiir n — 1, denn

Ist Way---a, <

1
n 1 1 1—&-—”71 )
"*1/a1 Q1 = ai-- - Qp_1- (al . an—l)nil , da m = 0 1st.
a1+t YA
o nach Voraussetzung.

Also gilt (n—1)rVar - an—1 <a1+-+an_1,

a1+-+an_1

und folglich  »Va; - a,—_1 < pry

Damit ist obige Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen bewiesen!

1.4 Kartesische Produkte

Sind A und B Mengen und ist a € A und b € B, so nennt man (a,b) ein geord-
netes Paar. Bei einem geordneten Paar (a,b) ist im Unterschied zu der Menge
{a,b} die Reihenfolge wesentlich.

Es ist (a,b) = (¢,d) <= (a = ¢ Ab = d). Also ist im allgemeinen (a,b) # (b, a),
wihrend fiir die beiden Mengen gilt: {a, b} = {b, a}.

Ax B:={(a,b)|ac ANDbe€ B}
heiflt kartesisches Produkt der Mengen A und B.

Entsprechend definiert man A; x --- x A,,, das kartesische Produkt der Mengen
Ay, -+, Ay, als Menge der geordneten n—Tupel (as,- -, ay).

Man bilde das kartesische Produkt von A = {1,2} und B = {a, b, c}:

AxB ={(z,y) | x € {1,2}Ay € {a,b,c}} = {(1,a),(1,)),(1,¢),(2,a),(2,D),(2,¢)}.
Beispiele kartesischer Produkte:

IR?>:=TR x IR = {(z,y) | * € IR, y € IR} ist die x, y-Ebene.

IR? :=IRxIRxIR = {(z,9,2) | * € R,y € IR, z € IR} ist der dreidim. Raum.

[1,3] x [1,2] = {(z,y) € IR* | 1 <2 <3, 1 <y < 2} ist ein Rechteck im IR?.

(0,13 = {(2,9,2) | 0<z<1, 0<y<1, 0< 2<1} ist der Einheitswiirfel im IR>.

{0,133 = {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), (1,1,0), (1,0, 1), (0, 1,1), (1,1, 1) } ist

die Menge der Eckpunkte des Einheitswiirfels im IR,
Yy z AR

2 W7 ek ) Ly

1 1
1 3z IO 1 T 0 1 T
[1,3] x [1, 2] [0,1)? {0,1}3
Rechteck Einheitswiirfel Ecken des Einheitswiirfels
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1.5 Abbildungen, Funktionen

Der Begriff der Abbildung oder Funktion ist &hnlich grundlegend wie der Begriff
der Menge und wird hier nur erldutert.

Sind A, B zwei Mengen, so versteht man unter einer
Abbildung, Funktion f von A nach B, geschrieben: f: A — B

eine Vorschrift, die jedem = € A genau ein y € B zuordnet.

Man schreibt f : x — y oder y = f(z) und nennt:

A Definitionsbereich oder Definitionsmenge,

f(A) Bildmenge oder Wertebereich oder Wertevorrat,

x unabhingige Veridnderliche (Variable) oder Argument,
Y abhingige Verinderliche (Variable),

y = f(x) Funktionsgleichung.
Ist A” C A und B’ C B, so definiert man:

f(4) :={ye B|esgibteinz € A’ mit y= f(x)} Bildmenge von A4’,
f7YB) ={zxecA|f(x)e B} Urbildmenge von B’.
Beachte:

f~! ordnet Teilmengen von B Teilmengen von A zu, ist jedoch i.A. keine Ab-
bildung von B nach A (siehe jedoch: Umkehrabbildung f~*, falls f bijektiv ist,
Seite 30).

Man spricht von einer ”Funktion f” oder einer Funktion ” f(z)” oder auch von
einer Funktion "y = f(x)”, z.B. von der Sinusfunktion oder der Funktion e* oder
von der Funktion y = v/z .

Es sei f : IR — IR definiert durch f(z) = x2.

Man bestimme die Bildmengen von IR, IR>q, [—1,2] und | — 1, 2],

sowie die Urbildmengen von IR, IR>q, [—2, 1] und 0, 1].
f(IR>:f(IR20>:IR20 3 f([_172]):f(]_172]):[074}
fHR) = f7H(Rx0) = IR, f7H([-2,1]) = [-1,1], f71(J0,1]) = [-1, 1]\ {0}.

-
Gleichheit von Abbildungen (Funktionen)
f: A—B A=0C,
und sind gleich (f = g) <= B = D und
g: C—D f(z) = g(x) fir alle x € A.

Damit zwei Funktionen gleich sind, miissen sowohl die Definitionsbereiche, als auch
die Wertebereiche und (natiirlich) die Funktionswerte fiir alle x aus dem gemeinsamen
Definitionsbereich gleich sein !

Man sagt auch, f und g sind identisch gleich: f =g.
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1.19 Welche der folgenden Funktionen sind gleich?
R—IR R\ {0}—IR R\ {0, 1} =R R\{1}— IR
f: szag: szah: I2ak: T~ —T -
T— """ Tr—
T z—1
Keine zwei der angegebenen Funktionen sind gleich!
Aber: Ist A C TR\ {0,1}, so stimmen alle Funktionen auf A iiberein!

Die Angabe von Definitionsbereich und Wertebereich einer Funktion ist wichtig,
jedoch manchmal l&stig. Folgende Verabredung erleichtert die Arbeit:

Definitionsbereich und Wertebereich
Ist der Definitionsbereich einer Funktion nicht angegeben, ist verabredungs-
gemif der grifitmdgliche Definitionsbereich in IR gemeint.

Ist der Wertebereich einer Funktion nicht angegeben, ist verabredungsgeméf
die Bildmenge f(D) des Definitionsbereiches gemeint.

1.20 Man bestimme den Definitionsbereich D und Wertebereich f (D) folgender
Funktionen. Skizze?
2z, 23—z, €*, Inz, tanx, arctanz, %, %, ﬁ, a:%—i-l’ In |z|, |lnz|, |ln|z||
Ay
Funktion Definitionsbereich ~ Wertebereich
D f(D)
2z R R
3 —x R R
e” R m>0
Inz IR~o R
tanz R\{37+hkr|keZ} R
arctan IR ],g’g[
1
1 IR\ {0} R\ N/ e,
-1
= IR\ {0} {1} 1 =
z -1 AY
== R\{-11}  R\]-10] ¢
| I lall L 1)
In || IR\ {0} IR -1 1 "
|1n QZ| ]:R>0 RZO Inz
In|z| \|/ In]|z|
| In || IR\ {0} IR>o
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Ay

Eine Funktion f: A — B, wobei A, B C TR sind®, heit P
monoton wachsend, wenn fiir alle x1,z2 € A gilt: V4

T < oy = fx1) < fa2), f monoton wachsen

Y
streng monoton wachsend, wenn fiir alle z1, x5 € A gilt: I/
1 < Ty — f(.’171) < f(l‘g) -~
/ [ T

Entspechend wird (streng) monoton fallend definiert.

i3
d

f streng mon. wachsend

Man untersuche y = x? auf IR, IR<q, IR>¢ auf Monotonie.

y = 22 ist auf IR offensichtlich nicht monoton! 4y
y = 2% (x < 0) ist streng monoton fallend, o
denn (Rechnen mit Ungleich. Seite 47): y=a
a<b<0=a%>ab>b> = a® > b?. Ebenso zeigt man:
x

y = 2% (z > 0) ist streng monoton wachsend, siehe auch [2.31].

Die konstante Funktion f(x) = ¢ ist sowohl

Beachte:
monoton wachsend als auch monoton fallend!

Eine Funktion f : A — B heifit beschrinkt,
wenn es eine Zahl S € IR (Schranke) gibt, mit |f(z)| < S fiir alle z € A.

Die reelle Funktion f ist also genau dann beschrdinkt, wenn die Funktionswerte

in einem beschrénkten Intervall liegen, z.B. im Intervall [—S, S].
Die Funktion y = %, x > 1 ist beschréankt. 3

r>1=0<2<1=0<2<3 also |2 <3 firallex>1

Oder: f(z) = % ist fiir > 1 positiv und monoton fallend, also
liegen alle Funktionswerte zwischen 3 = f(1) und 0, also ist f beschrinkt.

-

Ist A C IR bzw. A C IRQ, so nennt man f : A — IR eine reelle Funktion einer
bzw. zweier (reeller) Verdnderlicher. Diese Funktionen lassen sich bekanntlich
als Kurven in der (z,y)-Ebene bzw. als Flichen im (x,y, z)-Raum darstellen
(veranschaulichen):

Man stelle die Funktion f : [~1,2] — IR mit f(x) = 2? als Kurve in der
(z,y)—Ebene dar. Ay
1
Schreibweisen fiir diese Funktion: f : { =12 = 113
T — T
kurz: f(x) =22 oder y=2?% fir —-1<z<2. y=1>

Die zugehorige Kurve in der (z,y)-Ebene,
d.h. der Graph der Funktion, ist die Menge:
{(z,y) |z e [_172]792332}7 11

also ein Teil der Normalparabel y = 2.

3Wichtig, da IR im Gegensatz zu € geordnet ist.
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Man stelle die Funktion f : [0,2] x [-1,3] = IR 3
mit f(z,y) = %a: + y als Flédche im Raum dar.

Die zugehorige Fliche im (z,y, z)-Raum,
d.h. der Graph der Funktion, ist die Menge:

{(I7yaz) | (zay) € [032] X [7173} y 2= %I‘FZ]},
also ein Teil der Ebene F : x + 2y — 2z = 0.

Funktionen von drei Verdnderlichen lassen sich auf die

se Weise nicht

X

darstellen, da man dazu den IR*, also den vierdimensionalen Raum, benétigt.
Siehe jedoch Kapitel 15 Funktionen mehrerer Verdnderlicher.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Veranschaulichung von

Ay
Funktionen und Kurven in der Ebene (analog im v
Raum) ist die Verschiebung des Koordinatensystems: \ /
Man skizziere y = x> — 2x — 1. \ 1 i
y=a>-2z-1<=y+2=(x—1)>~% -1
Setzt man v =z — 1 und v = y + 2, so erhélt man: o
v = u?, die Normalparabel in der u, v—Ebene: (1,-2) wu
Verschiebung des Koordinatensystems AY
v
= — ) b
Setzt man { Z B 575 , so liegt der Nullpunkt b @5 .
der u, v-Ebene im Punkt (a,b) der z, y—Ebene. . i
Man skizziere: (a)  {(z,y) | 42% — 162 + 9y + 18y — 11 = 0},
(b) y:2sin(2x— g)+1, Ay v
e
(C) Yy = h’l I+1 . / R
Quadratische Ergéinzung liefert: / 2 \ r
Az? — 162+ 9% + 18y — 11 =0 -1 y u
r—2)* +1)2
o | . ;W . ) _ ~
u=x—2 u? o 0? . Y v
S } — %+ Y =1, (Blipse). .3l .
\ (3:1)
y = 2sin(z — 5) +1 <. 1| 9 7r\. u
— 9 _r >
‘E’y*}r—%m(x 5)- ™~ |Z AN
U=r— 5 , TR ST g2 3
2 b = ¢y =2sinu. v -1
v=y—1 'Y
y=1Ine? —In(z +1)
= y-2=—In(z+1). (=1.2)] N2 ’
u=rl } — v=—lnu.
v=19y—2 . -
—1 62I71 'x




28 1 GRUNDBEGRIFFE

Ist f: A— B, so

ist f(A) C B, wobei f(A) C B echte Teilmenge von B sein kann.

[ ]
Bsp.: Ist f:IR — IR mit f(z) = 22, so gilt f(IR) = R>o C IR.
e ist jedem x € A genau ein y € B zugeordnet, wobei jedoch verschiedenen Ele-
menten von A durchaus das gleiche Element von B zugeordnet sein kann:
Bsp.: Ist f:IR — IR mit f(z) =sinz, so gilt sin0 =sinm =...=0.
surjektiv — injektiv — bijektiv
Eine Abbildung (Funktion) f: A — B heifit Stichwort:
surjektiv. < f(A)=B < [ ist Abbildung auf,
injektiv = <= x1 #£x2 = f(x1) # f(x2) <= [ eineindeutig,
bijektiv. = <= f surjektiv und injektiv < f eineindeutig auf.
1.27 Folgende Diagramme veranschaulichen diese Begriffe:
A — B A — B A — B
f f f
@ =0 0 @ @
[ surjektiv f injektiv f bijektiv
Jf nicht injektiv f nicht surjektiv f injektiv und surjektiv
f ist nicht surjektiv, wenn es ein Element aus B gibt,
das nicht Funktionswert ist.
f ist nicht injektiv,  wenn es zwei verschiedene Elemente aus A
mit gleichem Funktionswert gibt.
1.28 Sind A,B C IR und ist f : A — B, streng monoton wachsend, so ist f

injektiv.
v # 1 = (v <z2Vayr>z) = (f(@1) < flz2) V f(21) > fz2))
= f(x1) # f(z2), alsoist f injektiv.

Entsprechend sind streng monoton fallende Funktionen injektiv!
Monotonie allein reicht nicht fiir die Injektivitét, siche obige Bemerkung iiber konstante
Funktionen, die sicher nicht injektiv sind (falls A mehr als ein Element hat).
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1.29 Sind folgende Funktionen surjektiv, injektiv, bijektiv?
J IR — IR J IR — IRso
DN ORFEE S
R — IR -2 - R
: : 272
(c) f{ x — ad—x (d) f{ T — tanz

f(IR) = IRs¢ = f nicht surjektiv, f streng monoton wachsend = f injektiv.

=3

f ist surjektiv und injektiv (a), also bijektiv.
f ist surjektiv, aber nicht injektiv, da f(—1) = f(1) = 0, siehe auch [1.20].
f ist bijektiv, da surjektiv und streng monoton wachsend!

—
o
NN N NG

)

1.6 Umkehrfunktionen
Umkehrabbildung

Ist f: A — B eine bijektive Abbildung, so ist jedem x € A genau ein
y = f(x) € B zugeordnet und umgekehrt jedem y € B genau ein z € A, d.h.

Ist f: A — B eine bijektive Abbildung, so gibt es
die Umkehrabbildung f~!: B — A mit f~!(y) = z, falls y = f(x) ist.
f~1: B — Aist ebenfalls bijektiv und es ist f~1(f(z)) = z fiir alle x € A.

Beim Ubergang von f zu f~! wird der Wertebereich von f zum Definitionsbereich
von f~!, und aus der Funktionsgleichung y = f(x) wird die Funktionsgleichung
x = f~1(y) fiir die Funktion f~! (Auflésen nach z).

Da man iiblicherweise die unabhéngige Verdnderliche mit = bezeichnet, schreibt
man y = f~1(x) statt x = f~1(y). Diese Vertauschung von z und y bedeutet in
der (z,y)-Ebene eine Spiegelung an der Winkelhalbierenden y = x.

Die Graphen von f und f~! liegen also symmetrisch zur Winkelhalbierenden.

Berechnung der Umkehrfunktion
Ist f: A — B bijektiv,

so erhiilt man f~!: B — A durch: Yy y=f(=)
1.) y= f(z) nach z auflosen: x= f~1(y), y=ax
2.)  z und y vertauschen: y=f"x). Y= ()
Die Graphen von f und f—! - /
liegen x
spiegelbildlich /
zur Winkelhalbierenden y = z.
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1.30 Fiir folgende bijektive Funktionen berechne man die Umkehrfunktionen
und gebe ihre Definitionsbereiche an.

() y=-20+1, (b) y="EL (¢ y=e¥,

1 1
(a) y=-2r2+1=r=5(1-y)asoy=35(1-2), z€IR,

z+1 1
(b) y:T:>xy:m+1:>x:m,

alsoy:ﬁ7 x#1,

() y=e*1=3r—4d=Ihhy= 2= %(él—l—lny)7 also y = %(4—&—1111‘), x> 0.

1.31 Das folgende Beispiel verdeutlicht die Probleme, die beim Begriff Umkehr-
funktion auftauchen:

7 IR—IR>0 nach Verabredung ist nicht bijektiv,
' x— 22 kurz: y = z2 also nicht umkehrbar!

Beschriankt man den Definitionsbereich von f auf z.B. grofitmogliche Intervalle,
auf denen f bijektiv ist, so erhéilt man folgende umkehrbare Funktionen:

Funktion f kurz: Funktion f~! kurz:

R>o—IR>0 |y=22 z>0 {IR>OHIR>O y=+z, x>0
2 m»—>\/§

T—x

R R R R
{ <07 220 y=22 <0 { 2074<0 y=—/x, x>0
T T——\/T
(G

Man beachte: Ist f: A — B, dann ist

f~'  die Umkehrfunktion von f, falls f bijektiv ist, und definiert auf dem
Wertebereich f(A) = B von f.

% die multiplikativ inverse Funktion der Funktion f und dort definiert,
wo f definiert und ungleich Null ist: %(x) - % falls f(z) # 0 ist.

f~1 und % bezeichnen also verschiedene Funktionen!

1.32 Fir f:] — 5, 5[~ IR mit f(z) = tanz bestimme man f~! und %

f ist bijektiv, also

VR =] =22 mit f~1(z) = arctan .

f(x)=0<= 2 =0, also

D= I I\ {0} — IR\ {0}, mitﬁ:cotm.
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1.7 Einsetzen (Verketten, Substituieren) von Funktionen

Sind f: A — Bund g : B — C zwei Funktionen, so ist jedem = € A zunichst
durch f das Element f(z) € B zugeordnet und diesem dann durch g das Element

g9(f(x)) € C.

Das Nacheinanderausfithren von f und g liefert also eine Funktion von A in C:

f:{;l - fi) undg:{f - g(c;) = gof:{f - g(f?x))

= c
_f _9 .
g(B)

gof

go f (Lies: g "Kuller” f) bedeutet: Erst f dann g anwenden!
go f(x)=g(f(x))

Man nennt go f die aus f und g zusammengesetzte Funktion. Zur Differentiation
bzw. Integration zusammengesetzter Funktionen sieche Kettenregel bzw. Substi-

tutionsregel ! Ay
e3z
1.33 Man verkette die Funktionen f und g zu fog und go f
und skizziere sie!
(a) f(x)=e", g(z) =3z de”

(b)  f(x)=(z+1)(z—-2), g(x) = V.

(a) Es seian die Verabredung iiber Definitions— und Wertebereich

(Seite 25) erinnert! e®
. JIR — IRso - JIR — IRso
f . { r — eF ng . { T — eSm
—
. R —- IR . IR — IR0 37
g: { r +— 3z gof: { z — 3e*

8Y

3
3e*
/ 1
1
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_ (feg)l@) =(Vz + (Ve —2), z>0.

ga) = vz, 120 (9o N@) = V@ Da -2, s<-1Va>2
AY Y gof
\ g I8 |
-1 1 c 1 ACEE) | 1 2 "
2 ) fog

[V

1.8 Gerade, ungerade Funktionen

Bei der Untersuchung von Funktionen, insbesondere bei der Veranschaulichung
von reellen Funktionen in der Ebene (oder im Raum) spielen Symmetrieeigen-
schaften naturgeméif eine wichtige Rolle. Man unterscheidet Achsensymmetrie
z.B. zur y—Achse und Punktsymmetrie (z.B. zum Nullpunkt).

Gerade, ungerade Funktionen

Essei A=[-a,a] CIRund f: A — B.
Gilt fiir alle z € A:

f(=2) = f(2)

f(=z) = = f(x)

f gerade,
f ungerade.

f(==)
f gerade

f(=)

, dann heif}t

f(==)

f ungerade

—f(x)

Zerlegung in gerade + ungerade Funktion

Fiir jede auf IR definierte Funktion f gilt ‘ f(z) = g(x) + u(z) ‘

mit g(x) = %(f(a:) + f(—x)) gerade und u(z) = %(f(x) — f(—x)) ungerade.
Diese Zerlegung ist eindeutig bestimmt, siehe etwa [A 1], Seite 61.

Man untersuche, ob folgende Funktionen gerade oder ungerade sind:
z2, Yx, cosx, sinz, e®, coshx, sinhaz.

f(x) = 22 ist gerade, weil f(—x) = (—)? = 22 = f(x) ist.

f(x) = Iz ist ungerade, weil f(—2) = J/—x = — ¥z = —f(x) ist.

Aus der Definition von cosx und sin z folgt, daf3

cos(—x) = cosz, also cosx gerade, und sin(—z) = — sinz, also sin z ungerade ist.

e~ ! #£ +e!, die e-Funktion ist weder gerade noch ungerade.

—T

e
coshx =

5 ist gerade, weil cosh(—z) = ———— = coshw ist.
et—e” " e —e
sinhx = = ist ungerade, weil sinh(—z) = =5~ = —sinhw ist.
Zerlegung der e-Funktion in geraden und ungeraden Anteil siehe 1.36.



1.8 Gerade, ungerade Funktionen 33

Symmetrie

f gerade <= der Graph von f liegt symmetrisch zur y—Achse,
f ungerade <= der Graph von f liegt symmetrisch zum Nullpunkt.
Ist f ein Polynom oder eine Potenzreihe, so gilt:

f gerade <= f enthilt nur gerade Potenzen von =z,
f ungerade <= f enthilt nur ungerade Potenzen von z (daher der Name).

1.35 Hiermit erkennt man (Reihen siehe Umschlagseite F3):
2 z2 z z8
gerade: 33—z, cost=1—5r+97 — ...

2 4 6
Coshx:1+€—!+i—!+2—!+...

3 5 7
ungerade: 4x — 23, sinz =2 — 5+ 5 -5 ...

3 5 7
51nhx:x+§—!+§—!+9§—!+...

weder noch: 2z + 22, em:1+z+§+§—?+%+_”
1.36 Fiir jede auf IR definierte Funktion f ist
[z )+f( )
g(x) == —=——5—~—= gerade
! M sund - f(z) = g(x) + u(z) (klar).

u(z) =

ungerade

g(—x) = f= x);'f(x) f )+2f(_x) = g(x) also g gerade,

u(—z) = = x) fz) _ 7f(x)72f(fac) = —u(z) also u ungerade.
Zerlegung der efFunktion: e’ = ex+2e—x + 61726—1 = coshz + sinh x.
Zerlegung der Schwingung 2 sin(wt + 7/3) mittels der Add.—Theoreme [F 1]:
2sin(wt +7/3) = ... = coswt + /3 sinwt = gerade+ungerade, (s. auch Seite 79).

Summe, Produkt, Quotient, Einsetzen
f.g gerade — f+g. S0 L fog gerade
f+g, fog ungerade
d
f, g ungerade == fea 5 serade
fog, gof gerade
f gerade, g ungerade —- oo 5 ungerade
f beliebig, g gerade = fog gerade.
1.37 Haben folgende Funktionen Symmetrieeigenschaften?
J(@) = cosa® -sinh Ve H, g(a) = -2+ =5, h(z) = 14|z +1].

Nach obigen Regeln sind cos 2% und sinh Ve gerade, also ist auch das Pro-
dukt f(x) gerade. Der Graph der Funktion f liegt symmetrisch zur y—Achse!
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glx) =-2+ ist weder gerade noch ungerade,

z—1

S

setzt man aber z—1=wu, y+2=wv,so0gilt v=

Diese Funktion ist ungerade, der Graph also punktsymmetrisch zum Nullpunkt
in der (u,v)-Ebene.

Also liegt der Graph von y = —2 + x—il punktsymmetrisch

zum Punkt P = (1,-2).

Ebenso: h(xz) =1+ |z + 1] liegt achsensymmetrisch zu der Geraden z = —1.

Gilt fiir eine Funktion f(z,y) von zwei Veriinderlichen fiir alle Punkte des Defi-
nitionsbereiches D C IR%:

so heifit f gerade bzgl x bzw. ungerade bzgl. x. Entsprechendes gilt fiir die Va-
riable y und fiir Funktionen von drei oder mehr Variablen.

2 —
Welche Symmetrieeigenschaften hat die Funktion f(x,y) = ng—eryQ ?
. ()% 2Py
Es ist: f(—z,y) = (—2)21y2 = 22442 = f(@,y).
Ebenso sieht man: f(z, —y) = — f(x,y) und f(—z,—y) = —f(z,y).
Das heift, siehe auch [1.63]: Der Graph von f im z,y, z—Raum liegt:
zur y, z-Ebene f=zy) = f(z,y)
symmetrisch  zur x—Achse yda  f(z,—y) =—f(z,y) ist.
zum Nullpunkt fl=z,—y) = —f(z,y)

Die Funktionswerte von f ergeben sich aus den Funktionswerten von f im 1.
Quadranten!

Welche Symmetrieeigenschaften hat die Kurve f(x,y) = 2?/3 44?3 =17
Sei K := {(z,y) | #*/3 + y*/3 = 1}, siehe auch [1.63].
Wegen (—a)?/3 = a?/? gilt: Y
(,y) € K <= (=2,9), (x, —y), (-2, —y) € K.
Die Kurve K liegt also symmetrisch zu beiden Achsen
und zum Nullpunkt!

|

A
-
&Y

Da f(x,y) = f(y,x) ist, liegt K symmetrisch zur Win-
kelhalbierenden y = x, denn die Punkte (z,y) und (y, )
(Vertauschen von x und y) liegen spiegelbildlich zur Ge-
raden y = x.

Analog: K liegt symmetrisch zur Geraden y = —z.
Astroide siehe auch [1.50]. ?? +y?% =1

—1
Astroide



1.9 Grenzwerte von Funktionen 35

1.9 Grenzwerte von Funktionen

Da der Grenzwertbegriff der zentrale Begriff in der Differential- und Integral-
rechnung ist, kommt man an folgenden Definitionen nicht vorbei. Man versuche,
sich die folgenden Begriffe anhand der Beispiele klar zu machen!!!

Zur praktischen Berechnung von Grenzwerten benutzt man oft:

Regel von I’"Hospital, siehe Seite 273.
Potenzreihen, siehe Seite 344 ff, Umschlagseite F3 oder F+H.

Grenzwert der Funktion f bei xg

Es sei (a,b) ein offenes Intervall und ¢ € (a,b).

Ist D = (a,b) \ {zo} = {z € (a,b) | z # z0} = (a,20) U (z0,b) und f: D — IR,
so hat f fiir  — xo (oder: an der Stelle xg, bei zg) den Grenzwert yy, wenn
es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, mit © € D A |z — 20| < § = |f(z) — yo| <.

Schreibweise: lim f(z) = yo.
T—x0

lim f(z) = Die Funktionswerte f(z) sind beliebig wenig von yq ent-
T—o — Yo fernt, wenn x hinreichend wenig von g entfernt ist.

Es sei f(x) = xsin % Man zeige: hnb:z: sin % =0.
xr—

Ist (a,b) ein offenes Intervall und 0 € (a,b), so ist f auf D = (a,b) \ {0} definiert.

Zu gegebenem € > 0 wihle man § = €. Dann gilt: r
Istz € DAz —0] =|z] <0 =F¢,soist - T
.1 -1 -1
lzsin s — 0] = |zsin | = [z| - [sin o[ <|z] <e rsin L
—— i
<1 fiir 0 AN/
2 ) A g
_____ —p-¥ET

Ist D = (a,x0) und ist f: D — IR, so definiert man:
f hat fiir x — x¢ den linksseitigen Grenzwert 1y, wenn es
zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, mit x € D A |z — 20| < § = |f(x) — yo| < .
Schreibweise: lim f(x) = yo.
T—T
Ist D = (a,00) und ist f: D — IR, so definiert man:
f hat fiir £ — oo den Grenzwert 3y, wenn es
zu jedem € > 0 ein s € IR gibt, mit z € D Az > s = |f(x) — yo| < €.

Schreibweise: lim f(x) = yo.

Tr—00

Analog werden rechtsseitiger Grenzwert lim f(x) und lim f(x) definiert.

ozt
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Der Grenzwert von f an der Stelle z( existiert genau dann, wenn rechtsseitiger
und linksseitiger Grenzwert existieren und gleich sind:

limg .y f(z) =yo = limx_wg flx) = limx_m;;r f(x) = yo.

Existieren rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert, so braucht der Grenzwert
nicht zu existieren, wie folgendes Beispiel zeigt:

1.41
Man bestimme ggf. die Grenzwerte lim lim+ und lin%) von
z—0~ x—0 T—
_ lad _ 1
(@) fl@)="_, (b)  f(z) = arctan - .

(a) f ist definiert in IR\ {0} und es gilt (Def. von |z| siehe Seite 48):

| ] 1 ,firz>0
f(x>_$_{1 ,firz <0
x x x
= lim |zl =—-1, lim |zl =1 = limu existiert nicht.
z—0— z—0t+t T z—0 T
(b)  lim arctan l = lim arctany = < lim arctan l = lim arctany = —Z
z—0F Yy—oo 2 z—0~ Yy——00 _2

lim+ f(z) # lim f(x), folglich existiert hr% arctan— nicht.
z—0 r—0— — Yy

3 1
1.42 Man berechne lim 222 ‘
z—0 T
tanx

FirO<z< 5 gllt sinz <z <tanx = .
cosT 1 T

= cosz < sinz < 1, (siehe Rechnen mit Ungleichungen S. 47)
Aus lim cosz =1 und lim 1 =1 folgt lim ST
z—0t z—0t z—0 € .

Da 222 cine gerade Funktion (siehe Seite 33) ist, gilt auch lim su;x =1
z—0~

Da links— und rechtsseitiger Grenzwert iibereinstimmen, ist lin%) sn;m =1

xr—
Einfacher: Regel von "'Hospital [12.20] oder Potenzreihen [14.44].
. Ay
1.43 Man zeige: xh_)n;o\/— =

Ist € > 0 vorgegeben, so wird

|f(z) —0] = |f|_ < ¢, falls

x> %2 = ¢ 2 ist. Man setze z.B. s = ¢ 2.

} — >
1 € T

Es ist mithsam, Grenzwerte durch Riickgang auf die Definition zu berechnen.
Folgende Regeln konnen die Rechnungen sehr vereinfachen:
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Grenzwertregeln

Der Grenzwert einer Summe (Differenz, Produkt, Quotient® ) ist gleich
der Summe (Differenz, Produkt, Quotient® ) der Grenzwerte,
wenn die einzelnen Grenzwerte existieren.

Wichtig:  Regel von I'Hospital: unbestimmte Ausdricke (Seite 273).

Grenzwertberechnung mittels Potenzreihen [14.44].

2 —1
1.44 Man berechne (a) lim %, (b) limlﬁ,
(c) lim —2Fi— (d) Jim 2L
rz—1 (\/571)1" {1,’*)1('\/571)'1:
3 1
2243)(3z—1 2+7)8—2
(a) Kiirzen durch z? ergibt: ( I—gzl(,g ) = ( g)(x% x)
—2 —3
3T L
2 1 2+-)B-=) 9.
Grenzwertregeln:  lim Gr+3)Bz—1) lim —& % — 23 ?
-5 2
———
—5
(b) limlﬁ = % = 1, vollig unproblematisch.

(c) limﬁ existiert nicht. Lésst man jedoch die uneigentlichen Grenzwerte

r—1
+00 zu, so gilt: lim ﬁ = 400 und lim ﬁ — .

z—1+t r—1-

(d) Der Zihler lisst sich zerlegen in (y/z — 1)(v/z + 1), also:

=l (VEDGEHD) L VERL Vil
e 9‘7"1(\/5_1)3j ] (\/5—1).7; T aol oz = 1 =2

1.10 Stetige Funktionen

Stetigkeit vonf an der Stelle xq

Die Funktion f : D — IR heiflt an der Stelle zy € D stetig, wenn es
zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, mit z € DA |z — 29| < § = |f(z) — f(z0)| <.

f ist stetig an Die Funktionswerte sind beliebig wenig von f(xq) ent-
der Stelle zg € D fernt, wenn x hinreichend wenig von xg entfernt ist.

f D — IR heifit in D stetig, wenn f an jeder Stelle zy € D stetig ist.

Skeiner der auftretenden Nenner darf Null werden!
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D kann Teilmenge von IR oder € oder vom IR" sein. Falls jedoch nicht ausdriick-
lich anderes gesagt wird, ist D C IR.

f(z) = V/x ist fiir jedes xg > 0 stetig.

Nach [1.62] gilt: |v/x — /ZTo | < v/|z — o] fiir z, 29 > 0.

Zu gegebenem € > 0 sei § := €.

Ist nun |z — x| < § = €2, so ist |\/Z — o | < V/|r — w0] <e.
Also ist f(z) = y/z fiir alle zyp > 0 stetig. Da § nur von e und nicht von der Stelle
o abhingt, nennt man f fir x > 0 gleichmdfig stetig.

T

Handlicher als die €, 6—Definition ist folgendes Kriterium fiir die Stetigkeit einer
Funktion f an einer Stelle g € D C IR, z.B. falls D ein offenes Intervall ist:

fist stetighbeizg € D <= lim f(x) = f(xo).

T—xT0

Existiert f(xo) nicht, wohl aber lim f(z), so nennt man f an der Stelle z( stetig
0

r—x

erginzbar. Erginzbar deshalb, weil man durch f(xo) := lim f(z) die Funktion
T—x0

f zu einer an der Stelle x( stetigen Funktion erweitern (fortsetzen) kann.

Existiert lim f(x) und ist lim f(z) # f(xo), so nennt man f an der Stelle zg
T—xg

T—Tg
hebbar unstetig. Hebbar deshalb, weil man durch Anderung von f an der Stelle
xo durch f(zg) := lim f(x) erreicht, dass f an der Stelle xq stetig wird.
T—xT0

1, z#0 . Lo
Man untersuche f(z) = sgn’z = 0’ s n IR auf Stetigkeit.
In zg # 0 ist f stetig, weil lim sgn?z = 1 = sgn?x ist. y
T—xg
In zo = 0 ist f unstetig, weil lin%) sgn?z = 1 # 0 = sgn?0 ist. 1

f ist jedoch bei 0 hebbar unstetig, da lin%) sgn’c = 1 existiert.
xr—

‘ Die elementaren Funktionen sind dort, wo sie definiert sind, auch stetig.

Beachte: Zu einer Funktion gehort immer der Definitionsbereich!
Mit der verkiirzten Aussage: ”Die Funktion % ist iiberall stetig”, ist die wah-

re Aussage gemeint: ”Die Funktion % ist in ihrem Definitionsbereich IR \ {0}
stetig”.

Falsch ist die Aussage: ”Die Funktion % ist (bei 0) unstetig”, denn unstetig kann

eine Funktion nur dort sein, wo sie definiert ist.

Richtig dagegen: ”Die Funktion % ist bei 0 nicht stetig ergénzbar”.
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Will man kompliziertere Funktionen auf Stetigkeit untersuchen, geht man — ge-
nau wie bei der Berechnung von Grenzwerten — moglichst nicht auf die Definition
zuriick, sondern benutzt folgende Regeln fiir stetige Funktionen:

Rechnen mit stetigen Funktionen

Summe, Differenz, Produkt, Quotient” stetiger Funktionen sind stetig.

Das Einsetzen einer stetigen Funktion in eine stetige Funktion ergibt
wieder eine stetige Funktion.

Ist D ein offenes Intervall, so erhilt man durch Negation (siehe: Logische Regeln,
Seite 14) aus

f ist stetig bei zg € D <= lim f(z) = f(xo).

T—xo

eine Aussage dariiber, wann genau f an einer Stelle ¢ € D unstetig ist:

Unstetigkeitsstellen

f unstetig bei zg € D <= lim f(x) # f(xo).

T—xTo
f ist also unstetig bei g € D, wenn lim f(z) nicht existiert oder,

T—xQ

wenn lim f(x) existiert, aber ungleich f(xo) ist (hebbare Unstetigkeitsstelle).
T—x(

Das ergibt folgende typische Unstetigkeitsstellen:

1)  lim f(z) existiert nicht, z.B. weil \?/
T—x0
—

a) f bei z( eine Sprungstelle hat, xo z

b) f bei Anniherung an xy unbeschrinkt ist,

—
o X
¢) f bei Anndherung an z oszilliert und
die Amplitude nicht gegen 0 geht. \/\/\IMW
CIE() =$
2)  lim f(z) existiert, aber lim f(x) # f(xo) /

T—x0 T—T0
(hebbare Unstetigkeitsstelle). .

o i

Tkeiner der auftretenden Nenner darf Null werden!
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flz) = { ? ) 11:ur x F 8 ist an der Stelle 0 unstetig.
, fiir x =

lim l%' existiert nicht (vegleiche 1.41), f hat bei 0 eine Sprungstelle.

z—0
Lésst sich f(x) = i an der Stelle 0 stetig ergénzen?

Nein, denn f ist in jedem Intervall, das 0 enthélt, unbeschrénkt.

Lésst sich f(x) = sin i an der Stelle 0 stetig ergénzen?

Nein, denn sin% oszilliert fiir z — 0 mit der Amplitude 1.
. zsint |z #0 . .
Man zeige:  f(x) = 0° ’ 0 ist tiberall stetig.
) Xr =
Ist xg # 0, so ist f an der Stelle z( stetig, da % dort als Quotient stetiger Funk-
tionen stetig ist. Folglich ist auch sini stetig Ay
(Einsetzen stetiger Funktionen ineinander) und
deshalb xsin% (Produkt stetiger Funktionen). .
Bleibt zg = 0 zu untersuchen: remy
Wegen 0 < |z -sin 1| = |z - |sin 1| < |z
. . 1 v

gilt hn})x sin- = 0= f(0).

xr— -

Siehe auch 1.40.

Also ist f auch an der Stelle 0 und folglich
iiberall stetig! Zur Frage der Differenzierbarkeit der Funktion f siehe 12.1

3 o1+

Al

3 ot
sy

AT

-

1.11 Aufgaben

Negiere: Ve > 030 >0Vx1 € DVzg € D, |z1—122] < 6 = |f(x1)—f(22)] <e.
Was bedeutet diese Aussage, falls f : D — IR eine reelle Funktion ist?
Man beweise indirekt: Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Man beweise indirekt: \/z ist streng monoton wachsend.
Man zeige: (AUB)\ (ANB) = (A\ B)U(B\ A) (= symmetrische Differenz).
(a)  Fiir jede natiirliche Zahl n > 3 gilt n® > 2n + 1.
(b)  Fiir jede natiirliche Zahl n > 10 gilt 2" > n3.

(¢)  Fiir jede natiirliche Zahl n gilt Zj!j =(n+1)-1.
=0 5,
(d) Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gilt H(l - %2) = nQ—J;l = %(1 + %)
j=2

Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist gleich n?.
Die rekursive Folge ag = 4, an4+1 = /3 + a,, ist monoton fallend, d.h. fiir alle
natiirlichen Zahlen n gilt an4+1 < ay, [14.10].
(a) y =™ ist fiir x > 0 streng monoton wachsend.

(b) Ist n ungerade, so ist y = x™ fiir alle x streng monoton wachsend.
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1.59  Man formalisiere und negiere die Aussagen:
(a) f ist auf [0, 1] beschrankt. (b) f ist auf [0, 1] monoton fallend.
1.60  Man bestimme eine bijektive Abbildung zwischen IR und (0, 1).
1.61  Man bestimme ggf. die Umkehrfunktionen:
sin(2x — —) 0<z<ZI 5, cosh(—e™®), ln—2, x <0, ,/902—14_17 x < 0.
1.62  Fiir a,b >0 gilt |v/a —Vb| < +/]a —b].
1.63  Man skizziere die Kurven |z|® 4 |y|* =1 fiir a = %, 1, 2.
1.64  Man bestimme Symmetrieeigenschaften der Fliche f(x,y) = L

Ty
1.65  Man berechne ggf. folgende Grenzwerte:

(a) lim gijﬁ (b)  lim V422 — 2z +3 — 2z (c) lim 277
. xtsinz . x2—x
(d) lim ZEE () lim Vet Ve —Ve—VEo () limisTy

r—00

22—z . x GauB—Symbol,
(8) 1_1)m1 x2—1 () :clggo [x] ] = grofite ganze Zahl < z.
1.66  Man beweise indirekt: a,b > 0= v/ab < a—2i—b

1.67  Man beweise indirekt: |z| < 1= 4 + 2z — 222 > 0.
1.68  Man zeige: Jedes Polynom p(z) = az® + bx? + cx + d ist punktsymmetrisch zu

dem Punkt (— 3ba,p( b )) dem Wendepunkt der Parabel 3. Ordnung.

1.12 Lo6sungen

1.51 Die Aussage bedeutet, dass f auf D gleichméfig stetig ist.

Bedenkt man: A = B = AV B = A A B, so erhilt man als Negation:
Je>0Vd>03x € D Axg €D, |x1 —x2| <OA|f(x1) — f22)] > €,
bedeutet: f ist auf D nicht gleichméBig stetig.

1.52 Giébe es nur endlich viele Primzahlen p1, ..., p,, so wire q := p1 - - - pp, + 1 durch
keine der Primzahlen py,...,p, ohne Rest teilbar, also eine (weitere) Primzahl,
# zur Annahme.

1.53 \/x nicht streng monoton wachsend <= Jx1, 2, 0 < x1 < T2, \/T1 > /T2 > 0.
Aus /71 > /72 > 0 folgt wegen der Monotonie von y = 2%, x > 0 [1.21]:
r1 > x9 # zur Annahme.

1.54 z€(AUB)\(ANB)<= (x€ ANz ¢B)V(reBAx¢gA)
< (r€ A\B)V(x e B\A) <=z (A\B)U(B\ A).

1.55 (a)n>3=n—-1>2= n—-12>4>2=n’-2n+1>2=n?>2n+1.
(b) 21© = 1024 > 1000 = 10®> und k> 10 und 2F > k> —

2kl =22k SR = I3 4 BB =3+ (k- DR+ (k- Dk + k&
>k +3k2+3k+1=(k+1)3 dak—12>3ist.
Beim Induktionsschluss wurde nur £ — 1 > 3, also k > 4 benutzt. Warum gilt die
Aussage nicht fiir n > 47 Vergleiche 1.14.

(c) Fiir n = 0 ist die Aussage richtig. Sei Z?:o jli=k+1) -1
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Dann folgt Y570 jlj = (k+ 1)l = 1+ (k+ D)(k +1) = (k +2)! - 1.

(d) Fiir n = 2 ist die Aussage richtig. Sei H o(1— g ) k+1 . Dann folgt
k+1 1 k 1 1 E+1 k42

H] 2(1__2>:Hj:2(1_j_2)(1_m>:( )(1— k+1)2>: 2(k+1)"

Durch vollst. Induktion ist zu zeigen: 37 (2j—1) = 14+34+5+.. .+ (2n—1) = n*.

Fiir n = 1 ist die Aussage richtig. Ist Z?Zl(Qj —1) = k2, so gilt:
SR - ) =Y 2 - D)+ 2k +1) — 1) = K2+ 2k + 1= (k+1)%
as =3+ a1 =7 <4=ay, also ist die Aussage an,1 < a, fiir n = 1 richtig.

Gilt die Aussage fiir k, ist also agy1 < aj. Dann schlieft man:

g1 < ap => 3+ apy1 <3+ ar = B3+ a1 < V3 +ar = apye < apqr.
Monotonie der VA siehe 1.53. Gilt die Aussage fiir k, so auch fiir k& + 1.

Also ist an+1 < ay, fiir alle n € IN, d.h. (a,,) ist monoton fallend.

(a) y=a"™, x>0 ist streng monoton wachsend, Beweis durch v.I.:

Fiir n =1 (oder n = 2, 1.21) ist die Aussage richtig!

Ist 0 < a < bund af < b*, so folgt a¥a < b*Fa und ab® < bb*, also a®t1 < bF+1,
(b) Ist n ungerade, so ist y = ™ eine ungerade Funktion und
1<h<0=0<-b<—a= ()" < (—a)" = -0 < —a" = a" < D"

Also ist y = 2™ (n ungerade) auch fiir negative x streng monoton wachsend!

f ist auf [0, 1] beschréinkt — IS ecRVze[0,1], |[f(z) <S.

f ist auf [0, 1] unbeschrinkt — VSelR 3z e[0,1], |[f(z) > S.

f ist auf [0, 1] monoton fallend <= Va,be[0,1], a <b= f(a) > f(b).

f ist auf [0, 1] nicht monoton fallend <= 3Ja,b € [0,1], a <bA f(a) < f(b).
arctanz ist bijektiv zwischen IR und (-7, %), also ist %(% + arctanz) bijektiv
zwischen IR und (0, 1).
2 — 5 ist bijektiv zwischen [0, 2] und [~ 5, 5. sinx ist bijektiv zwischen [ 3, 7]
und [—1,1]. Also ist sin(2z — 5) bijektiv zwischen [0, 5] und [-1 1}
y = sin(2z — ) 0<m<—:>2m—§:arcsmy:>x—z+ arcsiny

— Umkehrfunktlon y=7 + arcsmm —1<x<1.

—e~ 7 ist bijektiv zwischen IR und IR<0.

Die Umkehrfunktion von y = coshz, = < 0 ist y = — arcoshz, = > 1. Also:
y = cosh(—e™®) = Umkehrfunktion: y = —In arcoshz, = > 1.
=In —2, x <0 = Umkehrfunktion: y = —+/3e*, z € IR.

y:,/xQ—H, z < 0 = Umkehrfunktion: y:f%m, 0<z<l.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei a > b > 0, dann gilt:
a>b=ab>b = Vab >b=2Vab >2b= —b>-2Vab +b
—la—bl=a—-b>a-2Vab+b=(Va—vb)? = la—b] >|/a —Vbl.
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|z]® + |y|* =1, fiir a = %, 1, 2:

Die Kurven liegen symmetrisch

zu beiden Achsen und den Winkelhalbierenden!
Siehe auch Astroide (a = %), [1.39].

Eine Fliche im IR® liegt symmetrisch zu einer Geraden (Ebene), wenn jeder
Punkt der Fliche durch Spiegeln (siehe Seite 153) an der Geraden (Ebene) in
einen zur Fliche gehorenden Punkt iibergeht:

fl=z,y) = Ty = —f(z,y) = der Graph von f symmetrisch zur y—Achse,
fla,—y) = x(iy) = —f(z,y) = der Graph von f symmetrisch zur x—Achse,
f(=z,—y) (_x)l(_y) = f(z,y) = der Graph von f symmetrisch zur z—Achse,
fly,x) = a = f(xz,y) = der Graph von f symm. zur Ebene y = x

fl—y,—x) = m = f(z,y) = der Graph von f symm. zur Ebene y = —z.

(a) % (b) Erweitern mit V422 — 2z + 3 + 2z ergibt Grenzwert = f% (¢) O
(

(d) LR — g 4 ST g 0= = lim ZENL — 7 (e) 1, wie (b)
2_ z(zx—1 . 2 1 :
() 5=F = Gy = ImB=f =37 (2) ox. nich
T X ~ T
_ z = [z] = z— N Quetschlemma,
(h) z-1 <[] <z = o Ay =1 ( Seite 331. )

Ann.: Vab > aTer
= dab > a® + 2ab+ b*> = 0> (a — b)? # (falsch, kein Quadrat ist negativ!)
9

Ann.:4+2x—2x2§():>1_($_%)2§0

= % < |9:f%| =z < —1Vaz>2 # (zur Voraussetzung —1 < z < 1.)

Verschiebung des Koordinatensystems (Seite 27):
=) r=u— 2
a 3a liefert

b — L
v=y—p(—3;) y=v+p(—3;)

vt p(=gp) =y =p() = alu = 30)° + blu— 30)° + c(u— ) +d

2
v :au3 — b—u
3a

u=x—(—

Im u, v—System ist p eine ungerade Funktion, der Graph also punktsymmetrisch
zum Nullpunkt.

Der Nullpunkt im u, v—System ist der Punkt (—%JU(—%)) im x, y—System.
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2 Reelle Zahlen

2.1 Briiche, Potenzen, Wurzeln

Die Menge der Zahlen x auf der Zahlengeraden wird mit IR bezeichnet.
- N2 oem
3 2 1 0 1 2 3 4 @

Sind a,b € IR, so besteht stets genau eine der drei Ordnungsrelationen:

a <b a Kkleiner als b, a liegt links von b auf der Zahlengeraden.
a=10 a ist gleich b.
a>0b a grofler als b, a liegt rechts von b auf der Zahlengeraden.

Ist a <bund b < ¢, so ist auch a < ¢ (Transitivitét).
Statt "a < b oder a = b” schreibt man "a < b” (a kleiner oder gleich b).
Die rationalen (und die reellen) Zahlen liegen dicht auf der Zahlengeraden, d.h.

zwischen je zwei verschiedenen rationalen (reellen) Zahlen liegen stets unendlich
viele weitere rationale (reelle) Zahlen.

Sind a,b € IR und ist a < b, so liegt z.B. die unendliche Menge

b—a _ :
{a+==1n=2.3,...} zwischen a und b.

Jede reelle Zahl ist ein (endlicher oder unendlicher) Dezimalbruch, wobei die ra-
tionalen Zahlen genau die endlichen oder periodischen Dezimalbriiche sind.

(a) Man verwandle folgende unendlichen periodischen Dezimalbriiche in
gewdéhnliche Briiche: z =0.15, y=0.0072, =z = 1.325.
(b)  Man zeige: 0.9 = 1. (c) Man berechne 2-0.7.
TF TE 15 _ 5
z=015 = 100z = 15.E = T=499 = 33"
-z = —0.15 =
99 = 15.00
1000y = 7.2072 y= it 102= 13.255
— y=0.0072 9990 2= 1305 — 2=
999y = 7.2000 Y= 555 9z = 11.930 E—
Fir z = 0.9 gilt: 10z = 9.999... =— z=1.
—z =-0.999...
92z = 9.000...
Oder mit der geometrischen Reihe, Seite 337:
k
9 9 9 9 1 9 1
09=35+1e T8t =15 (1—0) =t =1
=0
= 71 7 = 7 14 =
07:1—17%25 also 2:07=2.5=-3 =15
-}

Fiir das Rechnen mit Potenzen und Wurzeln (falls die entsprechenden Ausdriicke
definiert sind, v/z ist in IR z.B. nur fiir z > 0 definiert) gelten folgende Regeln:
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¥ .l = $u+v (xu)v — U ) (l‘ . y)u = pt. yu
-n _ 1

Erfahrungsgemai$ fithren Unsicherheiten beim Rechnen mit Briichen, Potenzen, Wurzeln
und Logarithmen (siehe Seite 86) immer wieder zu #rgerlichen Fehlern in Klausuren!

Zur vertiefenden Wiederholung siehe auch EM 1.

Man berechne (2%)2 und 2037 ; -
(23)2 = 232 = 26 — 64 und 203" = 2% = 512
Man vereinfache (Va3 + /z )% - z~! durch Ausmultiplizieren:
(il/z_g + \/5)2 e G- (z3/4 + 9:1/2)29:’1 _ (I6/4 4 9g3/4+1/2 I)Ifl
x3/271 25/ 41 = VI +2¥r +1
Fiir welche z > 0 gilt 2™ ) > (2")~1?
Esist 2 ) =27 = ¢z und (") = 27" = g%n Also gilt:
2 > (M)l = Yz >a%n<:>a:"{l/5 >1<:>a:"+1/”>1<:>a:>1.—J

2.2 Fakultiat, Binomialkoeffizienten

Das Produkt der natiirlichen Zahlen von 1 bis n bezeichnet man mit n! (lies:
n—Fakultéit). Aus ZweckmiBigkeitsgriinden setzt man zusitzlich 0! = 1.

n € IN Oi _

Man berechnet: 1!=1, 2!=2, 3!=6, 4!=24, 5!=120,---
Mit dem Taschenrechner erhilt man z.B.: 13! = 6227 020 800.
Die Fakultdten groflerer Zahlen lassen sich ndherungsweise mit der Stirlingschen
Formel (siche F+H, 7) berechnen: n!=~ (2)"-/27mn,zB. 13!~ 6187239471.
¢ S|
Die als Faktoren der Potenzen des Binoms (a + b) auftretenden Koeffizienten
heiflen Binomialkoeffizienten:

(a+b)° = 1

(a+b)' = a + b

(a+b)? = a® + 2ab + b2

(a+b)?® = @@ 4+ 3a% 4+ 3ab2 4+ b

(a+b)* = a®  + 4%+ 642>+  4dab® + b
(a+b)® = a® + batd + 10a3* +  10a?®  +  bab* + B
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(a+b)"

1
—~

(6)

a+ n a"lp42 5

®)

(n—

1) an72b2+‘”+n(

~—

(%)
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n—1)-(n—k+1)
k! a

(k)

BT

~—

(%)

Fiir den Koeff. von a”~*b* in der Potenz (a+b)" schreibt man kurz: (%), lies: "n iiber k7.

Binomialkoeffizienten

n=20,1,2,... k=1,2,...
n(n—1)---(n—k+1

() = ettt

©) = () =1

(5) _ 5-4-3

3 1.2-3
N 3-2:1.0:(—1)

4 B.- (5) 1.2:3-4-5

.B.: (3) _ 3

1 1
(O) _ 0= (kD)
k E!

10

0
3

0

binomische Formel
(a+b)" = Z (%) a"kpk =
k=0
() o+ () 101 (B) 0207 () 07 () a0 (1)

Die Binomialkoeflizienten berechnet man mit dem Pascalschen Dreieck:

n=20 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 + 4 1

5 1 5 10 \ 10 < 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

(a+b)° = 1a°+ 6a°+ 154 + 20030 + 15a%b* + 6ab® + 165
wichtige Formeln

4 44 _ (b .
(2) + (3) = (3) Bildungsgesetz des
6 + 4 10 Pascalschen Dreiecks

n!

(n) _ _ Symmetrie des
k) = (n—k)l-k! —

1
B+ )= 01D |
‘ Pascalschen Dreiecks

2.7  Setzt man in der binomischen Formel a =1 und b =1, bzw. b = —1, so gilt:

n

@) 2=0+0)"=> P =@)+@®+ -+, 2zB:2"=16=1+4+6+4+1.

k=0
n

2 0=01-1"=> () (-DF
[

0=1-4+4+6-4+1.
S

(©) = (D) ++ 0" ():

Der Ausdruck (%) ist nur fiir nicht negative ganze Zahlen n definiert. Man er-
weitert ihn jedoch so, dass er fiir beliebige reelle Zahlen 7 einen Sinn erhéalt:
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allgemeine (5) - 543 )
Binomialkoeffizienten 134 1‘2’1!04( 0’6)
relR k=1,2,... B (3") = —5—= =-0.056,
D — —2)-(=3)-(—4
(17{’;) _ T‘(T*l)--’-{:(!T‘*k+1) ( 32) — ( ) (3!) ( ) — 74’
(m—1
B =1 uwd (§)=r (3) = % ~ 3.364.
allgemeine binomische Formel, binomische Reihe
(1+2) (R)e" =@+ Do+ G+ (e’ +- fiwfe] <1
k=0
I+z = (1+2)%°
(%°) + ( 15) (0'5) (0'5) + ()t -
= 1—&—;95 895 +16 128xi , fir —1<x <.

2.3 Ungleichungen, Betrige

Ist a < b, so ist
a+c <

a-c

<

>
1 >
<

S =

>
b-c ,fallsc Z

>
, falls ab Z

0
0

b+ c, fir alle c € IR

Addition einer bel. Zahl auf beiden Seiten.

Multiplikation mit beliebiger ggg Zahl.

Bilden der Reziproken auf beiden Seiten,

gleiches
falls a,b ungleiches

Vorzeichen haben.

Diese Regeln gelten auch, wenn ” <” durch ”<” ersetzt wird!

-2 < 3 =
-1 < -
-1 < e
-1 < -

5 < —

-7
)
2

U=

vV A A

vV A

—2 Addition von —5 auf beiden Seiten.
15

—6

Multiplikation beider Seiten mit 5.
Multiplikation beider Seiten mit —2.

Bilden der Reziproken auf beiden Seiten:

—1 und 3 haben ungleiches Vorzeichen.

=Wl

5 und 7 haben gleiches Vorzeichen.

a<bundc<d=a+c<b+ d‘ Addition gleich gerichteter Ungleichungen

Fiir alle n € IN gilt:

= a”
0<a<b

<

bTL

= Va < Vb

Monotonie von
Potenz
Wurzel 1
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Bernoullische Ungleichung
Fiir alle n € IN gilt:
x> —-1= (1+z)">1+4+nx

2 REELLE ZAHLEN

)

0O£z>-1= (14+2)">1+nzx

Der (absolute) Betrag |z| von x € IR
wird folgendermaflen definiert:

Betrag |x| Yy
w20 el= “ y=lal
Fir 2=0 ist |z/= 0 ‘ -

<0 |z] = —x y=z |l y=-z

1/ 17
+ 3z
oder mit <:
Betrag |x|
x>0 . Jr|= =z
Fiir ist
x<0 |z| = —x

vom Nullpunkt und |z — a| der Abstand der Zahl z

Geometrisch gesehen, ist || der Abstand der Zahl x auf der Zahlengeraden

von der Zahl a.

T

5[=5 , [-1=1, ‘\/5‘:\/5 ) |LL‘2|:372
Va2 = |z| und nicht etwa = x; denn z.B. 1/(-3)2 =9 =3 =| - 3|.
Es gelten folgende |z|=1 <= x=1 oder z=-1,
Aquivalenzen, |z =a <= ax=a oder z=-a, fira>0,
z € IR: 2] <1 <— —1<z<1.

Rechnen mit Betrigen

Fiir alle a,b € IR gilt:

la-b| =|a| - b| und ]%‘

|
lal < b = a® <

lla| = [b]] < la+0] < |a] + |b|

Dreiecksungleichung

Ungleichungen und Betridge benutzt man, um Gebiete auf der Zahlengeraden, in
der Ebene oder im Raum zu charakterisieren, iiber die Integrale (mehrfache In-

tegrale) zur Berechnung von Inhalten, Schwerpunkten,
gebildet werden.

Tragheitsmomenten usw.

Ungleichungen, in denen Betragstriche vorkommen, 16st man, indem man diese
durch Fallunterscheidungen (gemif der Definition von |z|) beseitigt.

T

Fiir welche x € TR gilt die Ungleichung |x — 1| <2 7
Fallunterscheidung zur Beseitigung der Betragstriche:

(Eine einfachere Losungsmoglichkeit zeigt [2.13].)



2.14

2.3 Ungleichungen, Betréige 49

1. Fall:  — 1 > 0, dann ist |z — 1] =  — 1 und die Ungleichung heifit x — 1 < 2.
2. Fall: x —1 <0, dann ist |z — 1] = —(« — 1) und die Ungl. heifit —(z — 1) < 2.
Durch Umformen erhilt man:

1. Fall: Ist x > 1, so 16st x die Ungleichung, wenn z < 3 ist.
2. Fall: Ist z < 1, so 16st  die Ungleichung, wenn x > —1 ist.

1. Fall: Losungsmenge: 1<z <3
2. Fall: Losungsmenge: —1<z <1

Zusammenfassend erhilt man:

x 16st die Ungleichung |z — 1| < 2 genau dann, wenn —1 <z <3 ist.

Veranschaulichung auf der Zahlengeraden:

L. Fall: Lésungsmenge: : : : ) x
1<z <3
2. Fall: Loésungsmenge: ' ' i ; x
—“l<z<1
x € IR -1 0 1 3
Gesamtlosungsmenge: ¢ ' ' ) z
\ J
—-l1<z<3
Ausnutzen der Aquivalenz |a| < |b] <= a? < b%:
lr—1]<2 <= (z-1)?2<4 <= 22 -22+1<4 <= 22 -22-3<0
= —-l<z<3,da 22—-22—-3=0 < 1z =—1, 25 =3 und die Parabel
y = x? — 2r — 3 genau zwischen ihren Nullstellen negative Funktionswerte hat.
Geometrisch bedeutet |a —b| den Abstand von a und b auf der Zahlengeraden,
speziell |a| = |a — 0] den Abstand von a zum Nullpunkt.
Folglich ist die vorige Aufgabe noch einfacher zu losen:
T

Die Ungleichung |z — 1| < 2 l6sen, heiit demnach, alle x bestimmen,
deren Abstand von der Zahl 1 auf der Zahlengeraden kleiner als 2 ist, und das
sind natiirlich genau die Zahlen zwischen —1 und 3, also —1 < z < 3.

Fiir welche x € IR gilt die Ungleichung |x +2| < |z —1| 7

Fallunterscheidungen zur Beseitigung der Betragstriche:

1.Fall: 2+2>0undz—-1>0 < z>-2undz>1 < x>1.
2. Fall: z24+2>0undx—1<0 <— 22> -2undz<1 <= -2<zx<1.
3.Fall: 242<0undz—-1>0 <— < -2undz>1 < zx€0.
4. Fall: 24+2<0undz—-—1<0 < zrzr<-2undz<1 <— zx<-2

Der 3. Fall braucht nicht weiter verfolgt zu werden.

Unterscheidet man die verbleibenden drei Fille, so erhélt man drei Ungleichungen
ohne Betragstriche fiir die jeweiligen Gebiete:
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1. Fall: 1<z: |[z+2[<|z—-1<= z+2<z2-1 <+=2<-lelzecl
2. Fal:—2<z<1: [z42|<|z—1<= z2+2< —(z—-1) =< -1 < -1/2

4.Fall: 2<-2: [z42|<|z-1]e=—(2+2) < —(z- 1= 2<1+<=lzcR

Zusammenfassend ergibt sich: x 18st die Ungleichung |z + 2| < |z — 1|

< (r>1lundzel) oder (-2<z<lundz<-1/2) oder (x < —2undzx€lR)
— zel oder —2<x<-1/2 oder < =2
= x<—1/2

Veranschaulichung auf der Zahlengeraden:

- ) -1/2 1
) T > ; f t T
L. Fall: Loésungsmenge: 1 zeld
—2<z< t + f
2 Fall: oot i ’
Osungsmenge: —2<z<-1/2 1
x <=2 : ‘ ‘ x
4. Fall: Losungsmenge: < —9
h 2 -1/2 1
z € IR / >
Gesamtlosungsmenge: < —1/2 )

Durch die vier Fallunterscheidungen wird die Zahlengerade in drei Gebiete ein-
geteilt, in denen sich die Ungleichung ohne Betragstriche schreiben und durch
einfache Umformungen l6sen ldsst.

Die Gesamtlosungsmenge ergibt sich als Vereinigung der Losungsmengen in den
Teilgebieten.

e [Folgende Uberlegungen fiithren erheblich schneller zum Ziel:

(a) Weil |a — b| der Abstand von a und b auf der Zahlengeraden ist, 16st @ genau
dann die Ungleichung |2 + 2| < |z — 1|, wenn der Abstand von z bis —2 kleiner
oder gleich ist dem Abstand von z bis 1.
Also erfiillen genau die x die Ungleichung, die kleiner oder gleich —% sind.

(b) Quadrieren der Ungleichung liefert:
lz+2|<|r—1] = (@+2)?<(z-1)? <= 22+4r+4<2?-22+1

1
<— 6r< -3 <— mg—i.

Losungsmengen von Ungleichungen mit zwei Variablen
(beispielsweise x, y) sind Teilmengen von IR?.

IDie Ungleichung = + 2 < x — 1 ist fiir kein € IR erfiillt; denn wiire sie fiir ein z € IR
erfiillt, so wire 2 < —1. Also ist z+2 <z — 1 <= = € 0. Die Ungleichung —(z+2) < —(z —1)
ist dagegen fiir alle z € IR erfiillt; denn sie ist gleichbedeutend mit —2 < 1.
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Fiir welche (z,y) € IR? gilt die Ungleichung y > f%o:+1 bzw. y < Lot

Y

1
y>f§x+1

@

2

x
y < —%x +1
Y= f%x +1
iiber >
Fiir die Punkte (z,y) € IR> auf der Geradeny = f%erl gilbty = — %:z:+1.
unter <
Fiir welche (z,y) € IR* gilt > 1 bzw. z < 1 und -1 <y <3 ?
Yy
3
r<1 z>1
-1<y<3 -1<y<3
|1 T
-1
rechts von >
Fiir die Punkte (z,y) € IR? auf der Geraden x =1 gilt = 1.
i <
links von
Man 16st zunédchst die zugehorigen Gleichungen, indem man 7 <”
bzw. 7 <” durch =" ersetzt. Die gesuchten Gebiete findet man
dann durch Uberlegung (Einsetzen von Punkten, Probieren,...).
.
Fiir welche (z,y) € IR? gilt |z| <2 ?

Die zugehorige Gleichung ist |z| = 2, d.h. z = 2 oder x = —2.
Die Grenzgeraden sind also die Geraden x = 2 und z = —2.
Fiir (0,0) ist die Ungleichung erfiillt! Also ist die Lésungsmenge die Menge zwi-

schen den Geraden.

|z| ist der Abstand des Punktes (x,y)
von der y—Achse. Es sind also die
(z,y) € IR? gesucht, deren Abstand von
der y—Achse kleiner oder gleich 2 ist!

Y

||

<2
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Fiir welche (z,y) € IR gilt ||z + |y|| <3 ?

Vorbetrachtung (1) Da |z| + |y| > 0 ist, gilt |||+ [y|| = |z| + [y]-
(2) Symmetrieeigenschaften:

Esist |z] = | —z| und |y| = | —y|. Wenn also fiir (x,y) die Ungleichung gilt, dann
gilt sie auch fiir (—z,y), (z,—y) und (—z, —y).

Die Losungsmenge liegt also symmetrisch zu den beiden Achsen! Man braucht
also nur den ersten Quadranten, d.h. den Fall z > 0, y > 0 zu untersuchen.
Also z >0, y > 0 (1. Quadrant): Yy
In diesem Fall ist |z| = x und |y| = . y=—-x+3 5
Die Ungleichung |z| + |y| < 3 geht iiber in die Un-
gleichung x +y < 3, alsoin y < —x + 3.

Die Grenzgerade ist y = —x + 3. . \3

Im ersten Quadranten erfiillen genau die Punkte, die —3 ' z
unter oder auf der Geraden y = —x + 3 liegen, die
Ungleichung |z| + |y| < 3.

Aus den oben erwahnten Symmetriegriinden erhélt
man nebenstehende Gesamtlosungsmenge.

Fiir welche (z,y) € IR? gilt |z + 1|+ |y —2| <2 7

e+1] = r+1 yfire4+1>0 ,dh., fir z>-1,
o —(x+1) Lfire+1<0 ,dh, fir z<-1.
-2 firy—22>0 d.h. fiir > 2
‘ 72‘ _ Y ) Y ) ) ) )
y —(y—2) ,firy—2<0 ,dh, fir y<2.

Man hat also die folgenden 4 Fille zu unterscheiden:

1.Fall: z+1>0und y—22>0,

2.Fall: z4+1>0undy—2<0,

3.Fall: z4+1<0undy-—22>0,

4. Fall: z+1<0undy—2<0.

Aus Symmetriegriinden braucht man nur den 1. Fall zu untersuchen und erhélt
die Gesamtlosungsmenge durch Spiegelung der Losungsmenge, die man im 1. Fall
erhélt, an den Geraden z = —1 und y = 2. Also

1.Fall: z41>0undy—22>0:

Die Ungleichung |z + 1| + |y — 2| < 2 geht iiber in die Ungleichung

r+1+y—2<2 alsoin y < —x + 3. Die Grenzgerade ist y = —x + 3.
Y

Wenn also x+1 > 0, y—2 > 0 ist, erfiillen genau die 5

Punkte, die unter oder auf der Geraden y = —x + 3 _
liegen (Probieren!), die Ungleichung. , — Y= 2
Aus den oben genannten Symmetriegriinden : 1/ y=—-xz+3
erhélt man nebenstehende Gesamtlosungsmenge: :
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v QY
Diese Uberlegungen vereinfachen sich erheblich, 2
wenn man r+1 = u , y—2 = v substituiert.Man geht 3
durch Parallelverschiebung des Achsenkreuzes (siehe 9
Seite 27) zu einem neuen Koordinatensystem — dem ! / ”
u, v—System — iiber, dessen Ursprung bei (—1,2) im : 1
x,y—System liegt. : :

-3 -1 1

Bei dieser Transformation geht die Ungleichung |z + 1| + |y — 2| < 2 iiber in
|u| + |v] < 2, deren Losungsmenge aus dem vorigen Beispiel bekannt ist.
Damit hat man aber auch die Losungsmenge von |z + 1|+ |y — 2| < 2 im z, y—

|
System!

Systeme von Ungleichungen

16st man, indem man die einzelnen Ungleichungen 16st und
den Durchschnitt der einzelnen Losungsmengen bildet.

2.20 Fiir welche (z,%) € IR? gelten (gleichzeitig) folgende Ungleichungen?

Als Losungsmengen der einzelnen Ungleichungen erhélt man:

Yy _ y Yy
y=z+1 y=z>-1
/
T -1 1 x —1\/1 x
-1
z>y—1 lz] <1 y>a?—1
y<zx+1 -1<z<1
Yy

3__ .............

Die Losungsmenge des
Ungleichungssystems  ist

der Durchschnitt der 24
Losungsmengen der ein- y=1%—1
zelnen Ungleichungen: 1
y < xz+1 .
lz] < 1 1 '2 T
y = 2t —1 y=z+1
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2.4 Aufgaben

Man Iose folgende Ungleichungen bzw. Ungleichungssysteme und skizziere ihre
Losungsmenge auf der Zahlengeraden:

(1) 3lz—1]<4 (2) |z—1]>2 (3) |zl -2/ <1

(4) ||=z|+1|>3 (5) V]z+1<2 (6) 22+22-3<0
L 1 l 1 [z —3] <2

(7) |z+3] S z—1 (8) < o1 (9) |z + 1| < %

Man Iose folgende Ungleichungen bzw. Ungleichungssysteme und skizziere ihre
Losungsmenge in der x, y—Ebene:

1) y+22-3<gy—z+4 (2) |z]<lyl (3) 3lz—1]<4
_ 2 _ y<z+1 y >
(7)) y<cosz (8) y<+V1—a? x _y
x>0 y > —V1—x? (9) §<
y >sinz xy >0
T <21
Im Folgenden seien r, ¢ Polarkoordinaten:
(10) r<1 (1) $>2¢>7 (12) 2<r<3
T<cp< I
(13) r=2 (14) -1<y<3 1S¥=3
sin? o +cos?p =1 2<x<4

Man charakterisiere folgende Gebiete (mit Rand) durch Ungleichungen und
verwende gegebenenfalls zur Vereinfachung Polarkoordinaten!

y (2) }[ (3) yv

1/\1 .....
# e

(5)

(7)

8

S O

Man teile die Strecke der Linge a im goldenen Schnitt.

e
o~ 4+
8



