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Physikalische Konstanten (2018 CODATA recommended values)

Atomare Masseneinheit u = 1,660 539 066 60(50) ·10−27 kg

Atomare Masseneinheit (Energieäquivalent) uc 2
0 = 931,494 102 42(28)MeV

AVOGADRO-Konstante NA = 6,022 140 76 · · · ·1023 mol−1 ∗)

BOHRscher Radius aH = 0,529 177 210 903(80) ·10−10 m

BOHRsches Magneton µB = 9,274 010 0783(28) ·10−24 J ·T−1

BOLTZMANN-Konstante k = 1,380 649 · · · ·10−23 J ·K−1 ∗)

COMPTON-Wellenlänge des Elektrons λC = 2,426 310 238 67(73) ·10−12 m

Elektrische Elementarladung e = 1,602 176 634 · · · ·10−19 C ∗)

Elektrische Feldkonstante ε0 = 8,854 187 8128(13) ·10−12 F ·m−1

Elektronenradius re = 2,817 940 3262(13) ·10−15 m

Fallbeschleunigung (Normwert) gn = 9,806 65m · s−2 ∗)

FARADAY-Konstante F = 96 485,332 12. . . C ·mol−1 ∗)

Feinstrukturkonstante α = 7,297 352 5693(11) ·10−3

Frequenz des Hyperfeinstrukturübergangs fCs = 9 192 631 770. . . s−1 ∗)

Gaskonstante (molare) R = 8,314 462 618. . . J ·mol−1 ·K−1 ∗)

Gravitationskonstante γ = 6,674 30(15) ·10−11 m3 ·kg−1 · s−2

JOSEPHSON-Konstante KJ = 4,835 978 484 · · · ·1014 Hz ·V−1 ∗)

Kernmagneton µN = 5,050 783 7461(15) ·10−27 J ·T−1

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c0 = 299 792 458m · s−1 ∗)

LOSCHMIDT-Konstante NL = 2,686 780 111 · · · ·1025 m−3 ∗)

Magnetische Feldkonstante µ0 = 12,566 370 6212(19) ·10−7 H ·m−1

Magnetisches Flussquantum Φ0 = 2,067 833 848 · · · ·10−15 Wb ∗)

Molares Normvolumen des idealen Gases Vm0 = 0,022 413 969 54. . . m3 ·mol−1 ∗)

Normalluftdruck p0 = 101 325Pa ∗)

PLANCKsches Drehimpulsquantum ħ = 1,054 571 817 · · · ·10−34 J · s ∗)

PLANCKsches Wirkungsquantum h = 6,626 070 15 · · · ·10−34 J · s ∗)

Quanten-HALL-Widerstand RH0 = 25 812,807 45. . .Ω ∗)

Ruhmasse des Elektrons me = 9,109 383 7015(28) ·10−31 kg

Ruhmasse des Neutrons mn = 1,674 927 498 04(95) ·10−27 kg

Ruhmasse des Protons mp = 1,672 621 923 69(51) ·10−27 kg

RYDBERG-Frequenz RHc0 = 3,289 841 960 2508(64) ·1015 Hz

RYDBERG-Konstante RH = 10 973 731,568 160(21)m−1

Spezifische Ladung des Elektrons e/me = −1,758 820 010 76(53) ·1011 C ·kg−1

Spezifische Ladung des Protons e/mp = 9,578 833 1560(29) ·107 C ·kg−1

STEFAN-BOLTZMANN-Konstante σ = 5,670 374 419 · · · ·10−8 W ·m−2 ·K−4 ∗)

Wellenwiderstand des Vakuums Z0 = 376,730 313 668(57)Ω

WIEN-Konstante b = 2,897 771 955 · · · ·10−3 m ·K ∗)

Hinweis: Die letzten beiden Ziffern in runden Klammern geben jeweils die Standardabweichung der
betreffenden Größe an; sie bezieht sich auf die letzten beiden, vor der Klammer stehenden Dezimalen.
Z. B. ist die magnetische Feldkonstante zu lesen alsµ0 = (12,566 370 6212±0,000 000 0019)·10−7 H ·m−1.
∗) Exakte Konstante.
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Vorwort

Seit seinem Erscheinen im Jahre 1974 hat das Lehrbuch zunehmende Verbreitung gefunden,
nicht nur unter Studierenden der Ingenieurwissenschaften, für die es ursprünglich gedacht
war, sondern auch bei Studienanfängerinnen und Studienanfängern der Physik und anderer
Naturwissenschaften. Das von Anfang an verfolgte und über Jahre hinweg beibehaltene Kon-
zept, das ganze umfangreiche Gebiet in einem einzigen Band wiederzugeben, hat sich somit
stets aufs Neue bewährt.

Die Menge an neuen physikalischen Erkenntnissen wächst von Tag zu Tag in stürmischer Wei-
se an. Dies zwingt zu einer Form des Lehrbuchs, wie sie einer Anfängervorlesung wohl am
besten gerecht wird: Die Abschnitte über die „klassische“ Physik bringen die Herleitungen bis
ins Einzelne; an ihnen sollen sich die Leser die erforderliche Gewandtheit im Rechnen sowie in
der mathematischen Formulierung physikalischer Zusammenhänge aneignen. Später, haupt-
sächlich im Kapitel „Quanten“ sowie bei neueren Anwendungen der Physik, muss mehr und
mehr dazu übergegangen werden, das physikalische Phänomen zu beschreiben und zu erklä-
ren.

Neben der reinen Wissensvermittlung soll das Buch aber noch einem anderen Zweck dienen:
Es soll bei den jungen Studierenden, auch wenn sie die Physik nur als Grundlagenfach bele-
gen (müssen), zugleich ein wenig die Liebe zum Gegenstand wecken. Deshalb sind trotz der
gebotenen Kürze manche Probleme der Physik angesprochen, die nicht unmittelbar zum Stoff
einer Grundlagenvorlesung gehören, aber üblicherweise allgemeines Interesse finden.

Die Durcharbeitung des in betont knapper Form gehaltenen Stoffes erfordert die intensive
Mitarbeit der Leser. Wer also das Buch wirklich zum Lernen und nicht nur zum Nachschla-
gen benutzen will, wird viel „mitrechnen“ müssen. Dies bezieht sich nicht nur auf die zu
den einzelnen Abschnitten aufgenommenen Übungsbeispiele und Aufgaben; diese möglichst
ohne Zuhilfenahme der Lösungen zu meistern, sei jedem Studierenden dringend angeraten.
Zahlreiche zusätzliche Beispiele und Aufgaben unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades mit
meist praxisorientiertem Inhalt zu allen behandelten Stoffgebieten enthält unser einbändiges
Übungsbuch „PHYSIK – Beispiele und Aufgaben“.

Das Verständnis ist ein allgemeines Problem beim Erlernen der Physik. Das Lesen mag einfach
erscheinen, aber das tiefere Verstehen der Zusammenhänge erfordert mehr als nur Lesen und
Auswendiglernen, es erfordert Nachdenken; es gibt bei ernsthaftem Studium keine Möglich-
keit, Letzteres zu umgehen. Die Studierenden sollen aber wissen, dass die Schwierigkeiten, mit
denen erfahrungsgemäß jeder anfänglich zu kämpfen hat, in der Natur der Sache liegen, und
dass sie sich um das Verständnis der Dinge ebenso bemühen müssen, wie es vor ihnen auch
alle großen Geister einmal getan haben. Der Lohn der Mühe wird sich dann bald im Erfolgs-
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erlebnis und „Leistungsglück“ einstellen und Ansporn fur ein weiteres erfolgreiches Studium
sein.

Trotz vieler Hinweise wurde mit der Erweiterung der Stoffinhalte bewusst zurückhaltend um-
gegangen. Dies gilt auch für die vorliegende 17. Auflage. Auch wenn die vorgenommenen Än-
derungen und Ergänzungen nicht so umfangreich ausgefallen sind wie bei der 16. Auflage, so
sind auch diesmal wichtige Gebiete betroffen. Die Revision des Internationalen Einheitensys-
tems (SI) ist abgeschlossen, was eine Aktualisierung der Darstellung an vielen Stellen erforder-
lich machte. Inhaltliche Ergänzungen betreffen beispielsweise auch die Abschnitte über die
spezielle Relativitätstheorie, wo durch einfache Herleitungen von wichtigen Schlussfolgerun-
gen ein besseres Verständnis angestrebt wird.

Wir danken den Herren Prof. Dr. W. HERMS (Magdeburg) und Prof. Dr. J. HÖHN (Wien) für
wertvolle Hinweise. Weiterhin sind wir Frau U. KRUSE für das Zeichnen der Bilder und Herrn
DR. M. SPECHT (Berlin) für deren digitale Bearbeitung zu Dank verpflichtet.

Dem Verlag sei für die seit Erscheinen des Buches stets gute Zusammenarbeit gedankt, insbe-
sondere seiner Lektorin Frau Natalia Silakova.

Magdeburg, im Juli 2023 Die Autoren

Hinweise

Gleichungen, Bilder, Tabellen, Beispiele und Aufgaben werden innerhalb eines Hauptabschnit-
tes (Einer-Nummerierung) fortlaufend gezählt (z. B. Bild 3.10 = 10. Bild im Abschnitt 3, oder
(14.5) = Gleichung (5) in Abschnitt 14 oder Beispiel 31.1/2 = zweites der Beispiele 31.1 usw.).
Die Lösungen zu den Aufgaben befinden sich unter der entsprechenden Aufgaben-Nummer
auf den Seiten 629 bis 634.

Vektoren sind im Text durch fettgedruckte Buchstaben, in den Bildern zur besseren Unterschei-
dung durch normale Buchstaben mit einem Pfeil darüber gekennzeichnet.

Aus didaktischen und historischen Gründen verwenden wir in der Benennung und/oder in den For-
melzeichen physikalischer Größen in einigen Fällen sowohl die Größenbenennung nach DIN als auch
die im physikalischen Schrifttum (noch) häufiger vorkommende Benennung, z. B. „Dielektrizitäts-
konstante“ und nach DIN „Permittivität“, „Verschiebungsdichte“ und „elektrischer Fluss“, „Flächenla-
dungsdichte“ und „Ladungsbedeckung“, oder Stromdichte j statt nach DIN J , magnetische Spannung
Um statt Vm u. a. Im Übrigen unterliegen sowohl die Größenbenennungen als auch die Formelzeichen
erfahrungsgemäß häufigen Veränderungen, und die Empfehlungen sind in verschiedenen Fachgebie-
ten nicht einheitlich.
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Teil I

Einführung



1 Was ist „Physik“?
Wege physikalischer
Erkenntnisgewinnung

Die Physik ist eine grundlegende Naturwissenschaft und beschäftigt sich mit der Untersu-
chung des Aufbaus, der Eigenschaften und der Bewegung der unbelebten Natur sowie mit den
diese Bewegung hervorrufenden Kräften oder Wechselwirkungen. Wegen ihres grundlegenden
und übergreifenden Charakters bildet die Physik ein unentbehrliches Fundament für viele an-
dere Naturwissenschaften, wie z. B. die Chemie, die Astronomie, die Geowissenschaften und
Meteorologie, sowie insbesondere für die gesamte Technik. So sind heute zahlreiche Physiker
in den Ingenieurwissenschaften tätig, und viele in der Grundlagenforschung arbeitende Inge-
nieure sind zu hoch spezialisierten Physikern geworden. Da auch der Stoff, aus dem die Orga-
nismen bestehen und der in ihnen umgesetzt wird, den Gesetzen der Physik unterworfen ist,
stellt diese darüber hinaus eine wesentliche Grundlage der biologischen und im weiteren Sin-
ne auch der medizinischen Wissenschaft dar; man denke nur an die stürmische Entwicklung
und zunehmende Bedeutung der Biophysik.

Die Physik ist eine Erfahrungswissenschaft. Jede ausgesprochene Behauptung oder Vermu-
tung über einen physikalischen Sachverhalt ist das Resultat von Schlussfolgerungen, deren
Ausgangspunkt bestimmte Axiome bilden. Das sind Grund- und Erfahrungssätze, deren Rich-
tigkeit nicht durch logisches Schließen aus anderen Sätzen, sondern nur aus unmittelbar gege-
benen Tatsachen hervorgeht. Ein Axiom kann man nicht logisch beweisen, sondern nur durch
ein Experiment demonstrieren.

Das Experiment, d. h. die exakte Messung bestimmter, genau definierter physikalischer Grö-
ßen im planmäßig und gezielt ausgeführten Versuch, bildet überhaupt die Grundlage jegli-
cher physikalischen Erkenntnis. Durch systematisches Ordnen des gewonnenen umfangrei-
chen experimentellen Materials, durch die gedankliche Durchdringung mit den Methoden der
Mathematik und Einordnung der Ergebnisse in schon bekannte Zusammenhänge lassen sich
allgemein gültige physikalische Gesetze formulieren, die in ihrer Gesamtheit ein komplexes
System von Naturerkenntnissen bilden, das sich in zunehmendem Maße ebenso erweitert, wie
es an innerer Geschlossenheit gewinnt.

Dem hier skizzierten Weg der Erkenntnisgewinnung liegt die induktive Methode zu Grunde,
die darin besteht, dass aus einer Fülle von Einzelbeobachtungen durch logische Schlussfol-
gerungen die allgemeinen Gesetzmäßigkeiten aufgedeckt und in Theorien zusammengefasst
werden. Sofern eine Gruppe von Gesetzmäßigkeiten noch nicht sicher in das allgemeine Ge-
bäude von Erkenntnissen eingegliedert werden kann, sucht man zunächst mit der Aufstellung
einer Hypothese eine vorläufige Erklärung. Hypothesen müssen aber sofort verworfen wer-
den, wenn sie in Widerspruch zu den Tatsachen geraten. Da der Wahrheitsgehalt aller physika-
lischen Lehrsätze allein auf ihrer Übereinstimmung mit der Wirklichkeit beruht, ist die Physik
eine immer induktiv arbeitende Wissenschaft. Daraus folgt:
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Es gibt keine physikalische Theorie, die nicht zu experimentell prüfbaren Konse-
quenzen führt. Das Experiment ist deshalb ein wesentlicher Bestandteil der prak-
tischen Überprüfung jeder physikalischen Theorie.

Für die Gewinnung von neuen physikalischen Erkenntnissen ist aber ebenso der zweite Weg,
die deduktive Methode, von großer Bedeutung. Sie stellt das Gegenstück und zugleich eine
notwendige Ergänzung zur induktiven Methode dar. Mit ihr werden aus bekannten, allgemein
gültigen Sätzen, deren Richtigkeit gesichert ist, zumeist durch mathematische Ableitungen
neue Einzelerkenntnisse, Experimente und Erscheinungen vorausgesagt. Beide Methoden, die
induktive und die deduktive, treten stets in enger Verknüpfung auf.

So hatte beispielsweise JOHANNES KEPLER (1571–1630) die Gesetze der Planetenbewegung auf
induktivem Wege ermittelt. Seine Fragestellung galt dem „Wie“ der Planetenbewegung. ISAAC

NEWTON (1643–1727) suchte das „Warum“. Er fand es 1687 auf deduktivem Wege, indem er die
allgemeinen Gesetze der Mechanik auf den besonderen Fall der Bewegung der Himmelskör-
per anwandte. Der Schlüssel dazu war das Gravitationsgesetz, das die gegenseitige Anziehung
zweier Massen bestimmt (s. 8.1).

Die physikalischen Begriffe, mit denen wir bei unseren Untersuchungen und Überlegungen
operieren, sind jedoch nicht die konkreten Objekte selbst, sondern mehr oder weniger be-
währte Abstraktionen, in denen sich all unsere Erfahrung im Umgang mit diesen Objekten
verdichtet und niederschlägt. Bei diesen von uns benutzten physikalischen Begriffen handelt
es sich immer nur um „Bilder“ oder Modelle.

Solch ein Modell enthält allerdings niemals alle Eigenschaften und Aspekte des wirklichen Ge-
genstandes. Es ist Teil einer jeden Theorie, die ja nicht die Wirklichkeit selbst ist, sondern le-
diglich deren annähernd adäquate Widerspiegelung in unserem Bewusstsein. Das Modell gibt
aber jene Eigenschaften wieder, die in dem gegebenen Zusammenhang interessieren. Gera-
de dadurch erhalten die physikalischen Modelle die Eleganz und „Handlichkeit“, mit der die
oft unübersehbare Kompliziertheit der wirklichen Objekte auf die jeweils relevanten Aspekte
reduziert werden kann.

Als Beispiel sei das Planetenmodell des Atoms genannt, wonach die Elektronen im Atom auf-
grund der elektrostatischen Anziehung um den Atomkern kreisen wie Planeten um die Son-
ne als Folge der Schwerkraft, jeweils mit der Fliehkraft als Gegenkraft. Auf Grundlage dieses
Modells gelang es (allerdings nicht ohne einschneidende Zusatzforderungen, die BOHRschen
Postulate, vgl. 44.3), die Wellenlängen des von einfach gebauten Atomen emittierten Lichts
sehr genau zu berechnen. Oder das Tröpfchenmodell des Atomkerns (s. 47.7), wonach der Kern
einem Flüssigkeitstropfen vergleichbar ist. Wenn sich aus der Gasphase ein neues winziges
Tröpfchen an den Tropfen anlagert, entspricht dies einer Kondensation, wobei eine bestimm-
te Wärmemenge, die Kondensationswärme, frei wird. Analog dazu wird Energie frei, wenn sich
ein einzelner Kernbaustein, ein Nukleon, an den Kern anlagert.



2 Physikalische Größen, Einheiten,
Dimensionen, Gleichungen

2.1 Größen, Einheiten, Dimensionen

Zur kurzen und eindeutigen Beschreibung der Naturgesetze werden bestimmte physikalische
Größen benutzt. Sie beschreiben Eigenschaften von physikalischen Objekten, für die ein Mess-
verfahren existiert. Grundeigenschaften aller physikalischen Größen sind Erfassbarkeit durch
Maß und Zahl (Metrisierung) und Verknüpfbarkeit mittels mathematischer Operationen. Phy-
sikalische Größen werden ihrer Qualität nach verschiedenen Größenarten zugeordnet. So z. B.
gehören die Größen Wurfhöhe, Schwingungsamplitude und Kernradius sämtlich der Größen-
art „Länge“ an.

Als Maß zur Messung von Größen gleicher Art dienen die physikalischen Einheiten. Diese sind
international festgelegte, reproduzierbare Größen und werden entweder durch eine Maßver-
körperung, d. h. einen Etalon oder Prototyp, wie beim Kilogramm (vgl. 4.3), oder durch eine
Mess- bzw. Zählvorschrift, wie beim Ampere (vgl. 28.6) bzw. Mol (vgl. 16.4) definiert. Bei der
Messung einer physikalischen Größe wird dieselbe in Vielfachen bzw. Teilen der zugehörigen
Einheit ausgedrückt. Jede physikalische Größe G trägt somit ein quantitatives und ein qualita-
tives Merkmal, und es kann daher ihr Wert formal als Produkt zweier Faktoren, Zahlenwert {G}
und Einheit [G ], aufgefasst werden:

G = {G} [G]. (2.1)

Beispiel 2.1: Elektrische Spannung U = 220V; {U } = 220; [U ] = V (Volt). □
Man unterscheidet Basisgrößenarten und abgeleitete Größenarten. In der Mechanik kommt
man z. B. mit drei Basisgrößenarten, der Länge s, der Zeit t und der Masse m, aus, wobei dann
die Geschwindigkeit v = s/t , die Beschleunigung a = v/t , die Kraft F = ma usw. abgeleitete
Größenarten sind.

Entsprechend unterscheidet man zwischen Basiseinheiten und abgeleiteten Einheiten, je nach-
dem, ob es sich um Einheiten von Basisgrößenarten oder abgeleiteten Größenarten handelt.

Die SI-Basiseinheiten. Dem Internationalen Einheitensystem (Système International d’Unités,
abgekürzt in allen Sprachen „SI“) liegen sieben Basiseinheiten zu Grunde; es sind dies die

Einheit der Länge: das Meter m (vgl. 3.1)
Einheit der Masse: das Kilogramm kg (vgl. 4.3)
Einheit der Zeit: die Sekunde s (vgl. 3.1)
Einheit der elektrischen Stromstärke: das Ampere A (vgl. 28.6)
Einheit der Temperatur: das Kelvin K (vgl. 16.1)
Einheit der Stoffmenge: das Mol mol (vgl. 16.4)
Einheit der Lichtstärke: die Candela cd (vgl. 42.6).

Anmerkung: Die Temperatur darf wie bisher auch in Grad Celsius (◦C) angegeben werden. CELSIUS-
Temperatur ist gleich KELVIN-Temperatur minus 273,15K.
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Alle Einheiten, die aus diesen Basiseinheiten direkt gebildet werden (ohne Verwendung von
Zahlenfaktoren), wie z. B. die Einheit der Geschwindigkeit 1m/s (lies: Meter je Sekunde)
≡ 1m · s−1 oder die Einheit der elektrischen Spannung 1 Volt (V) = 1m2 · s−3 ·kg ·A−1, hei-
ßen kohärente Einheiten. Nichtkohärente Einheiten lassen sich zwar auch auf die Basisein-
heiten zurückführen, jedoch treten in den entsprechenden Gleichungen Zahlenwerte auf,
die von 1 verschieden sind (Beispiele: 1 Kilometer/Stunde ≡ 1km ·h−1 = 0,278m · s−1;1bar =
105 m−1 · s−2 ·kg usw.).

Tabelle 2.1 Vielfache und Teile von SI-Einheiten. Dezimale Vielfache und Teile von Basiseinheiten
und abgeleiteten Einheiten werden wie folgt durch Vorsätze gekennzeichnet:

Vorsatz Vorsatz- Faktor Vorsatz Vorsatz- Faktor Vorsatz Vorsatz- Faktor
zeichen zeichen zeichen

Quetta Q 1030 Mega M 106 Nano n 10−9

Ronna R 1027 Kilo k 103 Piko p 10−12

Yotta Y 1024 Hekto1 h 102 Femto f 10−15

Zetta Z 1021 Deka1 da 10 Atto a 10−18

Exa E 1018 Dezi1 d 10−1 Zepto z 10−21

Peta P 1015 Zenti1 c 10−2 Yokto y 10−24

Tera T 1012 Milli m 10−3 Ronto r 10−27

Giga G 109 Mikro µ 10−6 Quekto q 10−30

1 Diese Vorsätze sollen nur noch bei solchen Einheiten angewendet werden, bei denen sie bisher
gebräuchlich waren, z. B. Hektoliter, Hektopascal, Dezitonne, Zentimeter.

Dimensionen physikalischer Größenarten. Eine Verallgemeinerung der physikalischen Grö-
ße ist deren Dimension. Sie kennzeichnet die Qualität einer physikalischen Größenart, ohne
Hinweis auf bestimmte Einheiten; sie gibt den Zusammenhang einer physikalischen Größen-
art mit den Basisgrößenarten an.

Der Mechanik liegen allein die drei Dimensionen Länge L, Masse M und Zeit T zu Grunde,
entsprechend den oben genannten drei mechanischen Basisgrößenarten. Demnach hat z. B.
die Geschwindigkeit die Dimension Länge/Zeit, also LT−1 (im Unterschied zu ihrer Einheit
Meter/Sekunde), die Kraft F = ma die Dimension MLT−2, die Energie die Dimension ML2T−2

usw.

Beispiele 2.2:
1. Führe die Einheit der elektrischen Spannung, das Volt (V), auf die Basiseinheiten zurück!

Lösung: Aus der Einheitenbeziehung für die Energie 1J(Joule) = 1W · s = 1V ·A · s = 1N ·m =
1kg ·m2/s2, vgl. (23/1), folgt 1V = 1kg ·m2/(s3 ·A).

2. Drücke die inkohärente Energieeinheit Kilowattstunde (kWh) durch die SI-Einheit Joule (J)
aus!

Lösung: 1kW ·h = 103 W ·3600s = 3,6 ·106 W · s = 3,6 ·106 J = 3,6MJ.

3. Welche Basiseinheit hat das Produkt RC (elektrischer Widerstand mal Kapazität)?

Lösung: Aus [R] = 1V/1A (s. 25.2) und [C ] = 1A s/1V (s. 23.8) folgt [RC ] = 1s (Sekunde). □
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Aufgabe
2.1 Forme den Ausdruck kW ·h ·m/(dm3 ·MPa) so um, dass er nur kohärente SI-Einheiten

enthält, und vereinfache ihn durch formale Rechnung (s. hintere Einband-Innenseite)!

2.2 Physikalische Gleichungen

Man unterscheidet zwischen Größengleichungen, zugeschnittenen Größengleichungen, Zah-
lenwertgleichungen und Einheitengleichungen.

In der Größengleichung stehen die Symbole für die physikalischen Größen, d. h. für die Pro-
dukte aus Zahlenwert und Einheit dieser Größen. Die Größengleichung gilt unabhängig von
der Wahl der Einheiten.

Beispiel 2.3:
s = v t (Weg = Geschwindigkeit × Zeit); F = ma (Kraft = Masse × Beschleunigung); usw. □
Auch in den zugeschnittenen Größengleichungen stehen die Symbole für die physikalischen
Größen; es treten jedoch in der Gleichung stets die Quotienten aus den Größen und ihren Ein-
heiten, d. h. also die Zahlenwerte, auf. Als Beispiel sei die Gleichung (44.26) genannt.

Beispiel 2.4:
Umrechnung der CELSIUS-Temperatur ϑ (Einheit ◦C) in die (absolute) KELVIN-Temperatur T
(Einheit K)

T

K
= ϑ

◦C
+273,15 oder {T } = {ϑ}+273,15. □

In der Zahlenwertgleichung bedeuten die Symbole der vorkommenden physikalischen Grö-
ßen nur die Zahlenwerte dieser Größen. Für die Größen sind dann ganz bestimmte Einheiten
vorgeschrieben, die in einer Gleichungslegende angegeben werden.

Beispiel 2.5:

s = 1

3,6
v t mit

s Weg in Metern,
v Geschwindigkeit in Kilometern je Stunde,
t Zeit in Sekunden. □

In diesem Buch werden grundsätzlich keine Zahlenwertgleichungen verwendet.

Die Verwendung der SI-Einheiten bietet den Vorteil, dass die Größengleichungen ohne Verän-
derung auch als Zahlenwertgleichungen benutzt werden können.

Geht es darum, die Einheit einer physikalischen Größe zu ermitteln, so setzt man die in der zu-
gehörigen Größengleichung vorkommenden Größen in eckige Klammern, d. h., man betrach-
tet lediglich die Einheiten der betreffenden Größen. Auf diese Weise entsteht aus der Größen-
gleichung die zugehörige Einheitengleichung.

Beispiel 2.6:
Aus der Definition der spezifischen Wärmekapazität c = Q/[m(T2 −T1)], vgl. Abschnitt 17.1,
mit Q als Wärmemenge, m Masse und T absoluter Temperatur folgt als Einheitengleichung

[c] = [Q]

[m] · [T ]
= J

kg · K
≡ J ·kg−1 ·K−1,

also für c die Einheit Joule je Kilogramm und Kelvin. □
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2.3 Das SI-Einheitensystem

Im SI sind mit dem Caesium-Frequenzstandard fCs und der Vakuumlichtgeschwindigkeit c
die Basiseinheiten Sekunde und Meter auf eine unveränderliche Eigenschaft eines speziellen
Atoms bzw. eine fundamentale Naturkonstante zurückgeführt (s. Abschnitt 3.1). Insbesondere
wurde in Verbindung mit der Meterdefinition die Naturkonstante Lichtgeschwindigkeit 1983
ein für alle Mal auf einen bestimmten Wert festgelegt. Eine ähnliche auf unveränderliche Ei-
genschaften der Atome oder fundamentale Naturkonstanten zurückgehende definitorische
Basis gibt es seit 2019 auch für die Einheiten Kilogramm, Ampere, Kelvin und Mol. Mit der
Entdeckung elektrischer Quanteneffekte wie dem JOSEPHSON- und dem Quanten-HALL-Effekt
(s. Abschnitte 46.8 bzw. 28.8) wurde es möglich, gut reproduzierbare Normale zu entwickeln,
mit denen auch diese Basiseinheiten in großer Präzision und auf praktikable Weise durch Na-
turkonstanten oder atomare Größen dargestellt werden können. Dieses und die gewachsenen
Anforderungen an die Messgenauigkeit in Wissenschaft, Technik und Wirtschaft haben zu ei-
ner Revision des SI geführt, die seit Mai 2019 gültig ist.

Die sieben definierenden Konstanten. Das SI wird durch verbindliche Festlegung der folgen-
den sieben physikalischen Konstanten definiert:

■ Frequenz des Hyperfeinstrukturübergangs des Grundzustands im 133Cs-Atom (vgl. 3.1)

fCs = 9 192 631 770s−1

■ Lichtgeschwindigkeit im Vakuum (vgl. 3.1)

c = 299 792 458ms−1

■ PLANCK-Konstante (vgl. 42.4)

h = 6,626 070 15 ·10−34 Js (Js = kgm2 s−1)

■ Elementarladung (vgl. 23.1)

e = 1,602 176 634 ·10−19 C (C = As)

■ BOLTZMANN-Konstante (vgl. 18.2)

k = 1,380 649 ·10−23 JK−1 ( JK−1 = kgm2 s−2 K−1)

■ AVOGADRO-Konstante (vgl. 18.1)

NA = 6,022 140 76 ·1023 mol−1

■ das photometrische Strahlungsäquivalent Kcd einer monochromatischen Strahlung der
Frequenz 540 ·1012 Hz ist genau gleich 683 Lumen/Watt (vgl. 42.6).

Die definierenden Konstanten sollen eine relative Messunsicherheit von mindestens 10−8 ha-
ben, weshalb die Gravitationskonstante γ (s. 8.1), die nur mit rund 10−4 bekannt ist, nicht un-
ter ihnen ist. Dies unterscheidet u. a. das SI von den PLANCK-Einheiten (s. u.). Von den de-
finierenden Konstanten sind nur die Lichtgeschwindigkeit c (s. 3.1), die PLANCK-Konstante
h (s. 42.4) und die Elementarladung e (s. 23.1) fundamentale Naturkonstanten. Die BOLTZ-
MANN-Konstante k (s. 18.2), die AVOGADRO-Konstante NA (s. 18.1) und das photometrische
Strahlungsäquivalent Kcd (s. 42.7) sind festgelegte Umrechnungsfaktoren zwischen Energie und
Temperatur, Partikelzahl und Stoffmenge bzw. Leistung und Lichtstrom.

Die sieben Basisienheiten. Jede Basiseinheit kann durch eine Kombination aus Einheiten der
oben aufgeführten definierenden Konstanten dargestellt werden. Für das K i l o g r a m m als
Einheit der Masse zum Beispiel erhält man kg = [h][ fCs][c]−2. Nach (2.1) kann man dafür auch
1kg = (h/{h}) · ( fCs/{ fCs}) · (c/{c})−2 schreiben. Mit den obigen Maßzahlen {h}, { fCs} und {c} der
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Konstanten h, fCs und c folgt daraus die Definition 1kg = 1,475 521·1040h fCs/c2 . Für die sieben
Basiseinheiten im neuen SI ergeben sich so die folgenden Definitionen:

Sekunde (s) 1s = 9 192 631 770/ fCs

Meter (m) 1m = (c/299 792 458)s = 30,663 318c/ fCs

Kilogramm (kg) 1kg = (h/6,626 070 15 ·10−34)m−2 s = 1,475 521 ·1040h fCs/c2

Ampere (A) 1A = (e/1,602 176 634 ·10−19)s−1 = 6,789 687 ·108 fCse
Kelvin (K) 1K = (1,380 649 ·10−23/k)kgm2 s−2 = 2,266 665 fCsh/k
Mol (mol) 1mol = 6,022 140 76 ·1023/NA

Candela (cd) 1cd = (Kcd/683)kgm2 s−3 sr−1 = 2,614 830 ·1010 f 2
CshKcd .

Die experimentelle Realisierung der Basiseinheiten. Die Bereitstellung der jeweiligen Einheit für die
Wissenschaft und Technologie ist ein wesentlicher Bestandteil der Einheitendefinition, durch die das
Messverfahren festgelegt und die Weitergabe der Einheit für Eichungen und Kalibrierungen erst er-
möglicht wird. Während die experimentelle Darstellung von Meter, Sekunde und Candela wie im alten
SI erfolgt, ist die Realisierung der Einheiten Kilogramm, Ampere, Kelvin und Mol neu.

Für das K i l o g r a m m gibt es zwei Realisierungsmethoden, die „Siliciumkugel“ und die „Watt-
Waage“. Bei der ersten Methode wird der bisherige Kilogramm-Prototyp (s. 4.3), das sog. Ur-Kilogramm,
durch eine hochreine und von strukturellen Gitterdefekten möglichst freie Siliciumkugel als Massenor-
mal ersetzt. Mittels RÖNTGENfeinstrukturbeugung (s. 41.8) und weiterer Messverfahren kann (aus der
Gitterkonstante, dem Kugelvolumen und der Kugelmasse sowie der Molmasse von Si) die AVOGADRO-
Konstante bestimmt werden, was zunächst eine Realisierung der Einheit M o l darstellt. Zusammen
mit der PLANCK-Konstanten lässt sich daraus die atomare Masseneinheit u (s. 18.1) bestimmen und
somit die Masseneinheit Kilogramm (s. 4.3) auf atomare Größen zurückführen. Die Methode „Watt-
Waage“, bei der eine mechanische Leistung mit einer elektrischen Leistung verglichen wird, ist in
Abschnitt 46.8 näher erläutert.

Ebenso gibt es zwei Darstellungsmethoden für die Einheit A m p e r e. Für sehr niedrige Stromstär-
ken I kann die Einheit mittels des sog. COULOMB-Blockade-Effekts in mit der Frequenz f getakteten
Einzelelektronen-Schaltungen durch direktes „elektronisches Zählen“ (Elektronenanzahl n) über die
Beziehung I = ne f auf die Elementarladung e zurückgeführt werden. Für etwas höhere Stromstär-
ken wird I nach dem OHMschen Gesetz I = U /RH aus der mittels des JOSEPHSON-Effekts gemessenen
Spannung U und dem Quanten-HALL-Widerstand RH bestimmt (s. 46.8).

Die Realisierung der Temperatureinheit K e l v i n basiert auf der Bestimmung der BOLTZMANN-
Konstanten k. Dies geschieht entweder aus der Temperaturabhängigkeit der Schallgeschwindig-
keit in einem Gas, die proportional zu (kT )1/2 ist (akustisches Gasthermometer, s. auch 37.1) oder
aus der Veränderung der Permittivität eines Gases, z. B. Helium, bei isothermer Zustandsänderung
(Dielektrizitätskonstanten-Gasthermometer), die proportional zu kT ist.

Die PLANCK-Einheiten. Einfache arithmetische Kombinationen von Naturkonstanten erlauben die
Darstellung der Dimensionen Länge L, Zeit T und Masse M. Es sind dies die sog. PLANCK-Einheiten:

PLANCK-Länge lP =
√

ħγ/c3 = 1,616 ·10−35 m

PLANCK-Zeit tP = lP/c =
√

ħγ/c5 = 5,391 ·10−44 s

PLANCK-Masse mP =
√
ħc/γ = 2,176 ·10−8 kg

PLANCK-Temperatur TP = mPc2/k =
√

ħc3/k = 1,417 ·1032 K,

mit ħ = h/(2π). Diese Einheiten beschreiben einen Bereich, in dem Quanteneffekte und Gravitations-
wechselwirkung die gleiche Größenordnung haben und sind daher in der Quanten-Kosmologie be-
deutsam (s. 50.6 und 50.7).



Teil II

Teilchen
Mechanik der Punktmasse und des

starren Körpers. Stoffe

Bei der Beschreibung von Bewegungsvorgängen ist es oft zulässig, von den Abmessungen und
der Gestalt der beteiligten Körper sowie den Bewegungen ihrer einzelnen Teile gegeneinan-
der (innere Bewegungen) abzusehen und die Körper als unveränderliche stoffliche Teilchen
von konstanter Menge Substanz und gegebenenfalls konstanter elektrischer Ladung zu idea-
lisieren. Das Teilchen dient so als Denkmodell für Körper sowohl in der Mikro- als auch in
der Makrophysik, indem einerseits z. B. Elektronen, Atomkerne und die Moleküle eines Ga-
ses, andererseits aber auch die Planeten, deren Abmessungen klein sind im Verhältnis zu den
Räumen, in denen sie sich bewegen, als Teilchen idealisiert werden können.

Für die mathematische Behandlung ist es zweckmäßig, wenn man sich die gesamte stoffliche
Substanz sowie die daran gebundene elektrische Ladung des Teilchens in einem Punkt kon-
zentriert denkt, so dass seine Lage durch die drei Koordinaten des Raumes angegeben werden
kann. Man spricht dann von einer Punktmasse bzw. Punktladung. Diese kann keine Drehun-
gen, sondern nur fortschreitende Bewegungen ausführen.

Makroskopische Körper lassen sich durch ein System von Punktmassen bzw. Punktladungen
darstellen, so z. B. die Gase durch die Gesamtheit der Gasmoleküle oder die festen kristallinen
Stoffe durch die Atome bzw. Ionen des Kristallgitters. Der starre Körper kann modellmäßig als
ein System starr gekoppelter Punktmassen aufgefasst werden.



3 Kinematik der Punktmasse

Die Kinematik ist die Lehre von den Bewegungen der Körper, in der die Ursachen der Bewegun-
gen (die beteiligten Kräfte) sowie die durch sie hervorgerufenen Wirkungen auf andere Körper
außer Acht bleiben.

3.1 Raum, Zeit, Bezugssystem

Jeder physikalische Vorgang läuft in Raum und Zeit ab. Das ist daraus zu ersehen, dass in allen
Bereichen der Physik jedes Gesetz – offen oder verdeckt (explizit oder implizit) – Raum-Zeit-
Beziehungen in Form von Längen und Zeitintervallen enthält.

Zur Längenmessung dienen Geräte, mit denen sich zwei Abstandsmarken reproduzierbar ein-
stellen lassen, durch deren Entfernung die Längeneinheit festgelegt werden kann. Die zu ver-
messende Strecke wird dann mit der Längeneinheit verglichen und in Vielfachen oder Teilen
derselben ausgedrückt.

Die Längeneinheit ist das Meter (m). Die Meter-Definition basiert (seit 1983) auf einem fest-
gelegten Wert der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum von 299 792 458 m/s. Sie wurde möglich
durch die absolute Messung der Frequenz von Laserstrahlung im sichtbaren Spektralbereich.
Da Frequenz f und Wellenlänge λ der Strahlung mit der Lichtgeschwindigkeit c durch die Be-
ziehung c = f λ verknüpft sind (vgl. 36.1), kann die hohe Genauigkeit von Frequenzmessungen
zur Darstellung der Längeneinheit genutzt werden. Aus dem oben angegebenen Wert für die
Lichtgeschwindigkeit folgt als Meter-Definition:

Das Meter ist die Länge der Strecke, die Licht im Vakuum während der Dauer von
1/299 792 458 Sekunde durchläuft.

Für die praktische Handhabung wird die so definierte Längeneinheit auf körperliche Vergleichsmaß-
stäbe übertragen, die Abstandsmarken tragen (für eine bestimmte Temperatur und weitere genau fest-
gelegte Umgebungsbedingungen). Die Genauigkeit solcher Vergleichsmaßstäbe beträgt einige 10−7,
d. h., bezogen auf die Länge von 1m beträgt der prinzipiell nicht unterschreitbare Fehler in der Län-
genangabe einige 10−7 m.

Eine außerordentlich hohe Genauigkeit und Reproduzierbarkeit besitzen Verfahren zur Längenbestim-
mung, bei denen als maßverkörperndes Normal die Wellenlänge des Lichts zu Grunde gelegt wird (op-
tische Interferenzlängenmessung). Diese Methode besteht vom Prinzip her im Auszählen von Wellen-
längen des zur Messung verwendeten Lichts. Auf diese Weise lässt sich das Meter auf Bruchteile der
Lichtwellenlänge (≈ 10−8 m) genau vermessen. Bezogen auf die Entfernung Erde–Mond entspricht dies
einer Messungenauigkeit von nur wenigen Metern!

Mit Hilfe von Endmaßen lassen sich Längen zwischen etwa 0,1mm und allgemein 0,25m mit ei-
ner Genauigkeit von einigen Zehntel Mikrometer vermessen. Die häufig anzutreffende Messschraube
(„Mikrometerschraube“) gestattet die Messung von Längen zwischen 0,01mm und meist 25mm auf
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etwa 5µm genau. Mit Hilfe von Messuhren mit Taster kann eine Genauigkeit von etwa 1µm erreicht
werden. Beim Messschieber erfolgt die Ablesung der Länge auf dem Maßstab mittels Nonius (Bild 3.1).

Bild 3.1 Nonius an einer geraden Skala. Ablesung: 32,7.
Die Dezimalstelle 7 ergibt sich daraus, dass der 7. Teilstrich
der kurzen (unteren) Hilfsskala, des Nonius, genau mit einem
Teilstrich der (oberen) Hauptskala zusammenfällt.

Die Zeitmessung erfolgt mit Hilfe von Uhren. Es handelt sich dabei um Messgeräte, deren Rol-
le jedes beliebige System erfüllen kann, welches einen zeitlich streng periodischen Vorgang
ausführt und mit dessen Hilfe ein Zeitintervall reproduzierbar dargestellt werden kann. Die
Zeiteinheit ist die Sekunde (s). Ihre Definition (1967) geht auf Vorgänge im Atom zurück:

1 Sekunde ist die Dauer von 9 192 631 770 Schwingungsperioden einer charakteristi-
schen Strahlung des Atoms Caesium 133.

Das Funktionsprinzip einer Atomuhr beruht auf der Wechselwirkung von Strahlungsübergängen
im Atom mit elektromagnetischen Hochfrequenzfeldern, die von einem Hilfsgenerator erzeugt wer-
den, unter Ausnutzung der Resonanz. Der Caesium-Frequenz-Standard entspricht der Frequenz
fCs = 9 192 631 770Hz des Hyperfeinstrukturübergangs des Grundzustandes des 133Cs-Atoms (s. 44.7)
und hat eine Genauigkeit von 10−14, das entspricht einer Abweichung von 1s in ≈ 3 Millionen Jahren.

Durch geeignete Mittelung der Anzeigen mehrerer Atomuhren wird nach internationaler Überein-
kunft für die physikalische Zeitmessung die internationale Atomzeit (IAT) festgelegt (SI-Sekunden-
Definition). Aus astronomischen Ereignissen folgt eine Weltzeit UT (universal time), die aus der Erd-
rotation abgeleitet wird und für astronomische Beobachtungen sowie für die Navigation nach Him-
melskörpern maßgebend ist. Die Atomzeit hat langfristig gegen die Weltzeit eine Abweichung, die bei
Erreichen einer Sekunde durch Einschieben oder Auslassen einer „Schaltsekunde“ ausgeglichen wird.

Relativität der Bewegungen. Jede Bewegung ist eine im Zeitablauf erfolgende Ortsverände-
rung eines Körpers relativ zu anderen, willkürlich als ruhend angenommenen Körpern der Um-
gebung, die das Bezugssystem bilden. Meist wird stillschweigend angenommen, dass der Be-
obachter stillsteht, das Bezugssystem also ruht. Registriert der Beobachter, dass sich in seiner
Umgebung ein Körper bewegt, so kann er ohne Orientierung an anderen Körpern der Umge-
bung (d. h. ohne Zuhilfenahme eines Bezugssystems) nicht entscheiden, ob er sich selbst be-
wegt oder der Körper. Man denke hierbei nur an die bekannte Täuschung, der man immer wie-
der unterliegt, wenn man aus einem stillstehenden Eisenbahnabteil heraus auf einen anfah-
renden Zug blickt. Wenn man sich nicht z. B. am Bahnsteig orientiert, hat man den Eindruck,
der eigene Zug setze sich in Bewegung. Fahren beide Züge gleich schnell nebeneinander her,
so sieht es für den Mitfahrenden aus, als stünden beide Züge still. Wir erkennen daraus:

Wie jede Bewegung ist auch der Zustand der Ruhe relativ.

Da zur vollständigen Bestimmung der Lage eines Körpers relativ zu den Körpern der Umge-
bung (dem Bezugssystem) im Allgemeinen die Angabe von drei Längen nötig ist, wird mit dem
Bezugssystem ein dreidimensionales Koordinatensystem verknüpft. Meist wählt man ein kar-
tesisches System, in welchem die drei Koordinatenachsen aufeinander senkrecht stehen. Die
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Gesamtheit aller durch die Koordinatentripel (x, y, z) gegebenen Punkte wird als Raum be-
zeichnet.

3.2 Die gleichförmige Bewegung

Es werde die Bewegung eines Teilchens (Punktmasse) längs einer Geraden, die durch eine Füh-
rungsschiene realisiert werden kann, betrachtet. Diese Gerade lassen wir mit der x-Achse un-
seres Bezugssystems zusammenfallen, so dass die Lage des Teilchens durch Angabe der ent-
sprechenden Koordinate x bestimmt ist. Zur Beschreibung der Bewegung des Teilchens genügt
es offenbar, wenn man zu jedem Zeitpunkt t seine Lage x bzw. den gegenüber einem beliebig
wählbaren Bezugspunkt x0 zurückgelegten Weg x − x0 = s, d. h. das Weg-Zeit-Gesetz s = s(t ),
kennt.

Werden in gleichen Zeitabschnitten stets gleich große Wegstrecken zurückgelegt, sprechen wir
von einer gleichförmigen Bewegung, und wenn die Bewegung überdies auf gerader Bahn er-
folgt, von einer geradlinig gleichförmigen Bewegung. Bei dieser einfachsten aller Bewegungs-
formen ist der zurückgelegte Weg s der verstrichenen Zeit t direkt proportional: s ∼ t . Man
erhält also als Weg-Zeit-Gesetz die einfache Beziehung

s = v t mit v = const. (3.1)

Den Proportionalitätsfaktor v nennt man die Geschwindigkeit der gleichförmigen Bewegung;
sie berechnet sich als Quotient aus dem zurückgelegten Weg und der dazu benötigten Zeit zu

v = s

t
(Geschwindigkeit der gleichförmigen Bewegung). (3.2)

Hieraus ergibt sich die Einheitengleichung

[v] = [s]

[ t ]
= 1m

1s
= 1m/s ≡ 1m · s−1.

Trägt man wie in Bild 3.2a die zurückgelegte Wegstrecke s als Ordinate und die zugehörige
Zeit t als Abszisse auf, so erhält man das Weg-Zeit-Diagramm der Bewegung. In diesem wird
gemäß Gleichung (3.1) die gleichförmige Bewegung durch eine steigende Gerade beschrieben,
deren Anstieg die (konstante) Geschwindigkeit v kennzeichnet. Ist nämlich s1 der nach Ablauf
der Zeit t1 und s2 der nach Ablauf der Zeit t2 zurückgelegte Weg, so gilt s1/t1 = s2/t2 = v =
const. Die Geschwindigkeit kann daher – wie man aus dem Bild entnimmt – auch durch den
konstanten Differenzenquotienten

v = s2 − s1

t2 − t1
= ∆s

∆t

beschrieben werden.

Der Weg s geht in anschaulicher Weise aus dem Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm (Bild 3.2b)
hervor, das die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit v = v(t ) abbildet. In ihm wird nach (3.1)
die gleichförmige Bewegung durch eine Gerade parallel zur t-Achse beschrieben. Da der Flä-
cheninhalt unter der Geraden für eine vorgegebene Zeit t zahlenmäßig gleich dem Produkt v t
ist, gibt dieser daher den in der Zeit t zurückgelegten Weg an (in Bild 3.2b den Weg s2 = v t2).
Dies gilt auch bei beliebiger Abhängigkeit v = v(t ); vgl. die Bilder 3.3 und 3.4b.
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Beispiel 3.1:
Ein Fahrzeug legt die erste Hälfte einer vorgegebenen Strecke mit der Geschwindigkeit v1 =
30km/h und die zweite Hälfte mit der Geschwindigkeit v2 = 50km/h zurück. Welche Durch-
schnittsgeschwindigkeit (= gesamte Strecke/Gesamtfahrzeit) hat das Fahrzeug?

Lösung: Ist der Gesamtweg gleich 2s, so ist nach (3.2) v1 = s/t1 und v2 = s/t2. Die Gesamtfahr-
zeit beträgt daher t1 + t2 = s/v1 + s/v2 und somit die Durchschnittsgeschwindigkeit

v = 2s

t1 + t2
= 2

1

v1
+ 1

v2

= 2v1v2

v1 + v2
= 37,5km/h (harmonisches Mittel),

also nicht etwa 40km/h (arithmetisches Mittel). □

Bild 3.2 Bewegungsdiagramme
der gleichförmigen Bewegung:
a) Weg-Zeit-Diagramm s = s(t );
b) Geschwindigkeit-Zeit-
Diagramm v = v(t ); der schraf-
fierte Flächeninhalt entspricht
dem durchlaufenen Weg s.

3.3 Die gleichmäßig beschleunigte Bewegung

Bei allen Bewegungsvorgängen wird eine bestimmte Geschwindigkeit nicht sprunghaft, son-
dern allmählich erreicht (z. B. Anfahrvorgänge). Das Gleiche trifft auf Abbremsvorgänge zu,
bei denen die Geschwindigkeit stetig abnimmt. Derartige Bewegungen, bei denen sich die Ge-
schwindigkeit zeitlich ändert, nennt man beschleunigt. Eine Bewegung, bei der die Geschwin-
digkeit in gleichen Zeitintervallen um denselben Betrag wächst oder abnimmt, heißt gleich-
mäßig beschleunigt. Bei ihr ist die Geschwindigkeitsänderung ∆v der verstrichenen Zeitspan-
ne ∆t direkt proportional:

∆v = a∆t mit a = const. (3.3)

Wird der Körper nicht aus der Ruhelage heraus beschleunigt, sondern hat er zum Zeitpunkt
t = t0 = 0 (d. h. zu Beginn der Zeitzählung, z. B. bei Verwendung einer Stoppuhr) bereits eine
bestimmte Anfangsgeschwindigkeit v0, dann ist, wenn v die Endgeschwindigkeit nach Ablauf
der Zeit t ist, die Geschwindigkeitsänderung im Zeitintervall ∆t = t − t0 = t wegen (3.3) gleich
∆v = v − v0 = at und somit

v = at + v0
(Endgeschwindigkeit bei der gleichmäßig
beschleunigten Bewegung).

(3.4)

Die konstante Größe a heißt Beschleunigung; sie ist demnach gleich dem Quotienten aus der
Geschwindigkeitsänderung und der dazu benötigten Zeit:

a = ∆v

∆t
= v − v0

t
(Beschleunigung bei der gleichmäßig
beschleunigten Bewegung).

(3.5)

Einheit der Beschleunigung: [a ] = [v]

[ t ]
= 1

m/s

s
= 1

m

s2 ≡ 1m · s−2.
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Wenn die Geschwindigkeit abnimmt (∆v < 0), hat a die Bedeutung einer Verzögerung; ihr
Zahlenwert erhält dann negatives Vorzeichen (a < 0).

Als Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm erhält man nach Gleichung (3.4) für die gleichmäßig be-
schleunigte Bewegung eine steigende, für die gleichmäßig verzögerte Bewegung eine fallende
Gerade, deren Anstieg durch die konstante Beschleunigung a und deren Ordinatenabschnitt
durch die Anfangsgeschwindigkeit v0 gegeben ist (Bild 3.3).

Bild 3.3 Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm der gleichmäßig
beschleunigten Bewegung. Die schraffierte Fläche gibt zahlen-
mäßig den zurückgelegten Weg an. vm ist die mittlere Geschwin-
digkeit.

Die schraffiert gezeichnete Fläche unter der v, t-Geraden, welche die Gestalt eines Trapezes
hat, ist – wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben – zahlenmäßig gleich dem Weg s. Dieser
berechnet sich somit zu

s = v0 + v

2
t = vmt . (3.6)

vm = s/t = (v0 + v)/2 gibt dabei die mittlere Geschwindigkeit an; bei dieser Geschwindigkeit
wird während der Zeit t in gleichförmiger Bewegung die gleiche Wegstrecke zurückgelegt wie
in gleichmäßig beschleunigter Bewegung von v0 auf v . Nach Einsetzen von v gemäß Gleichung
(3.4) in Gleichung (3.6) erhält man

s = at 2

2
+ v0t

(Weg-Zeit-Gesetz der gleichmäßig
beschleunigten Bewegung).

(3.7)

Ersetzt man hingegen in (3.6) nach Gleichung (3.4) die Zeit t = (v − v0)/a, so folgt nach Um-
stellung:

v =
√

2as + v 2
0

(Endgeschwindigkeit bei der gleichmäßig
beschleunigten Bewegung).

(3.8)

Aus den allgemein gültigen Gleichungen (3.4) bis (3.8) lassen sich nun bestimmte Sonderfälle
ableiten. So ist beim Start aus der Ruhelage v0 = 0 zu setzen. Beim Abbremsen bis zum Still-
stand ist die Endgeschwindigkeit v = 0, womit sich aus (3.4) die Anfangsgeschwindigkeit bei
gegebener Bremszeit zu v0 = −at und aus (3.8) der Bremsweg zu s = −v 2

0 /(2a) oder die An-
fangsgeschwindigkeit bei gegebenem Bremsweg zu v0 = p−2as ergeben. Die Minuszeichen
verschwinden beim Einsetzen des Wertes für die Beschleunigung a, der hier negativ ist. In Bild
3.4 sind die Bewegungsdiagramme für die gleichmäßig beschleunigte Bewegung zusammen-
gestellt.

Für a < 0 weist s = s(t ) in Bild 3.4a (rechts) ein Maximum auf, das einem Umkehrpunkt der Bewe-
gung entspricht. Die einzelnen s-Werte werden nach Erreichen des Maximums in umgekehrter Rich-
tung noch einmal durchlaufen, wobei die Geschwindigkeit jetzt negative Werte annimmt (Bild 3.4b
(rechts)). s = s(t ) stellt in diesem Falle nicht den in einer bestimmten Zeit insgesamt zurückgelegten
Weg dar, sondern die momentane Entfernung zum Bezugspunkt, was gleichbedeutend mit der Orts-
koordinate des Körpers zur Zeit t ist. Dementsprechend bezeichnet man das s, t-Diagramm für a < 0
in Bild 3.4a auch als Ort-Zeit-Diagramm. Den vom Körper insgesamt zurückgelegten Weg erhält man
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durch Addition der Beträge der im v, t-Diagramm Bild 3.4b (rechts) schraffiert gezeichneten Flächen.
Vergleiche dazu das Beispiel zum senkrechten Wurf in Abschnitt 3.4.

Bild 3.4 Bewegungsdiagramme für a > 0 (links) und a < 0 (rechts):
a) Weg-Zeit-Diagramm bzw. Ort-Zeit-Diagramm s = s(t )
b) Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm v = v(t )
c) Beschleunigung-Zeit-Diagramm a = a(t )

Beispiel 3.2:
Der Fahrer eines mit 80km/h fahrenden Pkw bemerkt plötzlich in 60m Entfernung auf der
Straße ein Hindernis, worauf er seinen Wagen mit der maximal möglichen Verzögerung von
a = −5m/s2 abbremst. a) Wie viel Sekunden nach Einsetzen des Bremsvorgangs und wie viel
Meter vor dem Hindernis kommt der Wagen zum Stehen? b) Mit welcher Geschwindigkeit
prallt der Wagen auf, wenn er anfänglich mit 90km/h gefahren wird?

Lösung: a) Bekannt sind die Anfangsgeschwindigkeit v0 = (80/3,6)m/s = 22,2m/s, die Endge-
schwindigkeit v = 0 und die Beschleunigung a. Aus (3.4) folgt damit die Bremszeit t = −v0/a ≈
4,5s. Für den Bremsweg ergibt sich aus (3.8) s = −v 2

0 /(2a) = 49,3m; der Wagen kommt also
10,7m vor dem Hindernis zum Stehen. b) Mit s = 60m und v0 = (90/3,6)m/s = 25m/s folgt
nach (3.8) für die Aufprallgeschwindigkeit v = 5m/s = 18km/h. □

Aufgaben
3.1 Um wie viel Meter vergrößert sich im obigen Beispiel die Strecke für den Anhalte-

vorgang gegenüber dem Bremsweg, wenn die Reaktionszeit des Fahrers bis zum Beginn
des Bremsvorganges von tR = 0,8s berücksichtigt wird? Kommt es jetzt bei v0 = 80km/h
zum Aufprall? Wenn ja, mit welcher Geschwindigkeit?

3.2 Ein Kurzstreckenläufer legt die Strecke von 100m in der Zeit von 10,5s zurück. Während
der ersten 20m beschleunigt er dabei gleichmäßig und läuft den Rest der Strecke mit
konstanter Geschwindigkeit. Wie groß sind die Beschleunigung und die Endgeschwin-
digkeit des Läufers? Stelle den Lauf in einem v, t- sowie in einem s, t-Diagramm dar!
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3.4 Freier Fall. Senkrechter Wurf

Das wohl bekannteste Beispiel für eine gleichmäßig beschleunigte Bewegung ist der freie Fall.
Ursache der Fallbewegung eines Körpers ist die Anziehungskraft der Erde. GALILEI (1564–1642)
erkannte als Erster, dass alle Körper mit der gleichen Beschleunigung zum Mittelpunkt der Erde
fallen, wenn der Einfluss des Luftwiderstandes vernachlässigt wird (Bild 3.5). Anhand sorgfäl-
tiger und für seine Zeit genauer Experimente konnte er zeigen, dass die Wege, die von einem
Körper in 1, 2, 3, 4, . . . Zeiteinheiten (z. B. Sekunden) durchfallen werden, sich wie 1 : 4 : 9 : 16 :
. . . verhalten, d. h., die Fallhöhe ist dem Quadrat der Fallzeit proportional (Fallgesetz).

So fällt ein Körper in Luft in der ersten Sekunde etwa 4,9m und in
jeder folgenden jeweils um das Doppelte dieses Wertes, also un-
gefähr um 9,8m, mehr als in der vorangegangenen Sekunde. Die
gesamte Fallhöhe, ausgedrückt in Metern, beträgt also

h =4,9+ (4,9+9,8)+ (4,9+2 ·9,8)+·· ·
+ [4,9+ (t −1) ·9,8],

wenn t die Anzahl der Sekunden angibt. Wir haben also t Sum-
manden, die sich als Summe einer arithmetischen Reihe wie folgt
zusammenfassen lassen:

h = 4,9 t + 9,8 t (t −1)

2
= 9,8

2
t 2.

Dies ist das quadratische Zeitgesetz des freien Falls mit dem spe-
ziellen Wert 9,8m/s2 für die Fallbeschleunigung oder Schwerebe-
schleunigung, die mit dem Buchstaben g (von lat. „gravitas“, die
Schwere) bezeichnet wird.

Bild 3.5 Stroboskopische Aufnahme von zwei frei fallenden Kugeln
ungleicher Masse. Sie wurde hergestellt, indem bei geöffneter Blende
in Abständen von 1/100 s mit Blitzlicht beleuchtet wurde. Man beach-
te, dass die leichte Kugel genauso schnell fällt wie die schwere Kugel.

Dieses Gesetz folgt mit der Anfangsgeschwindigkeit v0 = 0 und dem genauen Wert der experi-
mentell zu bestimmenden Fallbeschleunigung a = g , der innerhalb nicht allzu großer Höhen-
unterschiede konstant ist, unmittelbar auch aus (3.7):

h = g

2
t 2 (Fallhöhe). (3.9)

Aus (3.8) erhält man die Endgeschwindigkeit nach Durchfallen der Höhe h:

v =
√

2g h (Fallgeschwindigkeit). (3.10)

Der Wert für die Fallbeschleunigung g kann z. B. mittels genauer Messungen der Fallzeit für
eine vorgegebene Höhe nach Gleichung (3.9) g = 2h/t 2 bestimmt werden. Genauere Messun-
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gen sind mit Hilfe von Pendeln möglich (vgl. A.2 im Anhang). Infolge der Abweichung der Erde
von der Kugelgestalt und wegen der Erddrehung ist g von der geografischen Breite abhängig
(s. 5.2). Für Orte um den 50. Breitenkreis und niedrige Höhenlagen erhält man g ≈ 9,81m/s2.
Als Normwert wurde der Wert für 45◦ nördlicher Breite und Meereshöhe vereinbart:

gn = 9,806 65m/s2 (Normfallbeschleunigung).

Beispiel 3.3:
Bestimme aus Bild 3.5 den Wert der Fallbeschleunigung g !

Lösung: Die Ausmessung der Abstände aufeinander folgender Positionen der frei fallenden Ku-
geln ergibt, dass in jeweils einer hundertstel Sekunde (∆t = 10−2 s) die zurückgelegten Wege
jedes Mal um ∆s ≈ 1mm zunehmen. Die Geschwindigkeitszunahme zwischen zwei aufeinan-
der folgenden Belichtungen beträgt also∆v = ∆s/∆t ≈ 0,1m/s, woraus für die Beschleunigung
folgt a = ∆v/∆t ≈ 10m/s2 ≈ g . □
Der senkrechte Wurf. Beim senkrechten Wurf eines Körpers ist der gleichmäßig beschleunig-
ten Fallbewegung eine gleichförmige Bewegung mit der Anfangsgeschwindigkeit v0 überlagert.
Die resultierende Bewegung ist ebenfalls gleichmäßig beschleunigt. Beim senkrechten Wurf
nach unten hat v0 dieselbe Richtung wie die Fallbewegung; es gelten daher für ihn die allge-
meinen Bewegungsgesetze (3.4), (3.7) und (3.8) mit a = g in unveränderter Form. Beim senk-
rechten Wurf nach oben ist demgegenüber zu beachten, dass die Fallbeschleunigung g als
Verzögerung wirkt und daher negativ anzusetzen ist. Damit ergibt sich aus (3.4) die Geschwin-
digkeit nach Ablauf der Zeit t zu

v = v0 − g t , (3.11)

aus (3.7) die Wurfhöhe nach der Zeit t zu

h = v0t − g

2
t 2 (3.12)

und aus (3.8) die Geschwindigkeit in der Höhe h zu

v =
√

v 2
0 −2g h. (3.13)

Bei einer vorgegebenen Anfangsgeschwindigkeit v0 erreicht der Körper eine bestimmte maxi-
male Höhe hmax. In dieser Höhe ist er für einen Augenblick in Ruhe (v = 0), um danach frei

nach unten zu fallen. Für den Gipfelpunkt gilt daher 0 =
√

v 2
0 −2g hmax, woraus folgt

hmax = v 2
0

2g
(maximale Wurfhöhe). (3.14)

v0 =
√

2g hmax ist diejenige Geschwindigkeit, die dem Körper erteilt werden muss, damit er
die Höhe hmax gerade erreicht. Wie man sieht, ist sie der Geschwindigkeit (3.10) gleich, die der
Körper erhält, wenn er aus der Höhe hmax frei zu Boden fällt.

Beispiel 3.4:
Ein Körper werde mit der Anfangsgeschwindigkeit v0 = 20m/s senkrecht nach oben gewor-
fen. Bis zu welcher Höhe steigt er maximal? Nach welcher Zeit hat er seine Anfangslage wieder
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erreicht? (g ≈ 10m/s2). Wurfhöhe h, Geschwindigkeit v und Beschleunigung a sind in Abhän-
gigkeit von der Zeit grafisch darzustellen.

Lösung: Nach (3.14) ist hmax = 20m. Die Steigzeit t1 erhält man aus (3.11) mit der Bedingung
v = 0 zu t1 = v0/g = 2s. Der Körper kommt also nach t2 = 2t1 = 4s wieder am Boden an.
Entsprechend Gleichung (3.7) bzw. (3.12) wird die gleichmäßig beschleunigte Bewegung im
Ort-Zeit-Diagramm durch eine Parabel beschrieben. In unserem Beispiel ist die Parabel we-
gen des negativen Vorzeichens der Beschleunigung nach unten geöffnet (Bild 3.6a). Das Ma-
ximum liegt an der Stelle t = t1 bei h = hmax. Im v, t-Diagramm (Bild 3.6b) ergibt sich gemäß
Gleichung (3.11) eine fallende Gerade mit dem Ordinatenabschnitt v = v0 bei t = 0 und der
Ordinate v = −v0 bei t = t2 = 2t1. Sie veranschaulicht die verzögerte Bewegung während der
Aufstiegsphase bis zum Stillstand (v = 0) zum Zeitpunkt t1 und die anschließende beschleu-
nigte Bewegung in umgekehrter Richtung (Abstiegsphase mit negativer Geschwindigkeit). We-
gen der auf den Körper wirkenden konstanten Fallbeschleunigung a = −g ergibt sich im a, t-
Diagramm (Bild 3.6c) eine Gerade parallel zur t-Achse. Auch im höchsten Punkt der Flugbahn,
wo die Geschwindigkeit gleich null ist, behält die Beschleunigung ihren Wert a = −g ; denn
„Beschleunigung“ bedeutet Geschwindigkeitsänderung, und im höchsten Punkt erfolgt die
Änderung der Geschwindigkeit von positiven zu negativen Werten. □

Bild 3.6 Senkrechter Wurf nach oben: Ort-Zeit-Diagramm (a), Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm (b)
und Beschleunigung-Zeit-Diagramm (c)

Aufgabe
3.3 Von einer 100m hohen Plattform eines Aussichtsturmes wird ein Körper mit v0 =

15m/s senkrecht nach oben geworfen. a) Wie groß ist die Gipfelhöhe über dem Erdbo-
den, und wann wird sie erreicht? b) Nach welcher Zeit und mit welcher Geschwindigkeit
trifft der Körper am Erdboden auf? Luftwiderstand wird vernachlässigt.

3.5 Allgemeine Definition von Geschwindigkeit und
Beschleunigung. Ungleichmäßig beschleunigte Bewegung

Wie aus den Bildern 3.4a und 3.6a hervorgeht, wird die beschleunigte Bewegung im Weg-Zeit-
Diagramm durch eine gekrümmte Kurve s = s(t ) beschrieben. Im Gegensatz zur gleichförmi-
gen Bewegung, für die man im s, t-Diagramm wegen der konstanten Geschwindigkeit eine
Gerade erhält, ist daher für die beschleunigte Bewegung die Definition der Geschwindigkeit
als Differenzenquotient ∆s/∆t wie in Abschnitt 3.2 nicht mehr ausreichend; denn dieser gibt
– wie man aus Bild 3.7 ersehen kann – nur eine mittlere (durchschnittliche) Geschwindigkeit
zwischen den Zeitpunkten t1 und t2 an, entsprechend dem Anstieg der Sekante durch die Kur-
venpunkte P1 und P2.
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Um die Momentangeschwindigkeit v(t ) zu einem bestimmten Zeitpunkt t , z. B. t = t1, zu er-
halten, ist es erforderlich, den Anstieg der Tangente an die Weg-Zeit-Kurve im zugehörigen
Kurvenpunkt P1 zu bestimmen. Dies geschieht dadurch, dass das Zeitintervall ∆t (und damit
zugleich auch das Wegintervall ∆s) verschwindend klein gewählt wird. Durch diesen Grenz-
übergang wird der Differenzenquotient∆s/∆t zum Differenzialquotienten ds/dt , der dann die
Geschwindigkeit im betreffenden Zeitpunkt angibt:

v(t ) = lim
∆t→0

∆s

∆t
= ds

dt
≡ ṡ. (3.15)

Die allgemeine Definition der Geschwindigkeit lautet somit:

Die Geschwindigkeit ist gleich dem Differenzialquotienten des Weges nach der Zeit.

Bild 3.7 Zur Definition der Geschwindigkeit bei beschleunigter
Bewegung

Analog ist bei der Bestimmung der Beschleunigung zu verfahren, wenn die Bewegung un-
gleichmäßig beschleunigt ist. Denn in diesem Fall ist der Geschwindigkeitszuwachs ∆v in glei-
chen Zeitintervallen ∆t verschieden groß, d. h., die Beschleunigung ändert sich dauernd, wes-
halb diese Bewegung im v, t-Diagramm nicht wie bei gleichmäßiger Beschleunigung durch
eine Gerade, sondern durch eine gekrümmte Kurve beschrieben wird. Daher gibt hier der Dif-
ferenzenquotient (3.5) ∆v/∆t nur eine durchschnittliche Beschleunigung im Zeitintervall ∆t
an. Die Momentanbeschleunigung a(t ) erhält man wie oben durch Grenzübergang zu

a(t ) = lim
∆t→0

∆v

∆t
= dv

dt
≡ v̇ (3.16)

oder mit (3.15) zu

a(t ) = d

dt

(
ds

dt

)
= d2s

dt 2 ≡ s̈. (3.17)

Die Beschleunigung ist gleich dem Differenzialquotienten der Geschwindigkeit nach
der Zeit oder gleich dem zweiten Differenzialquotienten des Weges nach der Zeit.

Mit Hilfe dieser Definitionen für Geschwindigkeit und Beschleunigung lassen sich die oben
behandelten Gesetze der gleichmäßig beschleunigten Bewegung durch Anwendung der Inte-
gralrechnung auf analytischem Wege herleiten. So folgt zunächst aus (3.16) durch Umstellung
dv = a dt und hieraus mit a = const:

v =
∫

dv =
∫

a dt = a
∫

dt = at +C .
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Die Integrationskonstante C bestimmt man aus der Anfangsbedingung, dass der Körper zum
Zeitpunkt t = 0 die Anfangsgeschwindigkeit v = v0 haben soll. Durch Einsetzen dieser Werte
für t und v folgt aus vorstehender Gleichung C = v0, womit sich die bekannte Beziehung (3.4)
v = at + v0 ergibt. Mit (3.15) wird hieraus

ds

dt
= at + v0; s =

∫
(at + v0)dt = a

2
t 2 + v0t +C ′.

Nehmen wir an, dass die zur Zeit t = 0 zurückgelegte Wegstrecke gleich s0 ist, so folgt durch
Einsetzen C ′ = s0. Lassen wir hingegen die Bewegung zum Zeitpunkt t = 0 erst beginnen, d. h.
s0 = 0, so ist auch C ′ gleich null, und es folgt das Weg-Zeit-Gesetz (3.7).

Beispiele 3.5:
1. Bei einer geradlinigen Bewegung werden nach 1, 2, 3 . . . Sekunden 1, 8, 27 . . . Meter zurück-
gelegt. Wie groß sind Geschwindigkeit und Beschleunigung nach der 1., 2. und 3. Sekunde?

Lösung: Wir entnehmen, dass s der dritten Potenz von t proportional ist, d. h., es gilt s = kt 3.
Die Konstante k erhält man durch Einsetzen zusammengehöriger Werte von t und s zu k =
1m/s3. Nach (3.15) folgt damit als Geschwindigkeit v(t ) = 3kt 2 und nach (3.16) als Beschleu-
nigung a(t ) = 6kt . Einsetzen von k ergibt v(t ) = 3t 2 m/s3; a(t ) = 6t m/s3. Für t = 1, 2, 3 s erhält
man v = 3, 12, 27 m/s und a = 6, 12, 18m/s2.

2. Die Geschwindigkeit einer senkrecht aufsteigenden Rakete zum Zeitpunkt t nach dem Start
beträgt nach Gleichung (9.22):

v(t ) = c ln
m0

m0 −ṁt
− g t = −c ln

(
1− ṁ

m0
t

)
− g t .

Dabei ist c die konstante Ausströmgeschwindigkeit der Verbrennungsgase aus dem Triebwerk,
ṁ der zeitlich konstante Treibstoffverbrauch, gemessen in Kilogramm je Sekunde, und m0 die
Startmasse der Rakete. Wie groß sind Startbeschleunigung und Endbeschleunigung der Rake-
te, wenn c = 3000m/s, ṁ/m0 = 10−2 /s und die Brenndauer des Treibsatzes tE = 25s beträgt?

Lösung: Aus obiger Gleichung für v(t ) erhält man durch Differenziation nach der Zeit

a(t ) = c (ṁ/m0)

1− (ṁ/m0)t
− g .

Für t = 0 folgt hieraus als Startbeschleunigung a(0) = c (ṁ/m0)− g = 20m/s2 ≈ 2g und für
t = tE = 25s als Endbeschleunigung a(tE) = 30m/s2 ≈ 3g . □

Aufgabe
3.4 Ein Elektron bewegt sich mit der konstanten Geschwindigkeit v0 = 600km/s geradlinig

im Vakuum. Vom Zeitpunkt t0 = 0 an wird es durch ein mit der Zeit linear anwachsen-
des Gegenfeld mit einer Verzögerung a = −kt abgebremst (k = 3·1019 m/s3). a) Bestim-
me Weg und Geschwindigkeit in Abhängigkeit von der Zeit allgemein! b) Zu welchem
Zeitpunkt nach t0 kehrt sich die Bewegungsrichtung des Elektrons um? c) Welchen Weg
hat es bis dahin im Gegenfeld zurückgelegt?
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3.6 Geschwindigkeit und Beschleunigung als Vektoren.
Zusammengesetzte Bewegungen (Superposition)

Vektoren. Zur eindeutigen Bestimmung einer Geschwindigkeit gehört außer der Angabe ih-
res Zahlenwertes nebst Einheit die Angabe der Richtung. Gleiches gilt für die Beschleunigung.
Derartige gerichtete Größen heißen Vektoren, im Gegensatz zu den ungerichteten Skalaren,
wie z. B. der Zeit, der Temperatur und der Dichte. Vektoren stellt man durch Pfeile in der ent-
sprechenden Richtung dar, deren Länge gleich so viel willkürlich gewählten Längeneinheiten
ist, wie der Zahlenwert der betreffenden Größen angibt. Der Zahlenwert zusammen mit der
Einheit eines Vektors heißt sein Betrag. Zwei vektorielle Größen sind nur dann gleich, wenn sie
in Betrag und Richtung übereinstimmen.

Vektorielle Größen werden durch fettgedruckte lateinische Buchstaben gekennzeichnet, z. B. v
für den Geschwindigkeitsvektor. Üblich ist auch die Kennzeichnung durch gewöhnliche Buch-
staben mit einem darübergesetzten Pfeil (z. B. v⃗ ), wie sie in den Bildern dieses Buches verwen-
det wird.

Überlagerung von Bewegungen. Führt ein Körper zwei Bewegungen gleichzeitig aus (z. B. ein
Boot, das über den Fluss setzt und dabei infolge der Strömung des Flusses abgetrieben wird),
so setzen sich die beiden Teilbewegungen (Bewegung des Bootes in Bezug auf den Fluss und
Bewegung des Flusses in Bezug auf das Ufer) zur Gesamtbewegung (Bewegung des Bootes ge-
genüber dem Ufer) so zusammen, als ob sie zeitlich nacheinander stattfinden würden. Man
nennt dies das Prinzip der ungestörten Superposition (Überlagerung) oder auch das Unabhän-
gigkeitsprinzip.

Danach ergibt sich der Geschwindigkeitsvektor v der aus zwei Teilbewegungen zusammenge-
setzten Bewegung als Diagonale des Parallelogramms, das aus den Geschwindigkeitsvektoren
v 1 und v 2 der Teilbewegungen gebildet wird (Bild 3.8). Nach den Regeln der Vektorrechnung
ist diese gleich der Vektorsumme

v = v 1 +v 2 (Vektor der resultierenden Geschwindigkeit). (3.18)

Es handelt sich hierbei um die geometrische Addition von Vektoren, im Gegensatz zur alge-
braischen Addition von Skalaren. Die zu addierenden vektoriellen Größen bezeichnet man als
Komponenten, deren Summe als Resultierende. Damit lautet das

Superpositionsprinzip:
Gleichzeitig ablaufende Bewegungen eines Körpers beeinflussen sich gegenseitig
nicht. Resultierende Größen (Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung) ergeben sich
durch geometrische Addition der Komponenten.

Bild 3.8 Superposition (Überlagerung)
von Geschwindigkeiten. Anstatt des
Parallelogramms genügt zur Ermittlung
der resultierenden Geschwindigkeit
auch das zugehörige Vektordreieck
(rechts).
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Schließen v 1 und v 2 den Winkel α ein (Bild 3.8), so berechnet sich der Betrag der resultieren-
den Geschwindigkeit aus dem rechten Teilbild mit Hilfe des Kosinussatzes zu

v =
√

v 2
1 + v 2

2 −2v1v2 cos(180◦−α) =
√

v 2
1 + v 2

2 +2v1v2 cosα. (3.19)

Sind die beiden Bewegungen gleichgerichtet (α = 0◦) oder einander entgegengerichtet (α =
180◦), so folgt hieraus (unter Beachtung der binomischen Formeln)

v = |v1 ± v2| (Additionstheorem der Geschwindigkeiten). (3.20)

Dieses Gesetz der Superposition gilt nicht für Geschwindigkeiten, die der Lichtgeschwindig-
keit nahe kommen (vgl. Abschnitt 6.2, relativistisches Additionstheorem der Geschwindigkeiten,
Gleichung (6.14)).

Bild 3.9 Komponentenzerlegung des Geschwindigkeitsvektors v in
einem rechtwinkligen ebenen Koordinatensystem x, y

Die zur Bildung der Resultierenden umgekehrte Aufgabe besteht darin, einen gegebenen Vek-
tor, z. B. die Geschwindigkeit v , in zwei oder mehrere Komponenten zu zerlegen. Dies ist nur
dann eindeutig möglich, wenn die Richtungen der Komponenten vorgegeben sind. Besonders
häufig ist die Zerlegung in den Richtungen der x- und y-Achse eines rechtwinkligen Koordina-
tensystems. In diesem Fall ergeben sich nach Bild 3.9 die Beträge der Komponenten als Pro-
jektionen des Vektors v auf die x- und y-Achse zu vx = v cosϕ und vy = v sinϕ und der Betrag
der Resultierenden wegen des Lehrsatzes des PYTHAGORAS v 2

x + v 2
y = v2 (cos2ϕ+ sin2ϕ) = v2

zu v =
√

v 2
x + v 2

y . Der Winkel ϕ folgt aus tanϕ = vy /vx .

Die Komponentenzerlegung des Vektors v in Bezug auf ein räumliches kartesisches Koordina-
tensystem lautet

v = v x +v y +v z = vx i + vy j + vz k , (3.21)

wobei v x , v y , v z die vektoriellen und vx , vy , vz die skalaren Komponenten (Koordinaten) von
v sowie i , j , k die Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen x, y, z sind, für deren
Beträge gilt |i | = | j | = |k | = 1. Der Betrag von v ergibt sich wie oben nach dem Lehrsatz des
PYTHAGORAS zu

|v | = v =
√

v 2
x + v 2

y + v 2
z . (3.22)

Dieser gibt keine Information über die Richtung des Vektors v und ist als positive Größe defi-
niert. Im Unterschied dazu können die Komponenten vx , vy und vz sowohl positive als auch
negative Werte annehmen. Bei den bisher zur Beschreibung der geradlinigen Bewegung ver-
wendeten (positiven und negativen) Geschwindigkeiten und Beschleunigungen handelte es
sich also nicht um den Betrag, sondern um die mit der Bewegungsrichtung zusammenfallen-
de (einzige) Komponente des Geschwindigkeits- bzw. Beschleunigungsvektors.
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Beispiel 3.6:
In einem Flussbett der Breite B = 100m fließt das Wasser mit einer Geschwindigkeit vF =
1,2m/s. Ein Fährschiff bewegt sich mit einer Relativgeschwindigkeit von vS = 5m/s gegen-
über dem Wasser. a) Wie weit würde das Schiff abgetrieben, wenn es den Fluss senkrecht zu
überqueren versucht? b) Unter welchem Winkel muss es gegensteuern, wenn es auf kürzestem
Wege das andere Ufer erreichen will? c) In welche Richtung muss es steuern, wenn es einen be-
liebigen Punkt am gegenüberliegenden Ufer erreichen will?

Bild 3.10 Zum Rechenbeispiel
3.6: Superpositionsprinzip der
Geschwindigkeiten

Lösung: a) Nach Bild 3.10a ist tanα = vF/vS = 0,24 und damit s = B tanα = 24m. b) Die re-
sultierende Bewegung muss quer zur Flussrichtung verlaufen (Bild 3.10b). In diesem Fall ist
sinβ = vF/vS = 0,24. Es muss also unter dem Winkel β ≈ 14◦ gegengesteuert werden. c) Für
eine vorgegebene Abdrift s′ (Bild 3.10c) ist tanα′ = s′/B , der Winkel α′ ist also bekannt. Nach
dem Sinussatz gilt in dem Vektordreieck

vS

vF
= sin(90◦−α′)

sin(α′+β′)
oder sin(α′+β′) = vF

vS
cosα′.

Hieraus erhält man den Winkel β′, unter dem gegenzusteuern ist. Für s′ = 0 (Beispiel b) wird
α′ = 0 und somit sinβ′ = vF/vS, wie zuvor. □

Aufgabe
3.5 Unter welchem Winkel in Bild 3.10 muss das Schiff steuern, um in der kürzesten Zeit

das andere Ufer zu erreichen? Wie lange dauert die Überfahrt?

3.7 Die gleichförmige Kreisbewegung

Ein Teilchen bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit v auf einer Kreisbahn (gleichförmige
Kreisbewegung). Eine solche Bewegung vollführen auch alle Punkte eines rotierenden Körpers
(mit Ausnahme derjenigen, die auf der Drehachse liegen) bei konstanter Drehzahl. Dabei über-
streicht der vom Kreismittelpunkt zum Teilchen weisende Radius r in der Zeitspanne∆t einen
zu ihr proportionalen Drehwinkel ∆ϕ, zu dem ein Kreisbogen der Länge

∆s = r ∆ϕ (3.23)

gehört (Bild 3.11a). Dabei ist ∆ϕ = ∆s/r das Bogenmaß des Drehwinkels (Kreisbogenlän-
ge/Radius). Als Verhältnis zweier Strecken ist das Bogenmaß eines Winkels dimensionslos.
Um Verwechslungen mit anderen dimensionslosen Größen zu vermeiden, wird es mit der
Bezeichnung rad (Radiant) als Einheit versehen.



42 3 Kinematik der Punktmasse

Ein Winkel hat die Größe 1rad, wenn der zugehörige Kreisbogen gleich dem Radius des Kreises ist. Im
Gradmaß entspricht dies dem Winkel 360◦/(2π) = 57,3◦. Für den Vollkreis erhalten wir mit ∆s = 2πr
(Kreisumfang) ∆ϕ = 2πr /r = 2π rad, entsprechend 360◦. Demnach ist das Bogenmaß z. B. von 180◦

gleich π rad, von 1◦ gleich 0,017 453rad.

Bild 3.11 Zur Kreisbewegung: Der Geschwin-
digkeitsvektor v hat stets die Richtung der
Tangente an die Kreisbahn (a), der Vektor der
Geschwindigkeitsänderung ∆v ist bei gleich
bleibender Drehzahl zum Kreismittelpunkt hin
gerichtet (b).

Analog zur Geschwindigkeit v bei geradliniger Bewegung definiert man für die Kreisbewegung
die Winkelgeschwindigkeit ω als Quotienten aus dem Drehwinkel ∆ϕ und dem Zeitintervall
∆t , in dem dieser durchlaufen wird:

ω = ∆ϕ

∆t
(Winkelgeschwindigkeit). (3.24)

Einheit: [ω] = 1rad/s.

Der gesamte in der Zeit t zurückgelegte Drehwinkel wird damit

ϕ = ωt (Gesamtdrehwinkel), (3.25)

und die Anzahl der Umdrehungen in dieser Zeit ist z = ϕ/(2πrad) ≡ ϕ/(2π).

Für die Geschwindigkeit des auf der Kreisbahn umlaufenden Teilchens erhält man mit (3.23)
und (3.24)

v = ∆s

∆t
= ∆ϕ

∆t
r = ωr (Bahngeschwindigkeit). (3.26)

Ist T die Dauer eines vollen Umlaufs, die Periodendauer, so ergibt sich aus (3.24) mit ∆ϕ =
2πrad ≡ 2π als zugehörigem Drehwinkel die Winkelgeschwindigkeit zu

ω = 2π

T
(Winkelgeschwindigkeit). (3.27)

Werden in der Zeit t insgesamt z Umläufe vollführt, d. h. t = zT , so ist die Anzahl der Umläufe
je Zeiteinheit

n = z

t
= 1

T
(Drehzahl). (3.28)

Einheit der Drehzahl: [n] = 1/s.

Damit wird Gleichung (3.27)

ω = 2πn (Kreisfrequenz, Winkelfrequenz). (3.29)

Winkelgeschwindigkeit als Vektor. Man kann die Winkelgeschwindigkeit ω als einen sog.
axialen Vektor auffassen, der durch einen Pfeil dargestellt wird, dessen Länge sich aus dem
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Betrag nach (3.27) bzw. (3.29) ergibt und dessen Richtung mit der Drehachse (in Bild 3.11a
senkrecht zur Zeichenebene) zusammenfällt. Der Richtungspfeil folgt aus der

Rechtsschraubenregel:
Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit zeigt in die Richtung, in die sich eine Rechts-
schraube beim Eindrehen bewegt.

Bild 3.12 Zur Festlegung der Richtung des Vektors
der Winkelgeschwindigkeit ω (Rechtsschraube)

Damit lässt sich nach Gleichung (3.26) die Bahngeschwindigkeit des umlaufenden Teilchens v
als Vektorprodukt, gebildet aus dem Vektor der Winkelgeschwindigkeitω und dem vom Kreis-
mittelpunkt zum Teilchen zeigenden Radiusvektor r , wie folgt schreiben:

v = ω× r (Vektor der Bahngeschwindigkeit). (3.30)

Entsprechend der Definition des Vektorprodukts steht v senkrecht auf ω und r , d. h., v hat
stets die Richtung der Tangente an die Bahnkurve.

Die Radialbeschleunigung. Bei der gleichförmigen Kreisbewegung ist zwar der Betrag der Ge-
schwindigkeit |v | = v konstant, d. h., für die in aufeinander folgenden Zeitpunkten t1 und t2

vorhandenen Geschwindigkeiten v 1 und v 2 (vgl. Bild 3.11a) gilt |v 1| = |v 2|; es ändert sich aber
fortgesetzt ihre Richtung, weshalb diese Bewegung beschleunigt ist. Zeichnen wir die beiden
Vektoren v 1 und v 2 unter Beibehaltung ihrer Richtung so, dass ihre Anfangspunkte zusam-
menfallen (Bild 3.11b), so liegen ihre Endpunkte auf einem Kreis mit dem Radius v , dem sog.
Hodographen der Bewegung. Wie man sieht, ergibt sich v 2 aus v 1 durch Addition eines Dif-
ferenzvektors ∆v ; es ist also v 2 = v 1 +∆v oder ∆v = v 2 − v 1. Der Vektor ∆v beschreibt dem-
nach die Geschwindigkeitsänderung. Machen wir den Winkel ∆ϕ, den v 1 und v 2 miteinander
einschließen, verschwindend klein, so steht ∆v senkrecht auf v 1 und v 2. Der Vektor der Be-
schleunigung ar = ∆v/∆t , der mit der Richtung von ∆v zusammenfällt, ist daher stets vom
Bahnpunkt zum Kreismittelpunkt gerichtet. Man spricht daher von der Radial-, Zentral- oder
auch Zentripetalbeschleunigung.

Bei hinreichend kleinem Zentriwinkel ∆ϕ kann der Betrag von ∆v , wie aus Bild 3.11b her-
vorgeht, näherungsweise durch den zugehörigen Bogen des Kreises mit dem Radius v ersetzt
werden. Es ist daher∆v = v∆ϕ und somit ar = ∆v/∆t = v∆ϕ/∆t = vω, woraus mit (3.26) folgt:

ar = v2

r
= ω2r (Radial- oder Zentripetalbeschleunigung). (3.31)

Die Radial- oder Zentripetalbeschleunigung auf einer Kreisbahn ist dem Quadrat der
Geschwindigkeit proportional und dem Bahnradius umgekehrt proportional und
immer zum Mittelpunkt gerichtet.
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Die Beziehungen (3.26) und (3.31) lassen sich auf einfache Weise auch unter Benutzung von ebenen
Polarkoordinaten r,ϕ gewinnen (Bild 3.13). Für die Kreisbewegung ist r = const und ϕ = ϕ(t ), bei
gleichförmiger Kreisbewegung nach (3.25) speziell ϕ = ωt . Es ist somit

x(t ) = r cosωt ; y(t ) = r sinωt .

Bild 3.13 Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordina-
ten x, y und den ebenen Polarkoordinaten r,ϕ eines Punktes P :
x = r cosϕ, y = r sinϕ; r =

√
x2 + y2, tanϕ = y/x.

Durch Differenziation nach der Zeit erhält man daraus für die Komponenten vx und vy sowie den
Betrag v des Geschwindigkeitsvektors (mit sin2ωt +cos2ωt = 1):

vx = ẋ = −ωr sinωt ; vy = ẏ = ωr cosωt ; v =
√

v 2
x + v 2

y = ωr.

Nochmalige Zeitableitung ergibt entsprechend für die Beschleunigung:

ax = ẍ = −ω2r cosωt ; ay = ÿ = −ω2r sinωt ; ar =
√

a 2
x +a 2

y = ω2r.

Fürϕ= 0 bzw.ωt = 0 hat ar nur eine x-Komponente, fürϕ= 90◦ bzw.ωt = π/2 nur eine y-Komponente,
welche beide negativ sind; d. h., der Beschleunigungsvektor ist stets zum Kreismittelpunkt hin gerich-
tet. Er hat also die entgegengesetzte Orientierung des Radiusvektors r in Bild 3.12, weshalb gilt

ar = −ω2r (Vektor der Radial- oder Zentripetalbeschleunigung). (3.32)

Ein Körper bewegt sich nur dann auf einer Kreisbahn, wenn er eine dem Betrage
nach gleich bleibende, zum Mittelpunkt hin gerichtete Beschleunigung erfährt.

Beispiele 3.7:
1. Ein stationärer Nachrichtensatellit, der über einem bestimmten Ort am Äquator scheinbar
stillsteht, kreist in einer Höhe von 35 600km über der Erdoberfläche. Wie groß ist seine Bahn-
geschwindigkeit? (Erdradius R = 6380km).

Lösung: Aus (3.26) und (3.27) folgt v = ωr = 2πr /T , wobei hier r = R +h zu setzen und für T
die Dauer einer Erdumdrehung, also 24h (genau: 1Sterntag = 86 164s), einzusetzen ist. Damit
folgt v = 6,28 ·41 980km/(86 164s) = 3,06km/s.

2. Wie groß ist in Beispiel 1 die Radialbeschleunigung des Satelliten, die ihn auf der kreisförmi-
gen Umlaufbahn hält?

Lösung: Aus (3.31) folgt ar = v2/(R +h) = 0,22m/s2. Dies ist genau der Wert der Fallbeschleu-
nigung g in der Höhe des Satelliten (vgl. 8.1). □

Aufgabe
3.6 Ein Satellit bewege sich um die Erde auf einer Kreisbahn, die konzentrisch zum Äquator

verläuft, im Drehsinn der Erdrotation. Seine Umlaufzeit betrage TS = 96min. Die Um-
drehungszeit der Erde ist TE = 86 164s. In welchen Zeitabständen tB befindet sich der
Satellit über demselben Beobachtungspunkt des Äquators?
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3.8 Die ungleichförmige Kreisbewegung

Wenn sich die Drehzahl zeitlich ändert, wie z. B. beim Anfahren von Motoren, so ist die Dreh-
bewegung nicht mehr gleichförmig, und die nun zeitlich veränderliche Winkelgeschwindigkeit
ist – analog zur Geschwindigkeit bei ungleichförmiger Bewegung (3.15) – definiert durch

ω(t ) = dϕ

dt
≡ ϕ̇. (3.33)

Die Winkelgeschwindigkeit ist gleich dem Differenzialquotienten des Drehwinkels
nach der Zeit.

Ganz analog zur Beschleunigung (3.16) berechnet sich auch die Winkelbeschleunigung:

α = dω

dt
oder mit (3.33) α = d2ϕ

dt 2 ≡ ϕ̈. (3.34)

Die Winkelbeschleunigung ist gleich dem ersten Differenzialquotienten der Winkel-
geschwindigkeit nach der Zeit oder gleich dem zweiten Differenzialquotienten des
Drehwinkels nach der Zeit.

Einheit der Winkelbeschleunigung: [α] = 1 rad/s2.

Die bei veränderlicher Drehzahl nun zusätzlich zur Radialbeschleunigung ar vorhandene Be-
schleunigung in der Kreisbahn, die Tangential- oder Bahnbeschleunigung at, ergibt sich aus
(3.34) mit v = ωr zu

at = dv

dt
= dω

dt
r = αr. (3.35)

Entsprechend zu (3.30) gilt auch hier die Vektorgleichung

at = α× r (Vektor der Tangential- oder Bahnbeschleunigung). (3.36)

Dabei ist α = dω/dt der Vektor der Winkelbeschleunigung; er hat ebenso wie ω die Richtung
der Drehachse (s. Bild 3.12).

Die Größen der Kreisbewegung Drehwinkelϕ, Winkelgeschwindigkeitω und Winkelbeschleu-
nigung α erhält man also aus den entsprechenden Größen der geradlinigen Bewegung Weg-
länge s, Geschwindigkeit v und Beschleunigung a einfach dadurch, dass letztere durch den
Radius des Kreises dividiert werden:

ϕ = s

r
; ω = v

r
; α = a

r
. (3.37)

Ganz entsprechend gewinnt man die Gesetze der Drehbewegung aus denen der geradlinigen
Bewegung, indem man die entsprechenden Gleichungen beiderseits durch den Radius divi-
diert (vgl. Tabelle 3.1).
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Tabelle 3.1 Einander entsprechende Gesetze der geradlinigen Bewegung und der Drehbewegung

Geradlinige Bewegung Drehbewegung
Gleichförmige Bewegung (v = const): Gleichförmige Drehbewegung (ω = const):
Weg s = v t Drehwinkel ϕ = ωt (3.38)
Gleichmäßig beschleunigte Bewegung Gleichmäßig beschleunigte Drehbewegung
(a = const): (α = const):

Weg s = 1

2
(v0 + v)t Drehwinkel ϕ = 1

2
(ω0 +ω)t (3.39)

s = a

2
t 2 + v0t ϕ = α

2
t 2 +ω0t (3.40)

Endgeschwindigkeit v = at + v0 Endwinkelgeschwindigkeit ω = αt +ω0 (3.41)

v =
√

2as + v 2
0 ω =

√
2αϕ+ω2

0 (3.42)

Beispiele 3.8:
1. Der Anker eines Elektromotors soll bei einer konstanten Winkelbeschleunigung von 94rad/s2

aus dem Stillstand auf die Drehzahl 1800min−1 gebracht werden. Berechne die Dauer des An-
fahrvorgangs und die Anzahl der dazu notwendigen Umdrehungen!

Lösung: Mitω0 = 0 folgt aus (3.41)ω = αt und hieraus mit (3.29) die Beschleunigungsdauer zu
t = ω/α = 2πn/α = 6,28 · (1800/60)s−1/(94s−2) = 2s. Der Gesamtdrehwinkel während dieser
Zeit beträgt nach (3.40) ϕ = αt 2/2 und die Anzahl der Umdrehungen (mit 2πrad als Drehwin-
kel für eine Umdrehung) z = ϕ/(2πrad) = αt 2/(4πrad) = 30.

2. Ein Fahrzeug fährt mit der Geschwindigkeit v0 = 30km/h in eine 90-Grad-Kurve vom Radius
R = 50m ein und beschleunigt beim Durchfahren der Kurve gleichmäßig. Die größte Radial-
beschleunigung ist ar = 3,86m/s2. a) Mit welcher Geschwindigkeit v1 verlässt es die Kurve? b)
Geben Sie die Größe der maximalen Beschleunigung a an!

Lösung: a) Aus (3.31) ar = v 2
1 /R folgt die Endgeschwindigkeit beim Verlassen der Kurve

v1 =
√

arR = 13,89m/s = 50km/h. b) Für die Beschleunigung in der Kreisbahn (Tangential-

beschleunigung) at erhält man aus (3.42) v1 =
√

2ats1 + v 2
0 mit der Kurvenlänge s1 = πR/2:

at =
v 2

1 − v 2
0

2s1
= v 2

1 − v 2
0

πR
= 0,787m/s2.

Damit wird der Betrag der Gesamtbeschleunigung a =
√

a 2
r +a 2

t = 3,94m/s2.

3. Ein mit der Drehzahl 3600min−1 laufender Elektromotor kommt nach dem Abschalten in-
nerhalb von 10s zum Stillstand. a) Wie groß ist die Winkelbeschleunigung beim Auslaufen? b)
Wie viel Umdrehungen führt der Motor nach dem Abschalten noch aus?

Lösung: a) Mit n = 60s−1 beträgt die Anfangswinkelgeschwindigkeitω0 = 2πn = 377rad/s, und
nach t = 10s ist ω = 0. Damit folgt als Winkelbeschleunigung (Verzögerung) α = (ω−ω0)/t =
−37,7rad/s2. b) Der Gesamtdrehwinkel ϕ nach dem Abschalten folgt aus ω =

√
2αϕ+ω2

0 mit

ω = 0 zuϕ = −ω2
0 /(2α) = 1885rad. Die Umdrehungszahl ist z = ϕ/(2πrad) = 300. Rechnet man

zweckmäßigerweise mit der mittleren Drehzahl beim Auslaufen n = (n1+n2)/2 = n/2 = 30s−1

(mit n1 = n und n2 = 0), so folgt die Umdrehungszahl (ohne den Umweg über den Drehwinkel
ϕ) unmittelbar aus z = nt . □
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3.9 Bewegung auf beliebig krummliniger Bahn

Zur Beschreibung der Bewegung eines Teilchens auf einer beliebigen Bahn im Raum ist es er-
forderlich, die Lagekoordinaten x, y, z des Bahnpunktes P , in dem sich das Teilchen momen-
tan befindet, in Abhängigkeit von der Zeit darzustellen:

x = x(t ), y = y(t ), z = z(t ).

Mit der Einführung eines aus den Einheitsvektoren i , j , k in Richtung der Koordinatenachsen
gebildeten Dreibeins können diese drei Angaben zum zeitlich veränderlichen Ortsvektor

r (t ) = x(t ) i + y(t ) j + z(t ) k (3.43)

zusammengefasst werden, der vom Koordinatenursprung O ausgeht und zum betrachteten
Bahnpunkt zeigt (Bild 3.14a). Im Verlaufe der Bewegung des Teilchens ändern sich während
des Zeitintervalls ∆t dessen Koordinaten um ∆x, ∆y und ∆z, entsprechend einer Änderung
des Ortsvektors r um

∆r = ∆x i +∆y j +∆z k .

Befindet sich das Teilchen zum Zeitpunkt t1 im Bahnpunkt P1 mit dem Ortsvektor r 1, so trifft
man es zum Zeitpunkt t2 = t1+∆t an der Stelle P2 mit dem Ortsvektor r 2 = r 1+∆r . Machen wir
das Zeitintervall verschwindend klein, entsprechend dem Grenzübergang von der Differenz
∆t zum Differenzial dt , so liegen die beiden Bahnpunkte P1 und P2 äußerst dicht beieinander,
und wir erhalten als Vektor der Geschwindigkeit

v (t ) = lim
∆t→0

∆r

∆t
= dr

dt
≡ ṙ . (3.44)

v (t ) ist stets tangential zur Bahnkurve gerichtet, da das vektorielle Wegelement dr vom Betrage
ds immer die momentane Bewegungsrichtung angibt.

Bild 3.14 Änderung des Geschwindigkeitsvektors v bei krummliniger Bewegung (a) und Zerlegung
des Vektors der Geschwindigkeitsänderung ∆v = v 2 − v 1 in eine tangentiale Komponente ∆v t und
eine normale Komponente ∆v n (b): ∆v = ∆v t +∆v n.

Zeichnet man die beiden in den benachbarten Punkten P1 und P2 vorhandenen Geschwindig-
keitsvektoren v 1 und v 2 unter Beibehaltung ihres Betrages und ihrer Richtung so, dass sie mit
ihren Anfangspunkten zusammenfallen (Bild 3.14b), so gibt der Differenzvektor ∆v = v 2 − v 1

den Zuwachs an, den die Geschwindigkeit im Zeitintervall ∆t erfährt. Durch Grenzübergang
∆t → 0 (gleichbedeutend mit δ→ 0, wobei δ der Winkel ist, den die beiden Geschwindigkeits-
vektoren miteinander einschließen), erhält man als Vektor der Beschleunigung

a(t ) = lim
∆t→0

∆v

∆t
= dv

dt
≡ v̇ = r̈ . (3.45)
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Schlägt man, wie in Bild 3.14b, um P einen Kreisbogen AB vom Radius v2, so erkennt man,
dass sich ∆v aus zwei Komponenten zusammensetzt: ∆v = ∆v t +∆v n. Die Komponente ∆v t

ist tangential zur Bahnkurve gerichtet; bezieht man sie auf das zugehörige Zeitintervall ∆t , so
folgt durch Grenzübergang

at = lim
∆t→0

∆v t

∆t
= dv

dt
et (Vektor der Tangentialbeschleunigung). (3.46)

et ist dabei der Einheitsvektor in Tangentenrichtung. Die zweite Komponente ∆v n steht für
δ → 0 senkrecht auf der Tangentenrichtung, sie hat also stets die Richtung der Normale zur
Bahnkurve. Denkt man sich ein kurzes Stück der Bahnkurve um den betrachteten Punkt nä-
herungsweise durch einen Kreisbogen, den sog. Krümmungskreis, ersetzt, so zeigt ∆v n zum
Mittelpunkt des Krümmungskreises. Entsprechend der Radialbeschleunigung (3.31) bei der
Kreisbewegung erhält man daher hier mit dem Krümmungsradius ϱ und dem Einheitsvektor
in Normalenrichtung en

an = lim
∆t→0

∆v n

∆t
= v2

ϱ
en (Vektor der Normalbeschleunigung). (3.47)

Die Normalbeschleunigung bewirkt, dass das Teilchen sich nicht geradeaus bewegt, sondern
eine gekrümmte Bahn durchläuft. Addiert man nun Tangential- und Normalbeschleunigung
vektoriell, so erhält man

a = at +an (Vektor der resultierenden Beschleunigung) (3.48)

mit dem Betrag

a =
√

a 2
t +a 2

n . (3.49)

Zwei Sonderfälle lassen sich aus (3.46) und (3.47) unmittelbar ablesen: Bewegt sich das Teil-
chen mit einer Geschwindigkeit von gleich bleibendem Betrag v , aber veränderlicher Rich-
tung, so erfährt es wegen dv/dt = 0 keine Tangentialbeschleunigung. Es tritt jedoch eine Nor-
malbeschleunigung auf, die bei konstantem Krümmungsradius der Bahn eine gleichförmige
Kreisbewegung zur Folge hat. Ist hingegen die Normalbeschleunigung gleich null, entspre-
chend einem unendlich großen Krümmungsradius ϱ, so liegt eine geradlinige Bewegung vor.

Aufgabe
3.7 Ein Elektron, welches in ein räumlich und zeitlich konstantes Magnetfeld eingeschos-

sen wird und eine Geschwindigkeitskomponente vz in Richtung der magnetischen
Feldlinien hat, bewegt sich infolge der LORENTZ-Kraft (vgl. 28.7) auf einer Schrauben-
bahn um die Feldlinien, welche durch

x(t ) = r cosωt , y(t ) = r sinωt , z(t ) = vz t

beschrieben wird. Hierbei sind r , ω und vz konstant. Berechne den Betrag von Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung des Elektrons!
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In den vorangegangenen Abschnitten wurden die für den Bewegungsablauf charakteristi-
schen Größen eingeführt. Die Frage nach der Ursache der Bewegungen, z. B. für das Auftreten
von Beschleunigungen, wurde dabei nicht gestellt. Für die Definition von Geschwindigkeit
und Beschleunigung ist diese Fragestellung auch belanglos, denn beide Größen sind rein
geometrisch-zeitlich und nicht als Wirkungen irgendwelcher Ursachen definiert. Wenn man
nach den Ursachen von Beschleunigungen fragt, so gelangt man von der Kinematik zur Dyna-
mik, der Lehre von den Kräften.

4.1 Der Kraftbegriff in der Physik. Zusammensetzung und
Zerlegung von Kräften. Statisches Gleichgewicht

Im Alltag bringen wir den Begriff Kraft gefühlsmäßig mit einer körperlichen Anstrengung
(Muskelkraft) zum Zwecke der Fortbewegung oder Verformung eines Körpers in Verbindung,
oder mit dem „Gewicht“ eines Körpers, welches überhaupt als das Urbild der Kraft gelten darf
(GALILEI). In Verallgemeinerung dieser Vorstellung wird in der Physik die Kraft als alleinige
Ursache für die Änderung des Bewegungszustandes eines freien Körpers (Beschleunigung oder
Abbremsung) oder für die Änderung der äußeren Form (Deformation) und gegebenenfalls
auch der inneren Struktur eines festgehaltenen Körpers angesehen, ganz gleich, bei welchen
Vorgängen diese Wirkungen beobachtet werden (z. B. Druck, Zug, Stoß, Schwerkraft, elektri-
sche und magnetische Anziehung und Abstoßung usw.). Dabei kommt es mitunter vor, dass,
wenn mehrere Kräfte auf einen freien Körper einwirken, diese keine Veränderungen seines
Bewegungszustandes hervorrufen; die Kräfte heben sich dann in ihrer Wirkung gegenseitig
auf, sie stehen untereinander im Gleichgewicht.

Kräfte sind durchweg eine Folge der vier grundsätzlich voneinander zu unterscheidenden Arten
von Wechselwirkungen zwischen den Bausteinen der Materie, der Gravitationswechselwirkung, der
schwachen Wechselwirkung, der elektromagnetischen und der starken Wechselwirkung (vgl. 50.5).
So z. B. sind die Kräfte, auf denen die Festigkeit der Metalle beruht, elektromagnetischen Ursprungs
und etwa 1040mal (!) größer als die infolge der Schwerkraft (Gravitation) zwischen den Metallatomen
wirkenden Kräfte. Die starke und schwache Wechselwirkung treten nur in der Kern- und Elementar-
teilchenphysik auf.

Die Einheit der Kraft ist das N e w t o n (N); sie wird in Abschnitt 4.3 definiert.

Die Kraft als vektorielle Größe. Verschiedene Kräfte können sich 1. durch ihren Betrag, 2.
durch ihre Richtung (dargestellt durch einen Pfeil) und 3. durch ihren Angriffspunkt am Kör-
per voneinander unterscheiden. Betrag und Richtung kennzeichnen die Kraft als Vektor. Die
Gerade, auf welcher der Kraftvektor liegt, heißt Wirkungslinie der Kraft.

Zusammensetzen von Kräften mit gemeinsamem Angriffspunkt. Greifen in einem Punkt
mehrere Kräfte an, ist die wirkende Gesamtkraft, die sog. Resultierende, nach den Regeln der
Vektoraddition zu berechnen (analog zur Addition von Geschwindigkeiten, vgl. 3.6). So ist die
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Resultierende zweier Kräfte F 1 und F 2 gleich F = F 1 +F 2. Man gewinnt sie als Diagonale des
aus den beiden Komponenten F 1 und F 2 gebildeten Kräfteparallelogramms (Bild 4.1a).

Die Resultierende zweier Kräfte fasst deren Wirkung zusammen. Sie greift im
Schnittpunkt der gegebenen Kräfte an und ist nach Größe und Richtung die Diago-
nale durch diesen Punkt im Kräfteparallelogramm.

Bild 4.1 Zusammensetzung von zwei Kräften F 1 und F 2 zur Resultierenden F :
a) Kräfteparallelogramm; b) Kräftedreieck

Im Allgemeinen zeichnet man nur das halbe Parallelogramm, das Kräftedreieck (Bild 4.1b).
Der Betrag der resultierenden Kraft berechnet sich mit Hilfe des Kosinussatzes F 2 = F 2

1 +F 2
2 −

2F1F2 cos(180◦−α) zu

F =
√

F 2
1 +F 2

2 +2F1F2 cosα. (4.1)

Dabei ist α der von F 1 und F 2 eingeschlossene Winkel. Ist insbesondere α ein rechter Winkel,
so folgt mit cos90◦ = 0 der Satz des PYTHAGORAS

F =
√

F 2
1 +F 2

2 . (4.2)

Als Spezialfall ist in (4.1) auch enthalten, dass sich zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte in der-
selben Wirkungslinie (F 1 = −F 2, d. h. F1 = F2 und α = 180◦) in ihrer Wirkung aufheben, die
resultierende Kraft also verschwindet.

Greifen wie in Bild 4.2a in einem Punkt mehr als zwei Kräfte an, so lassen sich auch diese zu einer Re-
sultierenden im Sinne einer Ersatzkraft zusammenfassen, welche nach Größe und Richtung die Wir-
kungen aller Teilkräfte in sich vereint. Zu ihrer Konstruktion verfährt man so, dass zunächst zwei Kräfte
gemäß dem Parallelogrammsatz zu einer Resultierenden zusammengesetzt und danach dieselbe zu-
sammen mit einer dritten Kraft nach dem gleichen Verfahren zu einer neuen Resultierenden vereinigt
wird usw. Man findet jedoch sofort, dass man sich die Konstruktion der einzelnen Parallelogramme
ersparen kann; es genügt, die im sog. Lageplan enthaltenen Einzelkräfte, wie in Bild 4.2a gezeigt,

Bild 4.2 a) Ermittlung der Resultierenden F von vier Kräften mit gemeinsamem Angriffspunkt mittels
Krafteck; b) Kräftegleichgewicht
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schrittweise zum Krafteck zusammenzusetzen. Die Resultierende F weist dann vom Angriffspunkt der
ersten nach dem Endpunkt der letzten Teilkraft; sie ist damit dem Umfahrungssinn des Kraftecks stets
entgegengerichtet. In dem Fall, dass der Endpunkt des Kraftecks mit dem Ausgangspunkt zusammen-
fällt (Bild 4.2b), das Krafteck also geschlossen ist, ist die Resultierende gleich null, d. h., die Kräfte be-
finden sich im (statischen) Gleichgewicht. Die Kraftvektoren bilden dann im Krafteck einen durchge-
henden Umlaufsinn.

Zerlegung einer Kraft in Komponenten. So wie mehrere Teilkräfte zu einer Kraft vereinigt wer-
den können, ist auch die umgekehrte Aufgabe durchführbar, die Zerlegung einer Kraft F in
Komponenten bezüglich beliebig vorgegebener, nichtparalleler Wirkungslinien (Bild 4.3). Man
erhält das Kräfteparallelogramm und damit die Kraftkomponenten F 1 und F 2, indem parallel
zu ihren Wirkungslinien Hilfslinien gezeichnet werden, die durch die Spitze des Vektorpfeiles
von F gehen.

Bild 4.3 Zerlegung einer Kraft F in zwei Komponenten bezüglich
vorgegebener Wirkungslinien

Beispiel 4.1:
Bei der in Bild 4.4 beschriebenen Aufgabe sind F 1 und die Wirkungslinien von F 2 und F ge-
geben. Damit kann das Kräfteparallelogramm gezeichnet werden, und zwar mit F 1 und F 2 als
Komponenten von F in Richtung der Spannseile. Aus dem von den Kräften gebildeten Dreieck
findet man F2 = F1/cos60◦ = 5000N und F = F1 tan60◦ = 4330N. □

Bild 4.4 Ein senkrecht stehender Mast wird durch zwei Spannseile gehal-
ten, von denen das waagrechte die Zugkraft F1 = 2500N ausübt.
Mit welcher Kraft F2 muss das schräge Seil gespannt sein, und wie groß ist
die im Mast vertikal gerichtete Druckkraft F ?

Aufgabe
4.1 Ein Mast soll durch drei schräg verlaufende Spannseile, die mit dem Erdboden den glei-

chen Winkel einschließen, lotrecht gehalten werden. Die Spannkraft des ersten Seils
beträgt F1 = 4,0kN und die des zweiten, um α1 = 120◦ gegenüber dem ersten versetz-
ten Seils F2 = 3,6kN. Mit welcher Kraft und unter welchem Winkel α2 gegen das zweite
Seil versetzt muss das dritte Seil gespannt sein? Löse die Aufgabe auch zeichnerisch!

4.2 Das Trägheitsgesetz (1. newtonsches Axiom)

Die Erfahrung lehrt, dass ein auf waagrechter Unterlage ruhender Körper nicht von selbst in
Bewegung gerät und dass jeder bewegte, sich selbst überlassene Körper nach einer bestimm-
ten Zeit zur Ruhe kommt. Im ersten Fall ist die Ursache das Fehlen jeglicher äußerer Kräfte, im
zweiten das Vorhandensein äußerer Kräfte, die die Bewegung hemmen (Reibungskräfte). Die-
se Eigenschaft der Körper, ihren Bewegungszustand niemals von selbst zu ändern, sondern
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sich vielmehr einer Änderung desselben zu widersetzen, bezeichnet man als Beharrungsver-
mögen oder Trägheit. Für den Fall, dass alle Bewegungswiderstände fehlen, gilt das von NEW-
TON (1643–1727) ausgesprochene Trägheitsgesetz oder

1. NEWTONsches Axiom:
Jeder Körper verharrt im Zustand der Ruhe oder der geradlinigen gleichförmigen Be-
wegung, solange keine Kraft auf ihn einwirkt oder die Resultierende der angreifen-
den Kräfte null ist.

Es gilt also für die Vektoren von Geschwindigkeit und resultierender Kraft:

v = const für F = 0. (4.3)

Die Unterscheidung zwischen Ruhe und geradliniger gleichförmiger Bewegung ist dabei allein
eine Frage des gewählten Bezugssystems, von dem aus die Bewegung des Körpers beobachtet
wird. Bezugssysteme, in denen das Trägheitsgesetz gilt, nennt man Inertialsysteme (vgl. 5.3).

Die direkte experimentelle Überprüfung des Trägheitsgesetzes ist nicht möglich, da kein Kör-
per äußeren Einflüssen (z. B. Reibungskräften) völlig entzogen werden kann. Als Begründung
für die Richtigkeit dieses Gesetzes kann aber gelten, dass alle daraus gezogenen Schlussfolge-
rungen durch das Experiment bestätigt werden. Eine der Schlussfolgerungen ist:

Ändert ein Körper seinen Bewegungszustand, bewegt er sich also beschleunigt oder
verzögert, so ist hierfür stets eine Kraft die Ursache.

4.3 Das Grundgesetz der Dynamik (2. newtonsches Axiom)

Während das 1. NEWTONsche Axiom nur allgemein aussagt, dass für jede Beschleunigung eines
Körpers eine Kraft die Ursache ist, definiert das 2. NEWTONsche Axiom den Zusammenhang
zwischen Kraft und Beschleunigung genau. Es lautet:

F = ma (Grundgesetz der Dynamik). (4.4)

2. NEWTONsches Axiom:
Die Beschleunigung eines Körpers ist der auf ihn einwirkenden Kraft proportional
und erfolgt in derjenigen Richtung, in der die Kraft wirkt.

In dieser quantitativen Formulierung des Trägheitsgesetzes (4.3), welche sich auf zahlreiche
Erfahrungstatsachen gründet, vor allem auf die bereits von GALILEI (1564–1642) zur Fall- und
Wurfbewegung erkannten Gesetze der Dynamik, ist die Größe m zunächst ein skalarer Pro-
portionalitätsfaktor, der offenbar ein Maß für den Widerstand eines Körpers gegen Beschleu-
nigungen, für seine Trägheit also, darstellt. Denn bei gegebener Kraft ist die Beschleunigung
umso kleiner, je größer m ist. Die Größe m hängt demnach von der Art des beschleunigten
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Körpers ab. Nach Gleichung (4.4) haben wir zwei beliebig beschaffenen Körpern immer dann
den gleichen Wert von m zuzuordnen, wenn sie durch gleich große Kräfte dieselbe Beschleu-
nigung erfahren. Man nennt die so definierte Größe m die träge Masse oder einfach die Masse
des Körpers.

Die Masse kennzeichnet die Eigenschaft eines Körpers, sich der Änderung seines
Bewegungszustandes zu widersetzen. Ihre Größe ist ein Maß für die Trägheit des
Körpers.

Die Einheit der Masse ist das Kilogramm (kg); neben dem Meter und der Sekunde ist sie die
dritte Basiseinheit der Mechanik.

Die Darstellung der Masseneinheit erfolgt (bis 2019) mittels des Kilogramm-Prototyps des jeweiligen
Staatsinstituts. Seine Masse ist nach den internationalen Vergleichen mit dem in Paris aufbewahrten
Prototyp, einem Platin(90%)-Iridium(10%)-Zylinder, bis auf eine relative Unsicherheit von 10−9 be-
kannt; dies entspricht einem Fehler von 1g auf 1 Million kg. 1kg ist ziemlich genau gleich der Masse
von 1 Liter (1l = 1dm3) reinen, luftfreien Wassers bei normalem Atmosphärendruck (1013hPa) und
von maximaler Dichte, d. h. bei 3,98 ◦C.

Die Einheit der Masse wird im neuen SI – wie die Längen- und die Zeiteinheit – auf atomare Eigen-
schaften bzw. Naturkonstanten zurückgeführt (s. Abschnitt 2.3). Im Bereich der Atome und Elementar-
teilchen wird die atomare Masseneinheit (u) verwendet, welche gleich dem 12. Teil der Masse des Koh-
lenstoffisotops 12C ist (vgl. 18.1).

Mit der Masse als Basisgröße wird nach (4.4) die Kraft zu einer abgeleiteten Größe. Dies gilt
demzufolge auch für die

Einheit der Kraft: [F ] = 1kg ·m/s2 = 1 N e w t o n (N).

1N ist die Kraft, die der Masse 1kg die Beschleunigung 1m/s2 erteilt.

Aus Gleichung (4.4) geht hervor, dass eine konstante Kraft bei unveränderlicher Masse eine
konstante Beschleunigung, d. h. also eine gleichmäßig beschleunigte Bewegung hervorruft. Be-
kanntestes Beispiel hierfür ist der freie Fall mit der (über kleine Höhenunterschiede) konstan-
ten Fallbeschleunigung g . Für F = 0 folgt a = 0, d. h. v = const, entsprechend einer geradlini-
gen gleichförmigen Bewegung bzw. dem Zustand der Ruhe. Dies ist wieder das Trägheitsgesetz
(4.3).

Eine quantitative Überprüfung des Grundgesetzes (4.4) kann mit Hilfe der ATWOODschen Fall-
maschine erfolgen (vgl. das Rechenbeispiel im nächsten Abschnitt). Eine andere Formulierung
des Grundgesetzes, die der ursprünglichen NEWTONschen Fassung entspricht, werden wir in
Abschnitt 4.5 kennen lernen.

4.4 Träge und schwere Masse. Gewichtskraft. Radialkraft

Die Masse eines Körpers kennzeichnet nicht nur dessen Trägheit, sondern auch dessen
Schwere. Letztere beruht auf der Eigenschaft der Körper, sich wechselseitig anzuziehen (Gra-
vitation). Die Kraft, mit der ein im Schwerefeld der Erde an einem Faden aufgehängter Kör-
per den Faden spannt, heißt Gewichtskraft G des Körpers. Sie kann statisch mit Hilfe eines
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zwischen Körper und Aufhängung geschalteten Federkraftmessers (Dynamometer, Bild 4.5)
gemessen werden. Schneidet man den Faden durch, so bewegt sich der Körper, frei fallend,
mit der gleich bleibenden Beschleunigung g = 9,81m/s2. Die Kraft, die ihn beschleunigt und
die vorher den Faden spannte, bestimmt sich analog dem Grundgesetz (4.4) zu

G = mg (Gewichtskraft). (4.5)

Die in dieser Gleichung vorkommende, aus der Gewichtskraft ermittelte Masse des Körpers
wird als schwere Masse (ms) bezeichnet, im Unterschied zu der in einem Beschleunigungs-
experiment nach Gleichung (4.4) bestimmten trägen Masse mt = F /a. Durch Präzisionsmes-
sungen konnte die Gleichheit von träger und schwerer Masse nachgewiesen werden (vgl. 43.4).
Diese Tatsache bildet in Form des Äquivalenzprinzips die experimentelle Grundlage für die
von EINSTEIN 1915 aufgestellte allgemeine Relativitätstheorie (s. 22.4).

Bild 4.5 Federkraftmesser (Dynamometer). Die Auslenkung x der
Schraubenfeder ist der an ihr angreifenden Kraft (hier der Gewichtskraft G
des angehängten Körpers) proportional: G = kx (k Federkonstante). Für die
rücktreibende Federkraft F gilt aus Gleichgewichtsgründen F +G = 0 bzw.
F = −G = −kx. Die Bestimmung von k erfolgt durch Messung von x1 für eine
bekannte Gewichtskraft G1: k = G1/x1 (Eichung).

Die Bestimmung von Massen geschieht durch Wägung, d. h., die Masse eines Körpers wird
durch Vergleich seiner Gewichtskraft mit der eines Massenormals ermittelt (Hebel- oder Bal-
kenwaage).

Die Dichte. Unter der Massendichte (oder einfach Dichte) ϱ eines festen, flüssigen oder gasför-
migen Stoffes versteht man den Quotienten aus der Masse einer bestimmten Stoffportion und
dem von ihr eingenommenen Volumen:

ϱ = m

V
; Einheit: [ϱ] = 1kg/m3. (4.6)

Beispielsweise beträgt die Dichte von Luft bei 0 ◦C und normalem Luftdruck ϱ = 1,293kg/m3. Um bei
festen und flüssigen Stoffen mit ihren gegenüber Gasen wesentlich höheren Dichtewerten zu handli-
chen Zahlen zu kommen, rechnet man bei diesen meist in den gebräuchlichen Dichteeinheiten

[ϱ] = 1g/cm3 = 1kg/dm3 = 1t/m3;

z. B. für Wasser ≈ 1; Quecksilber 13,6; Gold 19,3; Materie in der Nähe des Mittelpunkts der Sonne 100;
Kernmaterie 2 · 1014 (!); demgegenüber: das beste vom Menschen erzeugte Vakuum 10−19 g/cm3. Zu
Methoden der Dichtebestimmung vgl. 14.2.

Die Radialkraft. Um einen Körper auf einer Kreisbahn vom Radius r zu halten, ist die Radial-
beschleunigung (3.32) ar = −ω2r vom Betrage ar = ω2r = v2/r erforderlich. Ihr entspricht
nach dem Grundgesetz (4.4) eine zum Kreismittelpunkt gerichtete Kraft, die Radialkraft oder
Zentripetalkraft

F r = mar = −mω2r , Betrag Fr = mω2r = mv2

r
. (4.7)
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Beispiel 4.2:
Wie groß sind die Beschleunigungen der Massen der in Bild 4.6a,b dargestellten Anordnun-
gen? Gegeben sind für Anordnung a): m1 = 1,0kg, m2 = 3,0kg, und für die als ATWOODsche
Fallmaschine bekannte Anordnung b): m1 = M und m2 = M +M ′, wobei M ′ eine auflegbare
Zusatzmasse zu M ist. Massen der Rollen und der Seile sowie Reibung werden vernachlässigt.

Bild 4.6 Versuche zum Grundgesetz der Dynamik.
Rechts: atwoodsche Fallmaschine

Lösung: Die gesamte in Bewegung versetzte Masse ist bei beiden Anordnungen m = m1 +m2.
Die beschleunigende Kraft F ist bei a) die Gewichtskraft m2g , bei b) die Differenz der Ge-
wichtskräfte beider Massen (m2 −m1)g = M ′g . Aus dem Grundgesetz (4.4) erhält man damit
für Anordnung a) die Beschleunigung a = F /m = m2g /(m1 +m2) = 7,36m/s2 und für Anord-
nung b) die Beschleunigung a = M ′g /(2M +M ′). Es tritt also in beiden Fällen eine konstante
Beschleunigung auf, welche auch experimentell festgestellt wird, wenn man z. B. die von den
Massen zurückgelegten Wegstrecken s als Funktion der Zeit t misst und daraus nach (3.7) die
Beschleunigung a = 2s/t 2 ermittelt.

Für die ATWOODsche Fallmaschine b) findet man also nach obiger Rechnung einerseits a ∼
M ′g , andererseits a ∼ 1/(2M +M ′), wie man durch Veränderung der Massen M und M ′ auch
experimentell zeigen kann. Das heißt, die Beschleunigung ist der wirkenden Kraft F = M ′g
proportional und der zu beschleunigenden Masse m = 2M +M ′ umgekehrt proportional, wie
es das Grundgesetz (4.4) fordert. □

Aufgabe
4.2 Siehe Bild 4.7.

Bild 4.7 Die Masse m1 gleitet reibungsfrei auf der schiefen Ebene
(m1 = 1,0kg; α = 30◦).
a) Wie groß muss m2 sein, um m1 das Gleichgewicht zu halten?
b) Wie groß ist die Beschleunigung der Bewegung für den Fall, dass
m1 = m2 ist?

4.5 Kraftstoß. Impuls (Bewegungsgröße)

Der Geschwindigkeitszuwachs, den ein Körper durch eine angreifende Kraft erfährt, hängt
nicht nur von der Größe der Kraft selbst, sondern auch von der Zeitdauer ∆t ihrer Einwir-
kung, d. h. also vom Wert des Produktes F ∆t , ab. Man nennt dieses Produkt den Kraftstoß. Ist
während der Zeitdauer ∆t der Betrag der Kraft konstant, so stellt sich der Kraftstoß als Fläche
unter dem Rechteck im Kraft-Zeit-Diagramm (Bild 4.8a) dar, welches den zeitlichen Verlauf
der Kraftübertragung auf den Körper veranschaulicht. Eine solche Art der Kraftübertragung,
bei der die Kraft momentan ihren Maximalwert annimmt und danach ebenso plötzlich wieder
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auf null abfällt, ist allerdings äußerst selten. Vielmehr hat man es meist mit einem Verlauf zu
tun, wie ihn Bild 4.8b zeigt, nämlich einem allmählichen, mehr oder weniger steilen Anstieg
und einem ebensolchen Abfall. Der Kraftstoß berechnet sich dann durch das Zeitintegral der

Kraft
∫

F dt .

Bild 4.8 Kraftstoß bei zeitlich konstanter
Kraft (a) und zeitlich veränderlicher Kraft (b)

Der so definierte Kraftstoß steht in engem Zusammenhang mit einer anderen physikalisch be-
deutsamen Größe, welche durch das Produkt aus der Masse m und dem Vektor der Geschwin-
digkeit v des Körpers gegeben ist und Impuls oder Bewegungsgröße genannt wird:

p = mv , Einheit: [ p ] = 1kg ·m/s = 1N · s. (4.8)

Mit ihr lässt sich das Grundgesetz der Dynamik (4.4) wie folgt formulieren:

F = d(mv )

dt
= dp

dt
. (4.9)

Die zeitliche Änderung des Impulsvektors ist der einwirkenden Kraft proportional
und geschieht in der Richtung, in der jene Kraft angreift.

Dies ist die ursprüngliche NEWTONsche Fassung des Grundgesetzes. Sie geht in der Aussage
wesentlich weiter als Gleichung (4.4) F = ma. Nach (4.9) ist F = m(dv/dt )+(dm/dt )v = ma+
ṁv , woraus hervorgeht, dass nur für zeitlich unveränderliche Masse (ṁ = 0) die vorstehende
Gleichung (4.4) gilt, während in (4.9) die Masse nicht konstant zu sein braucht, was z. B. bei
Raketen (vgl. Abschnitt 9.3) und nach der Relativitätstheorie bei Geschwindigkeiten, die der
Lichtgeschwindigkeit nahe kommen, der Fall ist.

Grundgesetz bei veränderlicher Masse. Findet zwischen einem Körper und seiner Umgebung ein
Massenaustausch statt (z. B. Rakete während der Antriebsphase), so ist in (4.9) dp/dt als zeitliche
Impulsänderung des Gesamtsystems aller beteiligten Massen (z. B. Rakete und abgestoßene Treib-
stoffgase) aufzufassen. Von einem Körper mit dem momentanen Impuls mv wird die infinitesimale
Masse dm mit der Geschwindigkeit v ′ abgestoßen, wobei v ′ im gleichen Bezugssystem wie die Kör-
pergeschwindigkeit v , z. B. gegenüber der Erde, definiert ist. Der Gesamtimpuls von Körper und
abgestoßener Masse beträgt anschließend (m + dm)(v + dv ) + v ′ dm′ (im Beispiel der Rakete ist
dm < 0). Der erste Term stellt den Impuls des Körpers selbst nach dem Abstoßen von dm dar, wo-
bei sich die Masse des Körpers um dm und seine Geschwindigkeit um dv geändert hat. Der zweite
Term stellt den von der abgestoßenen Masse dm′ mitgeführten Impuls v ′ dm′ dar, für den wegen
dm′ = −dm (Erhaltung der Gesamtmasse) v ′ dm′ = −v ′ dm gilt. Die gesamte Impulsänderung ist
also dp = (m + dm)(v + dv ) − v ′ dm − mv = m dv + (v − v ′)dm + dm dv . Das letzte Glied kann als
infinitesimale Größe zweiter Ordnung weggelassen werden, so dass die zeitliche Impulsänderung
dp/dt = m dv/dt + (dm/dt )(v −v ′) beträgt. Nach (4.9) gilt daher

F = m
dv

dt
+ dm

dt
(v −v ′) = d(mv )

dt
− dm

dt
v ′. (4.10)
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Zum Beispiel gilt für eine mit der momentanen Geschwindigkeit v = v k senkrecht nach oben steigende
Rakete F = −mg k und v−v ′ = c k , wobei c die Ausströmgeschwindigkeit der Verbrennungsgase relativ
zur Rakete und k der senkrecht nach oben zeigende Einheitsvektor ist. Für die Masse ist zu setzen
m = m0−ṁt , wobei m0 die Anfangsmasse und ṁ der sekundliche Massenausstoß ist. Analoges gilt für
das Ausströmen einer Flüssigkeit aus einem fahrbaren Behälter. Hingegen gilt für das Ausfließen nach
unten (Loch im Tankwagen) v ′ = v (s. Beispiel 4.3). Für das Zufließen von oben (Betanken in der Luft)
gilt ebenfalls v ′ = v , jedoch mit m = m0+ṁt . Wenn die aus- oder hinzutretenden Massenelemente die
Geschwindigkeit null haben und daher keinen Impuls mit sich führen, ist v ′ = 0 zu setzen. Letzteres gilt
auch bei der relativistischen Massenveränderlichkeit (vgl. 6.3). Durch Integration der so entstehenden
speziellen Bewegungsgleichung (4.10) erhält man das Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz der Bewegung v =
v(t ) und mit ds = v(t )dt nach nochmaliger Integration das Weg-Zeit-Gesetz s = s(t ); vgl. dazu die
Herleitung der Raketengleichung in Abschnitt 9.3.

Der Kraftstoß. Hat ein Körper zu Beginn der Krafteinwirkung (Zeitpunkt t1) die Geschwindig-
keit v 1 und am Ende der Krafteinwirkung (Zeitpunkt t2) die Geschwindigkeit v 2, so folgt durch
einfache Umformung des Grundgesetzes (4.9) für gleich bleibende Masse m:

t2∫
t1

F dt =
v2∫

v1

d(mv ) = mv 2 −mv 1 = m∆v = ∆p (4.11)

und bei konstanter Kraft

F ∆t = mv 2 −mv 1 = ∆p (Kraftstoß). (4.12)

Der Kraftstoß ist gleich der durch ihn am Körper bewirkten Änderung des Impulses.

Bei fehlenden äußeren Kräften ist nach (4.9) dp/dt = 0, d. h., der Impuls bleibt nach Größe
und Richtung konstant (Impulserhaltungssatz, vgl. 9.1). Bei konstanter Masse ist diese Aussage
gleichbedeutend mit dem Trägheitsgesetz (4.3).

Beispiel 4.3:
Ein Tankfahrzeug mit der Anfangsmasse m0 = 10t, welches (nach Abzug aller Reibungs- und
Fahrwiderstände) durch eine konstante Kraft F0 = 500N angetrieben wird und bei der Ge-
schwindigkeit null startet, verliert stetig an Flüssigkeit (Loch im Boden des Tankwagens). Der
zeitlich konstante und mit Beginn der Bewegung einsetzende Masseverlust beträgtµ = 15kg/s.
Welche Geschwindigkeit hat das Fahrzeug nach t1 = 5min Fahrt?

Lösung: Nach (4.10) und mit v ′ = v gilt das Bewegungsgesetz F = ma = m(dv/dt ), woraus mit
F = F0 = const und m(t ) = m0 −µt (dm = −µdt ) für die Geschwindigkeit v1 nach der Zeit t1

folgt:

v1 =
t1∫

0

a(t )dt =
t1∫

0

F0 dt

m(t )
= −F0

µ

m1∫
m0

dm

m
= −F0

µ

[
lnm

]m1

m0
= F0

µ
ln

m0

m0 −µt1
.

Mit t1 = 300s wird v1 = 19,9m/s = 71,7km/h. □

Aufgabe
4.3 Ein Pkw der Masse m = 1t fährt mit der Geschwindigkeit v1 = 86km/h. Infolge Ge-

schwindigkeitsbegrenzung wird der Wagen 8s lang gebremst und hat anschließend die
Geschwindigkeit v2 = 50km/h. Wie groß ist die Bremskraft, wenn angenommen wird,
dass diese während des gesamten Bremsvorganges konstant ist?
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4.6 Lösung der Bewegungsgleichung für konstante Kraft.
Die Wurfbewegung

Das NEWTONsche Grundgesetz der Dynamik (4.9) beschreibt den Zusammenhang zwischen
der an einem Körper angreifenden Kraft und dem Zeitablauf der durch sie hervorgerufenen
Bewegung des Körpers in Form einer Differenzialgleichung, der sog. Bewegungsgleichung. Mit
ihrer Hilfe lässt sich die Bahn einer Punktmasse für ein bestimmtes Zeitintervall exakt berech-
nen, wenn die Anfangsbedingungen, gegeben durch Ort und Impuls (bzw. Geschwindigkeit),
für einen beliebigen Zeitpunkt t0 aus diesem Intervall sowie die wirkenden Kräfte für das ge-
samte Zeitintervall genau bekannt sind. Das bedeutet, dass bei Kenntnis der Kräfte und An-
fangsbedingungen jeder frühere oder spätere Zustand eines Körpers angegeben werden kann
(Ursache-Wirkung- oder Kausalzusammenhang der klassischen Mechanik).

Unter Voraussetzung konstanter Masse lautet die Bewegungsgleichung (4.9)

m
dv

dt
= F oder mit (3.45) m

d2r

dt 2 = mr̈ = F . (4.13)

Sie kann durch zweimalige Integration über die Zeit gelöst werden. Es folgt zunächst für die
Geschwindigkeit bei konstanter Kraft

dv = F

m
dt , v (t ) = F

m

∫
dt = F

m
t +v 0. (4.14)

Dabei ist v 0 eine Integrationskonstante. Ihre physikalische Bedeutung erkennt man, wenn in
(4.14) t = t0 = 0 gesetzt wird; es entsteht v (0) = v 0, d. h., v 0 ist die Geschwindigkeit zum Zeit-
punkt t = 0, die für die Bewegung willkürlich vorgegeben werden kann. Wird nun in (4.14)
v (t ) = dr /dt gesetzt und nochmals über t integriert, so folgt schließlich für den Ortsvektor der
Bahnkurve

r (t ) = 1

2m
F t 2 +v 0t + r 0. (4.15)

Dabei sind alle Integrationskonstanten in r 0 zusammengefasst. Aus (4.15) folgt r (0) = r 0, ent-
sprechend dem Ortsvektor des Teilchens zur Zeit t = 0. v 0 = 0 und r 0 = 0 bedeutet, dass die
Bewegung zum Zeitpunkt t = 0 im Nullpunkt des gewählten Koordinatensystems mit der An-
fangsgeschwindigkeit null beginnt.

Ist nun z. B. F die Schwerkraft und wird das Koordinatensystem so orientiert, dass die z-Achse
mit dem Einheitsvektor k senkrecht nach oben zeigt, dann gilt

F = mg = −mg k (4.16)

mit g = −g k als Vektor der Fallbeschleunigung. Aus (4.15) folgt damit

r (t ) = 1

2
g t 2 +v 0t + r 0. (4.17)

Greift also an der Punktmasse eine nach Größe und Richtung konstante Kraft an, so beschreibt
der zur Punktmasse zeigende Ortsvektor r (t ) eine Bahnkurve, die sich im allgemeinen Falle
aus der Überlagerung einer gleichmäßig beschleunigten Bewegung in Richtung der Kraft und
einer geradlinigen gleichförmigen Bewegung mit der Anfangsgeschwindigkeit v 0 ergibt. Eine
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solche finden wir z. B. beim schiefen Wurf vor (s. Bild 4.9a; dort ist r 0 = 0). Durch Wahl der
Anfangswerte für Ort und Impuls (bzw. Geschwindigkeit) ist nun, wie im Folgenden gezeigt,
eine Spezialisierung der Bewegung möglich.

Der senkrechte Wurf. Setzt man z. B. in Gleichung (4.17) als Anfangswerte

r 0 = z0k , v 0 = v0k ,

was bedeutet, dass die Bewegung nur in der z-Richtung, d. h. senkrecht zur Erdoberfläche,
erfolgt und in der Höhe z0 mit der Anfangsgeschwindigkeit v0 beginnt, so folgt in Komponen-
tendarstellung des Ortsvektors (4.17) bezüglich der x-, y- und z-Achse:

x(t ) = y(t ) = 0, z(t ) = −1

2
g t 2 + v0t + z0. (4.18)

Diese Gleichungen beschreiben für v0 > 0 den senkrechten Wurf nach oben, für v0 < 0 den
senkrechten Wurf nach unten und für v0 = 0 den freien Fall aus der Höhe z0 mit der Fallhöhe
h = z(t )− z0; vgl. (3.9).

Bild 4.9 Schiefer Wurf als Überlagerung einer gleichförmigen geradlinigen Bewegung und einer
(gleichmäßig beschleunigten) Fallbewegung: a) Darstellung des Ortsvektors der Bahnkurve r (t );
b) Komponenten des Geschwindigkeitsvektors für t = 0 und für zwei beliebig spätere Zeitpunkte

Der schiefe Wurf. Die Anfangswerte in Gleichung (4.17)

r 0 = 0, v 0 = v0x i + v0z k

kennzeichnen eine Bewegung, die im Koordinatenursprung beginnt und deren Anfangsge-
schwindigkeit v 0 je eine Komponente senkrecht (v0z ) und tangential (v0x ) zur Erdoberfläche
besitzt. Es handelt sich um den schiefen Wurf (Bild 4.9). Man entnimmt Bild 4.9b

v0x = v0 cosα0, v0z = v0 sinα0,

womit unter Beachtung obiger Anfangswerte aus (4.17) für die Komponenten des Ortsvektors
r (t ) der in der x,z-Ebene ablaufenden Bewegung folgt

x(t ) = v0t cosα0, z(t ) = − g

2
t 2 + v0t sinα0

(Weg-Zeit-Gesetze
des schiefen Wurfs)

(4.19)

und hieraus durch Zeitableitung als Horizontal- und Vertikalkomponente des Geschwindig-
keitsvektors

vx = v0 cosα0 = v0x , vz = −g t + v0 sinα0 = −g t + v0z . (4.20)
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Die Richtung des Geschwindigkeitsvektors v zu einem beliebigen Zeitpunkt t , welche stets
mit der Richtung der Tangente an die Bahnkurve zusammenfällt (Bild 4.9b), erhält man aus

tanα = vz /vx , sein Betrag ist v =
√

v 2
x + v 2

z . Die Gleichung der Bahnkurve ist eine Parabel.
Man erhält sie durch Elimination der Zeit t aus den beiden Gleichungen (4.19), indem man
die Gleichung x = x(t ) nach t umstellt und diesen Ausdruck anschließend in z = z(t ) einsetzt:

z = − g

2v 2
0 cos2α0

x2 +x tanα0 (Gleichung der Wurfparabel). (4.21)

Aus ihr lassen sich die maximale Höhe der Flugbahn, die Wurfhöhe z1, und die Wurfweite x2

berechnen. Das Parabelmaximum ergibt sich aus der Bedingung dz/dx = 0 an der Stelle

x1 = v 2
0

g
sinα0 cosα0 = v 2

0

2g
sin2α0.

Dies in (4.21) eingesetzt, ergibt den Scheitelwert

z1 = v 2
0

2g
sin2α0 (Wurfhöhe). (4.22)

Als Schnittpunkt der Wurfparabel mit der x-Achse, d. h. für z = 0 in Gleichung (4.21), erhält
man

x2 = 2x1 = v 2
0

g
sin2α0 (Wurfweite). (4.23)

Die größte Wurfweite wird (Abwurf- und Auftreffpunkt liegen hier in derselben Höhe z = 0) für
sin2α0 = 1, d. h.α0 = 45◦, erreicht. Für jede Wurfweite kleiner als v 2

0 /g gibt es wegen sin2α0 =
sin(180◦−2α0) zwei Winkel, mit denen diese Weite erreicht wird, nämlich α0 und 90◦−α0.

Bei Abwurfwinkeln, die sich zu 90◦ ergänzen, sind die Wurfweiten gleich.

Berücksichtigt man den Luftwiderstand, so ergeben sich Abweichungen von der Wurfparabel.
Die dabei mit geringeren Reichweiten durchlaufenen Flugbahnen heißen ballistische Kurven.

Der horizontale Wurf. Die zugehörigen Gleichungen ergeben sich unmittelbar aus denen des
schiefen Wurfs für α0 = 0◦. Man erhält als Koordinaten der Bahnkurve aus (4.19) x = v0t , z =
−g t 2/2 und als Geschwindigkeitskomponenten in x- und z-Richtung nach (4.20) vx = v0 und
vz = −g t . Wie man sieht, hängt vz nicht von der Anfangsgeschwindigkeit v0 ab; der Körper
durchfällt also beim horizontalen Wurf in der gleichen Zeit dieselbe Höhe, wie sie auch im freien
Fall zurückgelegt wird (Bild 4.10). Die Wurfparabel wird durch die Gleichung z = −[g /(2v 2

0 )]x2

beschrieben.

Bild 4.10 Horizontaler Wurf: Positionen eines gewor-
fenen und eines frei fallenden Körpers in aufeinander
folgenden gleichen Zeitintervallen
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Beispiel 4.4:
Ein Körper fliegt mit konstanter Geschwindigkeit v1 = 720km/h horizontal in einer Höhe von
H = 6000m. Ein anderer Körper wird mit der Geschwindigkeit v0 unter dem Winkel α0 = 60◦

in dem Augenblick abgefeuert, wo sich beide Körper genau übereinander befinden. Geschoss
und Flugkörper sollen sich treffen (g ≈ 10m/s2; kein Luftwiderstand). Berechne v0 und die Zeit
t1, die das Geschoss auf seiner Bahn benötigt, um den Flugkörper zu erreichen!

Lösung: Für t = t1 müssen die Bahnkoordinaten beider Körper übereinstimmen. Nach (4.19)
ist also x1 = v1t1 = v0t1 cos60◦ = v0t1/2, d. h. v0 = 2v1 = 400m/s, und z1 = v0t1 sin60◦

− g t 2
1 /2 = v1t1

p
3 − g t 2

1 /2 = H . Die Lösung dieser quadratischen Gleichung für t1 ergibt

t1 = v1
p

3/g ± (1/g )
√

3v 2
1 −2g H = 34,6s. Warum gibt es hier nur eine Lösung? □

Aufgabe
4.4 a) Unter welchem Winkel muss ein Geschoss mit v0 = 100m/s abgefeuert werden,

wenn das Ziel 1km entfernt und 50m unter dem Höhenniveau des Abschusspunktes
liegt? Stelle zunächst eine allgemeine Beziehung für α0 bei vorgegebenen Zielkoordi-
naten (x, z) auf! – Hinweis: Benutze die Umformung 1/cos2α0 = 1+ tan2α0 !

b) Nach welcher Zeit, mit welcher Geschwindigkeit und unter welchem Winkel wird der
Zielpunkt erreicht? Luftwiderstand wird vernachlässigt.

4.7 Das Wechselwirkungsgesetz (3. newtonsches Axiom)

Untersucht man die verschiedenen Kraftwirkungen näher, so erkennt man, dass immer min-
destens zwei Körper an ihnen beteiligt sind. Man sagt: Die beiden Körper stehen miteinander
in Wechselwirkung. Die Kraft stellt dabei jeweils nur eine einseitige Wirkung dar, sie kann ge-
wissermaßen als die eine Hälfte der Wechselwirkung betrachtet werden. Auf dieser Erkenntnis
beruht das 3. NEWTONsche Axiom, bekannt als Wechselwirkungsgesetz bzw. als Gegenwir-
kungsprinzip.

3. NEWTONsches Axiom:
Die von zwei Körpern aufeinander ausgeübten Kräfte (Wirkung und Gegenwirkung)
sind gleich groß und einander entgegengerichtet.

Ist F 12 die vom ersten Körper auf den zweiten ausgeübte Kraft und F 21 die Rückwirkung des
zweiten Körpers auf den ersten, so gilt demnach

F 12 = −F 21 oder F 12 +F 21 = 0. (4.24)

Kraft und Gegenkraft halten sich stets das Gleichgewicht. So übt ein auf einer Tischplatte ru-
hender Körper auf diese durch sein Gewicht eine senkrecht nach unten gerichtete Kraft aus,
die jedoch den Körper nicht in Bewegung zu setzen vermag, da die Unterlage mit einer gleich
großen, aber entgegengesetzt gerichteten Kraft auf ihn zurückwirkt, so dass die angreifende
Gesamtkraft gemäß (4.24) gleich null ist. Derartige, von einer festen Unterlage ausgehenden
Gegenkräfte nennt man Reaktions- oder Zwangskräfte. Da sie bei jeder unnachgiebigen Füh-
rung (z. B. Eisenbahnschiene, Gleit- oder Fahrbahnen, Radlager) auftreten, werden sie auch
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als Führungskräfte bezeichnet. Die Führungskraft verschwindet sofort, wenn die von dem be-
treffenden Körper selbst gegen die Führung ausgeübte Belastungskraft oder eingeprägte Kraft
wegfällt.

Das Gegenwirkungsprinzip gilt nicht nur für den Fall zweier unmittelbar aneinander grenzender Kör-
per bzw. Teile von Körpern, sondern auch für die durch Felder hervorgerufenen Krafteinwirkungen
zwischen entfernten Körpern, wie die elektrische und magnetische Anziehung und Abstoßung oder
die Gravitationskräfte zwischen den Himmelskörpern, wobei allerdings bei weit voneinander entfern-
ten Körpern wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Kraftwirkungen die Gegenwirkung
erst später einsetzt als die Wirkung (vgl. 6.1 und 22.1).

Beispiele 4.5:
1. Wie groß ist in der in Bild 4.6b gezeigten Rollenanordnung die Spannkraft des Seils, wenn
die beiderseits der Rolle hängenden Körper gleiche Masse haben?

Lösung: Die Spannkraft ist durch die Gewichtskraft nur eines Körpers gegeben; denn der jeweils
andere Körper liefert durch sein Gewicht lediglich die Gegenkraft, die zur Aufrechterhaltung
des Gleichgewichts erforderlich ist.

2. Was geschieht, wenn an dem einen Seilende in Bild 4.6b ein Mann von gleicher Masse wie die
des Körpers am anderen Seilende hängt, der sich mit der Geschwindigkeit v am Seil hochzieht?
(System anfänglich in Ruhe).

Lösung: Beide, Mann und Körper, bewegen sich gleichzeitig mit v/2 nach oben. □

4.8 Reibungskräfte

Haftreibung (Reibung der Ruhe). Wenn zwei Körper gegeneinander bewegt werden, tritt er-
fahrungsgemäß immer ein Widerstand auf. Versuchen wir z. B. einen auf einer Tischplatte lie-
genden quaderförmigen Holzklotz durch eine horizontal angreifende Kraft F zu verschieben
(Bild 4.11), so stellen wir fest, dass dies erst beim Erreichen einer bestimmten Größe der Kraft
gelingt, während bei Aufwendung kleinerer Kräfte die Ruhelage nicht gestört wird. Das liegt
daran, dass bei kleineren Kräften die Bewegung durch die zwischen den beiden festen Körpern
(Tischplatte und Holzklotz) auftretende Reibung verhindert wird, indem die Kraft F durch ei-
ne ihr entgegengesetzt gerichtete, gleich große Reibungskraft F R = −F kompensiert wird. Erst
wenn F den zwischen den Körpern maximal übertragbaren Reibungswiderstand übersteigt,
beginnt der Körper zu rutschen. Diesen kritischen Wert der Reibungskraft nennt man Haftrei-
bungskraft F RH. Durch das Verhältnis von FRH zu der senkrecht zur Kontaktfläche der Körper
wirkenden Normalkraft FN (Bild 4.11) wird die Haftreibungszahl µ0 definiert:

µ0 = FRH

FN
(Haftreibungszahl). (4.25)

Bild 4.11 Zur Erklärung der Reibung zwischen festen Körpern
(F R Reibungskraft, F N Normalkraft)
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Bei Kenntnis von µ0 folgt für den Betrag der Haftreibungskraft

FRH = µ0FN (COULOMBsches Haftreibungsgesetz). (4.26)

Im Falle von Bild 4.11 ist die Normalkraft FN gleich der Gewichtskraft G des Körpers. Liegt
hingegen der Holzquader wie in Bild 4.12 auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel
α, so beträgt die Normalkraft FN = G cosα. Außer ihr greift dann aber am Körper noch die
Hangabtriebskraft G sinα an. Benutzt man eine Vorrichtung mit verstellbarem Neigungswinkel
α und vergrößert diesen allmählich bis zum kritischen Wert α = ϱ0, bei dem der Quader zu
rutschen beginnt, so ist jetzt die Hangabtriebskraft gerade gleich der Haftreibungskraft FRH,
und es gilt nach Gleichung (4.26) G sinϱ0 = µ0G cosϱ0, woraus für die Haftreibungszahl folgt

µ0 = tanϱ0. (4.27)

ϱ0 nennt man den Reibungswinkel. Hieraus geht hervor, wie auch experimentell für die meis-
ten trockenen Oberflächen nachgewiesen wurde:

Die Haftreibungszahl µ0 ist unabhängig von der Normalkraft F N und von der Größe
der Berührungsfläche zwischen den Körpern.

Bild 4.12 Reibung auf der schiefen Ebene

Wenn man also in dem Abgleitexperiment auf der schiefen Ebene den Holzklotz statt auf die
breite Seite hochkant auf die schmale Seite stellt, erhält man für µ0 das gleiche Ergebnis. µ0

hängt von den sich berührenden Materialien und von zahlreichen anderen Einflussfaktoren
wie Temperatur, Oberflächenbeschaffenheit, Schmierung usw. ab. Eine Werteübersicht gibt
die Tabelle 4.1.

Tabelle 4.1 Haftreibungszahlen µ0 und Gleitreibungszahlen µ für einige Stoffpaarungen

Stoffpaarung µ0 µ

trocken geschmiert trocken geschmiert
Stahl auf Eis 0,027 – 0,014 –
Stahl auf Stahl 0,15 0,11 0,12 0,05
Holz auf Holz 0,4 . . . 0,6 0,16 0,2 . . . 0,4 0,08
Holz auf Metall 0,6 . . . 0,7 0,11 0,4 . . . 0,5 0,10
Leder auf Metall 0,3 . . . 0,5 0,16 0,3 0,15
Gummi auf Asphalt 0,7 . . . 0,8 – 0,5 . . . 0,6 –

Gleitreibung (Reibung der Bewegung). Wenn nach Überschreiten der Haftreibungskraft der
Körper einmal gleitet, bedarf es zur Aufrechterhaltung seiner Bewegung im Allgemeinen einer


