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Vorwort

L’exemple est un dangereux leurre;
Ou la guépe a passé, le moucheron demeure.

Jean de la Fontaine (1621-1695) in ,,Fables (II, XV)“

Diese Aufgabensammlung soll das Lehrbuch Miiller/Ferber, Technische Mechanik fiir
Ingenieure ergédnzen und den Studenten Ubungsmaterial bereitstellen, um den zu den
jeweiligen Kapiteln gehorigen Stoff unmittelbar zu vertiefen. Die Ubungen sind paral-
lel zu unseren Vorlesungen an der Universitdt Paderborn, der Heriot-Watt University
in Edinburgh und an der Technischen Universitit Berlin entstanden. Insbesondere
gehen die Aufgaben zu den Kapiteln 3 bis 10 auf Notizen und Vorlesungen von Herrn
Professor Helmut Wild, Paderborn, zurtick, dem wir fiir seine Anregungen herzlich
danken. Weiterhin gebiihrt Herrn Kollegen Prof. Dr-Ing. Albert Duda Dank fiir eine
erste Durchsicht des Manuskripts und viele Verbesserungsvorschlége.

Vom Stoffumfang her sind unsere Ubungen auf zwei Semesterwochenstunden ausge-
legt. Sicherlich werden sich bei Verwendung der Aufgaben in der tdglichen Lehre
viele weitere Wiinsche einstellen. Zum Bespiel haben wir es in dieser Auflage des
Ubungsbuches versdumt, Aufgaben zum Thema D’Alembertsche und Lagrangesche
Mechanik bereitzustellen. In diesem Zusammenhang konnen wir vorlaufig nur emp-
fehlen, die mit dem Newtonschen Konzept ausfiihrlich bearbeiteten Aufgaben der Ka-
pitel 14 und 15 mit diesen Methoden entsprechend durchzurechnen und die prisen-
tierte Losung unter anderen Gesichtspunkten wiederzuentdecken. Ferner sind manche
Abschnitte im Moment etwas unterbesetzt, wie zum Beispiel die Kapitel 11 bis 13, also
die Themen Knickstab und Punktkinematik und -kinetik. Unser Ziel ist es, wahrend
der kommenden Semester hierzu im Stil des Buches weitere ausgearbeitete Aufgaben
auf unserer webpage anzubieten: http://mechanik.tu-berlin.de/mueller/lehre.htm. Hier
werden wir auch uiber die zu erwartenden Druckfehler berichten und Informationen
in Form einer permanent zu aktualisierenden Errataliste anbieten.


http://mechanik.tu-berlin.de/mueller/lehre.htm
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Vorwort

Wir wurden auch mehrfach darauf angesprochen, warum wir unsere Leser denn
duzen. Darauf ist zu erwidern, dass selbst wenn wir dies tdten, es keineswegs diminu-
tiv, deklassierend oder gar kommunistisch-klassenkdmpferisch gemeint wére. Viel-
mehr jedoch gebrauchen wir Ausdriicke wie ,Stelle auf*, ,Erarbeite®, etc. im Sinne
eines kategorischen Imperativs und meinen eigentlich ,Man stelle auf“, ,Man erar-
beite“. Um vorzubeugen: Letztere Erkldrung ist durchaus im nicht-antifeministischen
Sinne zu verstehen!

AbschliefSend bedanken wir uns herzlich fiir die angenehme Zusammenarbeit mit
Herrn Dipl.-Phys. Jochen Horn vom Carl Hanser Verlag, der das Werden dieses Buches
aufmerksam begleitet hat und mit Rat und Tat stets aktiv und &uferst hilfreich zur
Seite stand.

Wolfgang H. Miiller und Ferdinand Ferber im Sommer 2004

Vorwort zur 2. Auflage

... deinde quia longum iter est per praecepta, breve et efficax per exempla.
Lucius Annaeus Seneca (1-65) in ,,Epistulae morales ad Lucilium (I, VI [5])“

Nachdem wir unser Lehrbuch der modularen Struktur angepasst haben, war eine
entsprechende Korrektur des Aufgabenbuches tberféllig. Diese Liicke haben wir
hiermit geschlossen. Parallel zum Lehrbuch findet man in fiinf Kapiteln gegliedert
Aufgaben zu den an der Technischen Universitit Berlin fiir die Studierenden der In-
genieurwissenschaften angebotenen Modulen Statik, Festigkeitslehre, Dynamik, Kon-
tinuumsmechanik und Energiemethoden.

Weiterhin wurden die Aufgaben thematisch nach den im Kapitel jeweils folgenden
Unterpunkten sortiert. Wir stellen nicht ohne Stolz fest, dass zu jedem Unterkapitel
Ubungsaufgaben bereitstehen. Auerdem ist zu vermelden, dass im Rahmen der bei-
liegenden CD dem starken Wunsch der Studierenden Rechnung getragen wurde, sog.
»Quickies“ iiben zu kénnen. Diese Kurz- oder auch Theoriefragen stellen erfahrungs-
gemdfS in der Klausur eine sehr grofie Hiirde dar und werden, obwohl sie es nach
uberlegtem Studium des Lehrbuches nicht sein sollten, als extrem schwierig empfun-
den. Entsprechend grof ist die Furcht, sich nicht darauf vorbereiten zu kénnen. Die-
ses wird nun moglich.

AbschliefSend gilt unser Dank noch allen unseren studentischen Helfern, ndmlich den
Damen und Herren cand.-ing. Matti Blume, Claudia Gertheinrich, Stefan Jannikoy,
Anna Japs, Saskia Krech, Felix-Joachim Miiller, den wissenschaftlichen Mitarbeitern
Dipl.-Ing.’s Emek Abali, Andreas Brandmair und Holger Worrack, Herrn Dipl.-Ing.



Vorwort

Guido Harneit fiir die Rechneradministration und Softwareunterstiitzung sowie — wie
immer last but not least — Herrn Dipl.-Phys. Jochen Horn vom Carl Hanser Verlag.

Wolfgang H. Miller und Ferdinand Ferber im Juli 2009

Vorwort zur 3. Auflage

KHueu uumail, 00HaKo NOMHU — KHU2a KHU20I, a CB0UM M0320M ogueaii!
MaxcuM I'oppkuii (1868 -1936)

In der vorliegenden 3. Auflage unseres Aufgabenbuches haben wir zunéchst einmal
versucht, alle durch Assistenten und Studenten bisher gefundenen Druck- und Rechen-
fehler auszumerzen. Es ist zu vermuten, dass trotz dieser Anstrengung nicht alle be-
seitigt wurden. Dariiber hinaus haben wir uns sehr bemiiht, neue Fehler einzubauen,
denn insbesondere zu den Kapiteln tiber Kontinuumsmechanik und Energiemetho-
den sind weitere Aufgaben hinzugekommen. Folglich gilt es das obige Zitat zu beher-
zigen und selber zu denken, denn nur selber rechnen macht schlau, und man soll ja
nicht alles glauben, was in den Biichern steht.

Fir die Mitarbeit an der neuen Auflage mochten wir Assistenten und studentischen
Hilfskraften danken, inshesondere den Herren Dr-Ing. B. Emek Abali, Matti Blume,
Anton Kollner, M. Eng. (Hons) und Felix Reich, M. Sc. und Herrn Dipl.-Ing. Guido Harneit
fiir die Rechneradministration und Softwareunterstiitzung. Fiir viel Verstdndnis und
Geduld wahrend der Anfertigung dieses Buches ist aufderdem Frau Ute Eckardt vom
Hanser Verlag Dank zu sagen.

Wolfgang H. Miller und Ferdinand Ferber im Juli 2015

Vorwort zur 4. Auflage

Tempora mutantur, et nos mutamur in illis
Publius Ovidius Naso (-43 bis —17), Fasti

In der vorliegenden 4. Auflage haben die beiden wissenschaftlichen Assistentinnen,
Frau Narges Panjalipoursangari, M.Sc. und Frau Ana Stankovic, M.Sc. die zahlreichen
wihrend ihres letzten Kursdurchlaufs neu erdachten Ubungsaufgaben mit einge-
bracht. Unser Fachgebietstutor, Herr Jonas R. Hanschke hat dabei wertvolle Arbeit
beim Umstellen von Latex in Word geleistet. Daflir unseren Dank.



XVI

Vorwort

Die Neuauflage bringt Verdnderungen. Zunichst einmal ist das verdnderte Layout
dem European Accessibility Act (EAA), zu verdanken, was bedeutet, dass E-Books so
aufbereitet sein miissen, dass sie auch von Menschen mit Behinderungen, insbeson-
dere mit Seh- oder Leseeinschrdnkungen, uneingeschrankt genutzt werden konnen.
Das ist lobenswert, und wir hoffen, dass es hilft.

In jedem Fall fiir viel Verstdndnis, Geduld und Hilfe wéhrend der Anfertigung dieses
Buches mochten wir Frau Natalia Silakova und Frau Christina Kubiak vom Hanser
Verlag besonderen Dank sagen.

Die Autoren im Oktober 2025



Statik

1.1 Grundbegriffe

1.1.1 Einordnung und Gliederung der Mechanik

Problemstellung

Die Mechanik ist ein Teilgebiet der Physik, das mit der Entwicklung der Analytischen
bzw. Rationalen Mechanik im letzten Jahrhundert einen gewissen Abschluss erreicht
hat. Stelle die sogenannte Analytische Mechanik und die ingenieurwissenschaft-
liche Mechanik einander gegeniiber und definiere die Technischen Mechanik.

Lésung

Einordnung und Gliederung der, Mechamk

DietMechamkist emntlengebiet derPhysik

Philosophische Gliederung der Mechanik |

Rationale analytische Mechanik Technische MeChani k
mathematisch streng formuliert, Lonlrete tachnlicha

aicmatisch sipebuis ingenieurwissenschaftliche
: e Wi
Weniger die Lésun i e
g g Probleme sind zu ldsen

von Problemen ist gefragt,
sondern die prinzipielle Einsichten
in GesetzmaBigkeiten,
Strukturen
und in Zusammenhange.

Bild 1.1 Die Mechanik als Teilgebiet der Physik
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Einordnung L.Ir‘IdHGV|EEE|EIIJI'Ig der Mecl‘r__

Fachliche Gliedertung derMechanik

Mechanik

Beschreibung der Vorhersage der Bewegung von Korpern
sowie von sogenannten Kraften, die diese Bewegung verursachen

Kinematik Dynamik
als Lehre vom geometrischen ist auf dem Kraftbegriff begrlindet
und zeitlichen Bewegungsablauf beschaftigt sich mit den Kraften
und den aus ihnen resultierenden
Bewegungen

Statik Kinetik
|at. status - stehen Bewegung, die aus
Zustand der Ruhe der Wirkung von
d.h. Kréfte sind im Gleichgewicht Kraften folgt

Bild 1.2 Fachliche Gliederung der Mechanik

Aspekie einer techmschen iKonstrukiion

Auswahl der verwendeten Materialien
z.B. Holz bricht leichter als Stahl
Aluminium ist leichter als Eisen
Kupfer verformt sich plastisch, Glas verformt sich kaum
Wichtig fiir den Ingenieur:
Beurteilung des individuellen Charakters des
verwendeten Werkstoffs

Solche Fragen behandelt die

Festigkeitslehre

hierbei werden die aus der Statik und Dynamik ermittelten
Krafte, in sogenannte Schnittkrafte, Spannungen und
Verformungen eines Bauteils umgerechnet und mit
kritischen Werk stoffkenngrofien verglichen

Bild 1.3 Aspekte einer technischen Konstruktion

1.1.2 Zum Kraftbegriff

Problemstellung

Die Kraft ist eine sogenannte primitive, d. h. urspringliche Grofie. Erldutere anhand
geeigneter Beispiele diese Behauptung.

Lésung

= Kraft ist das Resultat geistiger Abstraktion, basierend auf unserer téglichen Erfah-
rung.

= Kréfte lassen sich nicht unmittelbar beobachten.

= Die Wirkung der Kréfte 1asst auf ihre Existenz schliefSen.
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Bild 1.4
Erfahrung und geistige Abstraktion lassen das Gefiihl
der Kraftwirkung aufkommen

Bild 1.5
Man kann Krafte fuhlen

Bild 1.6
Man kann Krafte aufpragen

1.1.3 Einteilung der Krafte

Problemstellung

Wir teilen die Kréfte in die sogenannten Einzelkrifte, in Linienkrifte oder Strecken-
lasten, in Volumenkrifte, in Oberflichenkrafte und eingepragte Krafte ein. Erliu-
tere diese Klassifikation anhand geeigneter Beispiele.

Lésung

Die folgenden Beispiele zeigen jeweils typische technische Problemstellungen, zu deren
mathematischer Behandlung die genannten Kraftearten verwendet werden.
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Bild 1.7
Einzelkraft

Bild 1.8
Linienkraft oder Streckenlast

Bild 1.9
Volumenkraft

Bild 1.10
Oberflachenkraft
(nach http://www.talsperrenleitzentrale-ruhr.de)
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1.2 Krafte in einem Angriffspunkt

1.1.4 Das Schnitt- und Wechselwirkungsprinzip

Problemstellung

Freimachen bzw. Freischneiden bedeutet, dass die Reaktionskréfte in einem Korper
dadurch sichtbar gemacht werden, dass man den Korper von seinen geometrischen
Bindungen 16st. Erldutere dieses Konzept anhand einfacher Beispiele.

Losung

Die in der Mechanik iiberaus wichtige Technik des Freischnitts wird am folgenden
Beispiel von Wilhelm Busch auf amiisante Weise verdeutlicht. Man beachte, dass
Busch sich in seiner Jugend in Hannover als Maschinenbaustudent eingeschrieben
hatte, diese Tatigkeit jedoch bald aufgab, um sich der Malerei und Dichtkunst zuzu-
wenden. Offenbar war der Freischnitt zu diesem Zeitpunkt ihm jedoch bereits ver-
mittelt worden.

Der Freischnitt

1.2 Kréafte in einem Angriffspunkt

1.2.1 Lineare Gleichungssysteme und zugehérige
Losungsverfahren

Problemstellung

Benenne und diskutiere wichtige Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme
und zeige ihre Bedeutung in der Technischen Mechanik anhand einfacher Beispiele
auf.

Lésung

Bei der Bestimmung von Schnittgréfien (z. B. Lagerkraften und -momenten) ist es oft
notwendig, lineare Gleichungssysteme zu lésen. Anders ausgedriickt sind besagte
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Schnittgréfien die Unbekannten, die als Funktion gegebener mechanischer Grofen,
wie eingepragter Krédfte, Drehmomente oder Abmessungen, berechnet werden sollen.
In dieser Ubersichtsaufgabe wird an die gingigen Verfahren zum Lésen solcher linea-
ren Gleichungssysteme erinnert. Fiir ein tiefergehendes Studium bzw. fiir einen Beweis
sei auf die einschldgigen Kapitel in Mathematiklehrbtlichern verwiesen.

Zur allgemeinen Struktur eines linearen Gleichungssystems fiir zwei Unbekannte ist
folgendes zu sagen. Gegeben sind die Gréfien a, b, ¢, d, A, B und gesucht sind x, y in
den folgenden zwei Formeln:

ax+by=A 1.1)
cx+dy=B 1.2)

Gemifs der Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen, kann man hierfiir alternativ auch
schreiben:

-1

Diese Darstellung hat den Vorteil, dass sie die gegebenen Gréfien, namlich die aus den
gegebenen Grofien a, b, ¢, d bestehende 2x2-Koeffizientenmatrix, die Spalte der Un-
bekannten x, y und die wiederum gegebene, aus A, B bestehende, sogenannte rechte
Seite, sehr klar auseinander héalt. Sie hat auch noch den weiteren Vorteil, dass das
zugehorige Losungsschema sich formal sehr einfach auf eine gréfiere Anzahl von
Unbekannten Uibertragen lisst. Doch davon gleich mehr. Wenn man weif, wie man
(zweireihige) Determinanten berechnet, dann findet man aus Formel 1.3 sofort die
Losung:

A b‘
B d Ad-Bb
X = = (14)
a b ad-bc
c d
a ﬂ
c Bl Ba-A
y= = 2 ¢ (1.5)
a b ad-bc
c d

Die Determinante der Koeffizientenmatrix steht also jeweils im Nenner, und im Zih-
ler wurde zur Bestimmung der n-ten Unbekannten in der n-ten Spalte der Koeffizien-
tenmatrix die rechte Seite eingesetzt. Fir diejenigen, die sich in der Berechnung von
Determinanten noch nicht gut auskennen, ist die explizite Losung in obiger Gleichung
ebenfalls mit angegeben.



1.2 Krafte in einem Angriffspunkt

Die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Unbekannte x;, i=1,...N, N=1,2,3,... gelingt
wie folgt:

N
Z ainj =A;
j=1

ai aiy ... N X1 Al

Ay Gy ... QN Xy Ay
: . . . . : . =

ayy anz ... AN/ \Xn Ay

wobei das quadratische Zahlenschema a; sowie die rechte Seite A; gegeben sind und
alle x; durch eben diese Grofsen berechnet werden sollen. Die Losung ausgedriickt
durch n-reihige Determinanten lautet:

an Aq aiy| |an as;j ain
az 2Y) an| |a2 azj azn

X]' = (1.6)
an1 AN ann| |an1 anj ann

j=1,.N

Man muss zur Bestimmung der j-ten Unbekannten also lediglich in der Determinante
der Koeffizientenmatrix an der gleichnamigen Spalte die rechte Seite einsetzen und
danach durch die Determinante besagter Koeffizientenmatrix teilen. Dies ist die soge-
nannte Cramersche Regel. Bevor wir uns mit alternativen Losungsverfahren fiir line-
are Gleichungssysteme beschéftigen, soll die angegebene allgemeine Losungsmethode
am Beispiel eines einfachen Stabwerkes illustriert werden. Fiir das in Bild 1.12 ge-
zeichnete Stabwerk ist die allgemeine Losung fiir die Stabkréafte mithilfe einer zwei-
reihigen Determinante gesucht.

Bild 1.12
7 Pendelstitzensystem unter duRerer Last
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Zuerst werden die Gleichgewichtsbedingungen in Bezug auf das dargestellte kartesi-
sche Koordinatensystem aufgestellt:

ZFX =0: Fay+Fp+F=0

D Fy=0: Fay-Fpy=0

Auf den ersten Blick scheint es so, als ob vier unbekannte Kraftgréfien zu bestimmen
sind. Dies tduscht jedoch, denn die Stabkrafte missen in Richtung der Stabachsen
wirken, d. h. ihre Komponenten sind nicht unabhéngig und es gilt:

Fax = F4 cos(a)

Fay = F4 sin(a)

Fpyx = Fp cos(p)

FBy = FB sm(ﬁ)

Damit 1asst sich unser Gleichungssystem wie folgt umschreiben:

F4 cos(a) + Fg cos(B) = -F

F, sin(a) — Fp sin(f) =0

Einsetzen des linearen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten in die Losung (For-
mel 1.4 und Formel 1.5) fithrt auf die gesuchten Stabkréfte:

—F  cos(f)
P 0 —sin(p) o Fsin(B)
4T ‘ cos(a) cos(B) |  cos(a) sin(B) +sin(a) cos(pB)
sin(a) —sin(pB)
cos(a) -F
Fr = sina 0 ‘ _ Fsin(a)
B= cos(a)  cos(P) ~ cos(a) sin(B) +sin(a) cos(pB)

sin(a) —sin(pB)

Die Cramersche Gleichung hat den Nachteil etwas abstrakt zu sein und setzt die Kennt-
nis von Determinanten voraus. Man muss sie jedoch nicht zwingend zur Losung
von linearen Gleichungen verwenden. Alternativ sind folgende Losungsmethoden
fir lineare Gleichungssysteme zu nennen:

= Additionsverfahren,

= FEinsetzverfahren,
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m  Gleichsetzungsverfahren,

= grafische Verfahren.

In unserem Uberblick beginnen wir mit dem Additionsverfahren, das wiederum am
einfachsten Fall des Systems (Formel 1.1, Formel 1.2 und Formel 1.3) erldutert wird. Der
Trick besteht darin, durch Multiplikation einer Gleichung mit einem geeigneten Faktor
und anschliefender Addition beider Formeln, eine der Unbekannten zu eliminieren:

ax+by=A } - ax+by=A }
_ da., _

cx+dy=B|(-f) —ax-48y=_ak |
o oyfp_d9)_,_2B _ ,_Ac-Ba
Y c ) c y_bc—ad

Man setzt diese Losung nun in eine der beiden urspringlichen Formeln ein und er-
mittelt die verbliebene Unbekannte:

Abc-Bab\ Bb-Ad
bc—-ad | bc-ad

1 1
X:E(A—by):— (A—

a

Als néchstes diskutieren wir eine beliebte ,Fufigdngermethode“ zur Losung linearer
Gleichungssysteme, das Einsetzverfahren, bei dem eine Gleichung nach einer Unbe-
kannten aufgeldst wird, die man dann in die verbliebenen Formeln einsetzt, und dies
so lange wiederholt, bis nur noch eine Unbekannte tbrigbleibt, nach der man umstellt:

1
ax+by=A = X=E(A—by)

cx+dy=B = 2(A—by)+dy:B

- _Ba—Ac
Y= 4d-bc
=;\X_Ba—Ac
T ad-bc

Es folgt das Gleichsetzungsverfahren, bei dem zunéchst beide Formeln nach dersel-
ben Unbekannten aufgeldst werden. Beide Ergebnisse setzt man dann gleich, um dar-
aus dann die verbliebene Unbekannte zu ermitteln. Bei mehr als zwei Unbekannten
ist dies entsprechend zu wiederholen:

A-by)

ax+by=A _, x=
x=2(B-dy)

cx+dy=B

S ==

( 1 _Ll-
( } = S (@A-by)=—(B-dy)

_ _Ba—Ac
Y= 4d-bc
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Ba-Ac
> X=—
ad-bc

Zum Schluss folgen grafische Verfahren, die eine recht anschauliche Interpretation
der Losung von Gleichungssystemen zulassen, allerdings nur in zwei Dimensionen,
d.h. nur fiir zwei Unbekannte praktisch durchgefiihrt werden kénnen. Man inter-
pretiert die Formeln (Formel 1.1, Formel 1.2 und Formel 1.3) einfach als Geradenglei-

chungen in der Ebene:
ax+by=A —_ayx4 4
Yy N Yy IC,X
cx+dy=B y=—gX+73

Q|

Je nach Gréoflenverhiltnissen der Steigungen a/b, c¢/d und der Achsenabschnitte A/b,
B/d kann es nun geschehen, dass beide Geraden sich in einem Punkt schneiden
(Bild 1.13, erste und dritte Skizze), zusammenfallen (vierte Skizze) oder parallel zuein-
ander sind (zweite Skizze), d. h., dass eine eindeutige, unendlich viele oder keine L6-
sung existieren.

|
¥
y=ax+pf
" a
: B
: //‘ o y=oax+9
E y=yx+0
: <
% x x
A A
a=y
=0
)
y=oax+f=yx+o
X

Bild 1.13 Zur zeichnerischen Interpretation der Losungsmenge zweier linearer
Gleichungen
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1

Anders gesagt: Das lineare Gleichungssystem fiir zwei Unbekannte lasst sich anschau-
lich als Schnitt zweier Geraden in der (x,y)-Ebene interpretieren, die

= sich in einem Punkt schneiden (der Schnittpunkt repréasentiert die gesuchte Lo-
sung (Xo, Yo));

= parallel zueinander sind (dann existiert keine Losung);

= sich im Koordinatenursprung schneiden (in diesem Fall existiert nur die triviale
Losung (xo =0, yo = 0));

= aufeinander fallen (dann existieren unendlich viele Losungen und man spricht
von linear abhingigen Formeln, die vielfache voneinander sind).

Damit wéren wir bei einem weiteren Thema, ndmlich der Existenz von Losungen und
der Eindeutigkeit derselben, wenn es sich um mehr als zwei Unbekannte handelt.
Man kann zeigen, dass diese Frage mit dem Verschwinden der Nennerdeterminante
aus der allgemeinen Losung (Formel 1.6) zusammenhéngt, denn moglicherweise wird
die Losung fiir verschwindenden Nenner singuldr. Zur genauen Beantwortung dieses
Problems sei jedoch auf die mathematische Literatur verwiesen.

1.2.2 Trigonometrisches Grundwissen

Problemstellung

Wie sind die trigonometrischen Funktionen am rechtwinkligen Dreieck definiert?
Wie lauten der Sinus- und der Kosinussatz und wozu lassen sich beide vorzugsweise
verwenden?

Losung

Bild 1.14 Rechtwinkliges und beliebiges Dreieck mit Bezeichnungen

Da es in der Technischen Mechanik um die zuverlédssige Auslegung von Konstruktio-
nen geht, spielt die Geometrie derselben eine wesentliche Rolle. Aber auch die Grund-
grofie der Mechanik, ndmlich die Kraft, wird oft in bestimmten Richtungen in ihre
Komponenten zerlegt. Bei der Rechnung wird daher immer wieder von geometrischen
Grundregeln Gebrauch gemacht, die hier zusammengestellt werden. Wir betrachten
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zundchst den Fall eines rechtwinkligen Dreiecks (vgl. Bild 1.14) und erinnern an For-
meln wie den Lehrsatz des Pythagoras:

a’+b* =c?

an die Gleichung fiir die Flache des rechtwinkligen Dreiecks:

1
A=—-ab
2

und an die Definitionsgleichungen fiir die trigonometrischen Funktionen:

sin(a) = —
cos(x) = %
tan(a) = sin(@) _ % -

cos(ad) b/c b

Als néchstes interessieren Beziehungen, die fiir ein beliebiges Dreieck gelten, wie der
Sinussatz:

a b c
- == == @.7)
sin(a) sin(fB) sin(y)
und der Kosinussatz:
c2=a’+b*-2ab cos(y) (1.8)

Die Frage ist, wann der Sinus- und wann der Kosinussatz nutzbringend eingesetzt
werden sollten. Aus Formel 1.8 erkennt man, dass der Kosinussatz von Vorteil ist, falls
drei Seiten gegeben sind und ein Winkel gesucht ist, was in Bild 1.15 links angedeutet
ist:

y = arccos (

a? + b? - c?
2ab

Bild 1.15 Anwendungen des Sinus- und Kosinussatzes
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Auch hilft er weiter, wenn zwei Seiten zwischen einem Winkel gegeben sind und die
dritte Seite gesucht ist (Bild 1.15, Mitte):

c=+a2+b2-2ab cos(y)

Hingegen ist der Sinussatz (Formel 1.7) von Vorteil, wenn eine Seite und zwei Winkel
gegeben und die beiden anderen Seiten gesucht sind (Bild 1.15, rechts):

sin(a)
sin(y)

sin(B)
sin(y)

=C

y=180°-a-f

1.2.3 Ein zentrales Kraftesystem: Pendelstiitzen mit im Knoten
angreifenden Lasten

Problemstellung

Zwei Pendelstdbe werden im gemeinsamen Knoten durch die Kréfte F, bis F, wie in
Bild 1.16 dargestellt belastet. Ermittle mithilfe der angegebenen Werte die in den Sté-
ben wirkenden Kréfte. Dabei sind zeichnerische und rechnerische Losungswege (Poly-
gonzugsverfahren mit Dreiecksberechnung sowie Aufspalten der Kraftkomponenten
in einem rechtwinkligen kartesischen System) zu iiben. Gegeben sind: a = 60°,
B =40° 6 = 60°, & = 30° |F,| = 40 kN, |F,| = 30 kN, |F,| = 50 kN und |F,| = 20 kN.

Bild 1.16
Pendelstabe unter am Knoten angreifenden Lasten

Lésung

Bevor an die eigentliche Losung des Problems gegangen wird, sei bemerkt, dass sich
der noch fehlende Winkel y aus der Winkelsumme am Dreieck bestimmen l&sst:

y=180°-a - =80°
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Wir erldutern zuerst die rein zeichnerische Lésung, bei der es sich empfiehlt, das
folgende Schema einzuhalten. Gemaf3 der Additionsregel fiir Vektoren bestimmt man
als erstes die Resultierende der Kréfte F, — F,. Dies ist in Bild 1.17 (links) qualitativ
erldutert. Beachte, dass wenn man sich einen Kréiftemafstab definiert und die vorge-
gebenen Krifte und Winkel mit Geodreieck sauber eintrégt, es ohne grofie Rechnung
gelingt, die gesuchten Stabkrafte abzulesen. Dabei ist wesentlich, die Resultierende
F, in Richtung der Stabachsen A und B korrekt zu zerlegen. Das resultierende
Krafteck muss geschlossen sein (Kréftegleichgewicht). Hieraus lasst sich die Richtung
und Grofle der Kréafte in den Stdben, also F , und F, bestimmen (vom Knoten weg-
zeigende Kraft =Zugkraft, in den Knoten hineinzeigende Kraft = Druckkraft). Auch
dies ist qualitativ in Bild 1.17 (rechts) dargestellt.

Bild 1.17 Zur zeichnerischen Ldsung des Problems

Ein bei vielen angreifenden Kréften etwas muhseliger anzuwendendes, rechnerisches
Verfahren ist das Polygonzugsverfahren. Hierbei werden die Kréfte sukzessive zu-
einander addiert. Bei jedem Schritt wird also eine neue Dreiecksberechnung nétig. Im
vorliegenden Fall ist wie folgt vorzugehen. Zunéchst wird die aus den Kréften F; und
I, resultierende Kraft F,, bestimmt: Bild 1.18 (erstes Bild).

Bild 1.18 Berechnung von KraftgréRen per Dreieckskonstruktion
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Mit dem Kosinussatz ermittelt man ihre Lange:

Faol = VIES +Eaf = 215, [Eo| cos (90° +6) = 67,7 kv
und der Sinussatz hilft, den Richtungswinkel festzulegen:

Eo| _ |Ey ||
sin(¢)  sin(90° + &) = sl = @

Nun wird die resultierende Kraft F,, aus den Kréften F,, und F ermittelt: Bild 1.18
(zweites Bild). Mit dem Kosinussatz ermittelt man wieder die Lange:

sin (90°+6) = (=128

ol = VB # B =2 [yl 15| coso0° - ¢) = 747 kv
und der Sinussatz hilft auch diesmal, den Richtungswinkel festzulegen:

F F F
@ = M sin(p) = @ sin(90° —¢)=0,884 = p=621°
sin(n) ~ sin(p) [Fu]
Nun wird die Gesamtresultierende F r ermittelt (vgl. Bild 1.18, drittes Bild) und zwar
wieder mit dem Kosinussatz:

Eal = VIEssf +[Ef =2 [Eyo] Ey] cos (p &) =587 kN
und dem Sinussatz:
Bl _ |l
sin(t)  sin(p - &)

F
= sin(7) = Q sin(p—-¢) = 1=104°

[Ex|

Nun werden in einem letzten Schritt die gesuchten Stabkréafte F, und F ermittelt:
Bild 1.18 (viertes Bild). Es muss sich ein geschlossenes Krafteck zwischen I ,, I, und
FR ergeben, um Gleichgewicht zu garantieren. Das erklért die gewéhlte Pfeilspit-
zenrichtung bei F, und F,. Zweimalige Anwendung des Sinussatzes liefert:

sin(y)

sin(a + B)

e Pyl = 32,0 kN

sin($)

|Ey| = sin(o+ B)

|F| = 43,9 kN
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I

Bild 1.19
Berechnung von Kraftgrof3en mithilfe eines
kartesischen Koordinatensystems

Die wohl schlagkraftigste Methode zur rechnerischen Bestimmung von Kréften ist die
Berechnung mithilfe eines kartesischen Koordinatensystems. Hierzu schneiden wir
am Knoten frei, indem wir die beiden unbekannten Stabkrafte F , und F, zusétzlich
zu den vorgegebenen Kréften wie in Bild 1.19 gezeigt ansetzen. Aufstellen der Gleich-
gewichtsbedingungen in x- und y-Richtung ergibt:

ZFX =0: Fycos(6)+Fycos(e) —F3+ Fgcos(B) — Facos(a) =0

Z Fy=0: F;sin(6) — F4sin(e) + F1 — Fpsin(p) — Fasin(a) =0
Dies sind zwei Formeln fir die beiden Unbekannten, die wir per Einsetzungsverfah-

ren auflésen, um folgendes Endergebnis zu erhalten:

Fa = —32,00 kN

Fp =43,97 kN

1.2.4 Zentrale Kriftegruppe: Ose

Problemstellung

An einer Ose greifen die Krifte F1 = 2,5 KN und F, = 2,0 kN an. Die Wirkungsrich-
tung der Kraft F, wird durch den Winkel B = 30° beschrieben. In welcher Richtung «
muss die Kraft F; an der Ose angreifen, damit an der Belastungsstelle nur eine verti-
kale Kraft wirkt? Wie grof sind die Reaktionskrifte in der Ose?
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Lésung

Die Losung erfolgt in mehreren Schritten. Zunéchst der Freischnitt. Er ist in Bild 1.21
zu sehen. Die Ose wurde als zweiwertiges Lager interpretiert, und die dazugehérigen
Freischnittkrafte wurden in ihrer Richtung willkurlich im Punkt A angetragen. Es
handelt sich also in toto um eine zentrale Kraftegruppe, d. h. alle Kréfte gehen durch
einen Punkt, und es gibt keine Momentenwirkung.

__ Freischnirt-  Bild 1.21
s kréifte Freischnitt

Als néchstes wird der Freischnitt formelméflig ausgewertet. Es muss Kraftegleichge-
wicht herrschen und die Summe aller Kréfte in horizontaler bzw. in vertikaler Rich-
tung verschwinden:

> Fx=0: —Fycos(a) + Fycos(ff) + Fax =0 1.9)

2. Fy =0: Fysin(a) + Fosin(B) —Fay =0 (1.10)

Laut Aufgabenstellung ist gefordert, dass als Reaktion in der Ose nur vertikale Krifte
(also Krafte in y-Richtung) wirken sollen, also:

Fax =0
Mithin folgt aus Formel 1.9:
—F; cos(a) + Fpcos(B) =0
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Wir berechnen nun den Neigungswinkel wie folgt (auf zwei Stellen nach dem Komma
gerundet):

cos(x) = ? cos(f) = a=cos! (? cos(ﬁ‘))
1 1

Hieraus ermitteln wir den Winkel im Bogenmai$ sowie in Grad:

180°
cos(30°)) =cos~1(0,69) ~ 0,81 = 0,81 - p— 46°

-1 2 kN
o = COS
2,5 kN

Zum Abschluss wird noch die Reaktionskraft in y-Richtung mithilfe von Formel 1.10
ermittelt:

Fuy = Fysin(a) + F ,sin(B) = [2,55in(46°) + 2sin(30°)] kN = 2,8 kN

1.2.5 Zentrale Kraftegruppe an der Umlenkrolle

Problemstellung

Wie in Bild 1.22 zu sehen, wird ein Gewicht G=1kN an einem tiber eine Rolle gelegten
Seil und zwei Pendelstiitzen (1 und 2) im Gleichgewicht gehalten. Mithilfe geeigneter
Freischnitte und Gleichgewichtsbedingungen sind die Kréfte im Seil und in den Pen-
delstiitzen zu ermitteln. Die Gewichte der Rolle, der Stibe und des Seils sollen in der
Analyse vernachléssigt werden.

Bild 1.22
Gewicht mit Seil Gber durch Pendelstltzen
gehaltener Umlenkrolle

Lésung

Es werden zuerst sukzessive das Gewicht, das aufliegende Seil und die Rolle freige-
schnitten: Bild 1.23.
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Bild 1.23 Freischnitte am Gewicht, am Seil und an der Rolle

Beim Seil ist zu beachten, dass die senkrecht zum Rollenrand stehenden Druckkréifte
symmetrisch sind und im Punkte P zu einer dem Winkel a/2 = 45°/2 = 22,5° ste-
henden Gesamtnormalkraft zusammengefasst werden kénnen:

/ pu(s) ds = Fy
S

Wire die Druckkraftverteilung nadmlich nicht symmetrisch, so ergébe sich ein Dreh-
moment, das die Rolle zum Drehen anregt und gerade dieses soll ja nicht geschehen.
Beim Freischnitt der Pendelstiitzen wurde angenommen, dass sie unter Zug stehen.
Ob das so ist, wird die sich nun anschlieflende Rechnung tiber die Gleichgewichtsbe-
dingungen zeigen. Da es sich bei allen drei freigeschnittenen Teilsystemen um zent-
rale Kraftegruppen handelt, geniigt es, lediglich das Kréftegleichgewicht zu betrach-
ten. Fir das freigeschnittene Seil mit angehdngtem Gewicht ergibt sich:

2Fy=0:S-G=0 = S§=G
Beim freigeschnittenen Seil gibt es zwei unabhéingige Kraftrichtungen:
(04
ZFX =0: —S'cos(a)+ Fy cos (E) =0 (1.11)
s . x ’

ZFy =0: S’sin(a) + Fy sin (E) -58'=0 (1.12)
Wir multiplizieren die erste dieser Formeln mit sin(a) und die zweite mit cos().
Sodann werden beide Ergebnisse addiert, womit es gelingt, S" zu eliminieren. Es ver-
bleibt:

Fy [sin(a) cos (%) + cos(a) sin (g)] = Scos(a)

wofilir man mit dem Additionstheorem:

sin(a) cos(B) + cos(a) sin(fB) = sin(a + B)
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auch schreiben darf:
cos(a) cos(a)
sin (%)~ sin (%)

Fy=S§ =0,765 G

Dieses Ergebnis wird nun in Formel 1.11 eingesetzt um die noch unbekannte Seilkraft
S zu errechnen. Man beachte, dass diese nicht gleich S angesetzt wurde. Dieses kommt
nun heraus und man darf sagen, dass an der reibungsfreien Rolle das Seil die Kraft
einfach umlenkt:

cos(a) cos (§)

/

sin (3%) cos()
Nun wenden wir uns noch der freigeschnittenen Rolle zu und finden, dass:

ZFX =0: —-S,—Fycos (%) —Sicos(a) =0

ZFY =0: —§;sin(a) —FNsin(%) =0

Es gelingt hieraus, die Krafte in den Pendelstiitzen zu ermitteln:

sin (2 cos(a) sin (2 sin (£
Sy = —Fy— (5) =—G_L‘(Z) :—G_—(Z) = (1_\/5) G=-0414G
sin(a) sin(a) sin (32) sin (32)
o [e4 SIH(%)
Sy =—Fncos(§)—Sicos(a) = —Fy [cos (%) - (e cos(a)]
_ sin(a) cos(§)—-sin(§) cos(a)
=-Fn éin(ot) :
= _glowsn(g) _ g (x/i— 1) ~ —0,414 G
sm( 7) sin(a)

Man beachte, dass die Stébe als Zugstdbe angesetzt wurden, wie im Freischnitt zu sehen
ist. Die Rechnung zeigt jedoch, dass es sich um Druckstidbe handelt (negative Vorzei-
chen).

1.2.6 Zentrale Kraftegruppe: Ozeandampfer im Schlepp

Problemstellung

Ein Ozeandampfer wird von drei Schleppern gezogen. In den drei Seilen wirkt die
gleiche Zugkraft F=20kN. Die Wirkungsrichtungen der Krafte werden durch die
Winkel o = 15°, B =10° y = 20° beschrieben. Welche resultierende Zugkraft F,
wirkt auf den Ozeandampfer?
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F Bild1.24
Ozeandampfer

F
12
N
F
Lésung

Wir beginnen mit einem Freischnitt im Punkt A, wobei die Schnittkraftrichtung will-
kiirlich angenommen wird, etwa so wie in Bild 1.25 gezeigt.

Bild 1.25
Freischnitt

Es handelt sich um eine zentrale Kraftegruppe und entsprechend schreiben wir die
Gleichgewichtshedingungen wie folgt:

ZFX =0: — Fax+Fcos(y)+Fcos(B)+Fcos(a+f)=0

ZPy =0: Fay +Fsin(y) — Fsin(B) —sin(a+ ) =0
Mithin ergibt sich:

Fax = F[cos(a+ ) +cos(f) +cos(y)]
=20 kN[cos(25°) + cos(10°) + cos(20°)] = 56,62 kKN

Fay =F[sin(a+ B) +sin(p) —sin(y)]
= 20 kN [sin(25°) + sin(10°) — sin(20°)] = 5,09 kN

Der Betrag der Schleppkraft ergibt sich somit zu:

Fa = \[F}, +F5, =5685kN
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1.2.7 Gewichte an Pendelstiitzen mit angreifender Kraft

Problemstellung

Aus den drei in Bild 1.26 dargestellten gewichtslosen Pendelstdben 1, 2, 3 der Lange [
wird ein Gelenkviereck gebildet. Die Gelenke sind reibungsfrei. An den Gelenken C
und D hédngen die Gewichte G; und G,. Durch eine im Punkt D angreifende Kraft P mit
horizontaler Wirkungslinie soll erreicht werden, dass die Stdabe 1 und 2 um den Win-
kel o gegen die Vertikale geneigt sind. Man berechne die dazu notwendige Kraft P sowie
alle Stabkrafte. Gegeben sind a = 45°,l=1m, G =100 N, G; = G und G, = 2G.

P Bild 1.26
Gewichte an Pendelstitzen mit
angreifender Kraft P

Losung

Zur Losung wird zundchst freigeschnitten und zwar im Knoten € und im Knoten D, so
wie in Bild 1.27 dargestellt. Es resultiert in beiden Féillen eine zentrale Kréaftegruppe.
Man beachte, dass die Kréfte in den Pendelstiitzen als vom Knoten wegweisend ange-
setzt wurden, also die Pendelstiitzen als Zugstdbe angenommen wurde, wie man es
auch anschaulich erwarten wiirde.

Bild 1.27 Freischnitt in den Knoten Cund D

Es wird nun Kréftegleichgewicht fiir beide Knoten formuliert. Dabei ist es gleichgiiltig
bei welchem Freischnitt man beginnt, denn bei beiden sind jeweils zwei Unbekannte
im Spiel, die man hoffen kann mit den zugehorigen beiden Gleichgewichtsbedingun-
gen zu bestimmen:
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ZPX =0: —=S;sin(a)+S3=0

ZFy =0: S;cos(a) -G, =0

Auflésen nach S; und S; ergibt unter Beachtung von sin(a) = cos(a) = %:

o _ G _20
' cos() 2

G
S3 = 8y sin(a) = . ! -sin(a) = Gy tan(a) = 100 N

os(a)

Man beachte, dass S; und S; positiv sind, d. h. die Krafte wirken tatsdachlich in der im
Freischnitt eingezeichneten Richtung. Kraftegleichgewicht im Knoten D erfordert nun,
dass:

ZFX =0: —S,sin(@)—S3+P=0

ZFy =0: Sycos(a) -Gy, =0

Wir 16sen nach den verbliebenen Unbekannten auf, also nach S, sowie nach P:

oo G2 _100
?T cos(a) 2

2
P =S;sin(a) + 83 = gsz +S3 =200 N+100 N =300 N

1.3 Allgemeine Kraftesysteme: Gleichgewicht
des starren Kérpers

1.3.1 Mehrscheibensystem unter Eigengewicht I

Problemstellung

Das dargestellte Mehrscheibensystem (Bild 1.28) ist durch Eigengewichte wie dar-
gestellt belastet und wird durch einen Pendelstab im Gleichgewicht gehalten. Es ist
soweit wie notig freizuschneiden und die Stiitzkréafte sind in den Punkten A bis E zu
berechnen. Fiir die Rechnung ist bei allen Lagerfugen Reibungsfreiheit anzunehmen.
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Bild 1.28 Mehrscheibensystem unter Eigenlast

Lésung

Beim Freischneiden (vgl. Bild 1.29) des Untersystems 1 (Walze) ist zu beachten, dass
die Abstlitzung zur Wand bzw. zum Klotz in Normalenrichtung erfolgt, d. h. die Schnitt-
kréfte F, und F; zeigen beide radial in Richtung des Zentrums der Walze. Eine umge-
kehrte Kraftrichtung anzunehmen wére unsinnig, denn schliefSlich muss die Kreis-
scheibe abgestiitzt werden. Aber selbst eine falsch gewéhlte Pfeilrichtung wiirde sich
in der Rechnung durch ein negatives Vorzeichen der Stiitzkraft bemerkbar machen.
Die beiden einwertigen Lager des Untersystems 2 (Schrank) fithren aufgrund der zu-
gelassenen horizontalen Gleitrichtung auf vertikal gerichtete Kraftpfeile F, und Fj.
Die Pendelstiitze bei C hingegen fiihrt auf eine in Achsrichtung weisende Kraft F,, da
langs ihrer Achse keine weiteren Krifte eingeleitet werden. Bemerkenswert ist, dass
die Kraft F; am Klotz in die umgekehrte Richtung als bei der Kreisscheibe zeigt. Dies
ist notig, damit sich die Schnittkrdfte beim Zusammenfiigen der Systeme wieder auf-
heben (Prinzip ,,actio =reactio“).

Gy5 100N

G,=40N

/ System 2

Bild 1.29
Freischnitt des Mehrscheibensystems

£y

Erst nach Freischneiden darf mit der Berechnung der Schnittkrédfte begonnen wer-
den. Finf Unbekannte gilt es zu ermitteln, ndmlich F,, F, F,, F;, und Fr. Auf den ersten
Blick eine nicht unerhebliche Zahl. Aber da es sich um zwei Systeme handelt, gibt es
aber auch eine entsprechende Anzahl an Gleichgewichtsbedingungen. Beim Unter-
system 1 handelt es sich um ein zentrales Kraftesystem, denn alle Krafte gehen durch
einen zentralen Punkt, eben durch das Zentrum der Walze. Fiir einen solchen Fall ist
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lediglich zu garantieren, dass die Kraftesummen in horizontaler und in vertikaler
Richtung verschwinden. Die Momentenbedingung hingegen ist identisch erfullt. Mit-
hin gewinnt man nur zwei Formeln zur Bestimmung der Unbekannten. Hingegen
tragt das Untersystem 2 mit drei Gleichgewichtshedingungen bei. Es handelt sich also
insgesamt um ein statisch bestimmtes System, d. h., mit den Gleichgewichtsbedingun-
gen der Statik allein kommt man bereits zur Losung.

F, G,=40N

Bild 1.30
B Zeichnerische Lésung des Problems

Wir beginnen mit der Auswertung fiir das Untersystem 1. Da sich die Kréfte in einem
Punkt schneiden, ist es giinstig, die Methode des Krafteparallelogramms bei der Losung
einzusetzen: Bild 1.30. Die Regeln fiir Winkelfunktionen fithren auf:

Fg =G, tan(90° - B) =444 N (1.13)
Und weiter:

G>

Fp=——*  =598N 1.14
D cos(90° — B) (1.19)

Beachte, dass Zahlenwerte erst zum Schluss eingesetzt wurden, um die Rechnung
maoglichst weitgehend kontrollierbar zu machen. Selbstverstdndlich wére es auch
moglich gewesen, bei Wahl einer geeigneten Krafteinheit einen Kréfteplan zu zeich-
nen und daraus per Lineal die Zahlenwerte einfach abzulesen. Und genauso gut kann
man mit einem kartesischen Koordinatensystem in horizontaler und vertikaler Rich-
tung arbeiten:

ZFX =0: Fp—Fpcos(90°—B) =0

ZFy =0: Fpsin(90° - B) -G, =0

woraus mit dem Einsetzverfahren fiir lineare Gleichungssysteme die Lésung (For-
mel 1.13 und Formel 1.14) folgt. Im Untersystem 2 arbeiten wir von Anfang an in karte-
sischer Darstellung, um die Gleichgewichtsbedingungen auszuwerten:

ZFX =0: Fccos(a)—Fg=0
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ZM(A) =0: Fp-2c—Fccos(ax) b—Gic+Fr(a+b)=0

D Fy=0: —Gi+Fcsin(a)+Fa+Fp=0

Man beachte, dass es im vorliegenden Fall gelungen ist, in aufsteigender Reihenfolge
der Formeln immer nur eine neue Unbekannte ins Spiel zu bringen, womit die Lo-
sung durch einfaches Umstellen ohne Einsetzverfahren moéglich wird. Dies muss
nicht bei jedem Problem gelingen, aber aus rechentkonomischen Griinden sollte man
stets danach streben, mdéglichst einfache Formeln fiir die Unbekannten aufzustellen.

Man erhélt der Reihe nach:

Fg
c = =524N
cos(o)
b Gy a+b
Fp = F¢ cos(a)z + 5 Fg =16,7N

Fy,=Gy-F¢ sin(a) —Fgp=555N
Die positiven Vorzeichen zeigen an, dass alle Kréfterichtungen korrekt angesetzt wur-

den.

1.3.2 Mehrscheibensystem unter Eigengewicht II

Problemstellung

Ein Mehrscheibensystem ist durch sein Eigengewicht wie dargestellt belastet und
wird durch ein System von Pendelstdben im Gleichgewicht gehalten. Das System ist
soweit wie moglich freizuschneiden und die Stiitzkrafte den Punkten A bis D zu be-
rechnen. Bei der Rechnung sind alle Lagerfugen als reibungsfrei anzunehmen.

G,=200N

N

72

=25m

Bild 1.31
L. Mehrscheibensystem unter Eigenlast

a
=]
TZZch
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Lésung

Wir beginnen vor der eigentlichen Rechnung mit dem Freischneiden (Bild 1.32). Im
Falle der Walze (Untersystem 1) ist zu beachten, dass die Abstiitzung zur Kreisscheibe
bzw. zur Wand in Normalenrichtung erfolgt, d.h., die Schnittkrifte F, und F; zeigen
auf das Zentrum der Walze. Andere Kraftrichtungen als die gezeigten anzunehmen
ware unsinnig, denn schliefSlich muss die Kreisscheibe abgesttitzt werden. Was ware,
wenn man irrtiimlich die Pfeilspitzen falsch herum antriige? Nichts, denn diesmal
irrt der Schriftsteller Curt Goetz und sein Dr. med. Hiob Prdtorius und der Bazillus der
menschlichen Dummheit kommt aufgrund der Mathematik nicht zum Zuge! Eine
falsch gewdhlte Pfeilrichtung macht sich in der Rechnung lediglich durch ein negati-
ves Vorzeichen bemerkbar.

System 1
By

Bild 1.32 Systemfreischnitt

Der Kraftpfeil F; fiir die Pendelstiitze mit Kreisscheibe (Untersystem 2) zeigt aufgrund
des Prinzips ,actio=reactio“ in die umgekehrte Richtung als bei der Kreisscheibe,
und das ist sinnvoll, denn schliefslich missen sich die Schnittkrafte beim Zusammen-
figen der Systeme gerade aufheben. Aufierdem ist bemerkenswert, dass die Stiitze
BD nicht rein axial belastet wird, also keine Pendelstiitze im eigentlichen Sinne, son-
dern einen Biegebalken darstellt. Die Kraft F. ist horizontal einzuleiten, denn die in
der Eingangsskizze aber nicht im Freischnitt gezeigte horizontale Pendelstiitze bei C
ist rein axial belastet. Damit wird es notig, im Punkt D eine Stiitzkraft F, anzubringen,
die nicht in Achsenrichtung weist. Erst nach Freischneiden kann mit der Berechnung
der Stutzkrafte (oder besser: Schnittkrafte) begonnen werden. Im vorliegenden Fall
gibt es finf Unbekannte, ndmlich F,, F;, F,, Fp, und Fp,. Aber es handelt sich auch um
zwei Systeme, und es gibt entsprechend viele Gleichgewichtsbedingungen. Beim Unter-
system 1 handelt es sich um ein zentrales Kréaftesystem, denn alle Kréfte gehen durch
einen zentralen Punkt, eben das Zentrum der Walze. In diesem Fall ist lediglich zu
garantieren, dass die Kraftesummen in horizontaler und in vertikaler Richtung ver-
schwinden, die Momentenbedingung hingegen ist identisch erfiillt. Mithin gewinnt
man zwei Formeln zur Bestimmung der Unbekannten. Hingegen ist das Untersys-



28

1 Statik

tem 2, d.h. die Stiitze BD, mit drei Gleichgewichtsbedingungen auszuwerten. Zusam-
menfassend darf man sagen, dass die hier gezeigten Systeme statisch bestimmt sind
und man mit den Gleichgewichtsbedingungen der Statik allein zur Lésung kommt.

Wir beginnen mit der Auswertung fiir Untersystem 1. Da sich die Kréfte in einem
Punkt schneiden, bietet die zeichnerische Methode des schliefSenden Kriftedreiecks
einfach durchzufiihren: Bild 1.33.

Fy
G=200N  /p

=30 Bijld1.33

Methode des Kraftedreiecks

Die Regeln fiir Winkelfunktionen fithren auf:

Fy =G; tan(a) =115N (1.15)
Und weiter:
G1
Fgp = =231N (1.16)
cos()

Beachte, dass Zahlenwerte erst zum Schluss eingesetzt wurden, um die Rechnung
moglichst weitgehend kontrollieren zu konnen. Selbstverstandlich wére es auch mog-
lich gewesen, bei Wahl einer geeigneten Krafteinheit einen Kréfteplan zu zeichnen
und daraus per Lineal die Zahlenwerte einfach abzulesen. Und genauso gut kann
man mit einem kartesischen Koordinatensystem in horizontaler und vertikaler Rich-
tung arbeiten:

ZFX =0: —F4+Fgsin(a) =0

ZFy =0: Fgcos(a) -Gy =0

woraus mit dem Einsetzverfahren fiir lineare Gleichungssysteme die obige Losung
(Formel 1.15 und Formel 1.16) folgt.

Nun wechseln wir zum Untersystem 2, wo wir von Anfang an in kartesischer Darstel-
lung arbeiten, um die Gleichgewichtsbedingungen auszuwerten:

ZF)’:O: —FBCOS(O()—G2+FDy=O

a(b+c)

b + Fgsin(a) (b+c)—Fcb=0

ZM(D) =0: [Gy+Fgcos(a)]
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ZFX =0: —Fgsin(a)+Fc—Fpy=0

Man beachte, dass es im vorliegenden Fall gelungen ist, in aufsteigender Reihen-
folge der Formeln immer nur eine neue Unbekannte ins Spiel zu bringen, womit eine
Losung durch einfaches Umstellen ohne Einsetzverfahren moéglich wird. Dies muss
nicht bei jedem Problem gelingen, aber aus rechendkonomischen Griinden sollte man
stets danach streben, mdéglichst einfache Formeln fiir die Unbekannten aufzustellen.
Man erhalt der Reihe nach:

FDy:G1+Gz=290N

(b+c)

a . b+c
Fc =[Gy + Fpcos(a)] 2 + Fp sin(a) 5 - 586 N

Fpy =—Fp sin(a) +Fc=471N

Die positiven Vorzeichen zeigen, dass alle Krafterichtungen korrekt angesetzt wurden.

1.3.3 Scheibe in der Ebene

Problemstellung

Es ist durch Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen nachzuweisen, dass die drei-
ecksformige Scheibe mit den Seitenldngen a und b im Gleichgewicht gehalten wird,
wenn gilt:

F,=F (gx - gy), F,=F (—gx - gy), Fy=2Fe,, M, = 2Fae,.

Die Kraftebilanz ist skalar zu berechnen.

Die Momentenbilanz ist auf drei Arten zu berechnen:

= um den Punkt A: vektorielle Betrachtung.

= um den Koordinatenursprung O skalar: kartesische Aufspaltung der Kréfte.

= um den Punkt B: skalar: Fillen des Lots.

M, und F, sind so zu bestimmen, dass der Kérper im Gleichgewicht gehalten wird,
wenngilt F, = F (—\/ng - Zﬁgy) und F, = 3\/§ng.

Geg..a, b, F
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F3

F>

F

Bild 1.34 Korper in der Ebene unter Last

Losung

Fir die vektorielle Betrachtung werden die Kridfte und Momente in der gegebenen
kartesischen Basis dargestellt. In diesem Fall setzt sich die Basis aus den Orthonormal-

vektoren (gx, e gz) zusammen. Es ldsst sich fiir den Gleichgewichtszustand allge-

= y’
mein formulieren, dass die Summe aller n Kriafte und m Momente um jeden beliebigen

Punkt S im System verschwinden muss:

n
Z F,=0 (1.17)

Es wird mit der Bilanzierung der Krafte begonnen.

Um die Summe der Krifte zu bestimmen, werden die gegebenen Kréfte in Formel 1.17
eingesetzt. Dabei kdnnen die Komponenten in x- und y-Richtung auch getrennt be-
trachtet werden. Da es sich um ein ebenes Problem handelt, haben die Krifte keinen
Anteil in z-Richtung, sodass fiir diese Komponente die Identitdt mit Null gewéhrleistet
ist.

3
> Fx=F-F=0
i=1

3
Zﬂ-,y —2F-F-2F=0
i=1
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Fur die Kréftebilanz sind die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt. Zur Priifung des Mo-
mentengleichgewichts kann zwischen drei Methoden unterschieden werden. Grund-
satzlich sind alle drei Betrachtungsweisen dhnlicher Natur und gleichwertig; alle Vor-
gehensweisen sollen jedoch aufgezeigt werden, um ein Verstdndnis dafiir zu vermit-
teln, wann welche Methode am besten geeignet ist.

Zundchst wird das Moment im Punkt A mithilfe der vektoriellen Betrachtung unter Ver-
wendung des Kreuzproduktes bestimmt. Hierfiir sind die Abstandsvektoren jedes An-
griffspunktes zum Punkt A aufzustellen und mit den jeweiligen Kraftvektoren im
Kreuzprodukt zu multiplizieren. Wenn eine Kraft direkt im Punkt A angreift, entspricht
der Abstandsvektor dem Nullvektor, wodurch das resultierende Moment zu null wird.

Da das Kreuzprodukt antikommutativ ist, ist darauf zu achten, dass die folgende Kon-
vention eingehalten wird: Der Hebelarm zeigt vom Bezugspunkt S zum Kraftangriffs-
punkt T und wird bei der Berechnung des Kreuzproduktes an erster Stelle verwendet.

S) _
M()—ESTXET

ZM(A):Qx£1+QX£2+£ABX£3+MO
a 0 0 0 0 0
= b |x|[2F |+ 0o |=| o |+] o |=]o
0 0 2Fa —2Fa 2Fa 0

Auch hier zeigt sich, dass die Gleichgewichtsbedingung erfullt ist.

Das Momentengleichgewicht im Punkt O wird mithilfe der kartesischen Aufspaltung
der Kréfte und der Aufstellung der entsprechenden Hebelarme, wie in Bild 1.35 dar-
gestellt, untersucht. Da es sich um ein ebenes Problem handelt, muss nur die z-Kom-
ponente des Moments betrachtet werden.

ngy /|
7.

I,

Bild 1.35 Kartesische Aufspaltung der Krafte in A
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Kraftkomponenten, deren Wirkungslinien durch den betrachteten Punkt verlaufen,
haben keinen Hebelarm und tragen daher nicht zum Momentengleichgewicht bei,
hier F,,, F,,, Fs,. Weiterhin ist fiir jede Kraftkomponente zu priifen, ob sie das System
im positiven oder negativen Drehsinn drehen wiirde. Danach wird das Vorzeichen
der Gleichung bestimmt.

ZMZ(O) =-Fy-a-F,y-a+My=-Fa—Fa+2Fa=0

Zuletzt soll gezeigt werden, dass auch beziiglich des Punktes B ein Momentengleich-
gewicht vorliegt. Dazu werden die Kréfte in A nicht aufgeteilt, sondern es wird geo-
metrisch bestimmt, welche Hebelarme die jeweiligen Kréfte haben.

Bild 1.36 Geometrische Bestimmung der Hebelarme

Wie in Bild 1.36 zu sehen ist, hat die Kraft F; den Hebelarm d bezliglich des Punktes
Bund F, den Hebelarm h. Dabei werden zur spéteren Berechnung die Betrége der
Krafte genutzt, sodass |F;|=F; = V2F und |F ol =Fy = V2F. Die Drehrichtung
muss genauso wie davor bei jeder Kraft einzeln iiberprift und im Vorzeichen des
Momentengleichgewichts notiert werden.

> M, P = F-d-F,-h+M

Die Hebelarme werden mithilfe geometrischer Beziehungen bestimmt. Dazu wird mit
dem Satz von Pythagoras die Hilfsgrofie r = Va2 + b? eingefiihrt. Es kann weiterhin
festgestellt werden, dass:

y=a-p

. d
siny = —
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Der Winkel B ist ein Wechselwinkel mit dem Winkel der Kraft F;. Da die Komponen-
ten dieser Kraft gleich grof3 sind, 14sst sich der Winkel zu 45° bestimmen. Fuir die Hebel-
arme kann dann mithilfe von Additionstheoremen geschrieben werden:

. . 2 .
h=cos(a—B)-r=rcosacosB+rsinasinf = r%(smo&cosa)

. . . 2 .
d=sin(a— ) -r=rsinacosf —rcosasinf§ = r%(sma—cosa)

Weiterhin kann cos(a) = % gesetzt und in das Momentengleichgewicht eingesetzt
werden, sodass r wegféllt und sich wie zu erwarten auch im Punkt B ein Momenten-
gleichgewicht einstellt:

2 2
ZMZ(B) = N/EF-r\/?_(sina—cosa) - \/fF-r%(sinowcosa) +My=0

Uber Kriftegleichgewichte in x- und y- Richtung kénnen direkt die Komponenten von
I, bestimmt werden, damit Kréftegleichgewicht herrscht:

> P =0=Fiy+Fp+Fs=Fi,-V2F = Fi,=\2F
ZFy =0=Fyy+Fyy+Fsy=Fy—2V2F+3V2F = Fy, = -V2F

£y=F (‘/ng - \/Egy)

Im néchsten Schritt wird M, tiber eine vektorielle Momentenbilanz bestimmt wer-
den. Als Bezugspunkt eignet sich Punkt A, da sich die Wirkungslinien von F, und F,
kreuzen. Beide Kréfte erzeugen in diesem Punkt kein Moment, da der Hebelarm 0 ist.

Hinweis: Fiir F, wird ein anderer Wert verwendet.

ZM(A) =Tap X E3+ M,

—-a 0 0 0 0
=l b |x| 3vV2F|+| 0 |= 0 +{0]=0
0 0 M, —3V2ar M,
0 0
M,=|0|= 0
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1.3.4 Hebebiihne unter aufR3erer Last

Problemstellung

Die dargestellte, aus Stdben und einer Hydraulik bestehende Hebebiihne wird mit
5kN belastet. Gesucht ist die Presskraft der Hydraulik P sowie alle Auflager- und Ge-
lenkkréfte. Zu diesem Zweck soll soweit wie noétig freigeschnitten und alle relevanten
Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt werden.

Il m 0,6 m 0,6m, Ll m

m]

y B

S

Bild 1.37 Hebeblhne

Losung

Bild 1.38 Freischnitt der Lager

Bevor die einzelnen Stdbe freigeschnitten werden, ist es ratsam, in einem ersten
Schritt die Auflager in den Punkten A und B zu behandeln, d.h. das Stabsystem als
Ganzes anzusehen und sich von unbekannten Kraftgréfden so weit wie mdéglich zu
befreien. Der Freischnitt der Lager erfolgt wie tiblich (links ein zweiwertiges, rechts
ein einwertiges Lager). Die Pfeilrichtung wurde willkiirlich gewahlt. Thre Richtigkeit
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erweist die nachstehende Rechnung. Als Gleichgewichtsbedingungen notieren wir
namlich:

ZFX:O: Fa =5KkN

0,8
4) _ Q. _ Y
ZM =0: FBy—SkN 34

>

=1,18 kN

D Fy=0: Fay=Fpy

Mithin sind die Auflagerreaktionen keine Unbekannten mehr.

Bild 1.39 Freischnitt der Untersysteme

Bild 1.39 zeigt den Freischnitt in vier Untersysteme. Zu beachten ist folgendes. Die
Hydraulikkraft F, zeigt in Richtung der Stabachse AE. Die Kréafte zwischen H und E
zeigen in Achsrichtung des zugehorigen Pendelstabes. Bei C liegt ein einwertiges La-
ger vor, die Freischnittkraft ist horizontal zu legen. Fiir die Gelenke sind zwei unab-
héngige Schnittkrédfte anzusetzen. Die anderen Stabe sind als Balken belastet, und
daher gibt es an ihren Enden zwei voneinander unabhéngige Schnittkrafte, deren
Resultierende nicht in Stabachsrichtung weist. Insbesondere ist im Punkt B zu beach-
ten, dass vom unteren Ende des Systems 2 kommend zwei unabhéngige Krifte F;, und
F,, eingeleitet werden. Es gilt das ,actio =reactio“-Prinzip, d.h. zu jedem Ende gibt es
ein Gegenende mit Kraftpfeilen, die in entgegengesetzter Richtung zu diejenigen am
anderen Ende zeigen. Wir zéhlen als néchstes alle Unbekannten. Es gibt folgende Ver-
bindungskréfte:

Fy, Fgx, Fgy, Fpx, Fpy, Fc, Fix, F1y, Fp
und die drei bereits bekannten Lagerkrafte:

FAx; FAy: FBy
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Fur jedes der oben gezeigten Untersysteme lassen sich drei Gleichgewichtsbedingun-
gen aufstellen. Mithin handelt es sich um ein statisch bestimmtes System, denn in der
zur Uberpriifung dieses Tatbestandes niitzlichen Formel:

3-n=r+v (1.18)

diirfen wir notieren, dass gilt:

n = 4 (Anzahl der Untersysteme),

r =4 (Anzahl der Lagerreaktionen),

v =4 -2 = 8 (Anzahl der Reaktionen an Verbindungen),
und man muss feststellen, dass Formel 1.18 erfiillt ist.

Bei der konkreten Berechnung aller verbliebenen Unbekannten empfiehlt sich fol-
gende Vorgehensweise: Man beginne mit Untersystem 4, wo drei unbekannte Kréfte
vorliegen, ndmlich F, F;, F;, und notiere die Gleichgewichtsbedingungen:

ZFX:O = Frp=...

ZFy=0 = Fc=...
ZM(B):O = Fy=...

Als néchstes betrachten wir nun Untersystem 3 mit den 4 Unbekannten Fp, Fy, Fp,, Fp,.
Mit der Bedingung >, M (D) =0 folgt eine erste Gleichung fiir F, Fy. Danach wéahlen
wir Scheibe 1 mit den 4 Unbekannten Fp, Fy, Fg,, Fg, und erhalten mit der Bedingung
> M (6) = 0 die zweite Gleichung fiir Fp, F;. Wenn wir nun wieder Scheibe 3 mit den
zwei Unbekannten Fp,, Fp, betrachten, so diirfen wir schreiben:

> F=0
> Fy=0

woraus sich Fpy =...und Fpy = ... ermitteln lassen.

Abschlieflend betrachten wir wieder Scheibe 1 mit den beiden Unbekannten Fg,, Fg,
und verwenden die Gleichgewichtsbedingungen:

ZFX=O
ZFyzo

woraus sich Fgx =...und Fgy = ... ermitteln lassen.
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1.3.5 Dreidimensionales Stabwerk

Problemstellung

Das unten dargestellte dreidimensionale Stabwerk, bestehend aus den Stdben A, B
und C, wird durch die Kréfte F; (in x-Richtung), F, (in y-Richtung) und F; (in z-Rich-
tung) belastet. Gesucht sind die in den Stdben wirkenden Kréfte.

3,5m

Bild 1.40 Dreidimensionales Stabwerk unter Last

Lésung

In einem ersten Schritt wird der oben dargestellte Knoten freigeschnitten. Es resul-
tieren die drei unbekannten Stabkrafte F,, Fz und F., die als Zugkrafte angenommen
werden (Pfeilrichtung weg vom Knoten). Zur Berechnung der drei unbekannten
Schnittkréfte sind drei Formeln notwendig. Dieses sind die drei Kréftegleichgewichts-
bedingungen der Statik. Die Momentengleichungen spielen keine Rolle, denn offen-
bar wirkt bei dem vorgegebenen System eine zentrale Kraftegruppe. Also:

ZFX =0 (1.19)

> Fy=0 (1.20)

ZFZ =0 (1.21)
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Das dreidimensionale kartesische Koordinatensystem wéhlen wir so, wie in Bild 1.41
dargestellt. Mit seiner Hilfe (Pythagoras) ermittelt man auch die Stabldngen wie folgt:

l4=V12+32m=3,16 m
lp=V22+32m=3,61m
lc =v3%2+3,52+0,52m =4,64m

3m FCX

3,5 m h F

'/3,5 m

Bild 1.41 Zur Geometrie des Orts- und Kraftraums

Q
)

Die Situation ist tibrigens analog zum zweidimensionalen Stabwerk, wo galt (siehe

Bild 1.42):
F
cos(q) = -
Fy
mit
le
cos(a) = —
la
d.h.
l
Fax = %FA
A
E
1, /O% .

Bild 1.42
Ly Zweidimensionales Stabwerk
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Entsprechend ist hier:

Fex _ 3,0 m
Fe ¢
Fcy (20-15m
Fe le
Fe; 35m
Fo I
3
= Fcx = ,64FC =0,647 F¢
0,5
= Fcy=——F:=0,108 F
Cy 164 c c
3,5
= F¢, = —F¢: =0,754 F,
Cz 164 c c
Fpy 3,0m
Fg I
FBy _ 2,0 m
Fp Ip
Fp, 00m
Fg g
= Fpy = 3 Fz=0,831F
Bx = 3.61 g =0, B
= Fgy = Fg =0,554 F,
By 3.61 B B
= FBZ =0
Fay _ 3,0m
Fa Iy
FAy _ 1,0 m
Fa g
Fa, 00m
Fa 1y
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1
= Fay= 5:Fa=0316F4

= Fu;,=0

Aus Formel 1.19, Formel 1.20 und Formel 1.21 folgt nachstehendes Gleichungssystem:
—Fax —Fpx —Fcx +F,=0 = —-0,949 F4 - 0,831 Fp — 0,647 Fc +30kN =0
Fpy—Fpy—Fcy+F1 =0 = 0,316 F4 — 0,554 Fp — 0,108 Fc + 50 KN =0
0+0—-Fc;,+F3=0 = -0,754 Fc+100kN=0

Die letzte Gleichung ergibt sofort:

100

kN = 132,63 kN
0,754

FC:+

was in die beiden anderen Formeln eingesetzt ergibt:

—0,949F4 - 0,831 Fp = 55,81 kN

0,316 F4 — 0,554 Fg = —35,68 kN

Und hieraus ergibt sich:

Fa=-76,83 kN

Fp = 20,58 kN

1.3.6 Krafte- und Momentengleichgewicht am Hebel

Problemstellung

2
a | b a Bild 1.43

Y22 Hebel unter Last

Fir den unter Wirkung duflerer Kréfte stehenden Hebel ist die Grofe der Kraft F so
zu bestimmen, dass Momentengleichgewicht herrscht. Danach sollen in einem zwei-
ten Schritt die Lagerkrifte/-reaktionen ermittelt werden. Gegeben sind: F; = 1 kN,
F;=2kN,a=0,25m,b=1m, a =30°.



