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«Die Mathematik als Fachgebiet ist so ernst, dass man keine Gelegenheit versäumen sollte, sie unterhaltsamer zu gestalten.» 

Blaise Pascal (1623 – 1662) 


«Mehr Licht!», soll Johann Wolfgang von Goethe gesagt haben, bevor er seinen letzten Atemzug tat. Dann entschlief der große deutsche Dichter.
Der letzte Atemzug Goethes – gewiss ein kostbarer Hauch für eingefleischte Fans des Geheimrats (und vielleicht eine unappetitliche Vorstellung für andere). Aber wo ist er hin? Ist in der Luft, die wir hier und heute in unsere Lungen ziehen, ein Molekül enthalten, das Goethe einmal ausgeatmet hat? Vielleicht sogar eines aus diesem einen, letzten Atemzug?
Man kann über so eine Frage ins Philosophieren verfallen. Oder aber ins Rechnen. Die wenigsten Leute kommen auf die letztere Idee – dabei ist die Sache gar nicht so schwierig, wenn man ein paar grundlegende Zahlenwerte kennt.
Manche erinnern sich vielleicht noch aus der Schule an die Einheit «Mol». Ein Mol eines Stoffes ist eine Menge von 6 · 1023 Molekülen. Also 600 000 000 000 000 000 000 000 Moleküle. Solche Einheiten braucht man im Umgang mit diesen winzigen Bausteinen der Materie.
Für Gase aller Art gilt: Bei normalem atmosphärischem Druck hat ein Mol des Gases ein Volumen von etwa 25 Litern. Ein Atemzug – zum Beispiel der letzte von Goethe – hat etwa ein Volumen von einem Liter, enthält also ein fünfundzwanzigstel Mol oder 2,4 · 1022 Moleküle. Wir atmen im Durchschnitt vielleicht 20-mal pro Minute, das macht in 83 Jahren (so alt wurde Goethe) 20 · 60 · 24 · 365 · 83 = 872 496 000 Atemzüge – oder aber 2 · 1031 Moleküle. (Hier steckt schon mal eine grobe Vereinfachung drin: Sicher hat Goethe eine Menge der Moleküle zweimal ein- und ausgeatmet, insbesondere wenn nachts das Fenster geschlossen war).
Man kann davon ausgehen, dass sich die Luft in unserer Atmosphäre seit Goethes Tod sehr gut durchmischt hat und deshalb in jedem Liter Luft etwa gleich viele Goethe-Moleküle enthalten sind. Wie viel Luft enthält die Atmosphäre? Ihre Masse, das habe ich irgendwo nachgelesen, beträgt 5 · 1021 Gramm. Ein Mol Luft wiegt etwa 30 Gramm. Das macht also 5 · 1021: 30 = 1,7 · 1020 Mol Luft – oder auch die unvorstellbar große Zahl von 1044 Molekülen.
Nun haben wir alle Zahlen zusammen für die finale Rechnung: Wir dividieren die Zahl aller Luftmoleküle durch die Zahl der Goethe-Moleküle und erhalten: Eines von 5 · 1012 (oder 5 Billionen) Luftmolekülen hat Goethe irgendwann mal geatmet, eines von 4 · 1021 Molekülen war sogar in jenem letzten Atemzug. Da wir, wie schon Goethe, mit jedem Atemzug 2,4 · 1022 Moleküle einatmen, sind darunter im Durchschnitt 5 Milliarden Moleküle, die Goethe irgendwann einmal geatmet hat – und 6 Moleküle aus dem Atemzug, mit dem der Dichter sein Leben aushauchte. Im Durchschnitt. Auf ähnliche Weise kann man übrigens die Zahl der Moleküle in einem Glas Wasser berechnen, die irgendwann einmal durch Goethes Körper gegangen sind.
Sechs Moleküle aus Goethes letztem Hauch in jedem Liter Luft, den wir einatmen! Da atmet man gleich sehr viel ehrfürchtiger. Zwar ist die ganze Rechnung eine ziemliche Spinnerei. Ich habe sehr grobe Schätzungen vorgenommen und das Ergebnis bei jedem Schritt großzügig auf- oder abgerundet. Aber darum geht es gar nicht. Gefragt war hier nach der Größenordnung: Ob es plausibel ist, dass wir ständig Goethe-Moleküle einatmen. Und das ist es offenbar – egal ob es nun 6 sind oder 2 oder 20.
Die Fragestellung ist natürlich völlig irrelevant, aber die Beschäftigung mit solchen Zahlen gibt uns ein Gefühl für Größenordnungen. Und ein solches Gefühl zu haben ist wichtig, spätestens wenn es um Geld geht: Es ist eben nicht egal, ob man 100 oder 10 000 Euro ausgibt. Wir hatten einmal einen Wirtschaftsminister, der auf die Frage eines Reporters, wie viele Nullen eine Milliarde hat, raten musste: «Ach du lieber Gott! Sieben? Acht?» Es sind neun, Herr Bangemann!
Nun kann es jedem einmal die Sprache verschlagen, wenn er plötzlich eine Fernsehkamera oder ein Mikrofon auf sich gerichtet sieht. Ein bisschen Bedenkzeit muss schon erlaubt sein. Aber vielen Politikern muss man leider zutrauen, dass sie es tatsächlich nicht wissen. Und trotzdem täglich über Beträge mit sieben, acht oder neun Nullen entscheiden.
Auch wenn wir ständig in den Nachrichten mit Berichten über Milliarden-Beträge überschüttet werden – ein richtiges Gefühl dafür, wie groß so eine Milliarde ist, haben die wenigsten Menschen. Psychologen haben das Verhältnis der Menschen zum Geld untersucht und festgestellt, dass sie bis etwa 500 000 (damals waren es noch D-Mark) noch eine sinnliche Vorstellung von der Höhe der Beträge haben («Eigenheim» antworten sie auf die Frage, was man dafür kaufen kann), aber dann hört es auf. Ein Minister mag dafür kämpfen, in diesem Jahr einen Etat von 21 Milliarden Euro zu bekommen, weil es letztes Jahr 20 Milliarden waren – aber ob er sich den Betrag wirklich vorstellen kann, darf man getrost bezweifeln.
Aber auch wenn große Zahlen das sinnlich Fassbare oft übersteigen, ist es nicht nur für Minister sinnvoll, den Umgang mit ihnen zu üben, um sie auf Plausibilität überprüfen zu können, indem man sie mit anderen, bekannten Größen vergleicht. Das Rechnen mit ihnen ist eigentlich genauso einfach wie das Rechnen mit kleineren Zahlen, wie man an dem Goethe-Beispiel sehen konnte (dabei waren die Exponenten sehr nützlich: Näheres dazu steht im Anhang auf S. 223).
Ein Beispiel zum Thema Geld: Nehmen wir an, der Vorstandsvorsitzende der Deutschen Bank, Josef Ackermann, sitzt an seinem Computer und arbeitet. Da erspäht er vor der Tür seines Büros einen 5-Euro-Schein auf dem Gang, den jemand verloren hat. Lohnt es sich für Ackermann, aufzustehen und den Geldschein aufzuheben? Dabei nehmen wir an, dass er in der Zeit, die er nicht am Computer sitzt, kein Geld verdient (was natürlich Unsinn ist). Die Frage ist also eigentlich: Wie lange muss Herr Ackermann für 5 Euro arbeiten? Schätzen Sie erst einmal, bevor Sie es ausrechnen!
Im Jahr 2006 hat Ackermann etwa 12 Millionen Euro verdient. Das ist eine Menge Geld. Wir nehmen zu seinen Gunsten an, dass er dafür pro Woche 60 Stunden gearbeitet und keinen Urlaub genommen hat. Dann ergibt sich, bei 52 Wochen, ein Stundenlohn von 3846 Euro. Runden wir die Zahl noch einmal ab und sagen 3600 Euro. Das heißt: Jede Sekunde verdient Josef Ackermann einen Euro. Damit es sich lohnt, den 5-Euro-Schein aufzuheben, darf die Aktion also nicht länger als 5 Sekunden dauern. Sputen Sie sich, Herr Direktor!
Ein anderer Vergleich, der verdeutlicht, wie viel unsere Spitzenmanager verdienen: Herr Ackermann muss 345 Sekunden oder knapp 6 Minuten arbeiten, bis er den Hartz-IV-Regelsatz von 345 Euro beisammen hat. Apropos Hartz IV: Schätzen Sie doch bitte noch einmal, wie viele Hartz-IV-Empfänger man für den Preis eines Eurofighters ein Jahr lang mit dem Regelsatz versorgen kann? 180, 1800 oder 18 000?
Ein Eurofighter kostet den Steuerzahler 75 Millionen Euro. Geteilt durch den Regelsatz, geteilt durch 12 – macht ungefähr 18 000. Das ist die Zahl sämtlicher Hartz-IV-Empfänger in einer Stadt wie Bochum. Nun gut, das kann man nicht gegeneinander aufrechnen. So ein Jet muss ja auch sein. Deutschland hat aber nicht einen dieser Flieger bestellt, sondern 180.
Man kann gewiss politisch argumentieren, dass diese Rechnung demagogisch sei und Äpfel mit Birnen vergleiche. Dass wir die modernen Kampfjets zu unserer Verteidigung dringend bräuchten und der Preis gerechtfertigt sei. Das mag ja vielleicht so sein, die Rechnung stimmt aber trotzdem. Und wer sich für derartige Investitionen einsetzt, der darf nicht nur qualitativ argumentieren («Wir brauchen das, weil …»), sondern sollte auch quantitativ überzeugen: «Wir können uns diese Ausgabe leisten.» Und dann muss er sich auf einen entsprechenden Äpfel-Birnen-Vergleich einlassen, weil jeder Euro eben nur einmal ausgegeben werden kann.
 
MUT ZUR UNGENAUIGKEIT Stellen Sie sich – noch ein Beispiel – folgendes Spiel vor: Jemand hat am Rand der Autobahn von Hamburg nach Berlin eine zwei Zentimeter breite und zwei Meter hohe Latte in den Boden geschlagen. Irgendwo zwischen Hamburg und Berlin, Sie haben keine Ahnung, wo. Sie fahren die Strecke nachts mit dem Auto und haben eine Pistole dabei. Zu einem beliebigen Zeitpunkt, den Sie frei wählen können, kurbeln Sie die Fensterscheibe herunter und schießen in Richtung Straßenrand. Einmal. Wenn Sie die Latte treffen, haben Sie gewonnen.
Würden Sie auch nur einen Euro auf dieses Spiel wetten, selbst wenn der Gewinn im Fall eines Treffers eine Million betrüge? Nein? Genau das machen aber Millionen von Menschen jede Woche, wenn sie einen Lottoschein ausfüllen. Die Chance, sechs Richtige zu tippen, ist nämlich genauso groß wie die Aussicht des nächtlichen Schützen, die Latte zu treffen, etwa 1 zu 14 Millionen. Viel Glück weiterhin!
Wir haben auch für Wahrscheinlichkeiten nur wenig Intuition. Je nachdem, wie ein Problem formuliert ist, täuschen wir uns über unsere Chancen. Auch da hilft letztlich nur eines: Ausrechnen, zumindest überschlagsweise.
In der Schule wurde von uns erwartet, genau zu rechnen. Da genügte auf die Frage «Wie viel ist 7 mal 14?» nicht die Antwort «Ungefähr 100!» – die Lehrerin wollte die exakte Lösung hören, nämlich 98.
Für die meisten praktischen Fälle aber ist 7 mal 14 ungefähr 100, die Kreiszahl π ist 3 (statt 3,14 …, siehe S. 205), die Erdbeschleunigung 10 m/​s2 (statt 9,81). Exakte Werte sind nur notwendig, wenn es auf wirkliche Präzision und feine Unterschiede ankommt. Im Sport beispielsweise wollen wir nicht wissen, ob jemand die 100 Meter in «ungefähr 10 Sekunden» gelaufen ist – da liegen zwischen 9,8 und 10,4 Sekunden ganze Klassen. Beim Rechnen mit Größenordnungen ist Präzision dagegen oft eine Scheinpräzision. Der Statistiker Walter Krämer bringt gern das Beispiel einer Tabelle aus einer britischen Publikation, die die Zahl der zivilen Opfer des 2. Weltkriegs auflistet:
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Insbesondere die erste Tabelle ist natürlich völlig unsinnig, weil sie präzise Zahlen (Norwegen) mit ungefähren (Belgien) oder gar nicht bekannten vermischt. Bei solchen Additionen kommt immer eine scheinbar exakte Zahl heraus, die unser Vertrauen erweckt, die aber mit Sicherheit falsch ist.
Also: Haben Sie Mut zur Ungenauigkeit, solange die Größenordnung stimmt. Dann bekommen Sie mit etwas Übung das Reich der Zahlen in den Griff.
 
«AUSGERECHNET» Auf der Erde leben 6,5 Milliarden Menschen. Wenn sie alle dicht gedrängt nebeneinanderstünden, wie bei einem Rockkonzert – hätten sie dann auf dem Bodensee Platz? Erst schätzen, dann rechnen! (Der Bodensee hat eine Fläche von 536 Quadratkilometern.)
Auflösung unter www.rowohlt.de/​mathematikverfuehrer 
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Die Nachricht braucht zwei Stunden, um in der rheinischen Kleinstadt die Runde zu machen. «Haben Sie das mit der Inge Herkenbusch schon gehört? So ein nettes Mädchen.» Am nächsten Morgen titelt die Lokalzeitung: «Der letzte Kunde zahlt mit Mord.»
Die Zeitung geht bei der Lagebesprechung am späten Vormittag herum. Detlef Behnke, Leiter der Mordkommission, hat mit den Seiten die Überschwemmung rund um die übergelaufene Kaffeemaschine aus dem Baumarkt getrocknet. Die Seiten riechen besser, als dass sie sich entziffern lassen.
Jeder Kollege trägt seine Ergebnisse vor. Inge Herkenbusch, 28 Jahre, tritt um 20 Uhr ihren Nachtdienst in der Freien Tankstelle an der B 91 an. Feierabend wäre um 4 Uhr morgens gewesen. Die vielbefahrene Bundesstraße – beliebt als Ausweichstrecke der Autobahn – führt in Sicht- und Hörweite an der Stadt vorbei. Um 2.15 Uhr will ein Autofahrer seine 50 Liter Super plus bezahlen, er findet den Verkaufsraum menschenleer vor. Erst zwei oder drei Minuten später tritt er so dicht an die Kasse heran, dass er die Leiche hinter dem Tresen entdeckt. Über Handy alarmiert er die Polizei.
Das Opfer ist erwürgt worden. Die Kasse ist leer, der Autofahrer, der die Leiche fand, hat in einer übereifrigen Aktion in Anwesenheit der Beamten seine Taschen geleert. Er wollte seine Unschuld beweisen und zerstörte dabei womöglich wertvolle Spuren am Tatort. Beim folgenden Streit mit den Beamten lässt sich der Autofahrer zu Bemerkungen hinreißen, die einer der Polizisten als eine auf sich gemünzte Beleidigung empfindet. Ein Verfahren dürfte folgen.
«Bleiben Sie beim Thema», mahnt Kommissar Behnke.
Im Kassencomputer hat Inge Herkenbusch seit Dienstantritt 34 Buchungen gespeichert. 28-mal ist getankt worden, davon einmal Gas. Die restlichen Buchungen betreffen Lebensmittel, Süßigkeiten (10 Rollen Mentos-Dragees der Geschmacksrichtung «fruit»!) und Zigaretten. 20-mal wurde mit Karte bezahlt, das wird von den Fahndern zurzeit abgeglichen. Die letzte Buchung stammt von 1.03 Uhr.
Wenn der Täter ein Tank-Kunde war, kann er an diesem Vormittag Hunderte von Kilometern entfernt sein oder das Ausland erreicht haben. Oder hat er nur Zigaretten gekauft? Dann könnte er in der Umgebung wohnen.
«Das ist eine müßige Diskussion», schneidet Behnke die Spekulationen seiner Mitarbeiter ab. «Wie viele Mörder hatten wir in den letzten Jahren, die vor dem Mord noch ordentlich bezahlt haben?»
Kollegin Benz mit dem Elefantengedächtnis hebt die Hand. Behnke übersieht das.
Die Spurensicherung ist bei der Arbeit. Alle bisher ausgewerteten Abdrücke an Kasse und Tresen stammen vom Mordopfer und von Kollegen – sowie von dem übereifrigen Autofahrer. Gerade als die Runde wieder in Auflösung begriffen ist, kommt Jungkommissar Hufnagel herein, seinen abgestoßenen Kaffeebecher mit der Aufschrift «I Love Justice» in der rechten Hand. Hufnagel hat sich im Umfeld der Herkenbusch umgehört. Deren Zwei-Zimmer-Wohnung beschreibt er als piefig, zugebaut und mit acht Kissen auf dem Sofa. Inges Lebensgefährte, vier Jahre jünger und auffallend mager, erlitt einen Schock und ist noch nicht vernehmungsfähig.
«Hätte er die Kissen vor das Sofa gelegt und nicht darauf, hätte er sich nicht so wehgetan, als er kollabierte», berichtet Hufnagel mitleidlos. Vor dem Kollaps konnte der Lebensgefährte noch mitteilen, dass Inge am Vorabend wie gewohnt mit ihrem Opel Corsa zur Arbeit gefahren sei. Niemand habe sie bedroht, auch sonst habe es keinen Ärger gegeben.
«Die führten ein Leben wie ein altes Ehepaar», erzählt Hufnagel. «Ohne Höhen, ohne Tiefen, ohne Dramen, ohne Ehrgeiz, ohne Phantasie.»
«Das sind die Fassaden, hinter denen Abgründe lauern», behauptet die Benz. Sie muss es wissen, sie stammt aus solchen Verhältnissen.
Alle Nachbarn berichten nur Gutes über das Mordopfer. Ein Nebenbuhler? Unmöglich. Schulden? Dunkle Geschäfte? Aber doch nicht die Inge.
Behnkes Leute schwärmen aus, er selbst wartet auf das Ergebnis der gerichtsmedizinischen Untersuchung. Am frühen Nachmittag meldet sich Horst Schlächter, Spezi des Kommissars seit vielen Jahren. «Auch schlechten Menschen lacht bisweilen das Glück», dröhnt Schlächter am Telefon. «Ich habe hier einen Volltreffer. Es ist nicht zur Vergewaltigung gekommen, das Opfer hat sich gewehrt, heftig gewehrt. Unter den Fingernägeln haben wir Blut gefunden, genug für eine DNA-Analyse.»
«Horst, habe ich dir schon mal gestanden, dass ich mit niemandem so gern telefoniere wie mit dir?»
«Warte ab, es kommt noch besser. Das Ergebnis habe ich mit unserer bundesweiten Datenbank für Sexualstraftäter abgeglichen.»
«Bingo?»
«Bingo! Matthias Bernsdorf, 43 Jahre, vorbestraft wegen Vergewaltigung. Hat fünf Jahre abgesessen und ist seit zwei Jahren wieder draußen. Weinst du?»
«Wenn du die Adresse hast, werde ich es tun.»
Matthias Bernsdorf ist in Köln gemeldet. Auf der Fahrt dorthin hört sich der Kommissar die Schwärmereien des jungen Wachtmeisters über die CSI-Serien im Fernsehen an. Er kennt alle drei auswendig und erklärt langatmig, warum er die aus Las Vegas am liebsten mag. Aus seinen bevorzugten Ermittlern hat er sich eine ganz persönliche CSI-Version zusammengebaut, die nur aus Frauen besteht.
«Hört sich mehr nach Erotikthriller an», wirft Behnke desinteressiert dazwischen.
Der Wachtmeister hält das nicht für einen Vorwurf. «Ich liebe es, wenn alles zusammenkommt», schwärmt er. «Die gute alte Ermittlungsarbeit mit der Faust, und auf der anderen Seite das Labor mit dem geilen blauen Licht, Pipette und das Strichmuster auf dem Gel-Streifen. Gerechtigkeit ist cool.» Er findet auch den Plan cool, die DNA aller Deutschen zu sammeln, zur Not per Zwangsgesetz. Ein Schamhaar, eine Hautschuppe, ein Tropfen Blut oder Sperma am Tatort, und der Computer spuckt den Täter aus. Behnke teilt die Begeisterung des Youngsters nicht, behält seine Bedenken jedoch für sich, weil es ihn anstrengt, mit Fortschrittsgläubigen zu diskutieren.
Die Vorortsiedlung unweit der Autobahn erfüllt alle Klischees, ebenso das Hochhaus, ebenso Matthias Bernsdorf. Jogginganzug, Badelatschen, laufender Fernseher, die Wohnung ein Chaos, und Bernsdorf flattert die Bierfahne voran. Weil dieser Kandidat nicht der Typ für lockeren Smalltalk ist, kürzt der Kommissar die Sache ab: «Wo waren Sie gestern Nacht zwischen 0 und 2 Uhr?»
«Sie meinen, nachdem ich aus der Oper raus und bevor ich im Casino aufgelaufen bin?» Bernsdorf lacht, es klingt nicht fröhlich. «Wo soll einer wie ich schon hin? Als vorbestrafter Vergewaltiger findest du seltsamerweise nur schwer Freunde. Und mit Hartz IV kannst du keine großen Sprünge machen.»
«Wird das jemand bezeugen?», fragt der Kommissar. «Wenn nicht, muss ich Sie bitten, mit uns auf die Wache zu kommen.»
«Aber was Sie mir vorwerfen, verraten Sie mir vorher doch noch, oder?»
«Sie werden verdächtigt, gestern Abend in Greversrath die Tankstellen-Kassiererin Inge Herkenbusch getötet zu haben.»
Bernsdorf ist verblüfft. Oder täuscht er Verblüffung vor? «Greversrath? Da war ich noch nie!», protestiert er. Der Wachtmeister tritt einen Schritt nach vorn, aber Bernsdorf leistet keinen Widerstand. Handschellen knacken, unterwegs sagt der Verhaftete: «In so einem noblen Wagen habe ich seit Jahren nicht gesessen.»
Kommissar Behnke ist ein guter Fahnder. Er hat gelernt, seinen Gefühlen zu trauen. Und ein Gefühl sagt ihm auf der Rückfahrt, dass die Verblüffung von Bernsdorf echt war. Prompt gesellt sich zum Gefühl ein handfestes Argument: Der Mann mit der Bierfahne wurde nie wegen Raub oder Diebstahl bestraft. Sein Vergewaltigungsopfer war eine 17-Jährige aus dem Bekanntenkreis – das Muster der Tat passt nicht zum Mord in der Tankstelle.
Nachdem er Bernsdorf abgeliefert hat, besucht Behnke seinen Spezi Schlächter. Der Gerichtsmediziner winkt sofort triumphierend mit seinem Bericht. «Wenn das so weitergeht, seid ihr bald überflüssig», ruft er in seiner poltrigen Art.
Behnke blättert die Seiten durch und murmelt: «Natürlich bin ich starr vor Ehrfurcht im Angesicht von so viel wissenschaftlicher Beweiskraft. Aber du weißt, dass ich meine Probleme mit 100 Prozent habe.»
Hinter Schlächter steht eine Espressomaschine. Schweizer Fabrikat, vierstelliger Preis. Behnke bemüht sich, nicht hinzusehen. Neid ist ein starkes Gefühl.
«Dieser Test der Firma Bionconvict, den wir seit neuestem hier haben, ist wirklich ein Knaller», schwärmt Schlächter.
«Bauen die auch Kaffeemaschinen?»
«Kaffeemaschinen? Nicht dass ich wüsste.»
«Dann erzähl weiter.»
«Wenn zwei Proben dasselbe DNA-Profil besitzen, erkennt der Test das praktisch mit Sicherheit. Umgekehrt, wenn die Profile verschieden sind, zeigt der Test nur in 0,001 Prozent der Fälle eine Übereinstimmung an – das ist einer von 100 000.»
«Klingt wirklich beeindruckend», erwidert Behnke. «Aber du sprichst immer von ‹DNA-Profil›. Kann es nicht sein, dass zwei Menschen ein identisches Profil haben? Dann würden wir eventuell einen Unschuldigen hinter Gitter bringen.»
«Das kommt tatsächlich vor», gibt Schlächter zu, «aber das ist noch seltener. Die Wahrscheinlichkeit, dass das DNA-Profil eines beliebigen Mannes mit der Probe vom Tatort übereinstimmt, liegt bei 0,0001 Prozent. Das heißt: einer von einer Million. Nein, nein, du kannst 100-prozentig sicher sein, dass wir den Richtigen am Haken haben. Na gut, sagen wir zu 99,99 Prozent, mit ein paar weiteren Neunen hinter dem Komma.»
 
STATISTIK ODER POLIZEIARBEIT? Dennoch ist Behnke nicht restlos überzeugt. Und der Kommissar tut gut daran zu zweifeln. Denn tatsächlich sind die beeindruckenden Zahlen des Gerichtsmediziners zunächst einmal nicht viel mehr als statistisches Blendwerk. Aus der «fast» 100-prozentigen Trefferquote folgt «fast» gar nichts. Es fehlt nämlich noch eine wichtige Größe, und die lässt den Fahndungserfolg in einem ganz anderen Licht erscheinen.
Ein einfacheres Beispiel aus der Polizeipraxis kann helfen, das Problem mit der «bedingten Wahrscheinlichkeit» zu erläutern: Ein Tourist beobachtet nachts in einer fremden Stadt, wie ein Taxifahrer ein parkendes Auto beschädigt und Unfallflucht begeht. Er gibt bei der Polizei an, ein blaues Taxi erkannt zu haben. Da es in der Stadt nur zwei Taxiunternehmen gibt, eines mit blauen und eines mit grünen Autos, fällt der Verdacht sofort auf den Unternehmer mit den blauen Taxis. Aber die Polizisten wollen wissen, ob sie ihrem Zeugen trauen können. Schließlich war es dunkel, und da kann man blau und grün schon einmal verwechseln. Also führen sie am nächsten Abend unter ähnlichen Sichtverhältnissen einen Test mit dem Zeugen durch. Das Ergebnis: Mit jeweils 80-prozentiger Sicherheit identifiziert er grüne und blaue Wagen. Diese 80 Prozent sind für den Richter ein hinreichender Beweis, er verurteilt den Taxiunternehmer.
Ist das korrekte Statistik? Nein. Denn bei der Rechnung wurde nicht berücksichtigt, dass es in der Stadt 25 grüne, aber nur 5 blaue Taxis gibt. Wenn man nun die Anzahl der Taxis mit der Trefferquote des Zeugen in Verbindung bringt, lässt sich das Ergebnis in einer sogenannten Vier-Felder-Tafel darstellen:
[image: ] 
Entsprechend dem Sehtest, den die Polizei gemacht hat, irrt sich der Zeuge in 20 Prozent aller Fälle. Er bezeichnet also eines von den 5 blauen Autos als grün und 5 von 25 grünen Autos als blau. Wenn man nun alle 30 Taxis vorfahren lässt, dann wird – statistisch gesehen – der Zeuge 9-mal ein blaues erkennen. Aber in 5 von diesen 9 Fällen ist das Auto in Wahrheit grün! Wenn keine weiteren Indizienaussagen vorliegen, dann muss man die Aussage unseres Zeugen also als wertlos betrachten. Was von der Aussage eines Zeugen zu halten ist, können wir nicht schon aus seiner Wahrnehmungsfähigkeit (80 Prozent Trefferquote) schließen. Für medizinische Tests heißt das entsprechend: Wenn ein Test auf Brustkrebs oder Aids oder BSE positiv ist, dann kann man diese Aussage nur beurteilen, wenn man weiß, wie verbreitet diese Krankheiten unter den Menschen oder Tieren eines Landes sind (für Aids und Brustkrebs ist das einigermaßen bekannt, für BSE überhaupt nicht). Wenn eine Krankheit sehr selten ist, dann wird auch bei sehr guten Tests die Mehrheit der positiv Getesteten in Wirklichkeit gesund sein. Im Falle des Tankstellenmords heißt das, dass die Beweiskraft der DNA-Analyse erst zu beurteilen ist, wenn die Gesamtheit der potenziell Verdächtigen bekannt ist. Im Prinzip kommt jeder Mann in Frage, der zur Tatzeit am Tatort hätte sein können. Es gibt keinen Hinweis darauf, dass er aus der näheren Umgebung von Greversrath stammt – auf der vielbefahrenen Bundesstraße sind auch viele auswärtige Autos unterwegs. Nehmen wir hier beispielhaft einmal an, der Kreis der Verdächtigen bestehe aus 10 Millionen Männern (so viele wohnen vielleicht in einem Umkreis von 200 Kilometern um den Tatort).
Das Ergebnis lässt sich wieder mit der Vier-Felder-Tafel darstellen. Wie viele der 10 Millionen werden ein DNA-Profil haben, das mit dem am Tatort identisch ist? Zunächst mal natürlich der Täter selber. Zusätzlich aber gibt es noch zehn weitere Männer, die dasselbe Profil haben, denn «einer von einer Million», wie Horst Schlächter erklärt hat, kann ein identisches Profil aufweisen. Und weil der DNA-Test diese Übereinstimmung mit praktisch 100-prozentiger Wahrscheinlichkeit erkennt, können wir alle diese 11 Männer als positiv getestet eintragen. In die zweite Zeile kommen alle Männer, deren DNA-Profil verschieden ist von dem am Tatort gefundenen. Durch die 0,001-prozentige Fehlerquote wird aber einer von 100 000 Verdächtigen trotzdem positiv getestet, das sind bei knapp 10 Millionen Männern 100 Personen. Die restlichen bekommen das korrekte Ergebnis «nicht identisch».

[image: ] 
Das frappierende Resultat: Würden wir alle 10 Millionen Männer testen, so würde der Test 111-mal eine Übereinstimmung der DNA-Proben feststellen – bei einem Schuldigen und 110 Unschuldigen!
Die 100 falsch positiv Getesteten könnte man noch relativ leicht identifizieren. Bei solchen Diagnosen ist immer eine Wiederholung des Tests angesagt: So wie es nahezu unwahrscheinlich ist, zweimal hintereinander im Lotto zu gewinnen, so ist es auch nahezu unwahrscheinlich, zweimal falsch positiv getestet zu werden – statistisch passiert das nur in einem von 100 000 mal 100 000 Fällen, das ist einer von 10 Milliarden.
Mit den restlichen 11 Fällen wird man aber durch noch so viel Testerei nicht fertig. Bei ihnen wird jeder Test wieder das – korrekte – positive Ergebnis liefern. Die Ermittler müssen sich also damit abfinden, dass es außer ihrem Verdächtigen möglicherweise noch 10 andere Männer gibt, von denen das Blut unter den Fingernägeln des Opfers stammen könnte. Kommissar Behnke wird wohl doch noch seine klassischen Ermittler-Methoden einsetzen müssen, um den Täter zu überführen.
 
«AUSGERECHNET» Eine Party. Zwei Gäste stellen fest, dass sie am selben Tag Geburtstag haben. «Was für ein Zufall!», sagt der eine. «Das würde ich nicht sagen», antwortet der andere. «Bei einer Party dieser Größe beträgt die Wahrscheinlichkeit dafür mehr als 50 Prozent.» Wie viele Gäste sind mindestens anwesend?
Auflösung unter www.rowohlt.de/​mathematikverfuehrer 


IN DREI SCHRITTEN ZUM ERFOLG 
ODER 
AUCH GENIES KÖNNEN IRREN 

Marilyn vos Savant ist die intelligenteste Frau der Welt – sagen viele. Jedenfalls stand sie jahrelang im Guinness-Buch der Rekorde als der Mensch mit dem höchsten je gemessenen IQ, bis diese Rubrik des Buchs abgeschafft wurde.
Die Dame hat eine wöchentliche Kolumne (Ask Marilyn) in dem amerikanischen Magazin Parade, in der sie logische Rätsel löst, aber auch philosophische Fragen beantwortet. Am berühmtesten ist ihre (korrekte) Antwort auf das «Ziegenproblem», bei dem es um die beste Wahlstrategie in einer Fernsehshow geht. Das Ziegenproblem soll hier nicht behandelt werden, aber festzuhalten ist: Marilyn vos Savant hatte recht, und Tausende Leserbriefschreiber, darunter Professoren der Mathematik, hatten unrecht.
Einmal stellte ihr ein Leser die folgende Frage: «Wenn eineinhalb Hennen in eineinhalb Tagen eineinhalb Eier legen, wie viele Hennen braucht man dann, damit in sechs Tagen sechs Eier gelegt werden?»
Die kluge Frau antwortete: «Mein Vater mochte diese Aufgabe auch, aber ich habe es damals genauso wenig verstanden wie heute: Wo ist das Problem? Ist die Antwort ‹eine Henne› zu offensichtlich? Wenn eineinhalb Hennen eineinhalb Eier legen usw., dann heißt das, dass eine Henne ein Ei pro Tag legt. Und wenn eine einzige Henne sechs Tage lang täglich ein Ei legt, dann haben wir genau sechs Eier, oder?»
Marilyn vos Savant hatte unrecht. Die Antwort «eine Henne» ist falsch (die richtige Antwort steht weiter unten). Offenbar haben selbst die Schlauesten der Schlauen Schwierigkeiten mit der Rechenmethode, die wir in der Schule als «Dreisatz» beigebracht bekommen. Den lernt man gewöhnlich in der sechsten Klasse – aber ich bekomme immer noch Anrufe von Freunden, die mich bitten, mal «die Mehrwertsteuer rauszurechnen» aus einem Betrag. Das ist nämlich auch ein Dreisatz.
Auf einer Mathematikseite im Internet habe ich die schöne Definition gefunden: «Ein Dreisatzproblem ist dann gegeben, wenn eine Größe (die Zielgröße) antiproportional oder proportional von einer oder mehreren anderen Größen abhängt und man den Wert der Zielgröße für feste Werte der anderen Größen kennt und man nun den Zielwert für andere Werte berechnen soll.» Durchaus korrekt, der Satz, aber nicht gerade erkenntnisfördernd. Das fängt schon mit der Frage an, was denn in dem Beispiel die «Zielgröße» ist: Die Eier? Die Zahl der Hennen? Die Zeit?
Bei den einfachsten Dreisatzaufgaben hängen zwei Größen proportional zusammen – wenn die eine wächst, wächst auch die andere im gleichen Maße. Wenn zum Beispiel beim Obsthändler ein Schild an der Apfelkiste steht: «1 Kilo Äpfel 2,90 Euro», dann sind die beiden Größen «Gewicht der Äpfel» und «Preis» proportional – die doppelte Menge an Äpfeln kostet doppelt so viel, und zehnmal so viele Äpfel kosten zehnmal so viel.
Eine Dreisatzaufgabe ist dann eine mehr oder weniger verbrämte Frage nach diesem Zusammenhang:
1. «Was kosten 3 Kilo Äpfel?» Diese Frage können wahrscheinlich 90 Prozent der Bevölkerung beantworten.
2. «Was kosten 700 Gramm Äpfel?» Da wird es schon komplizierter, aber die meisten bekommen das wohl noch hin, notfalls mit Stift und Papier.
3. «Wie viele Äpfel bekomme ich für 5 Euro?» Bei dieser Aufgabe rechnet vielleicht noch die Hälfte spontan richtig.
4. Im Prinzip dieselbe Aufgabe ist die Frage: «Wenn ein Fernseher 599 Euro inklusive Mehrwertsteuer kostet, was ist dann der Nettopreis?» Aber die wird wahrscheinlich von den meisten falsch beantwortet, indem sie 19 Prozent abziehen.
Aber der Reihe nach.
1. Der einfachste Dreisatz ist ein Zweisatz:
1 Kilo Äpfel kostet 2,90 Euro.
3 Kilo Äpfel kosten 3 · 2,90 Euro, das sind 8,70 Euro.
Wenn man den Kilopreis kennt, braucht man ihn nur noch mit der Zahl der Kilos malzunehmen.
2. Der erste echte Dreisatz ist gegeben, wenn das Gewicht kein glattes Vielfaches von einem Kilo ist. Dazu braucht man, jedenfalls wenn man nach der alten Regel aus der Schule vorgeht, tatsächlich drei Sätze:
1 Kilo Äpfel kostet 2,90 Euro.
100 Gramm Äpfel kosten 2,90/​10 Euro, das sind 0,29 Euro.
700 Gramm Äpfel kosten 0,29 · 7 Euro, das sind 2,03 Euro.
3. Wie kommt man nun auf die Apfelmenge, die man für 5 Euro erhält? Wenn man ein bisschen die Angst vor Gleichungen und Diagrammen abschüttelt, dann kann man den Zusammenhang so darstellen: Der Obsthändler hat mit seinem Schild eine Funktion definiert – aus der Kilomenge M (in Kilogramm) lässt sich der Preis P (in Euro) berechnen:
[image: ] 
Graphisch dargestellt, ergibt sich eine gerade Linie, deshalb sagt man auch, der Preis hängt linear von der Menge ab:

[image: ] 
Zu jeder Menge M kann man den zugehörigen Preis ermitteln, indem man M mit 2,9 malnimmt. Dann braucht man auch gar keine drei Sätze mehr – der Preis für 700 Gramm (oder 0,7 Kilo) lässt sich dann direkt berechnen als 2,9 · 0,7.
Bei linearen Zusammenhängen kann man aber auch die umgekehrte Funktion bilden und die Menge in Abhängigkeit vom Preis berechnen. Dazu muss man nur die Gleichung nach M auflösen:
[image: ] 
Die zugehörige Gerade sieht dann ganz ähnlich aus:
[image: ] 
Und mit der Gleichung lässt sich zu jedem Preis ausrechnen, wie viele Äpfel man dafür bekommt. Für 5 Euro erhält man 5 : 2,9 = 1,72 Kilogramm Äpfel.
4. Auch hinter der Mehrwertsteuer-Prozentrechnung verbirgt sich ein linearer Zusammenhang, also auch ein Dreisatz. Der Bruttopreis ist der Nettopreis plus 19 Prozent. Man kann aber auch sagen, dass er das 1,19-fache des Nettopreises ist:
[image: ] 
So kann fast jeder aus Netto auf Brutto schließen. Aber wie geht es umgekehrt? Viele rechnen so: Netto ist Brutto minus 19 Prozent, also
[image: ] 
Das ist aber falsch. Korrekt ist, die vorletzte Gleichung nach N aufzulösen, und dann ergibt sich
[image: ] 
Merke: Wenn man erst 19 Prozent addiert und dann 19 Prozent wieder abzieht, hat man weniger als zuvor!
 
MATHE IM HÜHNERSTALL Nun zu der Aufgabe, an der die IQ-Rekordhalterin gescheitert ist. Zur Erinnerung: «Wenn eineinhalb Hennen in eineinhalb Tagen eineinhalb Eier legen, wie viele Hennen braucht man dann, damit in sechs Tagen sechs Eier gelegt werden?»
Als Erstes fällt auf: Wir haben es mit drei Größen zu tun. Mit der Zahl der Hennen (H), der Zahl der Tage (T) und der Zahl der Eier (E). Natürlich gibt es keine halben Hennen oder drittel Eier, aber das soll hier nicht stören – alle drei Größen sollen kontinuierliche Werte annehmen können. Wie aber hängen die miteinander zusammen? Man kann sich mit einem Trick behelfen und eine der drei Größen konstant halten. Zum Beispiel nur einen einzigen Tag betrachten. Dann sind sicherlich H und E proportional zueinander – je mehr Hennen man hat, desto mehr Eier bekommt man.
Wenn man H konstant hält und nur die Eierproduktion einer einzelnen Henne betrachtet, dann sind T und E auch proportional zueinander: Je mehr Zeit man der Henne gibt, desto mehr Eier legt sie.
Anders sieht jedoch der Zusammenhang zwischen T und H aus: Wenn es um die Produktion einer vorgegebenen Menge von, sagen wir, 10 Eiern geht, dann ist die dafür benötigte Zeit umso kürzer, je größer die Schar der Hennen ist. Zeit und Hennen sind «umgekehrt proportional»: eine Größe wächst, wenn die andere schrumpft. Wenn man die Sache als Kurve darstellt, dann sieht das überhaupt nicht mehr gerade aus:
[image: ] 
Zahlen stehen an dieser Graphik noch nicht dran, die kommen als Nächstes: T und E sind bei festem H proportional zueinander, das heißt: E ist ein Vielfaches von T. 
[image: ] 
Das tiefgestellte H soll klar machen, dass wir die Sache nur für eine Henne betrachten. Das kleine l ist eine Konstante, sie möge «Legekonstante» heißen – es ist nichts weiter als die Zahl der Eier, die eine Henne pro Tag legt. (In dem Beispiel ist natürlich die Leistung aller Hennen gleich.)
Das ist jetzt die Eierleistung pro Henne. Um den Gesamteierertrag zu erhalten, muss man das Ganze noch mit der Zahl der Hennen malnehmen:
[image: ] 
In dieser Gleichung steckt alles drin, was die Beziehung zwischen Hennen, Eiern und Zeit beschreibt. Wir können sie zum Beispiel nach T auflösen:
[image: ] 
Mit dieser Gleichung beantwortet man Fragen der Art «Wie lange brauchen 12 Hennen, um 17 Eier zu legen?» Die Rätselfrage lautete aber: «Wie viele Hennen braucht man …?» Also wird die Gleichung so umgeformt, dass H auf einer Seite steht:
[image: ] 
Das ist die Formel für die Lösung – nur enthält sie noch eine Unbekannte, nämlich die «Legequote» l. Die aber steckt in der verwirrenden Information mit den anderthalb Hennen, Eiern und so weiter. Diesen Satz müssen wir schrittweise umformen, bis wir wissen, wie viele Eier eine Henne pro Tag legt: 3⁄2 Hennen legen in 3⁄2 Tagen 3⁄2 Eier. 
Wie viele Eier legt eine Henne in derselben Zeit? Weniger! Man muss die Zahl der Eier durch 3⁄2 teilen, heraus kommt: 1 Henne legt in 3⁄2 Tagen 1 Ei. 
Und wie viele Eier sind das pro Tag? Man muss nochmal durch 3⁄2 teilen (das ist der Schritt, den Frau vos Savant wohl übersehen hat):
1 Henne legt in 1 Tag ⅔ Eier. 
Das ist die Legequote l: ⅔ Eier pro Henne und Tag. Nun kann man das in die Formel einsetzen und erhält
[image: ] 
Und da nach 6 Eiern in 6 Tagen gefragt wurde, ist die Lösung 18⁄12 oder 3⁄2. Anderthalb Hennen!
Diese Herleitung war zwar ein bisschen länglich, aber sie hat den Vorteil, dass man sie auf alle Dreisatzaufgaben mit umgekehrt proportionalen Größen verallgemeinern kann. Sogar wenn es um vier Größen geht, in Aufgaben wie dieser: «Wenn 2 Schneepflüge in 3 Stunden 12 Kilometer einer 4 Meter breiten Straße von Schnee befreien können, wie lange brauchen dann 10 Schneepflüge für einen Kilometer einer 12 Meter breiten?» Auflösung unter www.rowohlt.de/​mathematikverfuehrer!
Marilyn vos Savant bekam natürlich haufenweise Leserpost auf ihre falsche Lösung hin, und sie nahm die Sache sportlich: «Erwischt, Jungs! Wer eineinhalb Hennen herausbekommen hat, hatte natürlich recht, und meine Antwort ‹eine Henne› ist falsch. Und ich dachte immer, die Sache sei bloß ein Zungenbrecher à la How much wood would a woodchuck chuck if a woodchuck would chuck wood? – dabei ist es tatsächlich eine Denksportaufgabe.»
 
«AUSGERECHNET» Zwei Gläser stehen auf dem Tisch, beide gleich groß, eines ist mit Wasser gefüllt, eines mit Whisky. Nun nimmt man einen Teelöffel voll Whisky und verrührt den gut im Wasserglas. Von der Mischung nimmt man wieder einen Teelöffel und verrührt ihn im Whiskyglas. Ist nun mehr Wasser im Whisky oder mehr Whisky im Wasser? Auflösung unter www.rowohlt.de/​mathematikverfuehrer 
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