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Vorwort zur Neuausgabe 

Gut zwölf Jahre ist es nun her, da das «Ziegenproblem» in Deutschland die Runde machte, und mit ihm dieses Buch. Ein Buch voller Formeln. Kann nicht gut gehen, warnten Freunde. Doch das Buch ist ein Dauerbrenner geworden. Was nicht wirklich daran liegt, dass in früheren Auflagen ein Bild des Autors mitgedruckt wurde. Sondern, ernsthaft, an der Schönheit der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Sie ist schön, weil sie erstens einfach ist, zweitens edel, drittens gut. Und da mag sich in den vergangenen zwölf Jahren vieles verändert haben – die schönen Formeln der Wahrscheinlichkeit sind die gleichen geblieben und deshalb heute so unterhaltsam und lehrreich wie eh und je.
Was ist anders geworden? Die Quizshows, beispielsweise. Vor allem aber hat sich hierzulande die Erkenntnis verbreitet, dass das mathematische Wissen der Deutschen unter aller Kanone ist. Der mathematische Schulunterricht gilt, Studien zufolge, als einer der blödesten in ganz Europa (auch das eine statistische Aussage; die hingebungsvollen Lehrer, die es ja auch gibt, sind ausdrücklich nicht gemeint). Und der Verfall mathematischen Wissens im Lande von Gauß und Einstein wirkt sich mittlerweile auf seine technische Leistungsfähigkeit aus. Erstens ganz direkt: Wer keinen Sinn für die mathematische Weltsicht hat, kann die heutige Biologie nicht begreifen, ebenso wenig Informatik oder Nanotechnik. Zweitens indirekt: Wer nichts von Wahrscheinlichkeitsrechnung oder Statistik verstanden hat, dem kann man alles erzählen. Zum Beispiel, dass Handystrahlung krank macht. Nein, die Deutschen sind nicht technikfeindlich, sie sind aber technikfremd, will sagen: Sie haben keine Ahnung von Technik, wozu die Mathematikblindheit ihren Teil beiträgt.
Doch selbst wenn diese spezielle Form der Ignoranz keinerlei negative Auswirkungen auf die Wirtschaftskraft des Landes hätte: Sie ist ein Armutszeugnis unserer Kultur. Doch da hilft kein Klagen. Sondern: Lachen!
 
Denn Mathematik kann sehr, sehr komisch sein. Speziell dort, wo ihre Ergebnisse unserer Eingebung komplett widersprechen, wie im «Ziegenproblem». Gäbe es doch viel mehr Lehrer, die das Komische an der Mathematik vermitteln können! Komisch nicht in dem Sinne, dass das Fach komödiantisch wäre. Aber es hat Witz. Es gibt Beweise, die Kapriolen schlagen. Es gibt Lösungswege, die hintenrum führen und das Problem auf überraschende Weise erledigen. Es gibt Beweise, die ganz harmlos mit Kleinkram anfangen und auf einmal eine ganze Welt in Frage stellen. Und komisch ist es allemal, wenn großartige Behauptungen mit ein wenig Mathe ad absurdum geführt werden können.
Es gibt Tiere, menschenähnliche Affen, die eine unserem Lachen verwandte Regung kennen. Doch erst der Mensch ist animal ridens, das lachende Tier (eine Erkenntnis des ernsten Aristoteles). Und weil er gerne lacht, sind ihm Künste wie die Mathematik besonders lieb.
Dieses Buch ist geschrieben worden, liebe Leserin, lieber Leser, damit auch Sie die Mathematik lieb gewinnen.
 
Gero von Randow, im Frühjahr 2004


Der Streit um das Ziegenproblem 


«Ins Sommerloch gefallen …» 

Das ist vielleicht ein Gefühl, in Hunderten von Briefen als Spinner oder Dummkopf beschimpft zu werden!
Dabei hatte alles so harmlos angefangen.
An einem Samstag im Sommer saß ich abends spät im Garten, entkorkte eine Flasche und schlug den Skeptical Inquirer auf, mein Lieblingsblatt aus den USA: Wissenschaftler und Journalisten gehen darin den Behauptungen von Tischrückern, Gabelbiegern, Geistersehern und anderen Scharlatanen nach. Mich interessierte ein Artikel über die amerikanische Journalistin Marilyn vos Savant. Sie gilt als der Mensch mit dem höchsten Intelligenzquotienten der Welt, was immer das bedeuten mag.
Mit der Lösung einer Denksportaufgabe in ihrer Kolumne «Fragen Sie Marilyn» hatte sie eine Lawine hämischer bis empörter Leserbriefe losgetreten. Die Lösung, vorgestellt in der Zeitschrift Parade, widersprach nämlich der Intuition ihrer Leserschaft, darunter viele Mathematiker.
Ein Leser hatte folgende Aufgabe gestellt:
 
Sie nehmen an einer Spielshow im Fernsehen teil, bei der Sie eine von drei verschlossenen Türen auswählen sollen. Hinter einer Tür wartet der Preis, ein Auto, hinter den beiden anderen stehen Ziegen. Sie zeigen auf eine Tür, sagen wir Nummer eins. Sie bleibt vorerst geschlossen. Der Moderator weiß, hinter welcher Tür sich das Auto befindet; mit den Worten «Ich zeige Ihnen mal was» öffnet er eine andere Tür, zum Beispiel Nummer drei, und eine meckernde Ziege schaut ins Publikum. Er fragt: «Bleiben Sie bei Nummer eins, oder wählen Sie Nummer zwei?» 
 
Zwei Türen, hinter einer steckt der Gewinn. Also bleibt es sich gleich, welche gewählt wird, nicht wahr? Falsch, sagt die IQ-Weltmeisterin, Nummer zwei hat bessere Chancen. 
Da war es: das Ziegenproblem.
Irgendjemand spinnt hier, dachte ich beim Lesen. Die schlaue Dame, ihre Leser oder alle zusammen und ich vielleicht auch.
Nun war eine Entscheidung fällig: den geruhsamen Sommerabend mit Riesling fortsetzen oder Kopfzerbrechen mit Schreiber und Papier. Ich wählte das leichtere Vergnügen.
Am nächsten Morgen fiel mich das Ziegenproblem schon wieder an. Anstatt mich aus den Träumen sanft in den Tag zu leiten, ließ meine Phantasie Türen klappern, Ziegen meckern, Autos blinken. Erst unter der Dusche kam die Eingebung – die Frau hatte Recht!
Das konnte ich nicht für mich behalten (Berufskrankheit). Ich setzte mich also hin (am Sonntagmorgen) und schrieb einen kleinen Artikel für die Zeit, in dem ich das Ziegenproblem und dessen Lösung präsentierte. Am nächsten Tag fuhr ich in Urlaub.
Und so begrüßten mich die Leser-Zuschriften, als ich zurückkam: Der verehrte Herr von Randow sei «wohl ins Sommerloch gestolpert», «jeder normal begabte Zwölftklässler» könne schließlich begreifen, dass Frau Savants Rat «typische Laienfehler» enthalte, «haarsträubender Unsinn», «Quatsch» und «Nonsens», «absurd» und «abstrus» sei. Es sei «traurig, dass die Zeit so etwas überhaupt aufgreift». Die ganze Angelegenheit sei «peinlich», urteilte ein Mathematiker. Bestenfalls ein «Aprilscherz im Juli», schrieb ein Leser mitleidig, eher ein «Ärgernis», meinte ein anderer. Die alles dies zu Papier brachten, waren zum großen Teil Akademiker, einige mit einschlägiger Ausbildung in Statistik: Prof. Dr.-Ing., Dr. sc. math., Dr. med., Dr. jur. usw. usf. Sie schrieben auf Institutsbriefbögen, legten seitenlange Beweise bei, es kam sogar Post aus den Niederlanden, aus Italien, aus Togo. Zustimmende Briefe blieben rar.
Die Leserbrief-Redaktion wählte drei Briefe aus, die mich kritisierten, und ließ sie unter der Überschrift «Verquere Logik» drucken. Das mochte ich nicht auf mir sitzen lassen und schrieb einen zweiten Artikel. Wieder nahm ich für Frau Savant Partei – und entfachte den zweiten Sturm. Mittlerweile hatte der Spiegel die Geschichte aufgegriffen, gab ebenfalls Frau Savant Recht und bescherte sich die entsprechende Leserpost.
Das Ziegenproblem hielt offenbar viele Menschen in Atem. Feten platzten, und Ehepaare stritten sich. Professoren setzten ihre Assistenten an das Ziegenproblem, Mathe-Lehrer verwirrten ihre Schüler, Zeitungsredakteure erklärten sich gegenseitig für begriffsstutzig.
Ein Mitarbeiter eines Softwarehauses schrieb mir: «Bei uns verfügen viele über eine umfassende analytische Ausbildung (Informatik, Mathematik, Physik) und sind natürlich auf ihre Kenntnisse stolz. Verständlich also, dass das Ziegenproblem reizt. Wir haben die zur Verfügung stehenden analytischen Instrumentarien ausgepackt, Wahrscheinlichkeitsräume konstruiert, statistische Analysen durchgeführt usw. Ich erinnere mich an einen Freitagabend: Wir hatten in einer kleinen Gruppe bis gegen 19.00 Uhr ein Projekt diskutiert und wollten eigentlich nach Hause gehen, als – in dieser personellen Konstellation zum wiederholten Male – das Gespräch auf das Ziegenproblem kam. Es war 21.00 Uhr vorbei, als wir, eher erschöpft als vom Ergebnis befriedigt, das Feld räumten und mehrere beschriebene Metaplan-Wände zurückließen. Die Fronten waren hart, das Niveau recht hoch.» Es herrschte nicht gerade Saure-Gurken-Zeit: Bürgerkrieg in Jugoslawien, Putsch in Moskau, Probleme mit dem großen neuen Deutschland, Anschläge gegen ausländische Mitmenschen – aber Tausende diskutierten das Ziegenproblem, und das mit Leidenschaft.
In den USA war noch viel mehr los.
Ich zitiere von Seite eins der New York Times (21. 7. 1991):
«Die Antwort, wonach die Mitspielerin die Tür wechseln solle, wurde in den Sitzungssälen der CIA und den Baracken der Golfkrieg-Piloten debattiert. Sie wurde von Mathematikern am Massachusetts Institute of Technology und von Programmierern am Los Alamos National Laboratory in New Mexico untersucht und in über tausend Schulklassen des Landes analysiert.»
Marilyn vos Savant wurde unterdessen mit Spott überschüttet. «Unsere mathematische Fakultät hat herzlich über Sie gelacht», hänselte eine Professorin. «Es gibt schon genug mathematische Unwissenheit in diesem Land», beschwerte sich ein Akademiker bei der Zeitschrift Parade, «wir brauchen nicht den höchsten IQ der Welt, um diese Unwissenheit zu vertiefen. Schämen Sie sich!» Ein weiterer Leser vermerkte höhnisch: «Vielleicht haben Frauen eine andere Sicht mathematischer Probleme als Männer.»


Erste Argumente 

Das Rätsel, das die Journalistin gelöst hatte, ist in der (vorwiegend männlichen) Denksport-Szene seit vielen Jahrzehnten bekannt und taucht immer mal wieder auf. In diesem Buch wird mehrfach begründet, warum Frau Savant Recht hatte. Wir fangen mit der Argumentation eines Lesers an:
«Die Wahrscheinlichkeit, dass der Wagen hinter der erstgewählten Tür ist, beträgt 1/3.
Die Wahrscheinlichkeit, dass er hinter einer der beiden anderen Türen ist, beträgt somit 2/3.
Wenn ich nun erfahre, hinter welcher der beiden anderen Türen er nicht ist, weiß ich sofort die Tür, hinter der er mit einer Wahrscheinlichkeit von 2/3 ist.»
Einige Leser wird dieses Argument bereits überzeugen. Das ist übrigens eine interessante Frage: Wer wird wann und warum von welchem Argument überzeugt? Einen absoluten Maßstab für «zwingende Logik» scheint es nicht zu geben; viele mathematische Beweise aus früheren Epochen würden heute als «nicht streng genug» verworfen werden. Fortschritt scheint also möglich zu sein: Die Anforderungen an das mathematische Schließen sind mit der Zeit gestiegen und nicht etwa laxer geworden. Im Verlauf dieses Buches werden gleichfalls immer strengere Begründungen für die Savant’sche Lösung auftauchen.
Weitere Fragen schließen sich an (freilich nur für die Leser, die bereits überzeugt sind; die anderen dürfen diese Seite später noch einmal aufblättern):
 

	
Warum haben sich derart viele Leute getäuscht – noch dazu einschlägig ausgebildete?



	
Wieso ließen sich viele von ihnen bis heute nicht überzeugen?



	
Weshalb sind sie so wütend?




 
Das sind übrigens die Fragen, die dieses Buch geboren haben. «Denken in Wahrscheinlichkeiten» ist mehr als nur ein mathematisches Thema. Es hat mit unserer Psyche und unserer Kultur zu tun. Dazu später mehr.
Es folgen weitere Argumente, alle aus Leserbriefen, denen die Idee zugrunde liegt, das Spiel mehrmals hintereinander zu spielen:
«In einem Drittel der Fälle fährt die Kandidatin gut mit der Strategie, an ihrer gewählten Tür festzuhalten. In zwei Dritteln der Fälle geht sie automatisch zum Gewinn über, wenn sie wechselt.»
Anders herum ausgedrückt:
«In zwei Dritteln der Fälle habe ich zuerst eine Tür ohne Auto gewählt, also ist Wechseln besser.»
Oder, vom Moderator her gedacht: Er sortiert eine Ziegentür aus der Menge der beiden verbleibenden Türen aus. In zwei von drei Fällen verbirgt die nichtgewählte verschlossene Tür den Gewinn. 
«Man führe das Spiel beispielsweise mit hundert anstelle von drei Türen durch», schrieb Gerhard Keller aus Berlin. «Angenommen, die Kandidatin zeigt zu Beginn des Spiels auf Tür 8. Der Moderator muss nun laut Spielregel von den verbleibenden 99 Türen 98 öffnen, hinter denen das Auto nicht steht. Neben Tür 8 bleibt also eine weitere, sagen wir Tür 57, geschlossen. Welche Tür wird die Kandidatin jetzt wohl wählen?» Dieser Fall zeigt das Prinzip sehr schön: Der Spielleiter sortiert die Nieten aus; da die gewählte Tür an dem Verfahren nicht teilnimmt (denn sie bleibt auf jeden Fall geschlossen), ändert sich einzig ihr Wert nicht.
Mein Lieblingsargument kommt von Stefan Sent aus Bonn: «Angenommen, es gibt zwei Kandidaten A und B. A bleibt immer bei der ersten Tür, B wechselt nach der Intervention des Moderators zur verbleibenden dritten Tür. Das Experiment findet 999-mal statt.» Was geschieht? Da A sich vom Moderator nicht beeinflussen lässt, wird er aller Wahrscheinlichkeit nach um die 333 Autos gewinnen. «Doch wo bleiben die fehlenden 666 Autos? Sie können nur von B gewonnen sein. Somit hat B doppelt so viele Autos wie A gewonnen, also ist hinter der verbleibenden Tür tatsächlich mit doppelter Wahrscheinlichkeit ein Auto anzutreffen.»
Das Argument von Herrn Sent hatte ich in meinem zweiten Artikel zitiert, woraufhin folgende Zuschrift eintraf: «Die Begründung ist absurd, denn welcher Fernsehsender fände sich bereit, den gleichen Kandidaten 999-mal auftreten zu lassen?»
Ein Leser aus Bogotà (Kolumbien) kritisierte das 999er-Argument: «Wenn ich für das Spiel zwei verschiedene Versuchspersonen einsetzen möchte, dann muss ich mit jeder von ihnen getrennt die gleiche Zahl von Spielen machen. Die von Versuchsperson A nicht gewonnenen Autos kommen also nicht automatisch der Versuchsperson B zugute.» Gewiss, dann natürlich nicht. Aber die beiden können sehr wohl zusammen spielen: Ihre Erstwahl treffen sie gemeinsam (sie bestimmen beispielsweise die zuerst zu wählende Tür mit Hilfe eines Würfels), und B wechselt dann immer nach der Intervention des Moderators.
Das Experiment von Herrn Sent kann übrigens jedermann nachspielen. Darauf komme ich noch zurück.


Hokuspokus, Außerirdische, Heuschnupfen 

Dennoch halten viele Leute daran fest, dies alles sei Hokuspokus. Ein Leser bemerkte viel sagend, es sei «keineswegs ein Zufall, wenn dies in einer Zeitschrift für Parapsychologie veröffentlicht wird, da angeblich durch bloßes unterschiedliches Fingerzeigen Gewinnchancen hinter verschlossenen Türen unterschiedlich verändert werden könnten». (Zur Ehrenrettung des Skeptical Inquirer wäre festzuhalten, dass er wohl eher als eine Zeitschrift gegen Parapsychologie anzusehen ist.)
Der interessante Punkt an diesem Einwand ist ein anderer: Die Intervention des Moderators verschiebt natürlich kein Auto – aber sie liefert eine Information über die verbliebene Tür, sodass die Kandidatin nun besser raten kann als zuvor.
Aus dem ehrwürdigen Trient erreichte mich ein Fax, in dem mich eine Gruppe von Forschern folgendermaßen zu widerlegen versuchte: Angenommen, Marilyn und Gero sind die Kandidaten. Marilyn wählt Tür eins, Gero wählt Tür zwei. Nun öffnet der Moderator Tür drei. Sollen jetzt sowohl Marilyn als auch Gero ihre Türen tauschen, um ihre Chancen zu erhöhen – Bäumchen, wechsle dich?
Die Crux dieser Variante: Sie folgt anderen Spielregeln. In diesem Spiel sortiert der Moderator keine Niete aus. Er kann stets nur die eine übrig bleibende nichtgewählte Tür öffnen. Nach der nun sinnlosen Intervention des Moderators bleibt keine nichtgewählte Tür mehr übrig, über die er die Mitspieler damit hätte informieren können.
Wenige Tage später erreichte mich ein zweites Fax der Trienter Wissenschaftler: «Die ‹intelligenteste Frau der Welt› hatte doch Recht.» Was jener Leser nicht glauben mochte, der mir folgende Nuss zu knacken gab:
Ein Ufo landet im Zuschauerraum, und ein Außerirdischer springt auf die Bühne. Er sieht eine offene Ziegentür und zwei geschlossene Türen. Wie stehen seine Chancen, wenn er Tür eins wählt oder Tür zwei? Fifty-fifty, oder nicht?
Das kommt darauf an, wie die Juristen immer sagen, bevor sie Fälle bilden.
FALL EINS: Der Außerirdische kann durch geschlossene Türen blicken. Diesen Fall betrachten wir hier nicht und überlassen ihn dem Skeptical Inquirer. 
FALL ZWEI: Der Außerirdische hat bis zu diesem Moment nichts mitbekommen; dann darf er, weil ihm keinerlei Zusatzinformationen vorliegen, von gleichen Chancen bei Tür eins und Tür zwei ausgehen.
FALL DREI: Der Außerirdische hat alles mitverfolgt; dann ist er in keiner anderen Lage als die Kandidatin. Also sollte er wechseln, damit er bessere Chancen hat, vom Ufo auf das Auto umzusteigen.
Die Ufo-Variante des Ziegenproblems führt zu keinen neuen Lösungen, aber das damit verbundene Argument ist bemerkenswert: Der Argumentierende bildet einen Entscheidungsfall zwischen zwei Türen für einen vorurteilsfreien «objektiven Beobachter», dem er die eigene Denkweise einpflanzt. In juristischen Begründungen taucht dieser «objektive Beobachter» häufig auf, zum Beispiel als jemand, der «wie alle billig und gerecht Denkenden» urteilt. (Oft ist das nur «einer, der wie ich nach zehn Semestern Jura-Studium denkt».)
Wir können uns einen weiteren Mitspieler vorstellen, nämlich den Fernsehzuschauer, der anders als die Kandidatin tippt. Sie wählt Tür eins, er wählt Tür zwei.
Sollte der Fernsehzuschauer auf Tür eins wechseln, wenn der Moderator die Ziegentür Nummer drei öffnet?
Lieber nicht. Tür eins war für den Moderator tabu, denn sie wurde ja von der Kandidatin ausgesucht. Die Aktion des Moderators, eine Ziegentür aus dem Spiel zu werfen, beschränkte sich nur auf Tür zwei und Tür drei, lieferte also über Tür eins keinerlei Informationen. Die Wahl des Fernsehzuschauers schränkt die Intervention des Moderators nicht ein (von Tele-Telepathie sehen wir hier ab). Der Fernsehzuschauer sollte bei seiner Wahl bleiben; in etwa zwei Dritteln aller Fälle erlebt er das erhebende Gefühl, Recht behalten zu haben (noch ein Tipp: Er sollte, trotz der Siegesfreude, die Tüte mit den Chips lieber nicht anrühren – siehe Seite 103).
Der Kinderbuchautor Paul Maar, dessen Buch ‹Eine Woche voller Samstage› ein schönes Beispiel für das Schließen mit Hilfe von Wahrscheinlichkeiten enthält1, zweifelte gleichfalls an der Savant’schen Lösung und ersann eine spannende Variante:
Die Kandidatin will «Ich wähle Tür eins» sagen, doch ein Heuschnupfenanfall zwingt sie zu niesen. In diesem Moment ruft eine vorwitzige Zuschauerin: «Tür zwei!» Der Quizmaster nimmt irrtümlich an, die Kandidatin habe Tür zwei gewählt, und öffnet Tür drei, die Ziegentür. Welche Tür soll die Kandidatin nun wählen?
Wenn sie alles mitbekommen hat, sollte sie sich für Tür eins entscheiden, denn der Moderator hat eine Ziegentür aus der Menge «Tür eins und Tür drei» aussortiert.
Ich vermute, dass einige Leser mittlerweile ungeduldig geworden sind, weil sie zwei messerscharfe Contra-Argumente in petto haben, die viel weiter reichen als alles, was bislang gegen Frau Savant vorgebracht wurde:
 

	
Das Zufallsargument: Frau Savant habe nur dann Recht, wenn der Moderator die Ziegentür vorsätzlich öffnete. Würde er sie rein zufällig öffnen, etwa versehentlich, dann verteilten sich die Chancen fifty-fifty.



	
Das Moderator-Argument: Das Problem sei, so wie es dargestellt werde, unlösbar, denn alles hänge von der Strategie des Moderators ab. Für die jedoch gebe die Fallbeschreibung keine Anhaltspunkte.




 
Dieses Argument haben vornehmlich Mathematiker und Philosophen vorgebracht. Für solche Gemeinheiten werden Mathematiker und Philosophen offenbar ausgebildet: Jemand stellt eine Frage – und die scharfsinnigen Leute antworten nicht, sondern «ent-fragen». Ob zu Recht, das werden wir freilich noch sehen.
Zunächst verschaffen wir uns ein paar Kenntnisse in Wahrscheinlichkeitsrechnung.




Wir lernen raten 


Erste Begegnung mit der Wahrscheinlichkeit 

«Die Theorie der Wahrscheinlichkeit ist ein System, das uns beim Raten hilft», schrieb der große Physiker Richard Feynman (1918 – 1988).
Wer daraufhin hoffnungsfroh im Brockhaus unter «Wahrscheinlichkeit» nachschlägt, wird jedoch mit philosophischen Streitfragen und der Drohung konfrontiert, dass eine mathematische Definition des Begriffes «sehr komplizierter mengentheoretischer Untersuchungen» bedürfe. Ingenieure wiederum, die traditionsgemäß in die ‹Hütte› gucken, das enzyklopädische Handbuch der Ingenieurwissenschaften, müssen dort erfahren: «Es gibt keine gleichzeitig anschauliche wie umfassende und exakte Definition der Wahrscheinlichkeit.»
Tja, und nun?
Gehen wir zunächst von Feynmans Erklärung aus. Wenn die Wahrscheinlichkeitslehre beim Raten hilft, bedeutet dies:
 

	
Es gibt einen Ratenden;



	
es gibt eine Frage, deren Antwort nicht gewiss ist (sonst müsste sie nicht erraten werden);



	
es lassen sich Hinweise darauf finden, ob eine Antwort empfehlenswert ist und welche dies ist (andernfalls ist dem Ratenden nicht zu helfen).




 
Wahrscheinlichkeitslehre ist also demjenigen nützlich, der eine Frage beantworten will, die er nicht mit Gewissheit beantworten kann. Er versucht, seinen Wissensstand mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitslehre nach Hinweisen dafür abzuklopfen, welche Antwort er geben sollte. Der Quiz-Moderator öffnet Tür drei, eine Ziege glotzt die Ratende an – und die Kandidatin versucht nun, daraus einen Hinweis für die Frage abzuleiten: wechseln oder nicht wechseln?
Das zu Erratende kann in der Zukunft, in der Gegenwart oder in der Vergangenheit liegen. Gewiss, darüber streiten sich die Philosophen, doch scheint die Wahrscheinlichkeitsrechnung in der alltäglichen Ratepraxis, genannt «das Leben», stets von Nutzen zu sein – egal, ob uns die Vergangenheit, die Gegenwart, die Zukunft oder alle drei rätselhaft sind.
Ganz nebenbei entsteht ein Problem, das in einem späteren Kapitel diskutiert wird: Ist die Wahrscheinlichkeitstheorie nur eine Art Lehre des vernünftigen Schließens in Fällen, wo jemand raten muss, weil er zu wenig Informationen hat, um eine sichere Entscheidung zu treffen – oder gibt es auch «objektive Wahrscheinlichkeit»? Zum Beispiel derart, dass sich ein Elektron nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit an einem bestimmten Ort befindet (und nicht nur «wahrscheinlich dort zu finden» ist)? Gibt es «echten Zufall», also Ereignisse, auf deren Eintreten prinzipiell zu keinem vorherigen Zeitpunkt mit Gewissheit geschlossen werden kann – härter formuliert: Gibt es Ereignisse ohne Ursache?


Die Urformel 

Zur Wissenschaft wurde das Raten etwa in der Mitte des 17. Jahrhunderts. In ihren Lehrbüchern wird von Münzen berichtet, die man in die Luft wirft, oder auch von markierten Kugeln, die aus einer «Urne» gezogen werden. Komischerweise ist es im Lehrbuch immer eine «Urne».
Auf Puerto Rico gibt es so eine Lotterie, sie heißt «Bolita», und die Kugeln stecken in einem Sack. Hundert nummerierte Bälle liegen im Bolita-Sack, einer wird blind herausgefischt. Wie groß ist die Chance, einen ganz bestimmten Ball zu erwischen? Ein Hundertstel1.
Dafür gibt es eine Formel:
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Was wollen uns diese Zeichen sagen?
p steht für «Wahrscheinlichkeit». (probability).
A ist das Ereignis, nach dem gefragt wird.
p(A) ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.
NA ist die Anzahl der Ergebnisse mit der Ereignisqualität A, nach denen gefragt wird (hier ist die Anzahl eins, denn uns interessiert eine bestimmte zu ziehende Ziffernkugel).
N ist die Zahl aller gleich wahrscheinlichen Ergebnisse, unter denen Ergebnisse mit der Ereignisqualität A gesucht werden (hier also die Gesamtzahl der möglichen Kugel-Ziehungen, unter denen die Ziehung einer bestimmten Kugel als A-Ereignis ausgesucht wurde).
Nach einer ordentlichen Definition sieht das nicht aus, denn was «gleich wahrscheinliche Ergebnisse» sind, bleibt im Dunkeln. Die Mathematiker hat das lange Zeit nicht gestört. Zu einer streng mathematischen Disziplin wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung ohnehin erst in den dreißiger Jahren des letzten Jahrhunderts. Und für den Zweck dieses Buches reicht die Anfangsdefinition aus.
Wer mag, darf hier statt «gleich wahrscheinlich» auch «zufällig» sagen. Es ist zufällig, welche Kugel aus dem Bolita-Sack herausgenommen wird, jedenfalls aus der Sicht der Beteiligten und mindestens solange kein Multi-Millionen-Forschungsprojekt von Psychologen, Physiologen, Mathematikern und Physikern angeworfen wird, das den Greifprozess der Bolita-Glücksfee in allen seinen Varianten untersucht. Doch selbst dann können wir den Fall unterstellen, dass die Dame, die in den Bolita-Sack greift, von alledem nichts weiß; sie ist über jeden möglichen Hergang des Kugelziehens gleichermaßen unwissend – und auch diesen Ausdruck können wir vorerst als äquivalent mit «gleich wahrscheinlich» ansehen (den Tipp verdanken wir dem großen Mathematiker und Astronomen Pierre-Simon Laplace, 1749 – 1827; aber Vorsicht: Nicht alles gleichermaßen Unbekannte gilt als «gleich wahrscheinlich», wie wir sehen werden).
Herrje, hier steht ja noch eine Urne herum. Zehn rote und zehn grüne Bälle sind darin. Wie groß ist meine Chance, mit einem Griff ein rotes Exemplar zu erwischen? Natürlich
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Weil NA und N bekannt sind, ist die Herstellung von p (A) ein Kinderspiel. Ich behellige Sie mit dieser Trivialität nur, um Sie ein wenig in Sicherheit zu wiegen – so, und jetzt werfen wir einen kurzen Blick in den Abgrund. Mit folgendem Beispiel zeigt uns der Mathematiker Hans-J. Bentz, dass
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keineswegs einen gesicherten Umkehrschluss erlaubt:
 
«Stellen wir uns vor, jemand gibt uns eine Urne mit (endlich vielen) schwarzen und weißen Kugeln und versichert uns, dass die Wahrscheinlichkeit, eine weiße Kugel zu ziehen, 1/2 sei. Können wir daraus schließen, dass die Hälfte der Kugeln weiße sind?»
 
Es ist zum Verrücktwerden: Wir können es nicht. Angenommen, die Urne sei von einem Zufallsapparat bestückt worden. Der Apparat ließ schwarze und weiße Bälle mit einer Wahrscheinlichkeit von je 1/2 hineinkullern. Wenn wir nicht in die Urne hineinsehen, können wir jetzt sagen: Die Chance, eine weiße Kugel zu ziehen, beträgt deshalb 1/2 – dennoch kann es sein, dass in der Urne beispielsweise mehr schwarze als weiße Kugeln liegen.
Ein paar Bemerkungen noch zum Umgang mit Formeln. Zugegeben, Formeln sind die Geheimwaffe einer internationalen Verschwörung gegen Ihr Selbstbewusstsein. Aber am besten tun Sie so, als würde Ihnen das nichts ausmachen, das verwirrt den Gegner.
In diesem Buch stehen zwar allerhand Formeln, aber meistens sind es nur Abwandlungen weniger Urformeln, und häufig sind es auch bloß Wiederholungen.
Wenn Sie die Formeln überspringen, entgehen Ihnen die wesentlichen Aussagen dieses Buches nicht. Worauf Sie dann allerdings verzichten, ist das befriedigende Gefühl, ein Problem formal gelöst zu haben. Dieses Glücksgefühl wird erzeugt, indem chemische Substanzen im Hirn ausgeschüttet werden; insofern ist dieses Erlebnis mit einem Orgasmus vergleichbar. Überlegen Sie sich das mit den Formeln also noch einmal.


Die Multiplikationsregel 

Nun wird eine Münze geworfen – auch das ist eine gute Tradition. Die Wahrscheinlichkeit, dass «Kopf» oben liegt, beträgt nach unserer Formel 1/2 (überzeugen Sie sich!). Werden zwei Münzen geworfen, dann können wir fragen, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass beide Münzen «Kopf» zeigen. Dieses Ereignis «Kopf & Kopf» ist also unser A. Wir fragen:
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NA, die Zahl der gesuchten Ergebnisse mit der Ereignisqualität A, ist eins: Wir suchen nur ein spezielles Ereignis, nämlich «Kopf & Kopf». Wie viele Ergebnisse N sind möglich? Genau vier:
[image: ]
Also beträgt gemäß p(A) = NA/N die Wahrscheinlichkeit von «Kopf & Kopf» ein Viertel.
Wenn Sie etwas anderes herausbekommen, haben Sie vielleicht übersehen, dass (2) und (3) zwei verschiedene Ergebnisse sind: Einmal zeigt die eine, dann die andere Münze «Kopf».
Noch ein Weg führt zu diesem Resultat: die «Kopf»-Chance der ersten Münze
 
p(Kopf Münzeeins) = 1/2
 
wird mit der «Kopf»-Chance der zweiten Münze
 
p(Kopf Münzezwei) = 1/2
 
multipliziert:
 



	
p(Kopf Münzeeins) · p(Kopf Münzezwei)


	
= 1/2 · 1/2





	
	
= 1/4





	
	
= p(Kopf & Kopf)








Damit haben wir eine Grundregel der Wahrscheinlichkeitsrechnung angewandt: Die Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Auftretens zweier voneinander unabhängiger Ereignisse (Ergebnisse der Qualität A oder B) ist gleich dem Produkt ihrer Wahrscheinlichkeiten:
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«Voneinander unabhängige» Ereignisse sind zum Beispiel die Augenzahlen zweier aufeinander folgender Würfe (oder eines Wurfes mit zwei Würfeln).
Wenn jedoch in einer Keksdose drei Kekse liegen, ein Schokokeks, ein Zuckerkeks und ein Öko-Dinkelkeks, dann sind die beiden aufeinander folgenden Ereignisse «blindes Herausfischen eines Schokokekses» und «blindes Herausfischen eines Öko-Kekses» keineswegs unabhängig voneinander: Bekomme ich erst den Schokokeks in die Finger, bleiben nur noch zwei Kekse drin, und dann gilt leider
 



	
p(Öko)


	
= 1/2








Wir dürfen also nicht rechnen:
 



	
p(Schoko und Öko) = p(Schoko) · p(Öko)


	
= 1/3 · 1/3





	
	
= 1/9








was ja auch ein völlig unsinniges Ergebnis wäre. Wir rechnen stattdessen:
 



	
p(Schoko und Öko)


	
= p(Schoko) · p(Öko wenn Schoko)





	

	
= 1/3 · 1/2





	

	
= 1/6





	
sowie


	



	
p(Schoko und Öko)


	
= p(Öko) · p(Schoko wenn Öko)





	
	
= 1/3 · 1/2





	
	
= 1/6








Jetzt haben wir schon mit bedingten Wahrscheinlichkeiten gerechnet; das werden wir später etwas systematischer tun. Bedingte Wahrscheinlichkeiten werden uns beim Ziegenproblem helfen.
Die Multiplikationsregel steht am Anfang der Geschichte unserer Rate-Theorie. Im Jahre 1654 legte ein mondäner Pariser Spieler dem Mathematiker und Religionsphilosophen Blaise Pascal (1623 – 1662) zwei Fragen vor. Das junge Genie konnte sie beantworten, schrieb darüber einen Brief an den bekannten Mathematiker Pierre de Fermat (1601 – 1665), und ihre anschließende Korrespondenz begründete gewissermaßen die Wahrscheinlichkeitstheorie. Die schwierigere der beiden Fragen war 1654 schon 160 Jahre alt und noch immer ungelöst, nämlich das «problème des parties», das Teilungsproblem: Wie musste das eingesetzte Geld unter die Mitspieler aufgeteilt werden, wenn ein Glücksspiel mittendrin abgebrochen wurde? Pascal war der Ansicht, dass der Anteil jedes Spielers von der Gewinnchance abhängen sollte, die er im Moment des Abbruchs hatte – und fand einen Weg, diese Chancen zu berechnen.
Stellen wir uns vor, zwei Spieler würfeln um die Wette. Der höhere Wurf bringt jeweils einen Punkt, und wer zuerst fünf Punkte hat, erhält den ganzen Einsatz. Das Spiel wird vorzeitig abgebrochen, und A hat vier, B drei Punkte. Nun muss die Chance von B berechnet werden. B gewinnt den nächsten Wurf mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2, ebenso den folgenden, deshalb beträgt seine Gewinnchance 1/2 · a = 1/4. A hat also Chancen von 3/4, und dementsprechend muss geteilt werden.
Berühmte Mathematiker vor Pascal hatten irrtümlicherweise angenommen, dass A zwei Drittel des Einsatzes zustünden, weil A in zwei Fällen gewinnen kann, nämlich bei den Spielständen 5 zu 3 und 5 zu 4, hingegen kann B nur bei einem Spielstand von 5 zu 4 (für B) gewinnen. Sie stellten sich die verschiedenen Wege zum Sieg vor und kalkulierten mit deren Anzahl statt mit deren Wahrscheinlichkeit – ein Irrtum, den auch heute noch viele Menschen machen, wie wir sehen werden.
Die Multiplikationsregel für voneinander unabhängige Ereignisse
 
p(A und B) = p(A) · p(B)
 
gilt auch für Ereignisse, die nicht gleich wahrscheinlich sind, es muss also nicht p(A) = p(B) sein. Wenn zum Beispiel der Gewinner im Bolita-Spiel hernach mit einer Münze «Kopf» werfen müsste, um den Preis einzuheimsen, dann würde sich seine Chance halbieren. Hätte er auf irgendeine Kugel gesetzt, zum Beispiel die «70», so wäre seine Chance, sie zu ziehen und nach dem Münzwurf den Preis zu ergattern:
 
1/100 · 1/2 = 1/200
 
Die Multiplikationsregel ist nützlich. Als der verschuldete König Ludwig XIV. den ersten Preis in der staatlichen Lotterie gezogen hatte, hoben die Pariser die Augenbrauen, doch nachdem sie erfuhren, dass einige Edle aus dem Hofstaat des Sonnenkönigs gleichfalls eine glückliche Hand gehabt haben mussten – da glaubte niemand mehr an Zufall.


Was «ist» Wahrscheinlichkeit? (Teil I) 

Jetzt schnappen wir uns einen Würfel. Die Wahrscheinlichkeit, auf Anhieb eine bestimmte Zahl, sagen wir die Drei, zu werfen, ist
 
p (Drei) = 1/6
 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, die Drei nicht zu werfen? Die Anzahl NA der Ergebnisse mit der Ereignisqualität A (also mit der Qualität «nicht Drei»), nach denen wir jetzt fragen, ist fünf: die fünf verschiedenen Augenzahlen 1, 2, 4, 5, 6. Daraus folgt
 
p(nicht Drei) = 5/6
 
Nun gilt
 
5/6 = 1 – 1/6
 
und weil die Drei und der Würfel nur ein Beispiel sind, können wir ganz allgemein sagen – wir nennen das die Negationsregel –:
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Aus dem, was wir wissen, können wir jetzt schließen: Der Wert von p(A) = NA/N ist stets eine Zahl von null bis eins. Denn, erstens: Die Zahl NA der gesuchten Ergebnisse kann null sein (wenn es kein Ergebnis mit der gesuchten Ereignisqualität A gibt), nicht aber negativ. Die Chance, mit einem Würfel eine Sieben zu werfen, ist beispielsweise
 
p(Sieben) = 0/6 = 0
 
Der Ausdruck p(A) = 0 bedeutet eine Null-Wahrscheinlichkeit, nämlich die Unmöglichkeit von A.
Und zweitens: NA (die Zahl der gesuchten Ergebnisse mit Ereignisqualität A) kann nicht größer sein als N (die Gesamtzahl der Ergebnisse, aus denen die A’s herausgesucht wurden), also ist der Bruch NA/N nie größer als eins. Was, wenn er gleich eins ist? Die Chance, mit einem Würfel eine Zahl zwischen der Eins und der Sechs zu werfen, ist gleich
 
p(Eins, Zwei, Drei, Vier, Fünf oder Sechs) = 6/6 = 1
 
Der Ausdruck p(A) = 1 bezeichnet eine Eins-Wahrscheinlichkeit, also die Gewissheit, dass A eintritt (wenn jemand würfelt).
Spätestens jetzt ist eine Entschuldigung fällig. Ich habe nämlich einen üblen Trick benutzt, als ich zu erklären versuchte, was Wahrscheinlichkeit ist. Die Formel
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sieht zwar schön aus und hilft in einigen Fällen weiter. Aber was bedeutet denn p(A)? Darüber habe ich kein Sterbenswörtchen verloren und so getan, als würde es völlig ausreichen, dass wir mit dieser Formel etwas berechnen können, was ich unbekümmert «Wahrscheinlichkeit» oder auch «Chance» genannt habe. Doch immerhin: Wenn «p(A) = 0» bedeutet, dass A unmöglich ist, und «p(A) = 1» bedeutet, dass A gewiss ist, dann gibt p(A) offenbar das Maß an, inwieweit wir mit dem Eintreffen von A rechnen dürfen. Die Wahrscheinlichkeit ist sozusagen ein Maß der Vertrauenswürdigkeit. Das ist doch immerhin schon etwas. Übrigens dürfen Sie den Würfel jetzt wieder aus der Hand legen.
Der Ausdruck p(A) = NA/N sagt noch mehr. Beim Wurf einer Münze gilt
 
p(Kopf) = 1/2
 
und das bedeutet: Je öfter wir werfen, desto mehr wird sich das Verhältnis der «Kopf»-Würfe zur Gesamtzahl der Würfe dem Wert 1/2 annähern. Damit sind wir bei dem berühmten «Gesetz der großen Zahl» angekommen. Wird der Wert 1/2 irgendwann einmal genau erreicht?
Gut möglich, vielleicht schon nach zwei Würfen. Könnten wir unendlich oft werfen, würde im Verlauf des langweiligen Spiels unendlich oft das Verhältnis 1/2 erreicht. Leider gibt auch das Gesetz der großen Zahl keine Garantien. So ist bei extrem langen Wurfreihen, zum Beispiel bei einer Million Würfen, keineswegs gesichert, dass genau das Verhältnis 1/2 herauskommt. Der Ausdruck
 
p(Kopf) = 1/2
 
verspricht also nicht, dass wir bei zwei Würfen einmal «Kopf» und einmal «Zahl» landen. Wir dürfen aber p(Kopf) = 1/2  für eine vernünftige Schätzung halten, deren Genauigkeit mit der Zahl der Würfe zunimmt. 


Technische Sicherheit 

Das war ein bisschen Theorie, jetzt kommt ein bisschen Praxis.
Ein Fallschirmspringer hat zwei Fallschirme im Gepäck und will seine Chance bestimmen, dass sich wenigstens einer von beiden öffnet. Angenommen, ein solcher Schirm öffnet sich in 999 von 1000 Fällen. Jetzt rechnet unser Fallschirmspringer:
 



	
p(Schirm 1 öffnet sich)


	
= 999/1000





	
also





	
p(Schirm 1 bleibt zu)


	
= 1/1000





	
Zweitens:





	
p(Schirm 2 öffnet sich)


	
= 999/1000





	
also





	
p(Schirm 2 bleibt zu)


	
= 1/1000





	
Jetzt wird multipliziert:





	
p(beide Schirme bleiben zu)


	
= 1/1 000 000








also beträgt das Risiko ein Millionstel. Ist das viel oder wenig, was meinen Sie?
Werden echte Brüche (also Brüche, deren Wert kleiner ist als eins) miteinander multipliziert, wird das Produkt verblüffend schnell ganz klein. Wie Fallschirmspringer profitieren auch Sicherheitstechniker bei gefährlichen Industrieanlagen vom Multiplikationsprinzip. Ihre «Doppelt-hält-besser-Regel» heißt technische Redundanz. 
Wir finden technische Redundanz zum Beispiel bei Sensoren. Das sind künstliche Fühler, die der Steuerung eines technischen Systems (eines Flugzeugs zum Beispiel oder eines Kraftwerks) Informationen über Temperaturen, Gaskonzentrationen, mechanische Kräfte und andere Messgrößen liefern. Bei so genannter «Hardware-Redundanz» werden statt nur eines Sensors gleich mehrere angesetzt, und ein Auswertungscomputer akzeptiert denjenigen Messwert, den die Mehrheit der Sensoren meldet (man nennt das «Voting»).
Nicht nur Sensoren, sondern auch «Aktoren» können redundant ausgelegt werden: Im Airbus A320 beispielsweise kann das Höhenruder vom Piloten über vier verschiedene Rechner gesteuert werden. Fallen sie allesamt aus, lässt sich das Auf und Ab immer noch mit einem elektromechanischen Trimmer regeln – der nunmehr recht wackelige Flug macht den Passagieren dann zwar keinen rechten Spaß mehr, aber die Insassen kommen glimpflich davon. Die Airbus-Konstrukteure waren klug genug, die Flughöhe nicht vollständig automatischen Rechnern zu überantworten (die bisherigen Airbus-Unglücke sind daher wohl auf andere Ursachen zurückzuführen als auf Computerfehler).
Die Luftfahrtindustrie und andere, die mit Hardware-Redundanz arbeiten, weisen hinsichtlich der Sicherheitsrisiken gern auf die Multiplikationsregel hin. Hardware-Redundanz hat freilich ihre Tücken. Parallel geschaltete Sensoren oder Aktoren können von derselben Fehlerquelle und zum gleichen Zeitpunkt gestört werden. Wenn die Firma, in der die Fallschirme genäht wurden, schlechtes Material verarbeitet, kann es sehr wohl passieren, dass schon nach wenigen Wochen Lagerung beide Fallschirme schadhaft sind und versagen, sobald der Fallschirmspringer an der Leine zieht – die zu multiplizierenden Brüche sind beide dicht bei eins, ihr Produkt auch.
Ähnliche Misslichkeiten können bei «Software-Redundanz» auftreten. Selbst dann, wenn sich ein Kontrollautomatismus auf das Mehrheitsvotum verschiedener Computerprogramme stützt, die von unabhängig arbeitenden Teams gestrickt worden sind – selbst dann scheitert das System zuweilen an demselben Programmierfehler, der in sämtlichen Programmen parallel auftaucht. Wie alle Menschen neigen auch Programmierer immer wieder zu ganz bestimmten Irrtümern. Außerdem muss der Ablauf der Teilprogramme koordiniert werden, eine Programmieraufgabe, die wiederum zur Fehlerquelle werden kann. In anderen Fällen sind die Programmteile in Ordnung, aber das Programm fürs «Voting» spielt verrückt – so geschehen 1981 beim ersten Countdown der US-Raumfähre.
Seit etlichen Jahren zieht ein drittes Redundanz-Konzept das Interesse der Sicherheitsfachleute auf sich: die «analytische Redundanz». In diesem Fall wird ein vom Sensor gemessener Wert (oder eine daraus errechnete Zahl) mit einer künstlich erzeugten Größe verglichen: Nicht ein zweiter Sensor liefert diese Größe, sondern eine Computersimulation des zu regelnden Prozesses. Die Differenzen zwischen Sensor- und Simulationsdaten werden statistisch untersucht, und das Muster der Abweichungen deutet dann, so die Theorie, auf bestimmte Schwächen hin: typische Fehler des Prozesses oder des Sensors selbst. Pumpen, Wärmetauscher, Robotergetriebe, Bohrmaschinen und hydraulische Steuerungen wurden bereits mit Hilfe «analytischer Redundanz» überwacht.
Die Redundanz der Ingenieure ist freilich armselig gegen die Redundanz der Natur mit ihren Myriaden von Fischeiern, Blütenpollen und Spermien. Auch der Mensch ist redundant konstruiert, und zwar nach dem Prinzip der «dynamischen Redundanz»: Mehrere gleichartige Teile wirken zusammen, und wenn eines schlapp macht, wird seine Arbeit, so gut es geht, von den anderen übernommen. Fällt eine Hirnregion aus, dann können andere Hirnzellen deren Funktion oft übernehmen; der menschliche Körper übersteht auch das Versagen eines Fingers, eines Armes, eines Auges oder einer Niere. Die Hand lässt sich mit unterschiedlichen Bewegungskombinationen in ein und dieselbe Position bringen; ist meine Bewegungsfreiheit eingeschränkt, zum Beispiel weil ein Gelenk verletzt ist, so kann ich dennoch die Kaffeetasse zum Mund führen. Dynamische Redundanz finden wir übrigens bei vielen Computersystemen: Ein zweiter Computer leistet Hilfsdienste, wenn jedoch der Hauptrechner ausfällt, springt die Nummer zwei ein, bis der Schaden behoben ist.
Der Redundanz bedienen sich übrigens alle, die kommunizieren, sprechen oder schreiben. In diesem Buch etwa wiederhole ich die Formel
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ziemlich oft (eben zum Beispiel), und nicht nur diese Formel, sondern auch Sätze. (Und wo ich gerade dabei bin: Sprache ist super-redundant, hbn S ds schn gmrkt?)


Die Tricks der Futurologen 

Es hilft, sich an die Multiplikationsregel 
 
p(A und B) = p(A) · p(B)
 
zu erinnern, wenn wir Szenarien von Futurologen und anderen Leuten lesen, die Bilder der Zukunft malen. Die Szenarien mögen noch so plausibel klingen – je mehr Ereignisse sie enthalten, desto unwahrscheinlicher ist ihr Eintreffen. Leider haben detaillierte Bilder stärkere Überzeugungskraft als einzelne Behauptungen über die Zukunft. Wenn wir in unserem Geiste ein Szenario simulieren, denken wir für jedes Einzelereignis dessen Ursachen und Umgebung mit, wodurch die ganze Szenerie einleuchtender und deshalb wahrscheinlicher klingt als die schlichte Behauptung, ein bestimmtes Einzelereignis werde eintreten.
Dies nennen Psychologen den Simulationsirrtum: Was wir uns leichter vorstellen, leichter im Geiste simulieren können, gilt uns als wahrscheinlicher. In einer ihrer bahnbrechenden Studien haben die beiden US-amerikanischen Psychologen Daniel Kahnemann und Amos Tversky im Dezember 1980 ihren Testpersonen folgende Fragen vorgelegt:
 
In diesem Fragebogen sollen Sie die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen beurteilen, die 1981 eintreten könnten. 
(A) Reagan wird die Bundeszahlungen für die Kommunalregierungen kürzen. 
(B) Reagan wird Unterstützungsgelder für unverheiratete Mütter beschließen. 
(C) Reagan wird den Verteidigungshaushalt um weniger als fünf Prozent erhöhen. 
(D) Reagan wird Unterstützungsgelder für unverheiratete Mütter beschließen und die Bundeszahlungen für die Kommunalregierungen kürzen. 
 
Für die meisten Teilnehmer hatte die Voraussage (D) eine höhere Wahrscheinlichkeit als die Aussage (A) oder (B), obwohl natürlich gilt
 
p(D) = p(A) · P(B)
 
und deshalb, da wir mit echten Brüchen multiplizieren:
 
p(D) < p(A)
 
und
 
p(D) < p(B)
 
Berühmt geworden ist auch der «Linda-Test» von Kahnemann und Tversky, bei dem es nicht um zukünftige Ereignisse geht, sondern um die Wahrscheinlichkeit, dass eine Aussage über die Gegenwart zutrifft:
 
Linda ist 31 Jahre alt, Single, freimütig und sehr intelligent. Sie hat ein Diplom in Philosophie. Als Studentin hatte sie sich stark gegen verschiedene Formen der Diskriminierung engagiert und nahm auch an Anti-Atom-Demonstrationen teil. 
 
Die Versuchspersonen werden nun gefragt, welche der folgenden Möglichkeiten wahrscheinlicher ist:
 
(1) Linda ist Kassenbeamtin einer Bank. 
(2) Linda ist Kassenbeamtin einer Bank und aktive Feministin. 
 
Die meisten Testpersonen entschieden sich für Nummer (2).
Der gleiche Irrtum kann sich auch bei Aussagen über die Vergangenheit einstellen: Wenn der Staatsanwalt in seinem Plädoyer sagt «Danach verließ der Angeklagte den Tatort», klingt das nicht so überzeugend wie «Danach warf der Angeklagte einen Blick aus dem Fenster und verließ den Tatort.»
Szenarien, obwohl unwahrscheinlicher, sind eben anschaulicher. Detaillierte Angaben suggerieren Glaubwürdigkeit und bestimmte Kausalverknüpfungen. Dies ist auch das Geheimnis der Überzeugungskraft erzählerischer Geschichtsdarstellungen.
Ein anderer Trick, Aussagen über Ungewisses den Anschein des Exakten zu verleihen, ist das Schwelgen in «Wahrscheinlichkeitswerten», aus denen aber nicht hervorgeht, was im Bruch NA/N eigentlich verglichen wird. Was sollen wir von der Mitteilung aus dem Radio «Niederschlagswahrscheinlichkeit: siebzig Prozent» halten? Untersuchungen in den USA haben ergeben, dass die Hörer derartige Aussagen verschieden interpretieren:
 

	
Eine 7/10 -Wahrscheinlichkeit für Regen im gesamten Sendegebiet.



	
Eine 7/10 -Wahrscheinlichkeit für Regen irgendwo im Sendegebiet.



	
In 70 Prozent des Sendegebietes wird es regnen, man weiß nur nicht, wo.



	
Es wird in 70 Prozent der Zeit regnen, man weiß nur nicht, wann.




 
Nicht die Radiohörer sind dafür zu schelten, sondern die Sendeanstalten, die derlei unklares Gewäsch in die Welt funken.


Das Botenproblem 

Die Multiplikationsregel führt immer wieder zu Ergebnissen, die so gar nicht anschaulich sind. Aus dem Zweiten Weltkrieg stammt das folgende Problem, das hier allerdings in Zivilkleidung auftritt.
Sie wollen einen Geschäftsbrief absenden, und er soll unbedingt am nächsten Tag um 8.00 Uhr morgens bei Herrn Dr. hc. mult. P. Likation ankommen. Der Post mögen Sie den Brief lieber nicht anvertrauen; es bleiben zwei Botendienste. Der Dienst S ist doppelt so teuer wie der Dienst U, freilich sind die S-Boten auch doppelt so zuverlässig. Nun stehen Sie vor der Alternative:
 
ENTWEDER Sie geben das Schreiben dem Dienst S.
ODER Sie geben das Schreiben mitsamt einer Kopie davon dem Botendienst U, der zwei Boten getrennt voneinander in Marsch setzen soll.
Was ist besser?
Die Wahrscheinlichkeit, dass S den Brief pünktlich übergibt, nennen wir p(S+). Die Wahrscheinlichkeit p(S–), dass S es nicht schafft, ist daher nach der Negationsregel:
 
p(S–) = 1 – P(S+)
 
Für jeden der beiden Boten von U gilt dementsprechend:
 
p(U–) = 1 – P (U+)
 
Außerdem wissen wir, dass S doppelt so zuverlässig wie jeder einzelne U ist, also
 
p(S+) = 2 · p (U+)
 
Die Wahrscheinlichkeit p(U– –), nämlich dass beide U-Boten versagen, ist nach der Multiplikationsregel
 



	
p(U– –)


	
=


	
p(U–) · p(U–), was dasselbe ist wie





	
	
	
(1 – p(U+)) · (1 – (U+))





	
	
=


	
(1 – p(U+))2








Nun erinnern wir uns an eine Formel, die wir in der Schule auswendig gelernt haben:
 
(a – b)2 = a2 – 2ab + b2
 
und die wenden wir an:
 



	
p(U– –)


	
= (1 – p(U+))2





	
	
= 1 – 2p (U +) + p (U +)2





	
	
= 1 – p (S +) + p (U +)2








In diesem «1 – p(S+) + p(U+)2 » entdecken wir einen alten Bekannten, das «1 – p(S+)», welches schon einmal vorkam, nämlich in
 
p(S–) = 1 – p(S+)
 
1 – p(S+) ist natürlich kleiner als 1 – p(S+) + p(U+)2, also ist p(S–) kleiner als p(U– –). Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Boten von U versagen, ist mithin größer als die Wahrscheinlichkeit, dass der S-Bote den Brief nicht rechtzeitig übermittelt. 
Ich füge eine Frage an, die einer meiner Mathe-Lehrer stets albern fand: «Man kann das zwar ausrechnen, aber warum ist das so?» Das ist die verzweifelte Bitte um eine anschauliche Erklärung. Und die ist hier sehr wohl möglich:
Angenommen, der S-Bote schafft es in acht von zehn Fällen, und jeder U-Bote schafft es nur in vier von zehn Fällen. Nun will ich nicht einen, sondern zehn Briefe losschicken. Den beiden Boten der Firma U vertraue ich also zehn Originale und zehn Kopien an. Dann kann es doch geschehen, dass beide U-Boten vier identische Adressen erreichen anstatt jeder vier andere? Obwohl ich den Boten zehn Briefe und zehn Kopien übergab, kommen dieses Mal nur vier Schreiben an, und meine ganze schlaue Doppelstrategie hat nichts genützt.


Die Additionsregel 

Wir wenden uns noch einmal dem überaus abwechslungsreichen Spiel des Münzwurfs zu und kramen zwei Münzen hervor; eine Belohnung gibt es für jeden Fall, in dem «Kopf» geworfen wird, also in den Fällen «Kopf & Kopf», «Kopf & Zahl» und «Zahl & Kopf». Das sind drei gesuchte Fälle A, wir setzen diesen Wert für NA in unsere Formel
[image: ] 
ein. (Wo steht geschrieben, dass NA immer nur eins sein darf? Eben.) Vier gleich wahrscheinliche Fälle N sind insgesamt möglich:
[image: ]
Wir kommen also auf
 
p (Belohnung) = 3/4
 
Schön. Wie groß ist die Chance, dass eine von beiden Münzen «Kopf» und die andere dann «Zahl» zeigt? Wir befragen unsere Urformel
p(A) = NA/N: Die gesuchte p(A) ist jetzt
p(A) = p(ein Kopf und eine Zahl, egal mit welcher Münze).
NA wiederum ist die Anzahl von A’s, und das sind in diesem Fall zwei Ergebnisse, nämlich Fall (2) und Fall (3). Also gilt
 



	
p (ein Kopf und eine Zahl, egal mit welcher Münze)


	
= 2/4





	

	
= 1/2








Das ist dasselbe wie:
 



	
p(Fall 2 oder Fall 3)


	
= p(Fall 2) + p(Fall 3)





	

	
= 1/4 + 1/4  = 1/2








Wir haben damit eine Additionsregel benutzt, die so aussieht:
 
p(A oder B) = p(A) + p(B)
 
Allgemein ausgedrückt: Wenn ein Ergebnis auf mehreren Wegen zustande kommen kann, werden die Wahrscheinlichkeiten der Wege addiert. Diese Regel wirkt hübsch und einfach. Wie groß ist die Chance, bei einmaligem Würfeln eine Zwei oder eine Drei zu werfen?
 



	
p(Wü2 oder Wü3)


	
= p(Wü2) + p(Wü3)





	

	
= 1/6 + 1/6





	
	
= 1/3








Na, das ist ja wirklich simpel.
Aber …
… leider gibt es da ein Problem. Wir werfen jetzt mit einer Münze und fragen: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei zwei Würfen mindestens einmal «Kopf» zu werfen? Es ist egal, ob ich einmal mit zwei Münzen oder zweimal mit einer Münze werfe, also sind wir wieder bei «p (Belohnung) = 3/4», denn:
 



	
FALL EINS: Wurf 1 = Kopf,

FALL ZWEI: Wurf 1 = Kopf,

FALL DREI: Wurf 1 = Zahl,

FALL VIER: Wurf 1 = Zahl,


	  
	
Wurf 2 = Kopf

Wurf 2 = Zahl

Wurf 2 = Kopf

Wurf 2 = Zahl








Schön; mal sehen, ob die Additionsregel dasselbe sagt. Wir bezeichnen die «Kopf»-Chance bei jedem Wurf mit p (K1) bzw. p (K2). Wenn wir die Additionsregel anwenden, bekommen wir:
 



	
p(Belohnung)


	
= p(K1) + p(K1)





	

	
= 1/2 + 1/2





	

	
= 1? 








Nanu, es kommt nicht 3/4 heraus? Stattdessen die kaum glaubhafte Gewissheit (p = 1), mindestens einmal «Kopf» zu werfen? Noch verrückter wird es bei drei Würfen:
 



	
p(Belohnung)


	
= p(K1) + p(K2) + (K3)





	

	
= 1/2 + 1/2 + 1/2





	

	
= 1,5 ?








Es wäre also «übergewiss», völliger Unsinn!
Mit anderen Worten: Die Additionsregel gilt nicht immer. Wie ärgerlich. 
Anstatt uns auf die wackelige Additionsregel zu verlassen, attackieren wir die Aufgabe mit einer anderen Methode, gestützt auf die Multiplikationsregel 
 
p(A und B) = p(A) · p(B)
 
und die Negationsregel 
 
p(A) = 1 – p(nicht A)
 
Auf geht’s:
 



	
p(Belohnung)


	
= 1 – p(zweimal Zahl)





	

	
= 1 – [(1 – p(K1)) · (1 – p(K2))]





	

und weil p(K1) = p(K2) = 1/2, können wir schreiben





	
	
= 1 – (1 – 1/2)2





	
	
= 1 – 1/4 = 3/4








was, wie wir wissen, völlig in Ordnung ist.
Unsere Gleichung
 



	
p(Belohnung)


	
= 1 – p(zweimal Zahl)





	

	
= 1 – [(1 – p(K1)) · (1 – p(K2))]








ist interessant. Der Ausdruck in der eckigen Klammer erinnert an die Regel
 
(a – b) · (c – d) = (ac – ad) – (bc – bd)
 
Ich wende sie an und komme nach ein paar Umformungen (wollen Sie es selbst versuchen?) zu
 
p(Belohnung) = p(K1) + p(K2) – p(K1) · p(K2)
 
und diese Formel hat es in sich. In unserem Fall führt sie zu 
 
p(Belohnung) = 1/2 + 1/2 – 1/4 = 3/4
 
was prima ist. Außerdem ist sie die allgemeine Additionsregel für Wahrscheinlichkeiten. Wir dürfen schreiben 
[image: ] 
und das gilt auch, wenn p(A) und p(B) verschieden groß sind.
Wenn wir diese Additionsregel auf Ereignisse A und B anwenden, die sich gegenseitig ausschließen, dann ist zu beachten, dass «p(A) · p(B)» nach der Multiplikationsregel gleichbedeutend ist mit «p(A und B)», sodass in diesen Fällen p(A) · p(B) = 0 gilt. Mit anderen Worten: Wenn sich A und B gegenseitig ausschließen, gilt
[image: ] 
Gibt es dafür Beispiele? Wir haben sie oben schon kennen gelernt: etwa im Würfelfall
 
p(Wü2 oder Wü3) = p(Wü2) + p (Wü3)
 
denn p(Wü2) · p(Wü3) = 0 (man kann nicht mit einem Würfel gleichzeitig eine Zwei und eine Drei würfeln). Unsere endlich gefundene Additionsregel funktioniert also jetzt in allen Fällen.
Wenn Wahrscheinlichkeiten nicht genau errechnet, sondern nur geschätzt werden sollen, kann es übrigens völlig in Ordnung sein, das Schwänzchen
 
«– p(A) · p(B)»
 
abzuschneiden – aber nur, falls p(A) und p(B) klein sind, p(A) · p(B) also sehr klein würde.
Die Additionsregel hätte uns beim Botenproblem schnell über die Runden gebracht. Wir nennen die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein U-Bote den Brief richtig zustellt, «p(mU+)» und bekommen:
 



	
p(mU+)


	
= p(U+) + p(U+) – p(U+) · p(U+)





	

	
= 2p(U+) – p(U+)2





	

	
= p(S+) – p(U+)2








also gilt
 
p(S+) = p(mU+) + p(U+)2
 
woraus wir sehen, dass p(S+) mehr als p(mU+) ist.


Wir raten Risiken 

Erinnern Sie sich noch an den Fallschirmspringer? Er ist mittlerweile gelandet. Sein Risiko betrug 1/1 000 000, und ich fragte, ob das viel oder wenig sei. Angenommen, anlässlich der Intervention einer Supermacht in ihrem Nachbarstaat lassen sich eine Million Fallschirmspringer gleichzeitig aus den Flugzeugen fallen. Wird es mindestens einen von ihnen erwischen? Wir nennen diese Wahrscheinlichkeit p(m1Aua) und rechnen:
 
p(m1Aua) = 1 – p(alle landen sicher)
 
also, aufgrund der Multiplikationsregel:
 
= 1 – (999 999/1 000 000)1 000 000
 
und das liegt ungefähr bei 0,63.
Abgefahrene Reifen, kaputte Sicherheitsgurte und ähnliche Schlamperei gilt vielen Mitmenschen nicht als besonders bedrohlich, weil sie nur die Wahrscheinlichkeit betrachten, dass bei einer einzelnen Autofahrt etwas passiert. Doch wer sich ausrechnet, wie viele Autofahrten er in den nächsten zwanzig Jahren unternehmen wird, muss die Wahrscheinlichkeiten, dass ihm nichts Schlimmes zustößt, miteinander multiplizieren – und alles sieht schon viel bedenklicher aus.
Nicht anders verhält es sich mit industriellen Risiken. Wir akzeptieren einmal die Schätzung, ein Atomkraftwerk (AKW) berge ein GAU-Risiko von 1/10 000 pro Betriebsjahr. Bei derzeit etwa 420 weltweit betriebenen Atomkraftwerken bedeutet p(GAU) = 1/10 000 für die Wahrscheinlichkeit mindestens eines GAUs p (m1GAU/​J) immerhin:
 
p(m1GAU/​J bei 420 AKW) = 1 – p(nirgendwo ein GAU/​J)
= 1 – p (kein GAU in einem bestimmten AKW/​J)420
= 1 – (9999/10 000)420
 
und das ergibt eine jährliche GAU-Wahrscheinlichkeit von etwa 0,041. Natürlich täuscht diese Zahl eine Genauigkeit vor, die sie in Wirklichkeit nicht bietet: Ihre Grundlage, der Wert p(GAU) = 1/10 000, ist eine grobe Schätzung für die GAU-Gefahr eines «durchschnittlichen» AKW, was immer das bedeuten mag.
Wie sieht es in einer Zeitspanne von hundert Jahren aus? Wir können nicht etwa rechnen
 
p(m1GAU in 100 Jahren) = p(m1GAU/​J) · 100 = 4,1
 
denn wir hätten dann wieder eine «Übergewissheit» von p = 4,1. Stattdessen wenden wir die bewährte Berechnungsmethode an:
 
p(m1GAU bei 420 AKW in 100 Jahren)
= 1 – p(kein GAU bei 420 AKW in 100 Jahren)
= 1 – p(kein GAU in 420 AKW/​J)100
= 1 – (1 – 0,041)100
= 1 – 0,959100
 
und das ergibt ungefähr 0,985; also
p(mindestens ein GAU bei 420 AKW in 100 Jahren) ≈ 0,985.
Diesmal ist die Genauigkeit des Ergebnisses noch fragwürdiger – schließlich verändert sich die Technik im Zeitraum eines Jahrhunderts fundamental. Mir bereitet aber schon der Gedanke Unbehagen, das gesamte GAU-Risiko könne zwischen p = 0,8 und p = 0,9 liegen.
Wir vergessen das alles ganz schnell und schalten das Radio ein. Wie interessant: eine Sendung über Deichbauten an der Elbe. In Hamburg gibt es eine Vorschrift, wonach die Deiche so hoch gebaut sein müssen, dass die Wahrscheinlichkeit eines Wasserstandes oberhalb dieser Höhe
 
p(Wasserstand über Höhe H) = 1/100
 
beträgt. «Die Deiche müssen also so gebaut sein, dass die Flut höchstens einmal im Jahrhundert hinübergelangt», kommentiert der Sprecher im Radio. Stimmt das? Wir nennen die Wahrscheinlichkeit einer Überflutung «p(Landunter)» und bekommen
 
p(Landunter in 100 Jahren)
= 1 – p (nicht Landunter in 100 Jahren)
= 1 – [p (nicht Landunter pro Jahr)]100
= 1 – (99/100)100
≈ 0,63
 
was wirklich besser als eine unausbleibliche «Jahrhundertflut» ist.
Nun wendet sich der Sprecher an den Herrn Senator, der im Studio zu Besuch ist: «Die Hamburger rechnen mit einer Jahrhundertflut, die Holländer dagegen mit einer Jahrtausendflut, der Grenzwert für holländische Deichbauten muss also eine Flutwahrscheinlichkeit von 1/1000 erreichen. Was sagen Sie dazu?» – Daraufhin der Senator, sinngemäß: «Na, da sind wir aber besser dran. Wir denken an das Hier und Heute, an die Gefahren in diesem Jahrhundert.»
Politiker. Man muss sich nicht mit Wahrscheinlichkeitsrechnung auskennen, um diese Antwort komisch zu finden. Die Sendung hat es wirklich gegeben. Der holländische Wert für die Wahrscheinlichkeit einer Überflutung beträgt nach obiger Rechnung übrigens etwa 0,095.
Etwas Seltsames zum Schluss.
Ein Mann liest Zeitung; bei einer Redewendung fällt ihm ein längst vergessener Jugendfreund wieder ein. Er blättert weiter – und erstarrt, als er dessen Todesanzeige gewahrt. Hier haben wir gleich zwei Zufälle. Sind sie, miteinander multipliziert, dermaßen unwahrscheinlich, dass vielleicht doch etwas Drittes im Spiel ist – Psi?
Die Geschichte ist wirklich jemandem passiert, dem Nobelpreisträger Luis W. Alvarez. Als Experimentalphysiker war er den Umgang mit Wahrscheinlichkeiten gewöhnt und begann zu rechnen. Sehr vorsichtig, um auf der sicheren Seite zu bleiben, schätzte er die Zahl der Personen, an die sich ein Erwachsener erinnern kann, addierte die geschätzte durchschnittliche Häufigkeit des Erinnerns an Bekanntschaften und einige Aspekte mehr und zog einen geschätzten Wert ab. Alvarez kam zu dem Schluss, die Wahrscheinlichkeit eines derartigen Erlebnisses betrage ungefähr 0,00003 pro Jahr und Person. Ist das wenig? Ganz und gar nicht. Diese Zahl zugrunde gelegt, können wir schätzen, dass so ein Zufall allein in Deutschland (78 Millionen Einwohner) über 2300-mal im Jahr auftritt, also vielleicht sechsmal täglich, ganz ohne Psi.


Das Geburtstagsparadox 

Wie schnell die Multiplikation echter Brüche zu winzigen Resultaten führt, soll das folgende Beispiel zeigen, das altehrwürdige «Geburtstagsparadox».
Angenommen, zwölf Pärchen treffen sich zum Gartenfest, haben ihren Spaß und wollen nun verabreden, sich jedes Mal wieder zu treffen, wenn einer aus der Runde Geburtstag hat. «Was aber, wenn zwei Geburtstage zusammenfallen?», fragt Frau Dr. Zahl. «Ach was», meint ihr Mann, «das ist doch unwahrscheinlich.» – «Wir können ja wetten», entgegnet sie spitz.
Zunächst eine Vorbemerkung: Der Einfachheit halber wird mit 365 Tagen gerechnet, Schaltjahre bleiben außen vor.
Beginnen wir mit ein paar Lockerungsübungen. Wir konzentrieren uns auf irgendeine der Personen, genannt Mimi. Die Wahrscheinlichkeit, dass sie am 1. Januar Geburtstag hat, ist nicht sehr hoch, nämlich 1/365. Wenn wir
 
p(Geburtstag am 1. oder 2. Januar)
 
berechnen, kommen wir auf 1/365 + 1/365 = 2/365. Die Wahrscheinlichkeit, dass Mimi an irgendeinem dieser 365 Tage Geburtstag hat, beträgt 365/365 = 1, aber das ist ja eh klar. Dass sie nicht am 1. Januar Geburtstag hat, ist recht wahrscheinlich: 364/365.
Genug geübt, nun wird es ernst. Dass der Geburtstag einer beliebigen weiteren Person (wir nennen sie Fritz) auf einen anderen als Mimis Geburtstag fällt, hat eine Wahrscheinlichkeit von 364/365. Dass der Geburtstag einer dritten Person weder mit Mimis noch mit Fritzens Geburtstag zusammenfällt, hat eine Wahrscheinlichkeit von 363/365, und so geht es immer weiter, bis alle 24 Personen durchgespielt sind. Wir multiplizieren diese Wahrscheinlichkeiten des Nichtzusammentreffens von Geburtstagen und erhalten
[image: ] 
und das liegt knapp unter 1/2, die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens liegt mithin knapp darüber (wen der genaue Wert interessiert: p = 0,5687). Die Chancen stehen also etwas besser als 1/2 (fifty-fifty) für Frau Dr. Zahl. Für vierzig Personen steigen sie gar auf 9/10.
Die meisten Menschen verblüfft dieses Ergebnis. Warum eigentlich?
Vielleicht, weil sie unbewusst an die Chance denken, dass gerade ihr Geburtstag mit dem eines anderen zusammenfällt (was man selten erlebt)? Der Wissenschaftsphilosoph Gerhard Vollmer nimmt an, dass wir glauben, die Wahrscheinlichkeit (p) des Zusammentreffens zweier Geburtstage wachse lediglich stetig mit der Gruppengröße (n) – und das ist falsch, wie die Abbildung zeigt:
[image: ] 
Einem ähnlichen Irrtum erliegen die meisten Teilnehmer eines aufschlussreichen Tests, den Psychologen schon oft durchgespielt haben. Die Probanden dürfen um einen Preis spielen und können zwischen zwei Spielen wählen:
SPIEL EINS: Eine Münze wird geworfen, bei «Kopf» gibt’s den Preis.
SPIEL ZWEI: In einer Urne liegen neun weiße und eine schwarze Kugel. Siebenmal wird blind eine Kugel herausgenommen, angeschaut und wieder zurückgelegt; der Preis ist bei siebenmal «weiß» gewonnen.
Resultat: Die meisten Mitspieler rechnen sich größere Chancen aus, siebenmal mit je einer 9/10-Chance «weiß» zu ziehen, als einmal «Kopf» zu werfen. Indessen ist
 
p(7-mal weiß) = (9/10)7 ≈ 0,48
 
das heißt etwas weniger als die 1/2-Chance des Münzwurfs.


Tauchziegen, Prüfungsgremien, Pistolenschützen 

Es folgen vier Aufgaben, die im Addieren und Multiplizieren von Wahrscheinlichkeiten üben.
Stellen Sie sich vor, eine Firma für wissenschaftliche Apparaturen wolle die Tauglichkeit ihrer neuen Tiefsee-Sonde für bemannte Expeditionen zum Meeresgrund testen. Zu diesem Zweck lässt sie von einem Forschungsschiff aus zwei Sonden ins Wasser; als Testbesatzung müssen zwei Ziegen herhalten. Die Sonden sind bereits viele hundert Meter tief gesunken, da fragt der Teamchef seinen Assistenten: «Haben Sie darauf geachtet, dass der Kontrollhebel auf ‹High› und nicht auf ‹Low› steht?» Der Assistent läuft rot an und gesteht, er habe nicht darauf geachtet. Allerdings, fügt er schnell hinzu, sei das Absinken der Sonden mit einer Videokamera gefilmt worden, und da sich der Hebel an der Außenwand befinde, könne man die Stellung überprüfen. Hastig läuft der Chef zum Videorecorder, schaltet ihn ein – und wirklich: Bei einer Sonde steht der Hebel auf «High». Dummerweise ist nicht auszumachen, um welche Sonde es sich handelt, und der Schalter der anderen Sonde ist im Film nicht zu erkennen.
Steht auch nur ein Schalter auf «Low», muss das Experiment abgebrochen werden. Wie groß ist die Gefahr? Der Assistent überlegt:
 
FALL EINS: Sonde I OK, Sonde II OK
FALL ZWEI: Sonde I Fehler, Sonde II OK
FALL DREI: Sonde I OK, Sonde II Fehler
 
In zwei von drei Fällen läge demnach ein Fehler vor. Also, meint er, beläuft sich die Gefahr, dass eine Sonde falsch eingerichtet wurde, auf 2/3.
Nun, die Sache hat mal wieder einen Haken. Die drei Fälle sind nämlich nicht gleich wahrscheinlich. Sein Fall eins ist vielmehr so wahrscheinlich wie Fall zwei und Fall drei zusammengenommen. Wenn Ihnen das nicht spontan einleuchtet (manchen Menschen leuchtet das sofort ein, mir übrigens nicht), dann prüfen Sie bitte folgende Überlegung:
 
(1) p(Sonde I gefilmt/​OK und Sonde II OK) = 1/2 · 1/2 = 1/4
(2) p(Sonde I gefilmt/​OK und Sonde II defekt) = 1/2 · 1/2 = 1/4
(3) p(Sonde II gefilmt/​OK und Sonde I OK) = 1/2 · 1/2 = 1/4
(4) p(Sonde II gefilmt/​OK und Sonde I defekt) = 1/2 · 1/2 = 1/4
 
In den Fällen (1) und (3) sind beide Sonden okay, deren Wahrscheinlichkeiten ergeben zusammen
 
p(alles OK) = 1/2
 
Die Fälle (2) und (4) ergeben
 
p(eine Sonde falsch) = 1/2
 
die Chancen für das Experiment stehen also fifty-fifty. Der Fehler des Assistenten bestand darin, dass er (1) und (3) als einen einzigen Fall gerechnet hatte.
Nächster Fall: Das Prüfungsgremium im Diplom-Studiengang Metastrukturdekonstruktion setzte sich bisher aus drei Personen zusammen – einem Mann, einer Frau und einer Person unbestimmten Geschlechts. Der Mann und die Frau trafen jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p (richtig) die richtige Entscheidung, die Person unbestimmten Geschlechts warf eine Münze und gab danach ihre Stimme ab; es galt der Entscheid der Mehrheit. Professor Irrida, der Ordinarius für Metastrukturdekonstruktion, möchte in Zukunft nur den Mann entscheiden lassen. Welches Modell hat die besseren Chancen, richtige Entscheidungen zu treffen?
VORBEREITUNG: Für «p(richtig)» schreiben wir der Einfachheit halber «p».
SCHRITT EINS: In p · p Fällen kommen der Mann und die Frau zum gleichen, richtigen Ergebnis, auf die Münzen werfende Person kommt es dann nicht an. Nebenbei notieren wir uns: p · p = p2.
SCHRITT ZWEI: Bei den anderen korrekten Entscheidungen gab es Dissens zwischen Prüferin und Prüfer, und die dritte Person warf zufällig «richtig». Die Wahrscheinlichkeit, dass der Mann richtig und die Frau falsch entscheidet, beträgt p · (1 – p); die Wahrscheinlichkeit des umgekehrten Dissensfalles ist dementsprechend (1 – p) · p. Die Wahrscheinlichkeit eines Dissenses beträgt nach der Additionsregel
 
p · (1 – p) + (1 – p) · p = 2p · (1 - p)
 
und in der Hälfte dieser Fälle wird die Entscheidung wegen des Münzwurfs wiederum richtig, also in
 
2p · (1 – p) · 1/2
 
Fällen.
SCHRITT DREI: Jetzt addieren wir die Wahrscheinlichkeiten richtiger Entscheidungen in den Konsens- und den Dissens-Fällen:
 
p2 + 2p · (1 – p) · 1/2
 
und rechnen ein bisschen damit:
 



	
p2 + 2p · (1 – p) · 1/2


	
= p2 + p · (1 – p)





	
	
= p2 + p – p2





	
	
= p








und das bedeutet, dass die Dezimierung der Jury auf eine Person, finanziell gesehen, kein schlechter Gedanke ist, wenngleich Professor Irrida kein Zacken aus der Krone gefallen wäre, hätte er die Frau vorgeschlagen.
Das folgende Beispiel entstammt einem Lehrbuch. Und wie das in solchen Büchern halt so ist, müssen wir uns zwei Urnen vorstellen. In der einen Urne liegen drei weiße und vier schwarze Kugeln, in der zweiten vier weiße und drei schwarze:
[image: ] 
Jemand greift zufällig in die eine oder in die andere Urne (wie das jemand zufällig tun soll, bleibt rätselhaft, aber wir nehmen es einfach an) und holt eine Kugel heraus. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gewählte Kugel weiß ist?
Vielleicht können wir ja so rechnen:
 
p(weiße Kugel aus linker Urne) = 3/7
p(weiße Kugel aus rechter Urne) = 4/7
 
Nun wenden wir die Additionsregel
 
p(A oder B) = p(A) + p(B)
 
an und bekommen
 



	
p(weiße Kugel aus rechter oder linker Urne)


	
= 3/7 + 4/7





	

	
= 1?








Nanu? Es ist doch nicht etwa gewiss, also p = 1, dass eine weiße Kugel gezogen wird?
Natürlich nicht. Die zufällige Wahl einer Urne ist gleichfalls ein Ereignis, das wir in unser Rechenmodell einzubauen haben. Nämlich:
 



	
p(weiße Kugel aus linker Urne)


	
= 1/2 · 3/7





	

	
= 3/14








und
 



	
p(weiße Kugel aus rechter Urne)


	
= 1/2 · 4/7





	

	
= 4/14








sodass
 



	
p(weiße Kugel aus rechter oder linker Urne)


	
= 3/14 + 4/14





	

	
= 1/2








Und das macht auch Sinn, wenn wir uns die Gesamtanzahl der weißen und schwarzen Kugeln (je sieben) sowie ihre Verteilung (3 : 4 und 4 : 3) ansehen.
Wieder hatten wir es mit bedingten Wahrscheinlichkeiten zu tun. Wir können sie uns in einem Diagramm verdeutlichen: 

[image: ] 


Um auf das Ergebnis WEISS oder SCHWARZ zu kommen, müssen wir gradlinig die Werte der jeweiligen Wege multiplizieren. Diese Methode wird uns nachher beim Ziegenproblem weiterhelfen. Ingenieure benutzen sie, um die Wahrscheinlichkeit von Unfällen abzuschätzen, zum Beispiel die Gefahr, dass ein Tanker seine (giftige oder explosive) Ladung verliert, wenn er eine Hafenmole rammt:
[image: ] 
Risikoberechnung: Damit ein Tanker seine Ladung verliert, müssen der Reihe nach mehrere Ereignisse mit verschiedenen Wahrscheinlichkeiten stattfinden.



Ein letztes Rätsel:
Zwei Pistolenschützen, jeder mit einer Trefferquote von p(A) bzw. p(B) = 1/2, verabreden ein Duell mit folgenden Regeln: Es wird immer abwechselnd geschossen, bis einer getroffen ist. A fängt an. Wie stehen seine Chancen? Natürlich besser als die von B, denn wenn A das erste Mal verfehlt, kann er immer noch Glück haben – trifft er hingegen, so ist es aus mit B, ohne dass dieser jemals zum Zuge kam. Aber wir wollen As Chance genau wissen – wir wollen sie ausrechnen. Wohlan: Entweder er trifft beim ersten Mal, oder er trifft, nachdem B vorbeigeschossen hat, oder er trifft, nachdem B das zweite Mal vorbeigeschossen hat, oder … Die vielen «oders» zeigen, dass wir ziemlich oft addieren müssen, und zwar immer kleinere Chancen, nämlich:
 



	
p(A gewinnt) =


	
p(A) + ((1 – p(A)) · (1 – p(B)) · p(A))

+ ((1 – p(A)) · (1 – p(B)) · (1 – p(A))

· (1 – pB)) · pA)) + usw.








Jetzt setzen wir Zahlen ein und rechnen:
 
1/2 + (1/2 · 1/2 · 1/2) + (1/2 · 1/2 · 1/2 · 1/2 · 1/2) + usw.
 
und das ergibt:
 
p(A gewinnt) = 1/2 · (1 + 1/4 + 1/42 + 1/43 + …)
 
Die lange Zahlenreihe in der Klammer nähert sich dem Wert 1 + 1/3, wir dürfen daher schreiben
 
≈ 1/2 · (1 + 1/3) = 1/2 · (4/3) = 2/3
Die Chancen von A liegen bei 2/3.
 
Es war sehr nett von Ihnen, meiner Behauptung zu glauben, dass sich die Zahlenreihe in der Klammer dem Wert 1 + 1/3 nähert. Glauben ist nicht Wissen, deshalb füge ich eine Lösung desselben Problems an, die ohne Glaubensakte auskommt. Zunächst malen wir ein Diagramm:
[image: ] 
Trifft A beim ersten Schuss daneben, so ist B in derselben glücklichen Lage wie zuvor A. In diese bevorzugte Lage kommt er aber nur mit einer 1/2-Chance. Mit anderen Worten: Er ist nur halb so gut dran wie A, seine Chancen sind zu Beginn des Spieles nur halb so groß. Außerdem addieren sich die anfänglichen Gewinn-Wahrscheinlichkeiten von A und B zu 1, weshalb nur folgende Verteilung übrig bleibt: p(A) = 2/3 und p(B) = 1/3. Genau wie oben, nur kürzer, simpler und ohne eine kompliziert aussehende Reihe ausgerechnet, die gegen irgendetwas strebt!
Wir wünschen B, dass der Sheriff dem Treiben ein Ende setzt, und werfen unterdes noch einmal die Frage auf: Was bedeutet p(A) überhaupt?


Was «ist» Wahrscheinlichkeit? (Teil II) 

«Ein Maß des Vertrauens» habe ich die Wahrscheinlichkeit genannt, und im Verlauf des Kapitels zeigte sich, dass wir mit dieser Interpretation leben können. Sie rührt von den Anfängen der Wahrscheinlichkeitstheorie her.
In der Mitte des 17. Jahrhunderts suchten aufklärerische Geister nach den besten Methoden des Schließens. Sie hatten die ewigen Gewissheiten der klerikalen Dogmatiker satt, wollten aber zugleich dem zerstörerischen Zweifel der skeptischen Philosophie-Tradition Grenzen setzen. Die Aufklärer suchten den dritten Weg zwischen Gewissheit und absolutem Zweifel und fanden ihn in der Wahrscheinlichkeit, dem Maß des Vertrauens in bestimmte Vermutungen.
Die Lösung, die Pascal für das Teilungsproblem gefunden hatte, entsprach ganz der Denkweise, die damals unter Handelsleuten üblich war. Pascal hatte die Teilung des Einsatzes gemäß dem erwartbaren Gewinn der beiden Spieler vorgeschlagen. Im damaligen Geschäftsleben spielte der «aleatorische Vertrag» eine wichtige Rolle. Darunter verstanden die Juristen den Tausch eines gegenwärtigen sicheren Werts gegen einen zukünftigen unsicheren Wert. Vielerlei Arten von Termingeschäften und Versicherungen gehörten dazu, gleichfalls Risiko-Kredite. Wie konnte man einen unsicheren zukünftigen Wert ermitteln? Offenbar musste ein Verhältnis zwischen der Höhe dieses zukünftigen Wertes und seiner Unsicherheit gefunden werden. Dieses Verhältnis ist einfach und gilt unter Ökonomen nach wie vor als «Erwartungswert» eines ungewissen Ereignisses:
 
E = erhoffter Wert · dessen Wahrscheinlichkeit 
 
Wenn der Preis im Bolita-Spiel eintausend Dollar betrüge, dann wäre
 
E(Bolita) = 1000 $ · 1/100 = 10 $
 
Zehn Dollar sind also ein fairer Preis für ein Bolita-Los.
Den zweiten Teil dieser E-Formel zu untersuchen, nämlich die Wahrscheinlichkeit, das war das Ziel der Pioniere wie Pascal.
Es ist erstaunlich, dass nicht schon früher jemand die Wahrscheinlichkeit erfasst hatte. Versicherungen gab es bereits im alten Rom, und die Kaiser Nero und Augustus veranstalteten Lotterien mit kostbaren Gewinnen anlässlich der Saturnalien. Bis zu einer Theorie des Glücks und des Ratens sollte es aber noch viele Jahrhunderte dauern.
Die Wahrscheinlichkeitslehre, Pascals Rate-Methode, legte zugleich eine neue Theorie des Schließens aus Tatsachen nahe. Erinnern wir uns an das «Gesetz der großen Zahl», das uns in folgender Version begegnete:
Beim Münzwurf gilt
 
p(Kopf) = 1/2
 
und das bedeutet, je öfter wir werfen, desto mehr wird sich das Verhältnis der «Kopf»-Würfe zur Gesamtzahl der Würfe dem Wert 1/2 annähern. Wir können das Gesetz auch anders formulieren: Je öfter wir werfen und je mehr sich dabei das Verhältnis der «Kopf»-Würfe zur Gesamtzahl der Würfe dem Wert 1/2 nähert, desto sicherer dürfen wir sein, dass es sich um eine faire Münze handelt. Noch ein Beispiel: In einer Urne liegen hundert rote und zwei weiße Kugeln. Wir grapschen blind eine Kugel heraus, schreiben uns ihre Farbe auf und legen sie wieder zurück – viele Male. Je öfter wir das tun, desto genauer können wir auf das Zahlenverhältnis der Kugeln schließen, und ebenso darauf, was für Kugeln wir die nächsten Male wohl erwischen werden. Mit anderen Worten: Wahrscheinlichkeit sagt uns etwas über die relative Häufigkeit von Ereignissen.
Dieser Gedanke befruchtete psychologische Mutmaßungen, die ein knappes Jahrhundert später angestellt wurden. Der Philosoph David Hartley (1705 – 1757) nahm an, dass wiederholte Sinneseindrücke regelrechte Furchen im Hirn zögen, entlang deren wir von der Häufigkeit eines Ereignisses in der Vergangenheit auf seine Häufigkeit in der Zukunft schließen könnten. Die heutige Wissenschaft vom Gehirn nimmt ebenfalls an, dass sich die wiederholte Nachrichtenübertragung zwischen bestimmten Gehirnzellen einschleift.
Hier haben wir drei Interpretationen von p(A) beisammen: ein Maß der Vertrauenswürdigkeit, eine anzunehmende Häufigkeitsverteilung, ein Schließverfahren. Philosophen und Mathematiker, denen wir dieses mächtige Werkzeug verdanken, haben noch mehr Bedeutungen der Wahrscheinlichkeit ermittelt und sich heftig darüber gestritten, welche Interpretation richtig, «eigentlich richtig» oder fundamental für die übrigen sei. Einige Theoretiker behaupten sogar, «Wahrscheinlichkeit» sei eine Bezeichnung für völlig verschiedene Konzepte, die rein gar nichts miteinander zu tun haben. In diesem Buch wird die verbreitete Methode verfolgt, jeweils die Bedeutung hervorzukramen, die (wahrscheinlich!) gerade passt, die also am besten beim Raten hilft. Darum geht’s schließlich.


Kopfnuss: Zomepirac 

Ein kniffliges Beispiel für das Schließen nach Wahrscheinlichkeiten gibt uns der US-Ökonom Barry Nalebuff. Er bildete folgenden Fall, die vereinfachte Version eines tatsächlichen Ereignisses:
Eine weitgehend gesunde 42-jährige Frau besucht eines Vormittags ihren Zahnarzt, um sich einen Weisheitszahn ziehen zu lassen. Am Abend nach der Operation stirbt sie. Die Untersuchungsbeamten vermuten, die Frau habe allergisch auf ein Medikament reagiert. Die Patientin hatte vor dem Arztbesuch eine Penicillin-Tablette eingenommen – dies ist der erste Verdächtige. Der Zahnarzt hatte ihr gegen die postoperativen Schmerzen ein Medikament namens Zomepirac verschrieben, welches sie bei Bedarf schlucken sollte; die Frau hatte es sich anschließend in der Apotheke besorgt – der zweite Verdächtige. Es ist indes nicht festzustellen, ob sie es auch eingenommen hat. Zum dritten Verdächtigen wird das Novocain, das ihr der Arzt kurz vor der Extraktion verabreicht hatte. Experten, von der Kripo befragt, steuern folgende Informationen bei:
 

	
Wenn sie Zomepirac eingenommen hat, ist es mit 95 Prozent Sicherheit die Todesursache.



	
60 Prozent der Patienten solcher Operationen nehmen zu Hause die verschriebenen Mittel ein, p(Einnahme) = 0,6.




 
Viele neigen nun dazu, 0,95 · 0,6 = 0,57 zu rechnen, also Zomepirac mit p = 0,57 die Schuld zu geben.
Nehmen wir die Urformel p(A) = NA/N. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Frau ein Zomepirac-Opfer ist? Wir stellen uns die Todesfälle nach Zahnextraktionen vor und teilen die Zahl der Zomepirac-Opfer (NA) durch die Zahl aller Todesfälle (N). Aber wie ermitteln wir NA und N?
Nalebuff hat eine Idee. Zunächst betrachtet er eine Gruppe von tausend Patienten. Davon nehmen 600 Zomepirac. Von den 600 Patienten sterben X, davon X · 0,95 an Zomepirac und X · 0,05 aus anderen Gründen (Effekte des Zusammenwirkens dieser Gründe mit Zomepirac sind hier ausgeklammert). Wie viele der 400 übrigen Patienten werden vorzeitig sterben? Sie werden aus denselben «anderen Gründen» sterben wie die X · 0,05 Angehörigen der Zomepirac-Gruppe. Also, meint Nalebuff, gilt die gleiche Wahrscheinlichkeit für diese «anderen Gründe». Sie betrug in der Zomepirac-Gruppe p = X · 0,05/600, weshalb in der zweiten Gruppe 400 · (X · 0,05/600) vorzeitig sterben werden.
Jetzt teilt Nalebuff nach unserer Urformel p(A) = NA/N die Zahl aller Zomepirac-Opfer durch die Zahl aller Toten, um herauszufinden, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Toter ein Zomepirac-Opfer ist:
[image: ] 
Wir bereiten den Bruch zum Kürzen vor:
[image: ] 
Jetzt wird gekürzt:
[image: ] 
Die Frau ist also mit p = 0,92 ein Zomepirac-Opfer. Das ist erheblich mehr, als die meisten Leute raten.
Gegen Nalebuff möchte ich einwenden, dass in der zweiten Gruppe wohl mehr Leute als 400 · (X · 0,05/600) aus «anderen Gründen» sterben werden. Es gibt nämlich eine Zahl von Zomepirac-Opfern, die aus «anderen Gründen» gestorben wären, wenn sie kein Zomepirac genommen hätten. Die Zahl der aus «anderen Gründen» Gestorbenen muss deshalb erhöht werden, wodurch die hohe Wahrscheinlichkeit für Zomepirac dann etwas absinkt.
Und nun begeben wir uns wieder in die Ziegenshow.
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