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					Holger Dambeck, geboren 1969, hat Physik studiert und ist seit 2004 beim SPIEGEL als Redakteur in den Ressorts Wissenschaft und Netzwelt tätig. Von 2014 bis 2017 war er Ressortleiter Wissenschaft/Gesundheit, seit 2018 ist er im Datenjournalismus-Team. Bereits als 16-Jähriger trat Dambeck bei Mathematikolympiaden zum Lösen kniffliger Aufgaben an. In der SPIEGEL-Kolumne »Numerator« schrieb er seit 2006 über die Wunderwelt der Mathematik. Wenig später wurde Holger Dambeck mit dem Medienpreis der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ausgezeichnet. Seit 2014 ist er Autor der beliebten SPIEGEL-Kolumne »Rätsel der Woche«.

				

		
		
	 
		
		
			zur Kurzübersicht
		
		  
		
		Über dieses Buch

		
		
					Passt ein Würfel durch sich selbst? Warum ist 2023 ein besonderes Jahr? Und was macht man bei drei Lügen, zu denen es nur eine Wahrheit gibt? In seinem neuen Buch präsentiert der Wissenschaftsjournalist und Mathe-Autor Holger Dambeck 100 neue Rätsel, die zum Denken und Knobeln anregen.

					 

					Nicht nur auf Reisen, sondern auch in der Mathematik gilt häufig: Der Weg ist das Ziel. Anders als bei vielen Schulaufgaben gibt Holger Dambeck in seinen Mathe-Rätseln deshalb keine Lösungswege vor, sondern lädt seine Leserinnen und Leser ein, selbst auf Entdeckungsreise zu gehen. Denn Lösungen wollen gefunden werden und dafür braucht es Kreativität, Wachsamkeit und Freude am Unbekannten.

					Nach dem großen Erfolg seiner beiden Rätselbücher »Kommen drei Logiker in eine Bar« und »Blind Date mit zwei Unbekannten« präsentiert Holger Dambeck, seit 2014 Autor der beliebten SPIEGEL-Kolumne »Rätsel der Woche«, in »Das Kreuz mit dem Quadrat« nun seine neueste Sammlung mit 100 schlauen Mathe-Rätseln. Viel Freude beim Knobeln!
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	Quellen


					Vorwort

				Mathematische Rätsel stecken voller Überraschungen. Das erleben Sie hoffentlich gleich selbst, wenn eine der insgesamt 100 Knobeleien auf den folgenden Seiten ihr Gehirn auf Trab bringt.
 
Mich überrascht besonders die Vielfalt der Lösungswege. Ein großer Unterschied zu dem, was wir im Matheunterricht erlebt haben oder erleben. Seit Ende 2014 veröffentliche ich das »Rätsel der Woche« auf spiegel.de. Immer wieder schicken mir meine Leserinnen und Leser dann Lösungen, die eleganter sind als mein ursprünglicher Vorschlag. Oft ergänze ich diese Vorschläge, einige davon finden Sie auch in diesem Buch.
 
Eine andere Art von Überraschung erlebe ich – zum Glück – seltener. Ich glaubte, die Lösung eines schwierigen Rätsels gut verstanden zu haben, und veröffentlichte die Aufgabe als »Rätsel der Woche«. Doch das Problem entpuppte sich im Nachhinein als verzwickter als ursprünglich gedacht. Manchmal musste ich eine Lösung korrigieren oder erweitern.
 
Besonders groß war meine Verwirrung beim letzten Rätsel dieses Buchs (»Perfekte Logik«, hier). Nach der Veröffentlichung zweifelten mehrere Leserinnen und Leser die von mir angegebene Lösung an. Ich überdachte das Ganze und kam zum Schluss: Ja, die Lösung ist falsch. Und ich schrieb eine Korrektur.
 
Daraufhin bekam ich weitere Mails. Die Korrektur sei falsch, hieß es darin. Die ursprüngliche Lösung habe gestimmt, die Erklärung sei nur nicht gut genug gewesen. Ein Leser wies mich auch auf Aufsätze von Mathematikern hin, in denen es genau um diese Problemstellung ging.
 
Ich vertiefte mich noch einmal in die Aufgabe. Und tatsächlich überzeugte mich die Argumentation, ich musste die Korrektur korrigieren. Das war mir bislang noch nicht passiert!
 
Dabei erschien mir das Logik-Rätsel anfangs gar nicht so kompliziert:

					Zwei Personen, Alena und Bela, haben je eine Zahl auf ihrer Stirn kleben. Es ist in beiden Fällen eine 12. Beide kennen ihre eigene Zahl jedoch nicht, können aber die ihres Mitspielers sehen.

				

					Alena und Bela wissen immerhin, dass es sich nur um natürliche Zahlen größer als null handelt. Und dass die Summe der beiden Zahlen entweder 24 oder 27 ist.

					 

					Die Spielleiterin fragt die beiden abwechselnd, ob sie ihre eigene Zahl kennen. Alena und Bela sagen beide »Nein«, immer wieder.

					 

					Die Frage ist, ob es dabei bleibt oder ob zumindest eine der beiden Personen nach mehreren »Nein«-Antworten doch herausfindet, welche Zahl auf der eigenen Stirn klebt.

				
Tatsächlich weiß Bela nach einigen Fragerunden, welche Zahl er hat. Warum das so ist, können Sie selbst herausfinden oder im Lösungsteil nachlesen.
 
Ich warne Sie aber noch einmal ausdrücklich vor dem Rätsel mit der Nummer 100! Es könnte Sie nachhaltig verwirren. Doch grämen Sie sich nicht. Auch Mathe-Profis bringt diese Aufgabe an ihre Grenzen.
 
Bei den übrigen 99 Rätseln dürfte es – so hoffe ich – weniger Verwirrung geben. Viel Spaß beim Knobeln!
 
Holger Dambeck
Dezember 2023 

					Aufgaben 

				
					
						Fix fertig: 
Leichte Aufgaben zum Warmrechnen 

					
					
						
							1)  Putzorgie in der Restaurantküche

						
						Anna, Bert und Charlie arbeiten in einer Restaurantküche. In der Regel sind sie zu zweit und die dritte Person hat frei. Nach Küchenschluss wartet noch viel Arbeit auf die Köche: Sie müssen klar Schiff machen. Also Töpfe, Herde und Arbeitsflächen säubern – ebenso Schüsseln, Messer und weitere Utensilien. Jeder hat dabei sein eigenes Tempo.

							– Wenn Anna und Bert Dienst haben, brauchen sie zwei Stunden fürs Putzen und Aufräumen.


	– Bert und Charlie benötigen dafür zusammen drei Stunden.


	– Anna und Charlie brauchen gemeinsam vier Stunden.





						An einem Samstag haben die drei erstmals gemeinsam Dienst.

						Wie lange brauchen sie, um die Küche zu dritt auf Vordermann zu bringen?

						 

						Hinweis: Wir gehen davon aus, dass der Arbeitsumfang an jedem Abend gleich ist. Zudem arbeitet jede der drei Personen stets mit derselben individuellen Geschwindigkeit, egal, mit wem sie Dienst hat und wie viele Köche gemeinsam Dienst haben.

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							2)  Der superschwere Güterzug

						
						Ein Güterzug transportiert Erz vom Hamburger Hafen zu einer Stahlhütte in Salzgitter. Die 40 Waggons wiegen zusammen 5700 Tonnen. Wie schwer jeder einzelne Waggon ist, wissen wir nicht.

						
						Allerdings ist bekannt, dass drei hintereinanderhängende Waggons zusammen immer genau 430 Tonnen wiegen.

						 

						Wie schwer sind die beiden mittleren Waggons, also Nummer 20 und Nummer 21, zusammen?

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							3)  Hundert Quadratzahlen

						
						Gegeben sind die Quadrate der natürlichen Zahlen von 1 bis 100. Addieren Sie alle Quadrate der geraden Zahlen und ziehen Sie davon die Summe aller Quadrate ungerader Zahlen ab. Also:

						 

						22+42+62 + …+982+1002 

						–12–32–52 – …–972–992 

						 

						Wie lautet das Ergebnis der Rechnung?

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							4)  Wie lang ist die Diagonale?

						
						Das folgende Rätsel ist nicht besonders schwierig. Deshalb bekommen Sie auch nur eine Minute Zeit, um es zu lösen. Ohne Zettel und ohne Stift. Schaffen Sie das?

						
						Gegeben ist ein Viertelkreis. Darin eingezeichnet ist ein Rechteck. Zusätzlich gibt es zwei Längenangaben – siehe Zeichnung.

						 

						Wie lang ist die Diagonale?

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							5)  Das perfekte Ei

						
						Wer sein Ei gern weich mag, kocht es nicht ganz so lang – zum Beispiel nur vier Minuten. In der Küche gibt es dummerweise aber nur zwei Sanduhren. Die eine läuft fünf Minuten, die andere acht Minuten.

						 

						Wie müssen Sie vorgehen, um mit diesen beiden Sanduhren exakt vier Minuten abzumessen?

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							6)  Seltsame Zahl gesucht

						
						Eine positive, natürliche Zahl ist durch 2, 3 und 5 teilbar. Das soll auch für ihre Quersumme gelten. Welche ist die kleinste natürliche Zahl mit diesen Eigenschaften?

						
						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							7)  Piraten streiten um 120 Goldmünzen

						
						Fairness ist wichtig, selbst unter Piraten, die ansonsten auf Regeln und Gesetze pfeifen. Die Besatzung des Zweimasters »Schwarze Kogge« teilt die Beute nach jedem Raubzug gerecht untereinander auf. Wobei gerecht bedeutet, dass jeder einfache Pirat einen gleich großen Anteil der Beute bekommt. Die rechte Hand des Piratenchefs hingegen erhält doppelt so viel wie ein normaler Pirat – der Piratenchef selbst sogar fünfmal so viel.

						 

						Bei der letzten Kaperung haben die Piraten 120 Goldmünzen erbeutet. Als sie diese gemäß ihren Regeln untereinander aufteilen wollen, stellen sie fest, dass dies nicht möglich ist, sofern sie keine Münzen zersägen wollen.

						 

						Aber dann hat ein Pirat eine Idee: Er legt eine der 120 Münzen zur Seite – und plötzlich gelingt die Aufteilung, sodass jeder Pirat, ihr Chef und auch dessen rechte Hand zufrieden sind. Von der übrig gebliebenen Goldmünze kaufen sie gemeinsam ein paar Flaschen Rum für das nächste Fest.

						 

						Aus wie vielen Piraten (inklusive des Chefs und seiner rechten Hand) besteht die Besatzung der »Schwarzen Kogge«?

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							8)  Das Kreuz mit dem Quadrat

						
						Es wird geometrisch! Und damit die Knobelei nicht zu schwierig wird, geht es um eine sehr regelmäßige Form: um ein Quadrat. Über das Quadrat ist ein Kreuz gelegt, dessen zwei Balken im rechten Winkel zueinander stehen – siehe folgende Zeichnung.

						
						Das Kreuz teilt die vier Seiten des Quadrats in je zwei Teilstücke. Für drei Teilstücke sind die Längen bekannt: 4, 6 und 7.

						 

						Wie lang ist das vierte Stück?

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							9)  Bühne frei für Rechenkünstler

						
						Bei einer Quizshow muss eine Kandidatin eine komplizierte Rechenaufgabe lösen. Sie bekommt dafür nur eine Minute Zeit. Der Showmaster erklärt ihr kurz, was zu tun ist:

						 

						»Wir zeigen dir gleich eine Tafel mit fünf zehnstelligen Zahlen. Nur eine davon ist die vierte Potenz einer natürlichen Zahl. Du hast eine Minute Zeit, diese zu finden! Hilfsmittel wie ein Taschenrechner sind leider nicht erlaubt.«

						 

						»Hmm«, sagt die Frau, »wie soll ich das hinbekommen?« Der Quizmaster antwortet: »Das weiß ich leider auch nicht. Aber dir bleiben noch fünf Minuten, dir etwas zu überlegen. So lange dauert die Werbepause. Wenn sie vorbei ist, wird die Tafel auf die Bühne gerollt.«

						 

						Die Frau grübelt und grübelt – und hat dann offenbar eine Idee. Als ihr nach der Werbepause die fünf zehnstelligen Zahlen

							– 2.342.560.826 


	– 3.662.186.403 


	– 4.032.758.016 


	– 6.780.827.687 


	– 9.116.621.874 





						gezeigt werden, hat sie schon nach zehn Sekunden diejenige gefunden, die die vierte Potenz einer natürlichen Zahl ist.

						 

						Wie hat sie das gemacht?

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							10)  Zaubern mit Primzahlen

						
						Mit Zahlen zaubern war schon immer der Traum des Magiers Numerus Fortune. Er hat sich einen neuen Trick ausgedacht, den er gleich bei seinem nächsten Auftritt ausprobiert.

						 

						»Wer möchte meine Zahlenfee sein?«, fragt er in die Runde.

						Eine Frau aus der zweiten Reihe meldet sich. »Vielen Dank, dass Sie mir beim Zaubern helfen«, sagt Fortune zu ihr. »Suchen Sie sich eine beliebige Primzahl, sie muss nur größer als 3 sein. Aber verraten Sie mir die Zahl nicht!«

						 

						»Okay, ich habe eine Primzahl«, sagt die Frau.

						 

						»Bilden Sie nun das Quadrat dieser Primzahl«, sagt der Zauberer, »und ziehen Sie davon anschließend 1 ab. Das Ergebnis ist eine – Simsalabim – durch 24 teilbare Zahl.«

						 

						»Wow – das stimmt«, sagt die Frau.

						 

						Sie nennt nun die von ihr gewählte Primzahl dem Publikum – es war die 97. Alle rechnen nach: 972 – 1 ergibt 9408. Und 9408 ist durch 24 teilbar, denn es gilt 392×24=9408.

						 

						Funktioniert dieser Trick wirklich für jede beliebige Primzahl größer als 3?

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							11)  Magische 45 

						
						Die Zahl 45 soll in vier Summanden aufgeteilt werden, die besondere Eigenschaften besitzen. Man erhält immer dieselbe Zahl, wenn man:

							– zum ersten Summanden 2 addiert


	– vom zweiten Summanden 2 abzieht


	– den dritten Summanden durch 2 teilt


	– den vierten Summanden mit 2 multipliziert.





						
						Ist eine solche Aufteilung der Zahl 45 möglich? Wie lauten die vier Summanden?

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							12)  Die Gans bleibt ganz

						
						Ein Geflügelhändler verkauft lebende Gänse. An einem Tag hat er genau vier Kunden. Folgende Notizen hat er sich dazu gemacht:

							– Der erste Kunde kauft die Hälfte der Gänse aus dem Laden plus eine halbe Gans.


	– Der zweite Kunde kauft von den verbliebenen Tieren ein Drittel plus eine drittel Gans.


	– Der dritte Kunde kauft vom Rest ein Viertel plus eine dreiviertel Gans.


	– Der vierte Kunde schließlich kauft von den noch verbliebenen Tieren ein Fünftel plus eine fünftel Gans.





						Am Abend zählt der Händler durch: Er hat noch 19 Gänse in seinem Bestand.

						
						Auch wenn die Verkaufsliste sich anders liest: Keine einzige Gans musste getötet oder zerteilt werden.

						 

						Ist das möglich? Falls ja: Wie viele Gänse hatte der Händler in seinem Geschäft, bevor der erste Kunde kam?

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							13)  Das verlängerte Seil

						
						Die Ausmaße von Spielfeldern im Sport sind sehr verschieden. Vergleichsweise klein ist ein Volleyballfeld, beim Fußball ist eine Länge von 100 Metern üblich.

						
						Nicht in jeder Sportart sind Länge und Breite einheitlich geregelt. Beim Basketball etwa unterscheiden sich die Spielfelder der US-Profiliga NBA von denen in Europa. Im Fußball sind zumindest in den unteren Ligen Variationen bei Länge und Breite erlaubt.

						 

						Das Spielfeld, um das es in diesem Rätsel geht, ist rechteckig. Wir kennen seine genauen Maße nicht. Auf den Seitenlinien liegt ein geschlossenes Seil, dessen Länge genau dem Umfang des Feldes entspricht.

						 

						Nun verlängern wir dieses Seil um einen Meter und verschieben es an allen vier Seiten nach außen, bis es wieder ein Rechteck bildet. Dabei soll der senkrechte Abstand zur Außenlinie des Feldes an allen vier Seiten gleich sein.

						 

						Wie groß ist dieser Abstand?

						
							Die Lösung finden Sie hier

						

					
					
						
							14)  Gewinnt Dörte oder Charlie?

						
						Charlie und Dörte spielen folgendes Spiel: Auf dem großen Tisch vor ihnen liegen exakt 1000 Kieselsteine. Pro Zug dürfen 12=1, 22=4, 32=9 oder 42=16 Steinchen davon weggenommen werden.

						
						Das Spiel gewinnt die Person, die den letzten Zug machen kann. Charlie beginnt.

						 

						Gibt es eine Strategie, mit der eine der beiden Personen das Spiel mit Sicherheit gewinnen kann? Wie lautet diese? Wer gewinnt dann das Spiel?

						
							Die Lösung finden Sie hier
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   TERMS AND CONDITIONS FOR USE, REPRODUCTION, AND DISTRIBUTION



   1. Definitions.



      "License" shall mean the terms and conditions for use, reproduction,

      and distribution as defined by Sections 1 through 9 of this document.



      "Licensor" shall mean the copyright owner or entity authorized by

      the copyright owner that is granting the License.



      "Legal Entity" shall mean the union of the acting entity and all

      other entities that control, are controlled by, or are under common

      control with that entity. For the purposes of this definition,

      "control" means (i) the power, direct or indirect, to cause the

      direction or management of such entity, whether by contract or

      otherwise, or (ii) ownership of fifty percent (50%) or more of the

      outstanding shares, or (iii) beneficial ownership of such entity.



      "You" (or "Your") shall mean an individual or Legal Entity

      exercising permissions granted by this License.



      "Source" form shall mean the preferred form for making modifications,

      including but not limited to software source code, documentation

      source, and configuration files.



      "Object" form shall mean any form resulting from mechanical

      transformation or translation of a Source form, including but

      not limited to compiled object code, generated documentation,

      and conversions to other media types.



      "Work" shall mean the work of authorship, whether in Source or

      Object form, made available under the License, as indicated by a

      copyright notice that is included in or attached to the work

      (an example is provided in the Appendix below).



      "Derivative Works" shall mean any work, whether in Source or Object

      form, that is based on (or derived from) the Work and for which the

      editorial revisions, annotations, elaborations, or other modifications

      represent, as a whole, an original work of authorship. For the purposes

      of this License, Derivative Works shall not include works that remain

      separable from, or merely link (or bind by name) to the interfaces of,

      the Work and Derivative Works thereof.



      "Contribution" shall mean any work of authorship, including

      the original version of the Work and any modifications or additions

      to that Work or Derivative Works thereof, that is intentionally

      submitted to Licensor for inclusion in the Work by the copyright owner

      or by an individual or Legal Entity authorized to submit on behalf of

      the copyright owner. For the purposes of this definition, "submitted"

      means any form of electronic, verbal, or written communication sent

      to the Licensor or its representatives, including but not limited to

      communication on electronic mailing lists, source code control systems,

      and issue tracking systems that are managed by, or on behalf of, the

      Licensor for the purpose of discussing and improving the Work, but

      excluding communication that is conspicuously marked or otherwise

      designated in writing by the copyright owner as "Not a Contribution."



      "Contributor" shall mean Licensor and any individual or Legal Entity

      on behalf of whom a Contribution has been received by Licensor and

      subsequently incorporated within the Work.



   2. Grant of Copyright License. Subject to the terms and conditions of

      this License, each Contributor hereby grants to You a perpetual,

      worldwide, non-exclusive, no-charge, royalty-free, irrevocable

      copyright license to reproduce, prepare Derivative Works of,

      publicly display, publicly perform, sublicense, and distribute the

      Work and such Derivative Works in Source or Object form.



   3. Grant of Patent License. Subject to the terms and conditions of

      this License, each Contributor hereby grants to You a perpetual,

      worldwide, non-exclusive, no-charge, royalty-free, irrevocable

      (except as stated in this section) patent license to make, have made,

      use, offer to sell, sell, import, and otherwise transfer the Work,

      where such license applies only to those patent claims licensable

      by such Contributor that are necessarily infringed by their

      Contribution(s) alone or by combination of their Contribution(s)

      with the Work to which such Contribution(s) was submitted. If You

      institute patent litigation against any entity (including a

      cross-claim or counterclaim in a lawsuit) alleging that the Work

      or a Contribution incorporated within the Work constitutes direct

      or contributory patent infringement, then any patent licenses

      granted to You under this License for that Work shall terminate

      as of the date such litigation is filed.



   4. Redistribution. You may reproduce and distribute copies of the

      Work or Derivative Works thereof in any medium, with or without

      modifications, and in Source or Object form, provided that You

      meet the following conditions:



      (a) You must give any other recipients of the Work or

          Derivative Works a copy of this License; and



      (b) You must cause any modified files to carry prominent notices

          stating that You changed the files; and



      (c) You must retain, in the Source form of any Derivative Works

          that You distribute, all copyright, patent, trademark, and

          attribution notices from the Source form of the Work,

          excluding those notices that do not pertain to any part of

          the Derivative Works; and



      (d) If the Work includes a "NOTICE" text file as part of its

          distribution, then any Derivative Works that You distribute must

          include a readable copy of the attribution notices contained

          within such NOTICE file, excluding those notices that do not

          pertain to any part of the Derivative Works, in at least one

          of the following places: within a NOTICE text file distributed

          as part of the Derivative Works; within the Source form or

          documentation, if provided along with the Derivative Works; or,

          within a display generated by the Derivative Works, if and

          wherever such third-party notices normally appear. The contents

          of the NOTICE file are for informational purposes only and

          do not modify the License. You may add Your own attribution

          notices within Derivative Works that You distribute, alongside

          or as an addendum to the NOTICE text from the Work, provided

          that such additional attribution notices cannot be construed

          as modifying the License.



      You may add Your own copyright statement to Your modifications and

      may provide additional or different license terms and conditions

      for use, reproduction, or distribution of Your modifications, or

      for any such Derivative Works as a whole, provided Your use,

      reproduction, and distribution of the Work otherwise complies with

      the conditions stated in this License.



   5. Submission of Contributions. Unless You explicitly state otherwise,

      any Contribution intentionally submitted for inclusion in the Work

      by You to the Licensor shall be under the terms and conditions of

      this License, without any additional terms or conditions.

      Notwithstanding the above, nothing herein shall supersede or modify

      the terms of any separate license agreement you may have executed

      with Licensor regarding such Contributions.



   6. Trademarks. This License does not grant permission to use the trade

      names, trademarks, service marks, or product names of the Licensor,

      except as required for reasonable and customary use in describing the

      origin of the Work and reproducing the content of the NOTICE file.



   7. Disclaimer of Warranty. Unless required by applicable law or

      agreed to in writing, Licensor provides the Work (and each

      Contributor provides its Contributions) on an "AS IS" BASIS,

      WITHOUT WARRANTIES OR CONDITIONS OF ANY KIND, either express or

      implied, including, without limitation, any warranties or conditions

      of TITLE, NON-INFRINGEMENT, MERCHANTABILITY, or FITNESS FOR A

      PARTICULAR PURPOSE. You are solely responsible for determining the

      appropriateness of using or redistributing the Work and assume any

      risks associated with Your exercise of permissions under this License.



   8. Limitation of Liability. In no event and under no legal theory,

      whether in tort (including negligence), contract, or otherwise,

      unless required by applicable law (such as deliberate and grossly

      negligent acts) or agreed to in writing, shall any Contributor be

      liable to You for damages, including any direct, indirect, special,

      incidental, or consequential damages of any character arising as a

      result of this License or out of the use or inability to use the

      Work (including but not limited to damages for loss of goodwill,

      work stoppage, computer failure or malfunction, or any and all

      other commercial damages or losses), even if such Contributor

      has been advised of the possibility of such damages.



   9. Accepting Warranty or Additional Liability. While redistributing

      the Work or Derivative Works thereof, You may choose to offer,

      and charge a fee for, acceptance of support, warranty, indemnity,

      or other liability obligations and/or rights consistent with this

      License. However, in accepting such obligations, You may act only

      on Your own behalf and on Your sole responsibility, not on behalf

      of any other Contributor, and only if You agree to indemnify,

      defend, and hold each Contributor harmless for any liability

      incurred by, or claims asserted against, such Contributor by reason

      of your accepting any such warranty or additional liability.



   END OF TERMS AND CONDITIONS



   APPENDIX: How to apply the Apache License to your work.



      To apply the Apache License to your work, attach the following

      boilerplate notice, with the fields enclosed by brackets "[]"

      replaced with your own identifying information. (Don't include

      the brackets!)  The text should be enclosed in the appropriate

      comment syntax for the file format. We also recommend that a

      file or class name and description of purpose be included on the

      same "printed page" as the copyright notice for easier

      identification within third-party archives.



   Copyright [yyyy] [name of copyright owner]



   Licensed under the Apache License, Version 2.0 (the "License");

   you may not use this file except in compliance with the License.

   You may obtain a copy of the License at



       http://www.apache.org/licenses/LICENSE-2.0



   Unless required by applicable law or agreed to in writing, software

   distributed under the License is distributed on an "AS IS" BASIS,

   WITHOUT WARRANTIES OR CONDITIONS OF ANY KIND, either express or implied.

   See the License for the specific language governing permissions and

   limitations under the License.
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PREAMBLE

The goals of the Open Font License (OFL) are to stimulate worldwide

development of collaborative font projects, to support the font creation

efforts of academic and linguistic communities, and to provide a free and

open framework in which fonts may be shared and improved in partnership

with others.



The OFL allows the licensed fonts to be used, studied, modified and

redistributed freely as long as they are not sold by themselves. The

fonts, including any derivative works, can be bundled, embedded, 

redistributed and/or sold with any software provided that any reserved

names are not used by derivative works. The fonts and derivatives,

however, cannot be released under any other type of license. The

requirement for fonts to remain under this license does not apply

to any document created using the fonts or their derivatives.



DEFINITIONS

"Font Software" refers to the set of files released by the Copyright

Holder(s) under this license and clearly marked as such. This may

include source files, build scripts and documentation.



"Reserved Font Name" refers to any names specified as such after the

copyright statement(s).



"Original Version" refers to the collection of Font Software components as

distributed by the Copyright Holder(s).



"Modified Version" refers to any derivative made by adding to, deleting,

or substituting -- in part or in whole -- any of the components of the

Original Version, by changing formats or by porting the Font Software to a

new environment.



"Author" refers to any designer, engineer, programmer, technical

writer or other person who contributed to the Font Software.



PERMISSION & CONDITIONS

Permission is hereby granted, free of charge, to any person obtaining

a copy of the Font Software, to use, study, copy, merge, embed, modify,

redistribute, and sell modified and unmodified copies of the Font

Software, subject to the following conditions:



1) Neither the Font Software nor any of its individual components,

in Original or Modified Versions, may be sold by itself.



2) Original or Modified Versions of the Font Software may be bundled,

redistributed and/or sold with any software, provided that each copy

contains the above copyright notice and this license. These can be

included either as stand-alone text files, human-readable headers or

in the appropriate machine-readable metadata fields within text or

binary files as long as those fields can be easily viewed by the user.



3) No Modified Version of the Font Software may use the Reserved Font

Name(s) unless explicit written permission is granted by the corresponding

Copyright Holder. This restriction only applies to the primary font name as

presented to the users.



4) The name(s) of the Copyright Holder(s) or the Author(s) of the Font

Software shall not be used to promote, endorse or advertise any

Modified Version, except to acknowledge the contribution(s) of the

Copyright Holder(s) and the Author(s) or with their explicit written

permission.



5) The Font Software, modified or unmodified, in part or in whole,

must be distributed entirely under this license, and must not be

distributed under any other license. The requirement for fonts to

remain under this license does not apply to any document created

using the Font Software.



TERMINATION

This license becomes null and void if any of the above conditions are

not met.



DISCLAIMER

THE FONT SOFTWARE IS PROVIDED "AS IS", WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND,

EXPRESS OR IMPLIED, INCLUDING BUT NOT LIMITED TO ANY WARRANTIES OF

MERCHANTABILITY, FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE AND NONINFRINGEMENT

OF COPYRIGHT, PATENT, TRADEMARK, OR OTHER RIGHT. IN NO EVENT SHALL THE

COPYRIGHT HOLDER BE LIABLE FOR ANY CLAIM, DAMAGES OR OTHER LIABILITY,

INCLUDING ANY GENERAL, SPECIAL, INDIRECT, INCIDENTAL, OR CONSEQUENTIAL

DAMAGES, WHETHER IN AN ACTION OF CONTRACT, TORT OR OTHERWISE, ARISING

FROM, OUT OF THE USE OR INABILITY TO USE THE FONT SOFTWARE OR FROM

OTHER DEALINGS IN THE FONT SOFTWARE.




Fonts are (c) Bitstream (see below). DejaVu changes are in public domain.
Glyphs imported from Arev fonts are (c) Tavmjong Bah (see below)


Bitstream Vera Fonts Copyright
------------------------------

Copyright (c) 2003 by Bitstream, Inc. All Rights Reserved. Bitstream Vera is
a trademark of Bitstream, Inc.

Permission is hereby granted, free of charge, to any person obtaining a copy
of the fonts accompanying this license ("Fonts") and associated
documentation files (the "Font Software"), to reproduce and distribute the
Font Software, including without limitation the rights to use, copy, merge,
publish, distribute, and/or sell copies of the Font Software, and to permit
persons to whom the Font Software is furnished to do so, subject to the
following conditions:

The above copyright and trademark notices and this permission notice shall
be included in all copies of one or more of the Font Software typefaces.

The Font Software may be modified, altered, or added to, and in particular
the designs of glyphs or characters in the Fonts may be modified and
additional glyphs or characters may be added to the Fonts, only if the fonts
are renamed to names not containing either the words "Bitstream" or the word
"Vera".

This License becomes null and void to the extent applicable to Fonts or Font
Software that has been modified and is distributed under the "Bitstream
Vera" names.

The Font Software may be sold as part of a larger software package but no
copy of one or more of the Font Software typefaces may be sold by itself.

THE FONT SOFTWARE IS PROVIDED "AS IS", WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND, EXPRESS
OR IMPLIED, INCLUDING BUT NOT LIMITED TO ANY WARRANTIES OF MERCHANTABILITY,
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE AND NONINFRINGEMENT OF COPYRIGHT, PATENT,
TRADEMARK, OR OTHER RIGHT. IN NO EVENT SHALL BITSTREAM OR THE GNOME
FOUNDATION BE LIABLE FOR ANY CLAIM, DAMAGES OR OTHER LIABILITY, INCLUDING
ANY GENERAL, SPECIAL, INDIRECT, INCIDENTAL, OR CONSEQUENTIAL DAMAGES,
WHETHER IN AN ACTION OF CONTRACT, TORT OR OTHERWISE, ARISING FROM, OUT OF
THE USE OR INABILITY TO USE THE FONT SOFTWARE OR FROM OTHER DEALINGS IN THE
FONT SOFTWARE.

Except as contained in this notice, the names of Gnome, the Gnome
Foundation, and Bitstream Inc., shall not be used in advertising or
otherwise to promote the sale, use or other dealings in this Font Software
without prior written authorization from the Gnome Foundation or Bitstream
Inc., respectively. For further information, contact: fonts at gnome dot
org.

Arev Fonts Copyright
------------------------------

Copyright (c) 2006 by Tavmjong Bah. All Rights Reserved.

Permission is hereby granted, free of charge, to any person obtaining
a copy of the fonts accompanying this license ("Fonts") and
associated documentation files (the "Font Software"), to reproduce
and distribute the modifications to the Bitstream Vera Font Software,
including without limitation the rights to use, copy, merge, publish,
distribute, and/or sell copies of the Font Software, and to permit
persons to whom the Font Software is furnished to do so, subject to
the following conditions:

The above copyright and trademark notices and this permission notice
shall be included in all copies of one or more of the Font Software
typefaces.

The Font Software may be modified, altered, or added to, and in
particular the designs of glyphs or characters in the Fonts may be
modified and additional glyphs or characters may be added to the
Fonts, only if the fonts are renamed to names not containing either
the words "Tavmjong Bah" or the word "Arev".

This License becomes null and void to the extent applicable to Fonts
or Font Software that has been modified and is distributed under the 
"Tavmjong Bah Arev" names.

The Font Software may be sold as part of a larger software package but
no copy of one or more of the Font Software typefaces may be sold by
itself.

THE FONT SOFTWARE IS PROVIDED "AS IS", WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND,
EXPRESS OR IMPLIED, INCLUDING BUT NOT LIMITED TO ANY WARRANTIES OF
MERCHANTABILITY, FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE AND NONINFRINGEMENT
OF COPYRIGHT, PATENT, TRADEMARK, OR OTHER RIGHT. IN NO EVENT SHALL
TAVMJONG BAH BE LIABLE FOR ANY CLAIM, DAMAGES OR OTHER LIABILITY,
INCLUDING ANY GENERAL, SPECIAL, INDIRECT, INCIDENTAL, OR CONSEQUENTIAL
DAMAGES, WHETHER IN AN ACTION OF CONTRACT, TORT OR OTHERWISE, ARISING
FROM, OUT OF THE USE OR INABILITY TO USE THE FONT SOFTWARE OR FROM
OTHER DEALINGS IN THE FONT SOFTWARE.

Except as contained in this notice, the name of Tavmjong Bah shall not
be used in advertising or otherwise to promote the sale, use or other
dealings in this Font Software without prior written authorization
from Tavmjong Bah. For further information, contact: tavmjong @ free
. fr.

TeX Gyre DJV Math
-----------------
Fonts are (c) Bitstream (see below). DejaVu changes are in public domain.

Math extensions done by B. Jackowski, P. Strzelczyk and P. Pianowski
(on behalf of TeX users groups) are in public domain.

Letters imported from Euler Fraktur from AMSfonts are (c) American
Mathematical Society (see below).
Bitstream Vera Fonts Copyright
Copyright (c) 2003 by Bitstream, Inc. All Rights Reserved. Bitstream Vera
is a trademark of Bitstream, Inc.

Permission is hereby granted, free of charge, to any person obtaining a copy
of the fonts accompanying this license (“Fonts”) and associated
documentation
files (the “Font Software”), to reproduce and distribute the Font Software,
including without limitation the rights to use, copy, merge, publish,
distribute,
and/or sell copies of the Font Software, and to permit persons  to whom
the Font Software is furnished to do so, subject to the following
conditions:

The above copyright and trademark notices and this permission notice
shall be
included in all copies of one or more of the Font Software typefaces.

The Font Software may be modified, altered, or added to, and in particular
the designs of glyphs or characters in the Fonts may be modified and
additional
glyphs or characters may be added to the Fonts, only if the fonts are
renamed
to names not containing either the words “Bitstream” or the word “Vera”.

This License becomes null and void to the extent applicable to Fonts or
Font Software
that has been modified and is distributed under the “Bitstream Vera”
names.

The Font Software may be sold as part of a larger software package but
no copy
of one or more of the Font Software typefaces may be sold by itself.

THE FONT SOFTWARE IS PROVIDED “AS IS”, WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND, EXPRESS
OR IMPLIED, INCLUDING BUT NOT LIMITED TO ANY WARRANTIES OF MERCHANTABILITY,
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE AND NONINFRINGEMENT OF COPYRIGHT, PATENT,
TRADEMARK, OR OTHER RIGHT. IN NO EVENT SHALL BITSTREAM OR THE GNOME
FOUNDATION
BE LIABLE FOR ANY CLAIM, DAMAGES OR OTHER LIABILITY, INCLUDING ANY GENERAL,
SPECIAL, INDIRECT, INCIDENTAL, OR CONSEQUENTIAL DAMAGES, WHETHER IN AN
ACTION
OF CONTRACT, TORT OR OTHERWISE, ARISING FROM, OUT OF THE USE OR
INABILITY TO USE
THE FONT SOFTWARE OR FROM OTHER DEALINGS IN THE FONT SOFTWARE.
Except as contained in this notice, the names of GNOME, the GNOME
Foundation,
and Bitstream Inc., shall not be used in advertising or otherwise to promote
the sale, use or other dealings in this Font Software without prior written
authorization from the GNOME Foundation or Bitstream Inc., respectively.
For further information, contact: fonts at gnome dot org.

AMSFonts (v. 2.2) copyright

The PostScript Type 1 implementation of the AMSFonts produced by and
previously distributed by Blue Sky Research and Y&Y, Inc. are now freely
available for general use. This has been accomplished through the
cooperation
of a consortium of scientific publishers with Blue Sky Research and Y&Y.
Members of this consortium include:

Elsevier Science IBM Corporation Society for Industrial and Applied
Mathematics (SIAM) Springer-Verlag American Mathematical Society (AMS)

In order to assure the authenticity of these fonts, copyright will be
held by
the American Mathematical Society. This is not meant to restrict in any way
the legitimate use of the fonts, such as (but not limited to) electronic
distribution of documents containing these fonts, inclusion of these fonts
into other public domain or commercial font collections or computer
applications, use of the outline data to create derivative fonts and/or
faces, etc. However, the AMS does require that the AMS copyright notice be
removed from any derivative versions of the fonts which have been altered in
any way. In addition, to ensure the fidelity of TeX documents using Computer
Modern fonts, Professor Donald Knuth, creator of the Computer Modern faces,
has requested that any alterations which yield different font metrics be
given a different name.

$Id$
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